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1. INTRODUÇÃO  

 O projeto PROMAT - Programa de Acesso e de Permanência de Estudantes da Rede 

Pública de Ensino em Universidades Públicas: Um Enfoque à Área de Matemática é executado 

na UNIOESTE- Universidade Estadual do Oeste do Paraná no Campus de cascavel, com aulas 

de matemática ministradas aos sábados, totalizando 20 encontros de quatro horas aula.  

 O projeto é composto por alunos de Ensino Médio, oriundos da cidade de Cascavel e 

região, acadêmicos de outros cursos que fizeram suas inscrições no projeto, acadêmicos 

estagiários do curso de licenciatura em Matemática da UNIOESTE e professores supervisores 

do curso. 

 No 2º semestre do PROMAT, nos dedicamos a reforçar conteúdos já vistos pelos 

estudantes em sua vida escolar, bem como, prepará-los para provas como o ENEM e 

vestibulares, de modo a sanar suas dúvidas e romper com o pensamento de que a matemática é 

difícil e sem utilidade.  

 Para cumprir com esses objetivos, na disciplina de Metodologia e Prática de Ensino de 

Matemática - Estágio Supervisionado II, foram produzidas aulas, materiais e atividades 

diferenciadas, abordando conteúdos de Matemática do ensino médio, necessários à formação 

do cidadão e visando ampliar as chances dos alunos de ingressarem e permanecerem em cursos 

do Ensino Superior. 

 O projeto também traz benefícios aos acadêmicos estagiários pelas diversas 

experiências vivenciadas, como a construção e execução de planos de aula, gestão e conduta 

em sala, planejamento de ensino, trabalho em grupo e organização de situações didáticas, 

melhorando nosso desempenho como futuros professores. 

 Em vista das dificuldades no ensino e aprendizagem da Matemática, o projeto é de suma 

importância para todos os participantes, tanto para os alunos, quanto para estagiários, que 

necessitam da prática para promover um ensino de qualidade para ambos.  

 Nosso exercício de prática ocorreu no segundo semestre, onde estivemos envolvidos na 

preparação e execução do projeto PROMAT, que foi realizado no Campus da UNIOESTE de 

Cascavel, aos sábados, segundo cronograma apresentado no Quadro 1. 
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Encontro Data Conteúdo 
1 04/08 Tratamento da informação 
2 11/08 Trigonometria no triângulo retângulo 
3 18/08 Relações Trigonométricas 
4 25/08 Ciclo Trigonométrico 
5 01/09 Geometria Analítica 
6 15/09 Geometria Analítica 
7 22/09 Circunferência 
8 29/09 Análise Combinatória 
9 20/10 Análise Combinatória 
10 Não aplicado Análise Combinatória 

Quadro 1. Cronograma 

Fonte: Acervo das autoras. 

 Neste trabalho encontram-se os materiais produzidos: como planos de aula, relatórios e 

atividades que foram executados no 2o semestre do projeto PROMAT. Os materiais produzidos 

foram utilizados em aulas presenciais e disponibilizados aos alunos matriculados. 

 Neste período, cerca de 100 alunos foram selecionados para participar do projeto, os 

quais foram divididos em quatro salas. Os estudantes participantes do projeto são oriundos de 

Cascavel e de cidades próximas como Três Barras do Paraná, Capitão Leônidas Marques, Santa 

Lúcia, Vera Cruz do Oeste, entre outras. 

 Aos estagiários coube preparar aulas, materiais didáticos e selecionar situações 

problemas para facilitar o ensino-aprendizagem de forma significativa nos conteúdos 

trabalhados, bem como confeccionar relatórios de todas as aulas executadas no PROMAT. 

 Participaram no desenvolvimento do PROMAT (2º semestre de 2018), cerca de 24 

pessoas, entre elas os acadêmicos estagiários, seus professores orientadores e demais 

participantes do projeto. 

 O projeto PROMAT é dividido em dois semestres, sendo que no 1o semestre foram 

desenvolvidas e executadas aulas com conteúdos do Ensino Fundamental, pelos acadêmicos do 

3o ano do Curso de Licenciatura em Matemática. Já no 2o semestre foram ministradas aulas 

com conteúdos do Ensino Médio pelos alunos do 4º ano do Curso de Licenciatura em 

Matemática. Nosso grupo foi formado pelos seguintes estagiários que atuavam como 

professores: Ana Cristina Dellabetta Guerrero, Ana Maria Foss, Daniele Donel, e Viviane 

Fátima Ribeiro, sob supervisão da professora orientadora de estágio, Rosangela Villwock. 

 

Bibliografia : 

ANTUNES, F. C. A.; LANGER, A. E. S. (Coord.). PROMAT. Programa de Acesso e de 

Permanência de Estudantes da Rede Pública de Ensino em Universidades Públicas: um enfoque 

à área de Matemática. Projeto de Ensino. Cascavel: Unioeste/ CCET/ Colegiado de 

Matemática, 1º semestre de 2017. (Documento não publicado).  
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2.1 OPÇÃO TEÓRICA  E METODOLÓGICA   

 

 

Refletindo sobre como ocorre o ensino da Matemática em sala de aula observamos que 

apenas o modelo tradicional de ensino não supre as necessidades atuais, uma vez que hoje 

contamos com grande avanço tecnológico e mudanças socioculturais, exigindo dessa forma 

uma nova postura dos professores. Por isso, mediante o abandono da postura de um professor 

detentor do conhecimento e de aulas meramente expositivas, construímos uma prática 

pedagógica na qual assumimos a função de mediador do conhecimento estando ao lado do aluno 

e auxiliando-o a construir os conceitos matemáticos.  

Também, com vistas promover a Aprendizagem Significativa, que segundo David 

Ausubel et al (19801 apud MOREIRA, 2010) é aquela em que ideias expressas simbolicamente 

interagem de maneira substantiva e não arbitrária com aquilo que o aprendiz já sabe, 

desenvolvemos aulas mais dinâmicas, baseadas em resolução de problemas e na utilização de 

jogos para auxiliar na memorização de conceitos trabalhados. Na Aprendizagem Significativa, 

segundo Ausubel (1980), os novos conhecimentos interagem com os conhecimentos prévios 

relevantes existentes na estrutura cognitiva. Por isso ressaltamos a importância de verificar 

quais os conhecimentos prévios relevantes os alunos possuem, para que estes sirvam de 

ancoragem para a aprendizagem do novo conceito. 

Além da existência de conhecimentos prévios relevantes, as condições necessárias para 

a ocorrência da Aprendizagem Significativa, segundo Ausubel (1980), são a pré-disposição dos 

alunos para a aprender e a utilização de materiais potencialmente significativos e de acordo com 

a estrutura cognitiva dos alunos.  

Para a elaboração de materiais potencialmente significativos adotamos 

predominantemente a opção metodológica Ensino- Aprendizagem- Avaliação através de 

Resolução de Problemas segundo Onuchic e colaboradores do Grupo de Trabalho e Estudo em 

Resolução de Problemas (GTERP) da UNESP. Segundo essa metodologia o ensino de um 

tópico matemático começa com um problema gerador e os conceitos matemáticos são 

construídos a partir das resoluções dos problemas. Onuchic e Allevato (1999) sugerem um 

roteiro didático-pedagógico que inclui as seguintes etapas: preparação e seleção do Problema 

Gerador; leitura individual do Problema pelos educandos; leitura em grupos visando superar 

dificuldades na compreensão do mesmo; resolução do problema; registro das soluções na lousa, 

                                                 
1 AUSUBEL, D. P.; NOVAK, J. D.; HANESIAN, H. et al. Psicologia educacional. Tradução para o português 

do original Educational psychology: a cognitive view. Rio de Janeiro: Interamericana, 1980, 625 p. 



12 

 

oportunizando analisar as diferentes resoluções; busca do consenso às resoluções apresentadas, 

optando pela mais adequada, e, por fim, a formalização do conteúdo matemático, realizada pelo 

professor. 

Quando trabalhamos com esta metodologia é de fundamental importância que as 

atividades sejam desenvolvidas em grupos, pois assim construímos um ambiente propício ao 

debate, a argumentação em defesa das ideias, além subsidiar situações nas quais o trabalho nos 

grupos é cooperativo. Segundo os PCN de Matemática (BRASIL, 1998), a Resolução de 

Problemas possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para 

gerenciar as informações que estão ao seu alcance. Assim, os alunos terão oportunidade de 

ampliar seus conhecimentos acerca de conceitos e procedimentos matemáticos bem como 

ampliar a visão que têm dos problemas, da Matemática, do mundo em geral e desenvolver sua 

autoconfiança. 

Portanto a utilização de Resolução de Problemas desenvolve a crença que todos podem 

construir os conceitos matemáticos, além disso o professor pode utilizar de situações do 

cotidiano dos alunos evidenciando assim, que a Matemática está presente na realidade que nos 

cerca. E dessa forma, contribui para que os conceitos aprendidos na escola sirvam para uma 

boa tomada de decisão em situações diárias.  

Ainda, com vistas a promover a Aprendizagem Significativa utilizamos em algumas 

aulas jogos que envolviam os conceitos trabalhados para auxiliar na memorização e para 

explorar de forma lúdica a Matemática. Conforme orientam os PCN, a utilização de jogos é um 

recurso pedagógico importante pois:  

Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois permitem que 

estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade na elaboração 

de estratégias de resolução e busca de soluções. Propiciam a simulação de situações 

problema que exigem soluções vivas e imediatas, o que estimula o planejamento das 

ações; possibilitam a construção de uma atitude positiva perante os erros, uma vez que 

as situações sucedem-se rapidamente e podem ser corrigidas de forma natural, no 

decorrer da ação, sem deixar marcas negativas. (BRASIL, 1998, p. 46). 

Além disso, os jogos favorecem o desenvolvimento do raciocínio lógico, estabelece 

relações sociais, motiva o aprendizado e de forma divertida podemos aprender e ensinar 

matemática. Porém, durante o desenvolvimento de jogos é necessário a intervenção do 

professor com o objetivo de direcionar e extrair destes os conceitos matemáticos que se deseja 

abordar, como ressalta Grando:  

[...] alguns educadores acreditam que, pelo fato de o aluno já se sentir estimulado 

somente pela proposta de uma atividade com jogos e estar durante todo o jogo, 

envolvido na ação, participando, jogando, isto garante a aprendizagem. É necessário 

fazer mais do que simplesmente jogar um determinado jogo. O interesse está garantido 

pelo prazer que esta atividade lúdica proporciona, entretanto é necessário o processo 
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de intervenção pedagógica a fim de que o jogo possa ser útil à aprendizagem [...]. 

(GRANDO, 2000, p.26). 

Portanto, a utilização de jogos, desde que estabelecidos com um fim pedagógico, 

favorece o aprendizado de conceitos matemáticos, acarreta nos alunos a necessidade de tomada 

de decisão, reflexão, levantamento e análise de hipóteses e em alguns casos favorece a 

aprendizagem de conteúdos matemáticos cuja assimilação é mais difícil.  

Acreditamos que desenvolvemos situações de aprendizagem e que produzimos um 

material potencialmente significativo, que oportunizou o resgate de conhecimentos prévios dos 

alunos, contribuindo, assim, para a efetivação da Aprendizagem Significativa. E dessa forma 

construímos uma prática pedagógica cuja metodologia se diferencia da tradicional e coloca o 

aluno como foco na construção da aprendizagem.  

 

Referências: 

BRASIL. Ministério da Educação Secretaria de educação fundamental. Parâmetros 

Curriculares Nacionais: Matemática. Brasília: MEC/SEF, 1998. 

 

GRANDO, R. C. O conhecimento matemático e o uso de jogos na sala de aula. 2000. 239f. 

Tese (Doutorado em Educação) ï Faculdade de Educação, Universidade Estadual de Campinas, 

Campinas. 

 

MOREIRA, M. A. O que é a Aprendizagem significativa afinal? Instituto de Física. UFRGS. 

Porto Alegre- Rio Grande do Sul. 

 

ONUCHIC, L. R. Ensino-aprendizagem de Matemática através da resolução de 

problemas. In: BICUDO, M. A. V. (Org.) Pesquisa em Educação Matemática: Concepções e 

Perspectivas. São Paulo: Editora UNESP, 1999. Cap. 12, p.199-218. 
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2.2 MÓDULO 1 ï TRATAMENTO DA INFORMAÇÃO  

 

2.2.1 Plano de aula do dia 04/08/2018 

 

 

PLANO DE AULA - 1Ξ ENCONTRO 

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos 

iniciais de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1. Objetivo Geral: 

Aplicar corretamente os métodos de resolução de tratamento da informação para 

resolver problemas que os envolvem. 

3.2. Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com tratamento da informação, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Identificar as informações apresentadas por meio da leitura do título do gráfico; 

¶ Identificar escalas ou unidades de medidas (expressa nos eixos); 

¶ Compreender a linguagem pictórica utilizada no gráfico: desenhos, cores, ilustrações 

(elementos constituintes da informação transmitida); 

¶ Analisar informações expressas em gráficos ou tabelas como recurso para a construção 

de argumentos; 

¶ Interpretar informações de natureza científica e social obtidas da leitura de gráficos e 

tabelas. 

4. Conteúdo:  

Tratamento da informação. 

5. Recursos Didáticos:  

Material do aluno, barbante, folhas de sulfite, réguas, aparelho retroprojetor, quadro e 

giz. 

6. Encaminhamento: 

Dinâmica de apresentação: A teia da amizade2. 

O único material necessário para a realização dessa dinâmica é um rolo de barbante, 

além de todos os estudantes posicionados em um grande círculo. Para dar início à dinâmica, 

uma das professoras pegará a ponta do barbante e à amarará em seu dedo indicador. 

Apresentando-se ao grupo, dizendo seu nome, formação e alguma coisa sobre sua vida pessoal 

que pode ser um hobby, comida preferida ou qualquer outra coisa. 

Em seguida, jogará o rolo de barbante para qualquer outro participante e o incentivará 

a também amarrar o cordão em seu dedo e fazer uma apresentação pessoal. Em seguida, ele 

deverá jogar o rolo para outra pessoa, que deverá fazer o mesmo. 

Após todos terem realizado as apresentações, terá se formado uma teia com o barbante. 

Solicitaremos para que todos observem o emaranhado de conexões formadas e, em seguida, 

para que a última pessoa a se apresentar desenrole o barbante de seu dedo e devolva o rolo para 

quem jogou o barbante pra ele na primeira etapa da dinâmica, repetindo o nome dessa pessoa e 

sua apresentação. 

                                                 
2 Disponível em: <https://www.ibccoaching.com.br/portal/entenda-o-funcionamento-da-dinamica-da-teia-e-

como-aplica-la/>. Acesso em: 09 jul. 2018. 
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O objetivo dessa dinâmica, além de apresentar as pessoas umas para as outras, é 

promover a interação entre os participantes e melhorar a comunicação interna de modo a gerar 

trabalho em equipe e trazendo resultados ainda melhores para o andamento das aulas. 

 

Observações: 

As seguintes atividades serão trabalhadas com os alunos de modo individual, 

resolvendo-as cada um em seu material. As produções escritas dos estudantes, serão recolhidas 

para compor a monografia de uma das estagiárias. As professoras acompanharão as 

discussões entre os alunos e conforme forem concluindo, serão feitas as socializações das 

resoluções e formalização no quadro. 

 Para as socializações, os gráficos e/ou tabelas serão projetados com auxílio de um 

aparelho multimídia. 

 Trabalharemos uma atividade, para a qual, levantaremos dados referentes à idade e 

sexo dos alunos da turma. Assim, passaremos uma lista para que todos os estudantes 

preencham. 

 Os seguintes conceitos serão abordados oralmente com os estudantes, buscaremos 

ouvi-los quanto ao que já conhecem desse tema.  

 

Descrição do conteúdo3: 

A Estatística é um conjunto de técnicas e métodos de pesquisa que abrange, entre outros 

temas: planejamento de experimentos, coleta de dados, representação de dados por meio de 

tabelas e gráficos, análise de dados, previsões e tomada de decisões com base na análise de 

dados. 

A um conjunto de pessoas, objetos, ou ocorrências a respeito do qual desejamos obter 

informações damos o nome de população. 

Quando o universo estatístico é muito vasto ou quando não é possível coletar dados de 

todos os elementos desse universo, seleciona-se um subconjunto dele, chamado amostra, no 

qual os dados para pesquisa são coletados. Para a Estatística ser, de fato, representativa, têm de 

ser adotados alguns critérios de imparcialidade na escolha da amostra. 

A análise dos dados é facilitada pela organização dos dados em uma tabela ou em um 

gráfico. Para isso, os dados podem ser separados em classes. 

A assimilação das informações geradas pelos dados de experimentos é mais fácil quando 

as mesmas estão dispostas em tabelas. Uma tabela é um arranjo sistemático de dados dispostos 

em linhas e colunas para fins de comparação. A apresentação em formas de tabela deve expor 

os dados de modo fácil e que deixe a leitura mais rápida. 

Atividades: 

Questão 14: 

(Questão adaptada/Enem-2011) A participação dos estudantes na Olimpíada Brasileira de 

Matemática das Escolas Públicas (OBMEP) aumenta a cada ano. A tabela indica o percentual 

de medalhistas de ouro, por região, nas edições da OBMEP de 2005 a 2009: 

                                                 
3 Baseamo-nos em: PAIVA (2009, 2013), RIBEIRO (2010), SOUZA (2013) e MORI e ONAGA (2005). 
4 Disponível em: <http://educacao.globo.com/provas/enem-2011/questoes/154.html>. Acesso em: 31 jul. 2018. 
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Região 2005 2006 2007 2008 2009 

Norte 2% 2% 1% 2% 1% 

Nordeste 18% 19% 21% 15% 19% 

Centro-oeste 5% 6% 7% 8% 9% 

Sudeste 55% 61% 58% 66% 60% 

Sul 21% 12% 13% 9% 11% 
 

Tabela 1. Percentual de medalhistas de ouro, por região, nas edições da OBMEP de 2005 a 2009 
Fonte: Reprodução/Enem. 

Em relação às edições de 2005 a 2009 da OBMEP, qual o percentual médio de medalhistas de 

ouro da região Nordeste? 

Resolução: A tabela nos fornece o percentual de medalhista de ouros em cada umas das cinco 

regiões brasileiras. O problema faz referência ao percentual de medalhistas da região Nordeste 

do Brasil então vamos focar apenas na terceira linha da Tabela. 

Para descobrir o percentual médio de medalhista de ouro de 2005 a 2009 da OBMEP referente 

a região Nordeste é necessário somar os percentuais dessa região em cada ano e dividir pelos 5 

anos. 

Nordeste Ÿ 18%, 19%, 21%, 15% e 19% 

ρψ ρω ςρ ρυ ρω

υ
ρψȟτȢ 

Portanto, percentual médio: 18,4%. 

Formalização: 

 

 

 

 

 

 

 

Atividade 15: 

Perguntaremos aos estudantes qual a sua idade (no começo da aula) e elaboraremos um 

gráfico (enquanto os estudantes resolvem as questões acima) que fornece informações sobre a 

idade dos alunos da turma e a quantidade de meninos e de meninas correspondentes a cada 

idade. 

O gráfico será obtido por meio de um programa de computador e projetado posteriormente 

para visualização, com uso de aparelho multimídia. 

                                                 
5 A atividade é uma adaptação de VARGAS e BISOGNIN (2014). 

A média aritmética simples dos n números ὼȟὼȟὼȟȣȟὼ , indicada por ὼӶ, é dada 

por: 

ὼӶ
ὼ ὼ ὼ Ễ ὼ

ὲ
 

 

A média aritmética ponderada dos n números ὼȟὼȟὼȟȣȟὼ, com pesos 

ὴȟὴȟὴȟȣȟὴ, respectivamente, é o número ὼӶ tal que: 

ὼӶ
ὼὴ ὼὴ ὼὴ Ễ ὼὴ

ὴ ὴ  ὴ Ễ ὴ 
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Figura 1. Gráfico fictício representativo da quantidade de alunos correspondente a cada idade 

Fonte: VARGAS; BISOGNIN (2014). 

Analise o gráfico e responda as seguintes questões:  

a) Qual é a idade que mais aparece?  

O objetivo é que os estudantes concluam que é a idade que teve maior frequência no gráfico. 

b) Quantos alunos têm esta idade? 

Os estudantes devem verificar o número de alunos correspondente à coluna observada no item 

ña)ò, que descreve a idade que teve maior frequência. 

c) Qual a porcentagem de alunos com 17 anos ou mais? 

O objetivo é que os estudantes, através do gráfico, obtenham quantos são os alunos com 17 

anos ou mais e expressem em porcentagem a relação com o total. 

d) Qual é a idade média dos alunos da turma?  

O objetivo é que os estudantes somem todas as idades e dividam pelo total de alunos que 

participaram da pesquisa. 

e) Quantos alunos possuem idade abaixo da média?  

Espera-se que os estudantes contabilizem o número de alunos com idade menor do que a média 

obtida no item ñd)ò. 

f) Ao formar uma fila com os alunos por idade, do mais novo ao mais velho, qual é a idade que 

divide essa fila ao meio? 

Pode-se obter que dois estudantes ficam ñao meioò, ou, apenas um, desse modo, visamos fixar 

o conceito de mediana. 

g) Se cinco alunos da turma, todos com 17 anos são transferidos para outra turma, o que 

acontecerá com os valores da média, moda e mediana? Justifique a sua resposta 

Os valores são alterados, exigindo novos cálculos. A justificação fica a cargo do estudante. 

Formalização: 
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Questão 26: 

(Questão adaptada/Enem-2007) Uma das principais 

causas da degradação de peixes frescos é a 

contaminação por bactérias. O gráfico apresenta 

resultados de um estudo acerca da temperatura de 

peixes frescos vendidos em cinco peixarias. O ideal 

é que esses peixes sejam vendidos com temperaturas 

entre 2ºC e 4ºC. Selecionando-se aleatoriamente uma 

das cinco peixarias pesquisadas, qual a probabilidade 

de ela vender peixes frescos na condição ideal? 

 

Resolução: O gráfico de barras mostra que, das cinco 

peixarias (I, II, III, IV e V), apenas uma (peixaria V) vende peixes com temperaturas entre 2°C 

e 4°C (2,3°C, para ser mais preciso). 

Dessa forma, a probabilidade de uma das cinco peixarias pesquisadas vender peixes frescos na 

condição ideal é: P = . 

 

Questão 37: 

                                                 
6 Disponível em: < http://professorwaltertadeu.mat.br/exerciciosEM2014.html >. Acesso em: 31 jul. 2018. 
7 Disponível em: < http://educaterra.terra.com.br/educacao/enem/2002_questao25.htm>. Acesso em: 21 jun. 

2018. 

Figura 2. Gráfico de barras para a temperatura 

do pescado nas peixarias 

Fonte: Reprodução/Enem. 

Em uma amostra cujas frequências dos elementos não são todas iguais, chama-se moda e 

se indica por Mo todo elemento de maior frequência. 

 

Considerando n números ὼȟὼȟὼȟȣȟὼ, dispostos organizadamente por ordem de 

valor: 

¶ Sendo n ímpar, chama-se mediana, indicada por Md, o termo central da 

listagem, isto é, o termo ὼ com Ὥ . 

¶ Sendo n par, chama-se mediana (Md) a média aritmética entre os termos 

centrais dessa listagem, isto é, a média aritmética entre os termos ὼ  e ὼ  com 

Ὥ . 

 

O gráfico de barras apresenta dados categorizados em barras retangulares nos quais os 

retângulos correspondentes a cada categoria é proporcional ao número de observações 

na respectiva categoria. O gráfico de barras é utilizado para realizar comparações entre 

as categorias de uma variável qualitativa ou quantitativa discreta. Este gráfico pode ser 

utilizado na vertical ou horizontal. 
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(Questão adaptada/Enem-2002) Em 

reportagem sobre crescimento da população 

brasileira, uma revista de divulgação 

científica publicou tabela com a participação 

relativa de grupos etários na população 

brasileira, no período de 1970 a 2050 

(projeção), em três faixas de idade: abaixo de 

15 anos; entre 15 e 65 anos; e acima de 65 

anos. 

Que interpretações podemos ter a partir dos 

dados apresentados pela revista? 

Resolução: A partir do gráfico, percebe-se 

que está ocorrendo o envelhecimento da população brasileira dos anos de 1970 à projeção de 

2050. Também, nota-se que a população mais jovem está diminuindo em percentual. 

Formalização: 

 

 

 

Questão 48: 

(Questão adaptada/Enem-2012) O gráfico fornece os valores das ações da empresa XPN, no 

período das 10 às 17 horas, num dia em que elas oscilaram acentuadamente em curtos intervalos 

de tempo. 

 

Figura 4. Gráfico do valor da ação em função do tempo 

Fonte: Reprodução/Enem. 

Neste dia, cinco investidores compraram e venderam o mesmo volume de ações, porém em 

horários diferentes, de acordo com a seguinte tabela. 

                                                 
8 Disponível em: <http://soumaisenem.com.br/matematica/como-estudar-matematica-para-o-enem/enem-analise-

da-prova-2012-estatistica-e>. Acesso em: 21 jun. 2018. 

Figura 3. Gráfico de barras agrupadas para o crescimento 

da população brasileira 

Fonte: Reprodução/Enem. 

Um gráfico de barras agrupado é utilizado quando se tem vários agrupamentos e se 

quer comparar os valores dentro de um agrupamento secundário, mas não os totais. 
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Investidor Hora da 

compra 

Hora da venda 

1 10:00 15:00 

2 10:00 17:00 

3 13:00 15:00 

4 15:00 16:00 

5 16:00 17:00 

Tabela 2. Horários de compra e venda das ações pelos investidores 

Fonte: Reprodução/Enem. 

Com relação ao capital adquirido na compra e venda das ações, qual investidor fez o melhor 

negócio? 

Resolução: Calcula-se o ganho por ação de cada investidor através da diferença entre o valor 

da venda e o da compra. Os valores de compra e venda são retirados do gráfico de acordo com 

a hora em que foram efetuados. Aquele cujo valor for maior é o que fez o melhor negócio, uma 

vez que todos venderam a mesma quantidade de ações. 

Investidor 1: 460 ï 150 = 310. 

Investidor 2: 200 ï 150 = 50. 

Investidor 3: 460 ï 380 = 80. 

Investidor 4: 100 ï 460 = -360 (prejuízo de R$ 360,00). 

Investidor 5: 200-100 = 100. 

O maior valor é 310 reais, obtido pelo investidor 1. 

Formalização: 

 

 

 

Questão 59: 

(Questão adaptada/Enem-2017) Estimativas do IBGE para a safra nacional de cereais, 

leguminosas e oleaginosas, em 2012, apontavam uma participação por região conforme 

indicado no gráfico. 
As estimativas indicavam que as duas regiões maiores produtoras produziriam 

juntas um total de 119,9 milhões de toneladas dessas culturas, em 2012. 

Disponível em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 3 jul. 2012.  

De acordo com esses dados. Qual seria o valor mais próximo da produção, em milhão de 

tonelada, de cereais, leguminosas e oleaginosas, em 2012, na Região Sudeste do país? 

                                                 
9 Disponível em: < https://descomplica.com.br/gabarito-enem/questoes/2017-segunda-aplicacao/segundo-

dia/estimativas-ibge-para-safra-nacional-de-cereais-leguminosas-e-oleaginosas-em-2012-apontavam/>. Acesso 

em: 31 jul. 2018. 

 

Os gráficos de linhas conectam pontos de dados individuais em uma exibição. Eles 

fornecem uma forma simples de visualizar uma sequência de valores, sendo úteis quando 

se quer ver tendências ao longo do tempo ou para prever valores futuros. 
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Figura 5. Produção, em %, de cereais, leguminosas e oleaginosas, nas regiões do país 

Fonte: Reprodução/Enem. 

Resolução: Seja x o total da safra nacional de cereais, leguminosas e oleaginosas em 2012 

(0,383 + 0,372)  x = 119,9 

x = 158,8. 

A resposta será: 

0,114  158,8 = 18,1. 

Formalização: 

 

 

 

 

 

Questão 610: 

 (Questão adaptada/Enem-2007) O gráfico, obtido a 

partir de dados do Ministério do Meio Ambiente, 

mostra o crescimento do número de espécies da 

fauna brasileira ameaçadas de extinção. 

Determine o número de espécies ameaçadas de 

extinção em 2011, se mantida, pelos próximos anos, 

a tendência de crescimento mostrada no gráfico.  

Resolução 1: De acordo com o gráfico, o número de 

espécies ameaçadas de extinção cresce linearmente. 

Entre 1983 e 2007, em intervalos de quatro anos, 

                                                 
10  Disponível em: < http://professorwaltertadeu.mat.br/exerciciosEM2014.html >. Acesso em: 31 jul. 2018. 

Figura 6. Gráfico para o número de espécies 

ameaçadas de extinção 

Fonte: Reprodução/Enem. 

O gráfico de setores, também conhecido como gráfico de pizza ou gráfico circular é um 

diagrama circular onde os valores de cada categoria estatística representada são 

proporcionais às respectivas frequências. Este gráfico pode vir acompanhado de 

porcentagens. É utilizado principalmente para dados qualitativos nominais. Para 

construir um gráfico tipo pizza é necessário determinar o ângulo dos setores circulares 

correspondentes à contribuição percentual de cada valor no total. 
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houve seis aumentos iguais e cada um foi de σχ. 

Portanto em 2011, mantendo essa tendência de crescimento, o número de espécies ameaçadas 

de extinção será igual a 461+37=498. 

Resolução 2: O gráfico nos mostra uma reta entre 1983 e 2007. Portanto, podemos determinar 

a função afim (polinomial de 1º grau) que descreve o número de espécies ameaçadas de extinção 

em função do ano. 

Vamos fazer com que N(t) = at + b seja o número de espécies ameaçadas de extinção. Assim: 

Ÿ no ano de 1983 Ÿ t = 0 e N(t) = 239. 

Ÿ no ano de 2007 Ÿ t = 24 e N(t) = 461. 

Temos os pontos (0; 239) e (24; 461) que vamos substituir na função N(t): 

(0; 239) Ÿ a 0 + b = 239 Ÿ b = 239. 

(24, 461) Ÿ a 24 + 239 = 461 Ÿ 24a = 222 Ÿ a = 9,25. 

Logo, temos da função afim N(t) = 9,25t + 239. 

Assim sendo, no ano de 2011, temos t = 28. Substituindo em N(t), obtemos: 

N(t) = 9,25 28 + 239 = 498. 

Podemos concluir que o número de espécies ameaçadas de extinção em função em 2011 será 

igual a 498. 

Questão 711: 

(Questão adaptada/Enem-2011) A tabela compara o consumo mensal, em kWh, dos 

consumidores residenciais e dos de baixa renda, antes e depois da redução da tarifa de energia 

no estado de Pernambuco. 

                                                 
11 Disponível em: <https://descomplica.com.br/gabarito-enem/questoes/2011/segundo-dia/tabela-compara-o-

consumo-mensal-em-kwh-dos-consumidores-residenciais-e-dos-de-baixa-renda/>. Acesso em: 31 jul. 2018. 
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Tabela 3. Consumo mensal, em kWh, dos consumidores residenciais e dos de baixa renda 

Fonte: Reprodução/Enem. 

Considere dois consumidores: um que é de baixa renda e gastou 100 kWh e outro do tipo 

residencial que gastou 185 kWh. Qual a diferença entre o gasto desses consumidores com 1 

kWh, depois da redução da tarifa de energia? 

Resolução: Analisando a tabela percebemos que a tarifa em Reais depois da redução de um 

consumidor de baixa renda é de R$ 16,73 para um consumo de 100 kWh 

ȟ
 = 0,1673 para cada kWh. 

Analogamente, a tarifa em Reais depois da redução de um consumidor do tipo residencial é de 

R$ 85,56 para um consumo de 185 kwh 

ȟ
 = 0,4624 para cada Kwh. 

Portanto, a diferença é 0,4624 ï 0,1672 = 0,2952 (aproximadamente R$ 0,29). 

Questão 812: 

(Questão adaptada/Enem-2003) Prevenindo-se contra o período anual de seca, um agricultor 

pretende construir um reservatório fechado, que acumule toda a água proveniente da chuva que 

cair no telhado de sua casa, ao longo de um período anual chuvoso. 

As ilustrações a seguir apresentam as dimensões da casa, a quantidade média mensal de chuva 

na região, em milímetros, e a forma do reservatório a ser construído.  

                                                 
12 Disponível em: < http://matematica.com.br/files/2/Enem_-_2003_-_resolvida.pdf>. Acesso em: 21 jun. 2018. 
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Figura 7. Dimensões da casa, quantidade média mensal de chuva na região, e a forma do reservatório a ser 

construído 

Fonte: Reprodução/Enem. 

Sabendo que 100 milímetros de chuva equivalem ao acúmulo de 100 litros de água em uma 

superfície plana horizontal de um metro quadrado, quanto deverá medir a profundidade (ὴ) do 

reservatório? 

Resolução: Através do gráfico, podemos determinar o total anual de chuva, em mm. Para isso, 

somamos as quantidades de chuva em cada mês, ou seja: 

100 (jan) + 100 (fev) + 300 (mar) + 100 (abr) + 50 (mai) + 50 (dez) = 700 mm. 

Para cada 100 mm de chuva temos 100 litros de água numa superfície plana de um metro 

quadrado. Logo, com 700 mm de chuva temos 700 litros de água a cada metro quadrado da 

superfície. 

O telhado da casa que coleta a chuva, tem a forma de um retângulo de 8 m por 10 m. Assim, a 

área do telhado é: 

ὃ = b h = 8 10 = 80 m². 

Como são 700 litros para cada metro quadrado, o volume total de água que será coletado pelo 

telhado é igual a: 

V = 700 80 = 56000 litros. 

Cada metro cúbico de água corresponde a 1000 litros. Logo, 56000 litros = 56 m³. 

Portanto, 56 m³ é o volume mínimo do reservatório. Como o reservatório é um paralelepípedo 

retângulo, o volume pode ser calculado pelo produto das 3 dimensões, ou seja, V = ab c. 

Como conhecemos o volume de duas de suas dimensões (4 m e 2 m), podemos calcular a 

profundidade ὴ que representa a terceira dimensão procurada. Assim sendo, temos: 

υφ  τςὴ O  υφ  ψὴ O  ὴ  χ metros. 

7. Avaliação:  

A avaliação dos estudantes se desenvolverá no decorrer das aulas por meio da 

observação direta dos alunos no desenvolvimento das atividades e dos vários instrumentos de 

avaliação utilizados, tais como, a participação durante a resolução dos problemas por meio das 

respostas orais, a socialização dos grupos, a apresentação na lousa e os registros e análises 

individuais nas folhas. 
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2.2.1.1 Relatório 

 

 

RELATÓRIO DA APLICAÇÃO DA AULA SOBRE TRATAMENTO DA INFORMAÇÃO 

 

No dia quatro de agosto de 2018, reuniram-se nas dependências da Universidade 

Estadual do Oeste do Paraná, nós estagiárias e os alunos inscritos no projeto de ensino - 

PROMAT, para o desenvolvimento do primeiro encontro, do segundo semestre, do mesmo. 

Nesse dia, estiveram presentes 13 estudantes, sendo a maioria, meninas.  

Inicialmente, agradecemos a presença dos alunos que acreditam neste projeto e, por isso, 

se inscreveram para participar. Para apresentação e também entrosamento da turma, realizamos 

a dinâmica ñTeia da Amizadeò. Nesta, os integrantes deveriam jogar um rolo de barbante para 

qualquer pessoa pedindo que ela se apresentasse. Assim, formamos uma teia, como mostra a 

imagem abaixo (ver Figura 8). 

 
Figura 8. Dinâmica Teia da amizade 

Fonte: Acervo das autoras. 

No momento da conclusão da dinâmica, no qual os integrantes deveriam apresentar o 

colega que lhe entregou o barbante, houve um momento de descontração. Os estudantes tiveram 

dificuldade para lembrar as informações citadas, mas tentavam responder com palpites, muitas 

vezes confundindo com a apresentação de outros colegas. Durante a realização da dinâmica 

chegaram duas alunas, uma conseguiu participar da atividade mas a outra não pôde ser incluída 

na teia, pois esta já estava na reta final. Essa aluna aguardou até o final da atividade para se 

apresentar à turma.  

Após essa atividade inicial, os estudantes sentaram-se em seus lugares e, então, fizemos 

uma breve fala sobre alguns conceitos estatísticos, sendo que os estudantes demonstraram uma 

boa compreensão dos mesmos. Enquanto isso, circulava entre os estudantes uma lista que 

continha seus nomes e deveria ser preenchida com suas respectivas idades. 

Conversamos sobre o funcionamento da aula, explicando que as atividades seriam 

trabalhadas de modo individual. Cada estudante deveria resolve-las em uma folha sulfite, pois, 

as produções escritas seriam recolhidas para compor a monografia de uma das estagiárias. 

Deixamos claro que não poderíamos auxiliá-los quanto às questões resolvidas durante a aula, 
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mas que acompanharíamos o que estava sendo produzido por eles e, à medida que fossem 

concluindo, seriam feitas as socializações das resoluções e formalização no quadro. 

A primeira questão demandava conhecimentos de média aritmética simples e, em geral, 

os estudantes não tiveram dificuldade em resolvê-la. Para a explanação no quadro, um aluno se 

propôs a resolver, desenvolveu os cálculos e explicou para os colegas como procedeu (conforme 

Figura 9). 

 
Figura 9. Aluno resolvendo a Questão 1 no quadro 

Fonte: Acervo das autoras. 

Enquanto os estudantes resolviam a primeira questão, elaboramos um gráfico 

representando os dados coletados referentes à idade dos alunos da turma, por meio de um 

programa de computador. Este foi projetado com auxílio de um aparelho multimídia e utilizado 

para o desenvolvimento da atividade um. Nesta os alunos inicialmente tiveram que copiar este 

gráfico (ver Figura 10) em um espaço do material do aluno, destinado para tal. Para esta 

atividade, em que as produções escritas não foram recolhidas, comunicamos aos estudantes que 

poderiam recorrer à nós para sanar possíveis dúvidas. 

 
Figura 10. Gráfico representativo da quantidade de alunos correspondente a cada idade 

Fonte: Acervo das autoras. 
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Para os dois primeiros itens, que tratavam da idade que tinha maior frequência no gráfico 

e quantos estudantes tinham essa idade, não houveram problemas de interpretação e 

desenvolvimento da resolução. Para os demais itens, boa parte da turma solicitou nosso auxílio, 

mas, na maioria das vezes, era apenas para confirmar se eles estavam realmente certos no que 

estavam fazendo. Alguns alunos permaneceram um pouco tímidos em expor suas respostas e/ou 

sanar suas dúvidas, notamos que todos permaneciam bem atentos às resoluções feitas no 

quadro. Esses momentos foram muito ricos para as aulas, pois os estudantes se propunham à 

expor suas resoluções no quadro e/ou explicá-las oralmente aos seus colegas (ver Figura 11). 

 
Figura 11. Aluna resolvendo o item "c" da atividade um, no quadro 

Fonte: Acervo das autoras. 

O item ñgò desta atividade necessitou de um pequeno ajuste devido ao baixo n¼mero de 

alunos presentes nesta aula, pois, o enunciado era: ñSe cinco alunos da turma, todos com 17 

anos são transferidos para outra turma, o que acontecerá com os valores da média, moda e 

mediana? Justifique a sua resposta.ò, sendo que havia apenas tr°s alunos com 17 anos, ent«o 

modificamos o enunciado de forma que, onde estava escrito ñcinco alunosò, ficasse ñdois 

alunosò. Esse ajuste n«o gerou transtornos. Na resolução desse item, um estudante comentou 

que somente o valor correspondente a moda não sofreu alteração, os demais sim. Então fizemos 

as interpretações e cálculos para se obter os novos valores da média e da mediana. 

Buscamos sempre aproveitar as questões e os gráficos para melhor fazer entender as 

formalizações. Restando pouco tempo para o intervalo, encaminhamos a questão dois do 

material do aluno, visto que o tempo era suficiente para a realização de tal resolução. Esta 

deveria ter sua resolução entregue. Os estudantes concluíram e fomos ao intervalo. Destacamos 

aos alunos que o horário de retorno do intervalo era às dez horas. Dado o horário, restando 

chegar à sala apenas dois alunos, que chegaram logo após, iniciamos a correção da questão. 

Esta questão tratava da temperatura dos pescados nas peixarias, na qual é dada uma temperatura 

dita como ideal e a temperatura real que o pescado é vendido em cinco peixarias distintas. Estes 

dados estão representados em um gráfico e os estudantes deveriam constatar, pela análise do 

gráfico dado, que apenas uma das cinco peixarias oferece peixes na temperatura adequada. Isto 

corresponde a uma probabilidade de 1/5=20% de selecionar-se, dentre as peixarias, uma que 

cumpra os requisitos. Notamos que alguns estudantes buscaram estabelecer relações entre os 

valores dados no gráfico (referentes às temperaturas do pescado para cada peixaria), fizeram 

contas com estes, não chegando à um resultado condizente. 
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Para a questão três, logo após os estudantes lerem o enunciado e visualizarem 

rapidamente o gráfico, perguntaram: ñtem que fazer conta?ò, ñ® s· escrever mesmo?ò. 

Dissemos que sim, que eles deveriam escrever todas as interpretações que tiveram deste gráfico, 

e conclu²ram: ñent«o n«o precisa de contas mesmo?ò. Notamos que os estudantes n«o est«o 

acostumados com questões assim e, com toda certeza, se não houvessem esses 

questionamentos, algum aluno esboçaria cálculos. A socialização das interpretações foi bem 

proveitosa, os estudantes compartilharam oralmente o que compreenderam, fazendo inclusive 

considerações quanto à aposentadoria, economia do país, expectativa de vida, etc. 

A questão quatro tinha por objetivo que os alunos realizassem o cálculo da diferença 

entre o valor da venda e o da compra de ações, realizado por cinco investidores. Deveriam obter 

o ganho (ou prejuízo) por ação, de cada investidor, tendo como melhor negócio o realizado pelo 

investidor que obteve maior lucro. Os estudantes não tiveram problemas em resolver essa 

questão, inclusive uma resolução muito frequente entre eles utilizou-se apenas da interpretação 

do gráfico, de acordo com os dados da tabela, para se obter o investidor que teve maior lucro.  

 Na resolução da questão cinco por parte dos alunos, observamos que muitos não 

extraíram dados corretos do problema para desenvolver a resolução, ou então, acabavam 

errando contas já que não podiam utilizar calculadoras. Esperava-se que os estudantes 

interpretassem as informações do gráfico e do enunciado, extraindo os dados para o 

desenvolvimento da resolução. Esta questão demandou maior tempo para resolução devido à 

necessidade de mais cálculos. Os discentes participaram atentos à correção da questão, já que a 

maioria dos estudantes não conseguiu desenvolvê-la. 

 A questão seguinte gerou diferentes resultados. Em geral, os alunos identificaram que o 

crescimento do número de espécies ameaçadas segue um padrão linear. Porém, muitos 

chegaram em resultados errôneos por terem realizado os cálculos com base no número de barras 

do gráfico (valores correspondentes aos anos) e não com os intervalos, que seria o correto. Daí, 

poder-se-ia obter o número de espécies acrescidas em cada quatro anos e assim utilizar esta 

informação para extrapolar e obter o valor correspondente para o ano desejado. Com a resolução 

feita no quadro, os estudantes compreenderam bem como dever-se-ia proceder. 

 A partir de então, chegando ao término da aula, alguns estudantes começaram a deixar 

a sala gradativamente, pois muitos dependem de transporte coletivo para voltarem às suas 

cidades. Então, encaminhamos às questões restantes (sete e oito) para que os estudantes fossem 

respondendo-as e entregando-as. Estas não foram corrigidas nesta aula, pela falta de tempo. 

Solicitamos que os alunos tragam, para as próximas aulas, régua, compasso e transferidor, para 

serem utilizados pelos mesmos. 

 Notamos que projetar os gráficos e tabelas foi necessário e também muito proveitoso, 

as resoluções puderam ser realizadas mais rapidamente e de um modo mais claro para o aluno. 

Acreditamos que conseguimos alcançar nossos objetivos e expectativas para esta aula. Tivemos 

uma primeira impressão muito boa da turma, os estudantes de fato se propunham a realizar o 

proposto e não tivemos problemas com indisciplina. Outro fato positivo é que eles se 

entrosaram bem, inclusive ficaram à vontade para socializar suas resoluções à frente da turma.  
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2.3 MÓDULO 2 ï TRIGONOMETRIA  
 

2.3.1 Plano de aula do dia 11/08/2018 

 

PLANO DE AULA - 2Ξ ENCONTRO  

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos 

iniciais de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1 Objetivo Geral:  

Levar os alunos a identificar as relações trigonométricas seno, cosseno e tangente no 

triangulo retângulo. 

3.2Objetivos Específicos:  

Ao se trabalhar com trigonometria no triângulo retângulo, objetiva-se que o aluno seja 

capaz de: 

¶ Identificar as razões trigonométricas no triângulo retângulo; 

¶ Aplicar as razões trigonométricas na resolução dos problemas contextualizados;  

¶ Relacionar conceitos de trigonometria à vida cotidiana, contribuindo no 

desenvolvimento do raciocínio; 

¶ Identificar as principais relações trigonométricas no triângulo retângulo. 

4. Conteúdo:  
Trigonometria no triângulo retângulo. 

5. Recursos Didáticos:  
Quadro, giz, material do aluno, calculadora e régua. 

6. Encaminhamento metodológico: 

 

Atividade 1: 

As razões trigonométricas seno, cosseno e tangente. 

Organizaremos as carteiras de modo que os estudantes, conforme forem chegando, se reúnam 

em grupos de quatro pessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem no 

desenvolvimento da atividade. Em seguida, proporemos a seguinte tarefa, destinaremos alguns 

minutos para que eles resolvam o problema. 

Problema 113: A figura 12 mostra um copo de 8 cm de altura contendo um canudo que faz um 

ângulo de 60° com o fundo do copo. Calcule o comprimento aproximado desse canudo sabendo 

que 6 cm dele estão fora do copo.  

                                                 
13 Os problemas 1, 2 e 3 são adaptações de Silva (2018).  



31 

 

 

Figura 12. Copo 1 contendo um canudo 

Fonte: Reprodução Silva (2018). 

 

Os alunos serão questionados sobre o que cada grupo pensou para resolver o problema.   

¶ O que vocês propõem para resolver o problema? 

¶ Que método vocês utilizaram? 

¶ Conseguiram estabelecer alguma relação entre as informações dadas no problema 

e a incógnita? 

¶ Conseguimos resolver esse problema utilizando algum conteúdo já estudado? 

¶ Conseguiram identificar alguma figura geométrica? 

¶ Um triângulo? 

¶ Conseguimos aplicar o teorema de Pitágoras? 

¶ Não? Por quê? 

Depois, se fará a representação (no quadro) do triângulo que pode ser representado no 

copo, com a ajuda dos alunos, para que eles digam que tipo de triângulo foi representado e 

como se chamam e quanto medem cada um de seus lados, obtendo o triângulo da Figura 13. 
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Figura 13. Representação triângulo que pode ser imaginado no copo 1 

Fonte: Acervo das autoras. 

 

Em seguida explicaremos aos alunos que, apenas sabendo a medida do ângulo entre o 

copo e o canudo e a altura do copo conseguimos saber qual a medida do comprimento da parte 

do canudo que está dentro do copo, pois forma-se um triângulo retângulo. Porém, salienta-se 

que não conseguiremos usar o teorema de Pitágoras, já que não conhecemos as medidas da 

hipotenusa e do cateto adjacente. Assim, adicionaremos algumas suposições ao problema que 

farão com que os alunos percebam a razão trigonométrica seno. 

Aumentando-se a altura do copo para 10 cm e seu diâmetro de forma proporcional, 

sabendo-se que 11,54 cm do canudo estão dentro do copo, podemos afirmar que continua sendo 

60º o ângulo que o canudinho faz com o copo. Em seguida aumenta-se a altura do copo para 12 

cm e seu diâmetro de forma proporcional, sabendo-se que 13,85 cm do canudo estão dentro do 

copo e que continua sendo 60º o ângulo que o canudinho faz com o copo. E agora, podemos 

descobrir quanto mede o canudo? 

Com essas suposições, obtemos os seguintes triângulos, representados na Figura 14: 

 

Figura 14. Triângulos Semelhantes 

Fonte: Acervo das autoras. 

 

Tem-se que os triângulos são semelhantes. Explicaremos que dois triângulos são 

semelhantes se, e somente se, possuem ângulos ordenadamente congruentes e os lados 
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homólogos (correspondentes) proporcionais. E neste caso os triângulos são semelhantes pelo 

caso AA (ângulo-ângulo).  Assim, a razão entre a medida de seus lados correspondentes são 

iguais: 

Figura geométrica Cateto oposto a 60º dividido 

pela hipotenusa 
Triângulo 1 ψ

ὼ
 

Triângulo 2 
ȟ

πȟψφφȣ cm 

Triângulo 3 
ȟ

πȟψφφȣcm 

Quadro 2. A razão seno para o ângulo de 60º 

Fonte: Acervo das autoras. 

Espera-se que os alunos percebam calculando essas razões nos triângulos 2 e 3 que ela 

é constante e assim usem-na para descobrir qual a medida do canudo que está dentro do copo 

na situação inicial. 

πȟψφφOπȟψφφὼ ψO ὼ
ȟ
ᴼὼḙωȟςτὧά. 

Assim, como 6 cm do canudo estão fora do copo, o canudo mede aproximadamente 

ωȟςτ φ ρυȟςτ cm. 

Posteriormente, ressaltaremos que a razão encontrada (aproximadamente 0,866) no 

problema 1 é uma aproximação para o seno de 60º.  Assim, define-se seno de um ângulo agudo: 

Formalização: 

 

 

Em seguida, iremos propor aos alunos o problema 2, que envolve a razão 

trigonométrica cosseno.  

Problema 2: Sabendo que o diâmetro de um copo é 4,62 cm e que há um ângulo de 60º entre 

o fundo do copo e um canudo e que 6 cm do canudo está para fora do copo, calcule o 

comprimento do canudo. 

 

Figura 15. Copo 2 

Fonte: Reprodução Silva (2018). 

ίὩὲ ‌
άὩὨὭὨὥ Ὠέ ὧὥὸὩὸέ έὴέίὸέ ὥέ ÝὲὫόὰέ ‌

άὩὨὭὨὥ Ὠὥ ὬὭὴέὸὩὲόίὥ
Ȣ 
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Novamente faremos os questionamentos do problema 1 e concluiremos que com os 

dados do problema não é possível resolvê-lo. Então faremos as suposições: 

Aumentando-se o diâmetro do copo para 5,64 cm e sua altura proporcionalmente, 

verifica-se que 11,28 cm do canudo estão dentro do copo e que continua sendo 60º o ângulo 

que o canudo faz com o copo. Em seguida aumenta-se o diâmetro do copo para 6,925 cm e sua 

altura proporcionalmente, verifica-se que 13,85 cm do canudo estão dentro do copo e que 

continua sendo 60º o ângulo que o canudo faz com o copo. E agora, é possível descobrir o 

comprimento do canudo? 

Com essas suposições obtemos os seguintes triângulos representados na Figura 16: 

 

Figura 16. Resolução do problema 2 

Fonte: Acervo das autoras. 

Tem-se que os triângulos são semelhantes, assim, a razão entre a medida de seus lados 

correspondentes são iguais: 

Figura geométrica Cateto adjacente a 60º 

dividido pela hipotenusa 
Triângulo 1 τȟφς

ὼ
 

Triângulo 2 ȟ

ȟ
πȟυ cm 

Triângulo 3 ȟ

ȟ
πȟυcm 

Quadro 3. A razão cosseno do ângulo de 60º 

Fonte: Acervo das autoras. 

Espera-se que os alunos percebam, calculando as razões nos triângulos 2 e 3, que é 

constante e, assim, usem-na para descobrir qual a medida do canudo que está dentro do copo 

na situação inicial. 

ȟ
πȟυO πȟυὼ τȟφςO ὼ

ȟ

ȟ
ᴼὼ ωȟςτὧά. 

Assim, como 6 cm do canudo estão fora do copo, o canudo mede aproximadamente 

9,24+6=15, 24 cm.  
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Ressaltaremos que a razão encontrada (0,5) no problema 2 é o cosseno de 60º. Assim 

define-se cosseno de um ângulo agudo: 

Formalização: 

 

 

 

Em seguida, iremos propor aos alunos o problema 3 que envolve a razão trigonométrica 

tangente.  

Problema 3: A figura a seguir representa um copo com uma altura de 8 cm com um canudo 

dentro. Sabemos agora que o ângulo formado entre o canudo e o copo é de 60°. Calcule o 

diâmetro do copo. 

 

Figura 17. Copo 3 

Fonte: Reprodução Silva (2018). 

Novamente faremos os mesmos questionamentos do problema 1 e concluiremos que com 

os dados do problema não é possível resolvê-lo. Então faremos as suposições: 

 

Aumentando-se o diâmetro do copo para 5,773 cm e a altura do copo é 10 cm e verifica-

se que continua sendo 60º o ângulo que o canudo faz com o copo. Em seguida aumenta-se o 

diâmetro do copo para 6,925 cm e a altura do copo é 12 cm e verifica-se que continua sendo 

60º o ângulo que o canudo faz com o copo. Quanto mede o diâmetro do copo da figura inicial? 

Com essas suposições, obtemos os seguintes triângulos representados na Figura 18: 

ὧέί ‌
άὩὨὭὨὥ Ὠέ ὧὥὸὩὸέ ὥὨὮὥὧὩὲὸὩ ὥέ ÝὲὫόὰέ ‌

άὩὨὭὨὥ Ὠὥ ὬὭὴέὸὩὲόίὥ
Ȣ 
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Figura 18. Resolução do problema 3 

Fonte: Acervo das autoras. 

 

Tem-se que os triângulos são semelhantes, assim, a razão entre a medida de seus lados 

correspondentes são iguais: 

Figura geométrica Cateto oposto a 60º dividido 

pelo cateto adjacente a 60º. 
Triângulo 1 ψ

ὼ
 

Triângulo 2 
ȟ

ρȟχσςȣ cm 

Triângulo 3 
ȟ

ρȟχσςȣcm 

Quadro 4. A razão tangente do ângulo de 60º 

Fonte: Acervo das autoras. 

Espera-se que os alunos percebam, calculando as razões nos triângulos 2 e 3 que ela é 

constante e assim usem-na para descobrir qual a medida do diâmetro do copo na situação 

inicial. 

ρȟχσςOρȟχσςὼ ψO ὼ
ȟ
ᴼὼḙτȟφςὧά. 

Assim, a medida do diâmetro do copo na situação inicial é aproximadamente 4,62 cm. 

Posteriormente, ressaltaremos que a razão encontrada (aproximadamente 1,732) no 

problema 3 é uma aproximação para a tangente de 60º.  Assim, define-se tangente de um ângulo 

agudo. 

Formalização: 
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Atividade 2: 

Relação entre as razões trigonométricas 

Em seguida, iremos deduzir, com a colaboração dos alunos, as relações abaixo. 

As razões trigonométricas de um mesmo ângulo têm relações entre si. Veja:  

 

Figura 19. Triângulo ABC 

Fonte: Acervo das autoras. 

ίὩὲ =  , então ὥ ὦ  ίὩὲ =. 

ὧέί =   , então ὧ ὦ ὧέί =. 

 De acordo com o teorema de Pitágoras, temos: 

ὦό  ὥό ὧό ᵼ ὦό  ὦ  ίὩὲ =ό  ὦ  ὧέί =ό ᵼ ὦό  ὦό ίὩὲό = 

 ὦό ὧέίό = 

ᵼὦό  ὦό ίὩὲό =  ὧέίό = ᵼ
ό

ό
 = 

ό

ό
 (sen² Â + cos² Â) ᵼ ίὩὲό =  ὧέίό =  ρ. 

Formalização: 

 

 

 

Se calcularmos o quociente 
=

=
, teremos: 

=

=
 =      ὸὫ =.. 

Portanto: 

ὸὫ ‌
άὩὨὭὨὥ Ὠέ ὧὥὸὩὸέ έὴέίὸέ ὥέ ÝὲὫόὰέ ‌

άὩὨὭὨὥ Ὠέ ὧὥὸὩὸέ ὥὨὮὥὧὩὲὸὩ ὥέ ÝὲὫόὰέ ‌
Ȣ 

ίὩὲ‌ ὧέί‌ ρ. 
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Em seguida, iremos propor aos alunos a resolução de alguns problemas do Exame Nacional 

do Ensino Médio (ENEM) e vestibulares que envolvem os conceitos trabalhados nessa aula. 

1) (Questão adaptada de ENEM (2013)) As torres Puerta de Europa são duas torres inclinadas 

uma contra a outra, construídas numa avenida de Madri, na Espanha. A inclinação das torres 

é de 15° com a vertical e elas têm, cada uma, uma altura de 114 m (a altura é indicada na 

figura como o segmento ὃὄ). Estas torres são um bom exemplo de um prisma oblíquo de 

base quadrada e uma delas pode ser observada na imagem. 

 
Figura 20. Torre 

Fonte: Matika (2018). 

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a tangente de 15° e duas casas decimais nas 

operações, qual o espaço ocupado pela área da base desse prédio na avenida? 

Resolução: Vamos analisar o triângulo formado pela inclinação desse prédio: 

 

 

 
Figura 21. Triângulo formado pela inclinação da torre 

Fonte: Acervo das autoras. 

ὸὫ=
ίὩὲ=

ὧέί=
Ȣ 
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Podemos considerar que a altura do prédio corresponde ao cateto adjacente ao ângulo de 15°, 

já a base corresponde ao cateto oposto. Sendo assim, podemos utilizar a fórmula da tangente 

para determinar essa base: 

ὸὫρυЈ
ὧὥὸὩὸέ έὴέίὸέ

ὧὥὸὩὸέ ὥὨὮὥὧὩὲὸὩ
 

ὸὫρυЈ . 

Considerando que ὸὫρυЈπȟςφ, como propõe o enunciado, temos: 

πȟςφ
ὼ

ρρτ
 

ὼ ρρτπȟςφ 
ὼ ςωȟφτά. 

Como a base do prédio é quadrada, basta multiplicar o valor do lado encontrado por ele mesmo 

para encontrar a área da base: 

ὃ ςωȟφτςωȟφτ 
ὃ ψχψȟυσάό. 

2) (Questão adaptada de IDECAN (2015)) A figura a seguir representa uma escada. 

 
Figura 22. Escada 

Fonte: Casa das questões (2018). 

Qual a altura dessa escada? 

 

Resolução:  A distância do início do 6Ξ degrau ao fim do 9 Ξ degrau (ou seja, 4 degraus) medem 

 96 cm então precisamos descobrir quantos centímetros medem os 14 degraus da escada. Então 

temos: 

Degraus            Cm 

4                   96 

14                   x 
τ

ρτ

ωφ

ὼ
 

τὼ ρτωφ 
ὼ σσφὧά. 

Sabendo a hipotenusa e o ίὩὲτυЈ, então conseguimos descobrir a altura da escada 

ίὩὲτυЈ
Ὤ

σσφ
 

Ὤ ςσχȟυψὧά. 
Ou ainda, a altura da escada é aproximadamente 2,37 metros. 

 

3) (Questão adaptada de ENEM (2011)) Para determinar a distância de um barco até a praia, 

um navegante utilizou o seguinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu o ângulo 

visual Ŭ fazendo mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, 

ele seguiu até um ponto B de modo que fosse possível ver o mesmo ponto P da praia, no 

entanto sob um ângulo visual ς‌. A figura ilustra essa situação: 
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Figura 23. Trajetória do barco 

Fonte: Descomplica (2018). 

 

Suponha que o navegante tenha medido o ângulo ‌ σπЈ  
e, ao chegar ao ponto B, verificou que o barco havia percorrido a distância ὃὄ ςπππά. Com 

base nesses dados e mantendo a mesma trajetória, qual será a menor distância do barco até o 

ponto fixo P? 

Resolução: A menor distância do barco até o ponto fixo P chamaremos de d (traçamos uma reta 

saindo do ponto P, de tal forma que ela seja perpendicular ao segmento tracejado que representa 

a trajetória do barco, formando um ângulo de 90°). 

 
Figura 24. Trajetória do barco (resolução) 

Fonte: Adaptada de Descomplica (2018). 

Sabemos que ‌ σπЈ, então ς‌ φπЈ,  e o ângulo ὅ mede 90° e o ὄὖὅ mede 30°, como 

ς‌ φπЈ o seu suplementar é igual a 120° e assim ὃὖὄ mede 30°. Como os ângulos da base 

ὃὖ do triângulo ὃὖὄ,  medem 30°, temos um triângulo isósceles e, portanto, ὃὄ ὄὖ
ςπππά. 

Dessa forma, sabendo-se a hipotenusa do triângulo ὄὅὖ e o cos 30°, conseguimos encontrar a 

distância d. Então temos:  

ὧέίσπЈ
Ὠ

ςπππ
 

Ὠ πȟψχςπππ. 

Portanto a menor distância do barco até P é Ὠ ρχσςȟπυ metros. 

4) (UNIFESP (2016)) Por razões técnicas, um armário de altura 2,5 metros e largura 1,5 metro 

está sendo deslocado por um corredor, de altura h metros, na posição mostrada na Figura 

25. 
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Figura 25. Deslocamento do armário 

Fonte: http://angloresolve.plurall.net/press/question/767329. 

 

a) Calcule h para o caso em que Ŭ = 30Ü. 

b) Calcule h para o caso em que x = 1,2 m. 

 

Resolução: 

 
Figura 26. Resolução do problema 

Fonte: http://angloresolve.plurall.net/press/question/767329. 

 

a) Considerando o triângulo ὃὄὅ, e sabendo-se que ‌ σπЈ pode-se escrever: 

ίὩὲσπЈ
ώ

ςȟυ
 

ώ ρȟςυ. 
Considerando o triângulo ὉὈὅ, e sabendo-se que ‌ σπЈ pode-se escrever: 

ὧέίσπЈ
ὼ

ρȟυ
 

ὼ ρȟσπ. 
Assim Ὤ ρȟςυ ρȟσπ, ou seja, Ὤ ςȟυυ metros. 

 

b) Considerando o triângulo ὅὈὉ, pode-se escrever:  

ὧέί‌
ȟ

ȟ
πȟψ. 

Sabendo-se da relação ίὩὲ‌ ὧέί‌ ρ, podemos escrever: 

ίὩὲ‌ πȟψό ρ 
ίὩὲ‌ ρ πȟφτ 

ίὩὲ‌πȟσφ 
ίὩὲ‌πȟφ. 
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Considerando o triângulo ὃὄὅ, pode-se escrever: 

ίὩὲ‌
ώ

ςȟυ
 

πȟφ
ώ

ςȟυ
 

ώ ρȟυ. 
Logo, a altura h será Ὤ ρȟς ρȟυ ςȟχ metros. 

 

5) (Questão adaptada de UPE (2010)) Para determinar a altura de um prédio, um estudante 

observa que, ao se posicionar a 50 metros deste (conforme ilustrado na figura abaixo), o 

ângulo formado entre o ponto mais alto do prédio e a linha horizontal é de 60°. Se a altura 

do ponto de medição é de 1 metro, qual o valor, em metros, da altura do prédio? 

 

Figura 27. Altura do prédio 

Fonte: Casa das questões (2018). 

Resolução: A altura do prédio (x) é o cateto oposto ao ângulo de 60º, a distância do estudante 

ao prédio (50 m) é o cateto adjacente ao ângulo de 60º. Então, poderemos aplicar a função 

trigonométrica tangente para a resolução da questão 

ὸὫφπЈ
ὼ

υπ
 

ὼ ρȟχσυπά 

ὼ ψφȟφπά. 

Acrescentando agora a altura do aparelho, teremos a altura do prédio: 

 

ψφȟφπά ρά ψχȟφπά. 
 

7. Avaliação:  
A avaliação levará em conta a participação de cada aluno na execução de cada atividade 

proposta, tentativa de resolução dos exercícios e entendimento do aluno perante os conteúdos 

apresentados. 
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2.3.1.1 Relatório 

 

RELATÓRIO DA APLICAÇÃO DA AULA SOBRE TRIGONOMETRIA NO 

TRIÂNGULO RETÂNGULO 

 

No dia  onze de agosto de 2018, estivemos presentes nas dependências da Universidade 

Estadual do Oeste do Paraná, para o desenvolvimento do segundo encontro, do segundo 

semestre, do PROMAT. Nesse dia, estiveram presentes 16 estudantes, dentre eles 11 meninas. 

 Inicialmente organizamos as carteiras de modo que os alunos, conforme fossem 

chegando, se reunissem em grupos de quatro pessoas. Solicitamos aos que já estavam presentes 

que se dirigissem as carteiras para formar os grupos e também explicamos que nosso objetivo 

era que eles discutissem sobre os problemas propostos e dessa forma desenvolveríamos um 

trabalho colaborativo e um ambiente propício ao debate e argumentação em defesa das ideias. 

 Posteriormente, entregamos um material impresso contendo as atividades para cada 

aluno e pedimos que eles resolvessem o problema um, cujo objetivo era encontrar o 

comprimento de um canudo que estava dentro de um copo de oito centímetros de altura, 

sabendo-se que o canudo fazia sessenta graus com o fundo do copo. Quando circulamos pelos 

grupos percebemos que alguns deles demonstraram dificuldades na interpretação do mesmo. 

Por isso, em alguns casos, fez-se necessário nossa intervenção para auxiliá-los.  

No momento em que acompanhávamos as resoluções dos alunos, percebemos que 

havíamos cometido um erro na elaboração do exercício. Nosso objetivo era trabalhar a relação 

ίὩὲ ‌ a partir de um problema. Para isso utilizaríamos de triângulos semelhantes e, partindo 

disso, encontraríamos que a razão entre as medidas de seus lados correspondentes será igual. 

Em um dos triângulos precisávamos descobrir uma das medidas e como nos outros dois a razão 

encontrada deveria ser constante, usaríamos desta para encontrar a medida desconhecida do 

triângulo inicial. Porém, utilizamos um valor incorreto e a razão encontrada pelos alunos não 

era constante. Por isso fizemos uma fala nos grupos e solicitamos que eles alterassem o valor 

11,28 cm para 11,54 cm e então conseguiríamos estabelecer a relação ίὩὲ φπЈπȟψφφ. 
Durante a resolução um aluno permaneceu debruçado sobre sua carteira e parecia dormir. Foi 

então que o acordamos e pedimos que ele resolvesse o problema. O aluno justificou-se dizendo: 

ñfui dormir as duas horas da madrugada e acordei seis horas da manh«, por isso estou com 

sonoò. 

 Após alguns minutos solicitamos que os alunos compartilhassem suas resoluções 

expondo-as no quadro e explicando a estratégia que utilizaram para chegar a solução. Dois 

alunos, um de cada grupo, se dispuseram para explicar o plano traçado para encontrar a solução. 

O primeiro aluno utilizou a relação ίὩὲ φπЈ , sendo que x era a medida do canudo que 

estava dentro do copo. Ele explicou aos colegas que sabendo-se que ίὩὲ φπЈ 
Ѝ

 

conseguimos encontrar o valor de x. E ainda escreveu o seguinte 
Ѝ

  ᵼρφ Ѝσὼ  

Ressaltou que não podemos operar com uma fração no denominador e por isso era 

necessário racionalizar e explicou como fazer o processo. Obtendo ὼ
Ѝ

Ѝ

Ѝ
ωȟςτ, como 

ilustra a Figura 28. 
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Figura 28. Aluno explanando a sua resolução para o problema 1 

Fonte: Acervo das autoras. 

 Indagamos os alunos se a resolução apresentada pelo colega estava correta, eles 

afirmaram que sim. Ainda, enfatizamos que neste caso ele recordou-se da relação ίὩὲ ‌

 
     Ý   

  
 e que ίὩὲ φπЈ 

Ѝ
, porém suponhamos que eles estivessem 

resolvendo uma prova e não recordassem das informações relatadas, qual a estratégia que 

utilizariam para relembrar as relações ou se havia outra forma de resolver. Eles argumentaram 

que lembram das relações ίὩὲ ‌ȟÃÏÓ‌ȟὸὫ ‌ por causa da música que aprenderam, na qual 

cantam os valores destas relações para os ângulos notáveis.  

 Outro aluno utilizou a seguinte relação 
ρπ

ψ

ρρȟυτ

ὼ
ᵼὼ ωȟςσς 

Novamente perguntamos a turma se a resolução estava correta e a maioria afirmou que 

estava. Fizemos uma fala enfatizando que não estava errado, mas indagamos o porquê 

poderíamos utilizar a proporção para resolver o problema ou qual propriedade sustenta a 

utilização da proporção. Eles não souberam dizer por que estava correto. Então, desenhamos 

no quadro um triângulo retângulo que representava a situação e com a participação dos 

estudantes concluímos quem era a hipotenusa, o cateto oposto e o cateto adjacente ao ângulo 

de 60º. Perguntamos aos alunos, como tínhamos um triângulo retângulo, se poderíamos utilizar 

o teorema de Pitágoras e com a discussão concluímos que possuíamos apenas uma das medidas 

impossibilitando a utilização do teorema. 

 Afirmamos que com apenas os dados fornecidos inicialmente não conseguiríamos 

solucionar o problema por isso era necessário utilizar-se das suposições fornecidas 

posteriormente. A partir disso construímos três triângulos. 

 Pedimos que eles relatassem o que garantia que os triângulos eram semelhantes e 

também o que possuíam em comum. Os alunos disseram que os três possuíam ângulos de 60° 

e 90°. Posteriormente ressaltamos que eles eram semelhantes pelo caso ângulo-ângulo. Logo, 

desenhamos uma tabela cujas entradas eram a numeração dos triângulos (feita anteriormente 

com a participação dos alunos), 1,2,3, e os valores dos catetos opostos a 60° de cada triângulo 

dividido pela hipotenusa. Novamente afirmamos que deveríamos ajustar o valor utilizado 
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erroneamente, para que a razão encontrada em dois triângulos fosse a mesma e assim, 

poderíamos assumir que a razão é constante e dessa forma encontraríamos a medida x, que neste 

caso representava o comprimento do canudo que estava dentro do copo. Encontrado x bastava 

soma-lo com 6 (que era a medida do canudo que estava fora do copo) e encontraríamos o 

comprimento total do canudo. 

  Perguntamos qual a relação entre a razão encontrada e o ângulo dado, eles afirmaram 

que esta razão correspondia ao ίὩὲ φπЈ πȟψφφ. Ressaltamos ainda que a resolução 

apresentada pelo segundo aluno estava correta, pois a semelhança de triângulos garante que a 

proporção utilizada é válida. E após formalizamos que ίὩὲ ‌

 
     Ý   

  
.  

 Posteriormente pedimos que os grupos resolvessem o problema dois, o qual era 

semelhante ao primeiro, pois queríamos descobrir o comprimento do canudo dado o ângulo e 

agora o diâmetro do copo. Circulando pela sala observamos que os grupos demonstraram mais 

facilidade ao resolvê-lo e o mesmo demandou menos tempo. Por isso não solicitaram tanto 

nosso auxílio, comparado com o exercício realizado anteriormente. Um grupo resolveu 

rapidamente utilizando a razão ὧέί φπЈ πȟυ para encontrar o valor de x. E enquanto os 

demais grupos faziam a resolução, 3 integrantes deste grupo estavam resolvendo a lista 

complementar. Porém, observamos que neste grupo apenas três alunos discutiam as resoluções 

e um deles possuía mais dificuldades, por isso foi necessário auxiliá-lo individualmente, uma 

vez que os demais integrantes não interagiam com o mesmo. Neste mesmo grupo foi necessário 

chamar atenção algumas vezes, para que eles prestassem atenção na explanação das resoluções 

dos colegas, pois assim que terminavam um problema eles discutiam a resolução dos demais. 

Um dos alunos deste grupo demonstrava muita habilidade e rapidamente resolvia os problemas 

utilizando das relações trigonométricas no triângulo retângulo.  

 Após alguns minutos pedimos que os alunos resolvessem no quadro o problema e que 

explicassem como procederam. Percebemos que um dos grupos utilizou novamente da 

proporção para resolver, outro da razão ὧέί φπЈ πȟυ e outro grupo desenhou os triângulos 

semelhantes. Dois alunos explanaram no quadro suas resoluções e as explicaram aos colegas, 

como ilustra a Figura 29 (a esquerda por meio de triângulos semelhantes e a direita por meio 

da razão ÃÏÓ‌).  

 
Figura 29. Aluna explicando sua resolução para o problema 2 

Fonte: Acervo das autoras. 

 Reafirmamos que a proporção poderia ser utilizada por que os triângulos eram 

semelhantes e que a razão ὧέί φπЈ também estava correta. Enfatizamos a importância de 
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construir os triângulos e encontrar a razão constante em dois deles e a partir disso encontrar x, 

caso não lembrássemos da razão ὧέί ‌. Escrevemos no quadro qual propriedade garantia que 

os triângulos desenhados eram semelhantes e pedimos que eles registrassem no material. 

Posteriormente comentamos sobre a resolução explanada por uma aluna, a qual encontrou o 

valor de x a partir da razão constante dos outros dois triângulos. Perguntamos qual era a relação 

entre a razão encontrada e o ângulo dado e os alunos responderam que ÃÏÓφπЈ πȟυ
ὶὥᾀÞέ ὩὲὧέὲὸὶὥὨὥ. Assim, confirmamos e encontrado o valor de x conseguimos determinar o 

comprimento do canudo. Logo em seguida formalizamos a relação ὧέί ‌

 
     Ý   

  
 e solicitamos que os alunos registrassem em seus 

materiais. Assim já era chegada a hora do intervalo, então os liberamos. 

 Dado o horário, retornamos a sala e pedimos que eles resolvessem o problema três. O 

qual solicitava que encontrássemos o valor do diâmetro do copo, dados o ângulo de 60° e altura 

do copo. Da mesma forma apenas com essas informações não conseguíamos chegar a relação 

ὸὫ φπЈ Ѝσ que objetivávamos encontrar. Por isso utilizamos de mais algumas suposições as 

quais levariam a construção de triângulos semelhantes e a partir da razão entre a medida do 

cateto oposto a um ângulo ‌ pela medida do cateto adjacente a um ângulo ‌ , definiríamos a tg 

‌. Os alunos não demonstraram dificuldades para solucioná-lo, pois relacionaram-no a solução 

dos anteriores. Alguns alunos solicitaram nosso auxílio, mas boa parte, era pra confirmar se 

estavam corretos. 

 Após alguns minutos solicitamos que os alunos explanassem no quadro suas resoluções 

e as comentassem. Um aluno lembrou- se da relação tangente e expôs a sua solução a partir 

dela, porém cometeu alguns erros de cálculos e assim foi necessário refazê-los. O outro aluno 

explicou a partir da construção dos triângulos e uma aluna explanou a resolução por meio de 

proporção, como ilustra a Figura 30. 

  
Figura 30. Resolução do problema 3 por meio da proporção 

Fonte: Acervo das autoras. 
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Posteriormente indagamo-los sobre qual era a relação entre o ângulo dado e a razão 

encontrada. Percebemos que os alunos observaram que ÔÇφπЈ Ѝσ ὶὥᾀÞέ ὩὲὧέὲὸὶὥὨὥ. 

Em seguida formalizamos que ὸὫ ‌  
     Ý   

      Ý  
.  

Logo após trabalhamos algumas relações entre as razões trigonométricas, nosso objetivo 

era deduzi-las a partir de um triângulo retângulo e as razões estudas anteriormente. Para isso os 

alunos possuíam em seus materiais a ilustração de um triangulo retângulo, estabelecemos que 

ίὩὲ =  , então ὥ ὦ  ίὩὲ = (01) 

ὧέί =   , então ὧ ὦ ὧέί = (02) 

 De acordo com o teorema de Pitágoras, temos: 

ὦό  ὥό ὧό (03) 

 Orientamos a turma que substituíssem as equações (01) e (02) na equação (03) e a 

manipulassem de forma a torná-la o mais simplificado possível. Percebemos alguns erros 

cometidos pelos grupos, como por exemplo ao substituir as primeiras equações na terceira 

esqueciam de elevar os termos ao quadrado, quando desenvolviam o quadrado ao invés de 

escrever ίὩὲόὃ escreveram ίὩὲὃόe a dificuldade de visualizar que b² era um termo comum e 

poderíamos colocá-lo em evidência. Para sanar as dúvidas auxiliamos cada grupo a estabelecer 

a seguinte relação ρ ίὩὲὃ ὧέίόὃ, em seguida explanamos no quadro a resolução e 

buscamos chamar atenção sobre os erros cometidos. 

 Posteriormente registramos no quadro o seguinte  
 

 (04). E solicitamos que os alunos 

utilizassem as equações (01) e (02) para desenvolver o quociente e assim, concluímos que 

ὸὫὃ  
 
 . Em seguida, propomos aos alunos a resolução de alguns problemas do Exame 

Nacional do Ensino Médio (ENEM) que envolvem os conceitos trabalhados na aula.  

 A primeira questão solicitava que os alunos encontrassem o espaço ocupado pela área 

da base de um prédio, cujo formato era um prisma oblíquo de base quadrada, sabendo-se que a 

inclinação das torres era 15° com a vertical e a altura era 114 m. Os alunos não demonstraram 

dificuldade para resolvê-lo e assim que concluído pela maioria da turma, um dos alunos nos 

disse que gostaria de explicar aos colegas como procedeu para chegar a solução. Ele iniciou 

dizendo que precisávamos descobrir a área da base de um prisma de base quadrada que era dado 

por ÜὶὩὥὰό, ou seja, precisámos inicialmente descobrir qual era o comprimento do lado, que 

nesse caso era representado pelo cateto oposto ao ângulo dado. Feito isso ele explicou que dado 

o ângulo de 15° e o cateto adjacente, poderíamos utilizar a ὸὫ ρυЈ 
 

 e 

desenvolvendo os cálculos encontraríamos o lado. Para solucionar o problema bastava então 

elevar o valor ao quadrado e assim chegaríamos a solução. 

 Restando pouco tempo para o final do encontro, não realizamos mais correções das 

questões no quadro, apenas auxiliamos os grupos na resolução das mesmas e solicitamos que 

eles terminassem de resolvê-las durante a semana. Caso tivessem dúvidas, poderiam nos 

procurar antes da próxima aula. 
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2.3.2 Plano de aula do dia 18/08/2018 

 

PLANO DE AULA - 3Ξ ENCONTRO 

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos 

iniciais de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1. Objetivo Geral: 

Aplicar corretamente os conceitos de trigonometria para resolver problemas que os 

envolvem. 

3.2. Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com relações trigonométricas, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Aplicar as razões trigonométricas na resolução dos problemas;  

¶ Relacionar conceitos de trigonometria à vida cotidiana, contribuindo no 

desenvolvimento do raciocínio; 

¶ Promover a interação dos alunos com trabalhos em grupo; 

¶ Identificar e aplicar as principais relações trigonométricas; 

¶ Determinar seno, cosseno e tangente dos ângulos notáveis. 

4. Conteúdo:  
Relações Trigonométricas. 

5. Recursos Didáticos:  

Material do aluno, calculadora, régua, tesoura, transferidor, trenas, pife trigonométrico, 

quadro e giz. 

6. Encaminhamento: 

Recepcionaremos os estudantes na sala de aula, como de costume, onde estarão 

organizados em grupos de quatro alunos, devido à disposição das carteiras feita pelas 

professoras antes do início da aula. Aguardaremos alguns minutos e partiremos rumo ao 

ginásio da universidade, onde realizaremos a atividade a seguir. 

Proporemos algumas questões objetivando que os estudantes retomem os conceitos de 

seno, cosseno e tangente, vistos no encontro anterior. 

 

Atividade 1: 

Levaremos os alunos ao ginásio/quadra desportiva da universidade com o intuito de realizar 

uma atividade investigativa. Chegando ao local, explicaremos aos estudantes como a atividade 

se encaminhará. Os mesmos irão medir: a altura da trave (aproximadamente 2 metros), a 

distância da marca do pênalti até a linha do gol (aproximadamente 6 metros) e a distância do 

meio do campo até a linha do gol (aproximadamente 15,85 metros), com o auxílio de trenas 

métricas que serão disponibilizadas. Explicada a atividade, os alunos, que já estarão 

organizados em grupos de quatro estudantes cada, serão arranjados de modo que haja a mesma 

quantidade de grupos realizando as medidas em cada um dos lados da quadra. 

Disponibilizaremos uma folha sulfite e um lápis para cada grupo, para que possam anotar as 

medidas encontradas. Um professor acompanhará as medições realizadas pelos alunos, para 

que as façam corretamente. Posteriormente os alunos serão conduzidos à sala de aula, onde 

farão na atividade 2 (ainda em grupos, mas cada um em seu material) a representação, em escala 

menor (com auxílio de régua), da vista lateral da situação de uma cobrança de pênalti e um 

chute ao gol com a bola partindo do meio do campo (situação verificada na quadra). 
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Figura 31. Representação da vista lateral da trave 

Fonte: Acervo das autoras. 

Direcionaremos os seguintes questionamentos aos estudantes, com o intuito de fazê-los refletir 

sobre a situação vivenciada no início da atividade, relembrando conceitos básicos da 

trigonometria vistos no encontro anterior:  

Atividade 2: 

Para essa atividade, incentivaremos os estudantes a realizarem a construção das 

representações, as quais serão feitas em folhas de sulfite, com o auxílio de régua e transferidor 

(que serão disponibilizados). Fixaremos uma escala de 1 centímetro para 1 metro nas 

representações. 

(a) Utilizando as medidas registradas na atividade anterior, considere um chute da marca 

do pênalti em direção ao gol com um ângulo de 15°, considerando-se um chute forte 

o suficiente para manter a trajetória da bola em linha reta. Qual a altura atingida pela 

bola quando passa pela linha do gol? 

Resolução: A altura atingida pela bola quando passa pela linha do gol é de aproximadamente 

1,61 metros. 

tgŬ = 
     θ

     θ
 

tg15Ј =  

0,26795 =  

0,2679Ͻφ = ὼ 
1,6077 = ὼ. 

 

 

Figura 32. Representação (1) 

Fonte: Acervo das autoras. 

Para a socialização dos resultados, vamos construir juntos no quadro a representação da 

situação, em menor escala, com o auxílio de régua e transferidor. 

 
 

(b) E agora, considerando um chute do meio de campo em direção ao gol com o mesmo 

ângulo de 15°, qual a altura atingida pela bola quando passa pela linha do gol?  

Resolução: A altura atingida pela bola quando passa pela linha do gol é de aproximadamente 

4,25 metros. 
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tgŬ = 
     θ

     θ
 

tg15Ј = 
ȟ

 

0,26795 = 
ȟ

 

0,2679Ͻρυȟψυ = ὼ 
4,2462 = ὼ. 

 

 
Figura 33. Representação (2) 

Fonte: Acervo das autoras. 
 

Pediremos para os alunos recortarem as representações nas Figuras 32 e 33 e refletirem sobre 

suas relações. Direcionaremos as reflexões de forma que os alunos encaixem os ângulos de 15° 

(de cada recorte) e, a partir disso, observarem as razões trigonométricas no triângulo retângulo. 

Razões trigonométricas no triângulo retângulo 

Os triângulos ficarão dispostos da seguinte maneira: 

 
Figura 34. Representações (1) e (2) sobrepostas 

Fonte: Acervo das autoras. 

(c) Quantos metros percorrerá a bola, considerando sua trajetória linear, com o chute a 15°, 

partindo da marca do pênalti até o ponto A? 

Resolução: A metragem percorrida pela bola quando passa pela altura máxima da linha do gol 

é de aproximadamente 6,21 metros. 

cos Ŭ = 
     θ

  
 

cos15Ј =  

0,9659 =  
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ὼ = 
ȟ  

 

6,21 = ὼ. 
 

O objetivo é que os alunos, auxiliados pelas professoras, quando necessário, estabeleçam a 

relação do cosseno. Em seguida corrigiremos o exercício no quadro. 

 

(d) Utilizando o valor obtido no item anterior, e considerando linear a trajetória da bola, 

com chute a 15°, partindo da marca do pênalti, qual a altura da bola quando atinge a 

linha do gol? 

Resolução: A altura atingida pela bola quando passa pela linha do gol é de aproximadamente 

1,61 metros. 

senŬ =  
     θ

  
 

sen15Ј = 
ȟ

 

0,2588 = 
ȟ

 

0,2588Ͻφȟςρ = ὼ 
1,61 = ὼ. 

 

O objetivo é que os alunos, auxiliados pelas professoras, quando necessário, estabeleçam a 

relação do seno. Em seguida corrigiremos o exercício no quadro. 

 

Solicitaremos aos estudantes que preencham o seguinte quadro, contido no material do aluno, 

de acordo com a representação da atividade realizada na quadra: 

ὃὄ

ὕὃ
 

ρȟφπχχ

φȟςρ
πȟςυψφ 

ὅὈ

ὕὅ
 

τȟςτφς

ρφȟτπω
πȟςυψχ 

ὕὄ

ὕὃ
 

φ

φȟςρ
πȟωφφς 

ὕὈ

ὕὅ
 

ρυȟψυ

ρφȟτπς
πȟωφφ 

ὃὄ

ὕὄ
 

ρȟφπχχ

φ
πȟςφχω 

ὅὈ

ὕὈ
 

τȟςτφς

ρυȟψυ
πȟςφχω 

Quadro 5. Relações obtidas a partir da representação da atividade realizada na quadra 

Fonte: Acervo das autoras. 

Após, completaremos os dados no quadro, para que os alunos socializem suas ideias e 

conclusões para o preenchimento da mesma, esclarecendo as possíveis dúvidas. O objetivo é 

de que os estudantes notem a semelhança entre os dois triângulos. Em seguida, continuaremos 

com a definição no quadro. 



53 

 

Da semelhança entre os triângulos OAB e OCD, temos: 

 =   = ὶ. 

 =   = ὶ. 

 =   = ὶ. 

Todos os tri©ngulos ret©ngulos que t°m um ©ngulo agudo de medida Ŭ s«o semelhantes entre 

si.  

Utilizaremos as tabelas preenchidas pelos alunos, por meio das medições e divisões encontradas 

por eles, para relembra-los das seguintes razões: 

As constantes ὶ,ὶ e ὶ são razões trigonométricas chamadas, respectivamente, de seno de Ŭ 

(sen Ŭ), cosseno de Ŭ (cos Ŭ) e tangente de Ŭ (tg Ŭ). 

 

(e) O que acontece se fizermos a divisão do seno de 15° pelo cosseno de 15°?  

Resolução: Essa pergunta tem o objetivo de levar os alunos a perceberem que  
Ј

Ј
=  

ὸὫρυЈ. 
 

Atividade 3: 

Relação entre o seno e o cosseno de ângulos complementares 

 

Com o intuito de levar os estudantes à percepção da relação entre o seno e o cosseno de 

ângulos complementares, seguiremos com alguns questionamentos acerca do problema inicial: 

 

(a) Quantos metros percorrerá a bola, com o chute a 30° e considerando sua trajetória linear, 

partindo da marca do pênalti até a altura no ponto onde cruza a linha do gol? 

Resolução: A metragem percorrida pela bola quando passa pela altura máxima da linha do gol 

é de aproximadamente 6,93 metros. 

cos Ŭ = 
     θ

  
 

cos 30Ј =  

0,866 =  

ὼ= 
ȟ  

 

6,93 = ὼ. 
 

(b) Se a altura ao ultrapassar a linha do gol for 3,46 metros. Quantos metros percorrerá a bola, 

considerando sua trajetória linear, com um chute a 60°, até o ponto de ultrapassar da linha 

do gol? 

Resolução: A metragem percorrida pela bola quando passa pela altura máxima da linha do gol 

é de aproximadamente 4 metros. 

senŬ =  
     θ
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sen 60Ј = 
ȟ

 

0,866 =  
ȟ

 

0,866ὼ = σȟτφ 

ὼ = 
ȟ

ȟ
 

ὼ = 4. 

O objetivo é que os alunos percebam que o seno de um ângulo é igual ao cosseno do 

complemento deste ângulo. Corrigiremos no quadro os exercícios, sanando qualquer possível 

dúvida. Em seguida retomaremos o conceito de ângulos complementares: 

Dois ângulos agudos de medidas Ŭ e ɓ s«o complementares se, e somente se, Ŭ+ɓ=90Á. Dizemos 

tamb®m que as medidas Ŭ e ɓ s«o complementares. 

Vamos relacionar o seno e o cosseno de dois ângulos complementares por meio do seguinte 

teorema: 

  

Observe que Ŭ e (90Á - Ŭ) s«o medidas complementares. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exemplos: 

a) 30° é o complemento de 60°; logo, sen 30° = cos 60° e sen 60° = cos 30°. 

b) 12° é o complemento de 78°; logo, sen 12° = cos 78° e sen 78° = cos 12°. 

 

Atividade 4: 

Ângulos Notáveis 

Os ângulos 30°, 45° e 60° são chamados notáveis por aparecerem frequentemente em 

cálculos. Vamos determinar o seno, cosseno e tangente de cada um deles. Para isso, vamos 

considerar o triângulo equilátero (com mesma medida em seus três lados) ABC da Figura 35: 

 

Figura 35. Triângulo Equilátero  

Fonte: KILHIAN (2018). 

Podemos destacar algumas relações: 

Se Ŭ ® a medida, em grau, de um ©ngulo agudo, ent«o: 

¶ sen Ŭ = cos (90Á - Ŭ) 

¶ cos Ŭ = sen (90Á - Ŭ). 

 

Se dois ângulos agudos são complementares, então o seno de um deles é igual o 

cosseno do outro. 
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¶ Cada lado do triângulo mede l; 

¶ Cada ângulo do triângulo mede 60º; 

¶ ὃὈ é a bissetriz (segmento de reta que divide o ângulo em duas partes iguais) de BÂC; 

¶ ὃὈ é a mediana de ὄὅ, dividindo ὄὅ em duas partes iguais de tamanho l/2 em D; 

¶ A altura h pode ser escrita em função dos lados l, pelo Teorema de Pitágoras, da seguinte 

forma: 

ὰ Ὤ
ὰ

ς
 

Ὤ ὰ
ὰ

τ
 

Ὤ
σὰ

τ
 

Ὤ
Ѝ

. 

 

Deixaremos alguns minutos para que os alunos realizem as manipulações para encontrarem 

os valores do seno, cosseno e tangente para os ângulos notáveis. Na sequência, realizaremos 

as manipulações no quadro juntamente com os estudantes. 

 

Determinação do seno, cosseno e tangente de 30° e 60° 
O seno de um ângulo é definido como a razão do cateto oposto a este ângulo pela 

hipotenusa do triângulo: 

ίὩὲ‌
ὧὥὸὩὸέ έὴέίὸέ

ὬὭὴέὸὩὲόίὥ
 

ίὩὲσπЈ

ὰ
ς
ὰ

ςὰ
ς
ςὰ

ὰ

ςὰ

ρ

ς
Ȣ 

 

ίὩὲφπЈ
Ὤ

ὰ

ὰЍσ
ς
ὰ

ςὰЍσ
ς
ςὰ

ὰЍσ

ςὰ

Ѝσ

ς
Ȣ 

 

O cosseno de um ângulo é definido pela razão entre o cateto adjacente a este ângulo 

pela hipotenusa do triângulo: 

ὧέί‌
ὧὥὸὩὸέ ὥὨὮὥὧὩὲὸὩ

ὬὭὴέὸὩὲόίὥ
 

 

ὧέίσπЈ
Ὤ

ὰ

ὰЍσ
ς
ὰ

ςὰЍσ
ς
ςὰ

ὰЍσ

ςὰ

Ѝσ

ς
Ȣ 

 

ὧέίφπЈ

ὰ
ς
ὰ

ςὰ
ς
ςὰ

ὰ

ςὰ

ρ

ς
Ȣ 

 

A tangente de um ângulo é definida pela razão entre o cateto oposto pelo cateto 

adjacente a este ângulo: 

ὸὫ‌
ὧὥὸὩὸέ έὴέίὸέ

ὧὥὸὩὸέ ὥὨὮὥὧὩὲὸὩ
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ὸὫσπЈ

ὰ
ς
Ὤ

ὰ
ς

ὰЍσ
ς

ςὰ
ς

ςὰЍσ
ς

ὰ

ὰЍσ

ρ

Ѝσ

ρЍσ

ЍσЍσ

Ѝσ

σ
Ȣ 

 

ὸὫφπЈ
Ὤ

ὰ
ς

ὰЍσ
ς
ὰ
ς

ςὰЍσ
ς
ςὰ
ς

ὰЍσ

ὰ
ЍσȢ 

 

Determinação do seno, cosseno e tangente de 45° 
Para calcularmos o seno, cosseno e tangente de 45°, vamos considerar o quadrado 

mostrado na Figura 36: 

 
Figura 36. Quadrado  

Fonte: KILHIAN (2018). 

A diagonal d forma com os lados l um ângulo de 45° e podemos escrever a diagonal d em 

função dos lados l, pelo Teorema de Pitágoras: 

Ä Ì Ì 

Ä ςÌ 

Ä ÌЍςȢ 
 

ίὩὲτυЈ
ὰ

Ὠ

ὰ

ὰЍς

ρ

Ѝς

ρЍς

ЍςЍς

Ѝς

ς
Ȣ 

 

ὧέίτυЈ
ὰ

Ὠ

ὰ

ὰЍς

ρ

Ѝς

ρЍς

ЍςЍς

Ѝς

ς
Ȣ 

 

ὸὫτυЈ
ὰ

ὰ
ρȢ 

 

Vamos, agora, construir um quadro com os ângulos notáveis: 
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 30° 45° 60° 

▼▄▪ ♪ 
ρ

ς
 

Ѝς

ς
 

Ѝσ

ς
 

╬▫▼ ♪ Ѝσ

ς
 

Ѝς

ς
 

ρ

ς
 

◄▌ ♪ 
Ѝσ

σ
 1 Ѝσ 

Quadro 6. Seno, cosseno e a tangente dos ângulos 30º, 45º e 60º 

Fonte: Acervo das autoras. 

 

Apresentaremos aos estudantes a Música de Seno, Cosseno e Tangente, ao ritmo da canção 

natalina Jigle Bells: 

 

Um, dois três, 

Três, dois, um, 

Tudo sobre dois! 

Depois vem a raiz, 

Sobre o três e o dois! 

 

A tangente é diferente, 

Vejam só vocês! 

Raiz de três sobre três, 

Um, raiz de três! 

 

Atividade 5: 

Posteriormente, destinaremos um tempo para a execução do jogo Pife trigonométrico, descrito 

a seguir: 

 

Pife trigonométrico14 

                                                 
14 Adaptado de ZEFERINO (2015). 
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Figura 37. Pife trigonométrico  

Fonte: Acervo das Autoras. 

Confeccionamos o jogo ñPife trigonom®tricoò, que foi impresso em papel vergê, 

encapado com plástico transparente e posteriormente recortado.  

Os estudantes já estarão dispostos em grupos de quatro estudantes. Para o jogo, manter-

se-á essa organização. Sendo que é necessário no mínimo dois jogadores e no máximo quatro. 

O jogo é composto por um baralho trigonométrico com 38 cartas. Um jogador deve 

embaralhar as cartas, depois de embaralhado, um outro jogador deverá separar o baralho em 

duas partes onde achar conveniente, após isso deve-se juntar novamente os montes de modo 

que a que estava embaixo fique em cima. O jogador que embaralhou irá distribuir as cartas, seis 

cartas para cada participante (sugestão uma carta por vez para cada jogador). 

Das seis cartas recebidas, cada jogador deve formar duas trincas de razões 

trigonométricas equivalentes. Por exemplo: caso o jogador faz uma trinca com as razões do 

seno 30°: a medida do ὧὥὸὩὸέ έὴέίὸέ (30°) divido pela medida da ὬὭὴέὸὩὲόίὥ = sen 30° =  

1/2.  

O jogador que fizer dois trios primeiro, mostra ao adversário e, se estiver correto, ganha 

o jogo, somando um ponto. Se o jogador fizer um trio e uma sequência relacionando quatro 

cartas (utilizando uma carta descartada na mesa) ele ganha com sete cartas, neste caso ele 

somará três pontos. Ganha aquele jogador que fizer dez pontos primeiro. 

Verificando as razões do baralho, vemos que cada razão tem pelo menos um trio 

formado, mas podemos associar outras ternas como: ίὩὲ 45° = ὧέί 45Á = ã2/2 (ver Figura 38) 

o que nos possibilita fazer um jogo já que o resultado da razão é o mesmo, as jogadas que 

tiverem a mesma representação como: 1/2,1/2 e ίὩὲ σπЈ não serão válidas, pois o intuito é 

associar cartas equivalentes e representações distintas. 
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Figura 38. Trinca possível para o jogo Pife Trigonométrico 

Fonte: Acervo das autoras. 

Quem inicia o jogo é o jogador que separou o baralho em duas partes depois de 

embaralhado, o qual deverá pegar uma carta do monte que sobrou e verificar se consegue formar 

uma trinca ou até mesmo um par, devendo descartar uma carta a sua escolha, com a face para 

cima, ao lado do monte. O jogador sequente, à direita de quem iniciou, pode pegar a carta 

descartada anteriormente ou, se preferir, pegar no monte e descartar uma de suas cartas. Da 

mesma forma, segue-se sucessivamente, até o fim do jogo. 

Quando jogado com três ou quatro participantes e o descarte de um jogador servir para 

completar a trinca que falta para outro jogador ganhar, este poderá antecipar-se ao jogador 

sequente vencendo assim a partida, porém, caso se engane só poderá vencer pegando a carta do 

monte, ou a carta descartada pelo seu antecessor. 

 

Atividade 6: 

Na sequência, encaminharemos alguns exercícios para melhor fixação dos conteúdos. Caso 

não houver tempo suficiente para estes serem trabalhados em aula, serão deixados como 

tarefa. 

 

Exercício 1.15 Calcule as medidas dos lados de um triângulo ABC, retângulo em A, sabendo 

que a altura relativa à hipotenusa mede h = 8 cm e ὄ = 30º. 

Resolução: Denotando por H o pé da altura relativa ao lado ὄὅ, temos que o triângulo ABH é 

retângulo em H (veja a figura a seguir). 

 
Figura 39. Triângulo retângulo ABC 

Fonte: Portal OBMEP. 

Daí segue que  

    Ὄὃὅ ωπЈ Ὄὅὃ 

=ωπЈ ὄὅὃ 

=ὃὄὅ σπЈ. 

                                                 
15 Os exercícios 1, 2 e 3 foram extraídos do site Portal da Matemática. Estão disponíveis em: 

<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/dsynurr1hh6w.pdf>. Acesso em: 27 jul. 2018. 
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Logo, calculando o cosseno do ângulo  Ὄὃὅȟ obtemos: 

ÃÏÓσπЈ
Ὤ

ὃὅ
ᴼ
Ѝσ

ς

ψ

ὃὅ
 

ᴼ ЍσϽὃὅ ρφ 

ᴼὃὅ
ρφ

Ѝσ

ρφ

Ѝσ
Ͻ
Ѝσ

Ѝσ
 

ᴼὃὅ
Ѝ

. 

Agora, calculando primeiramente o seno depois o cosseno do ângulo  ὃὄὅ, obtemos: 

 

ÓÅÎσπЈ
ὃὅ

ὄὅ
ᴼ
ρ

ς

ρφЍσ
σ
ὄὅ

 

ᴼὄὅ
Ѝ

. 

 

ÃÏÓσπЈ
ὃὄ

ὄὅ
ᴼ
Ѝσ

ς

ὃὄ

σςЍσ
σ

 

ᴼςὃὄ σς 
ᴼὃὄ ρφȢ 

 

Exercício 2. O topo B de uma torre vertical AB é visto de um determinado ponto C no solo sob 

um ângulo de 30º. Além disso, a distância do ponto C à base da torre é igual a 100 m. Assumindo 

como irrelevante o desnível entre o ponto C e a base A, calcule a altura da torre. 

Resolução: O observador C, o topo B e a base A da torre formam um triângulo ὃὄὅ, retângulo 

em A. Uma vez que o topo da torre é visto pelo observador sob um ângulo de 30º, temos ὃὅὄ
σπЈ. Daí, obtemos: 

ÔÇσπЈ
ὃὄ

ὃὅ
ᴼ
Ѝσ

σ

ὃὄ

ρππ
 

ᴼὃὄ
ρππЍσ

σ
Ȣ 

 
Figura 40. Representação para o cálculo da altura da torre 

Fonte: Portal OBMEP. 

 

Exercício 3. Um nadador atravessa um rio, seguindo um ângulo de 30º com uma das margens. 

Sabendo que a largura do rio mede 40m, determine a distância percorrida pelo nadador para 

atravessar o rio. 

Resolução:  

ÓÅÎ σπЈ
τπ

ὼ
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ρ

ς

τπ

ὼ
 

ὼ ψπάȢ 
 

7. Avaliação:  

A avaliação levará em conta a participação de cada aluno na execução de cada atividade 

proposta, tentativa de resolução dos exercícios e entendimento do aluno perante os conteúdos 

apresentados. 
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2.3.2.1 Relatório 

RELATÓRIO DA APLICAÇÃO DA SEGUNDA AULA SOBRE TRIGONOMETRIA NO 

TRIÂNGULO RETÂNGULO 

 

Aos dezoito dias do mês de agosto de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual do 

Oeste do Paraná para a realização do terceiro encontro, do segundo semestre, do PROMAT. 

Neste dia estavam presentes 23 alunos, sendo a maioria meninas. 

Para esta aula preferimos trocar de sala, passando então da sala 42 para a sala ao lado 

41, devido ao conforto das cadeiras, à funcionalidade do computador e, principalmente, ao 

tamanho da sala, pois a sala em que estávamos anteriormente era muito grande e os alunos 

acabavam se afastando muito uns dos outros e também do quadro. 

Chegamos na sala cerca de vinte minutos antes do horário de início da aula, a fim de 

unirmos as carteiras de modo a formar grupos com quatro integrantes cada, assim, conforme os 

estudantes chegavam iam preenchendo os lugares organizados por nós. A primeira atividade 

solicitava algumas medidas da quadra de futsal, por isso, aguardamos a chegada dos alunos na 

sala e os direcionamos para o ginásio da Unioeste, a fim de realizar estas medidas. Solicitamos 

que os alunos mantivessem os grupos formados em sala no momento de realizar as medições. 

Uma de nós estagiárias se dirigiu até o ginásio para abri-lo, enquanto outras duas conduziram 

os estudantes até o ginásio e outra ficou na sala para receber os alunos que por ventura 

chegassem atrasados. 

No ginásio disponibilizamos seis trenas à turma, portanto uma para cada grupo, 

juntamente com uma folha e lápis para anotações. Solicitamos que medissem a altura da trave, 

a distância da marca do pênalti até a linha do gol e a distância do meio de campo até a linha do 

gol (Figura 41). Ficaram três grupos para cada lado da quadra, esperávamos que por ventura os 

estudantes pudessem combinar entre os grupos para cada um realizar uma das medidas 

solicitadas e, assim, acelerar o processo de medições, porém, isso não ocorreu, cada grupo 

realizou as suas medições. 

 
Figura 41. Estudantes realizando as medições em grupos  

Fonte: Acervo das autoras. 

Percebemos que alguns estudantes não tinham conhecimento dos elementos da quadra, 

pois surgiram perguntas como ñonde ® a marca do p°nalti?ò, mas os pr·prios colegas sanaram 

as dúvidas que surgiram. Observamos também que alguns alunos não sabiam manusear a trena, 

a maioria dos grupos não se preocupou em manter reta a trena para que a medida obtida fosse 

mais correta e teve até aluno medindo a distância do meio de campo até a linha do gol à passos. 
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Quando todos os grupos haviam realizado o que lhes foi solicitado, retornamos com eles para 

a sala de aula. Cada grupo informou as medidas obtidas, as quais anotamos no quadro. Como 

houve divergências, devido à falta de precisão no momento das medições, optamos por 

padroniza-las para não haver muita divergência nos resultados obtidos nas atividades seguintes. 

 A segunda atividade solicitava que os estudantes considerassem um chute, linear da 

marca do pênalti, com um ângulo de 15º e calculassem qual seria a altura da bola ao cruzar a 

linha do gol. Representando a situação por meio de um triângulo retângulo (Figura 42), 

deveriam utilizar a tangente para realizar os cálculos, visto que queriam encontrar a medida do 

cateto oposto ao ângulo e conheciam a medida do cateto adjacente (a distância da marca do 

pênalti até a linha do gol). Mas por falta de interpretação, alguns estudantes entenderam que 

deveriam encontrar a distância que a bola percorreu ao bater na trave, já que fixaram a altura 

da bola ao cruzar a linha do gol igual a altura da trave. Porém, ao questionarmos nos grupos o 

que eles estavam calculando e o que o problema solicitava, eles rapidamente perceberam a 

confusão que haviam cometido. Alguns poucos estudantes confundiram a razão da tangente, 

trocando numerador e denominador, ou seja, confundindo os catetos do triângulo. 

 
Figura 42. Representação da situação feita por um estudante em seu material  

Fonte: Acervo das autoras. 

 Após a conclusão da atividade, corrigimos no quadro e construímos o triângulo 

retângulo com as medidas obtidas, na escala de 1 cm a cada 1 m. Nesta construção, ensinamos 

como deve-se utilizar o transferidor para a construção do ângulo e, na sequência, 

disponibilizamos pedaços de papel colorido para que os estudantes construíssem o triângulo e 

recortassem-no (Figura 43). Mas mesmo com a explicação de como utilizar o transferidor, 

alguns alunos ainda tiveram dificuldades em manuseá-lo. Com os triângulos já recortados, os 

estudantes comparavam com os colegas para conferir se haviam construído de maneira correta. 

 
Figura 43. Estudantes desenhando e recortando os triângulos  

Fonte: Acervo das autoras. 
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 O item seguinte desta atividade, solicitava também a altura da bola ao cruzar a linha do 

gol, com chute linear a 15º, porém, com o chute do meio de campo. Os alunos não tiveram 

dificuldades devido à semelhança com a atividade anterior. Nesta atividade os alunos também 

construíram a representação em uma folha e recortaram-na. Na sequência, no item (c), deveriam 

calcular quantos metros a bola percorreu, utilizando assim a relação trigonométrica cosseno e 

no item (d) deveriam utilizar o resultado obtido no item anterior para calcular a altura da bola 

ao cruzar a linha do gol, mas os estudantes perceberam que já tinham esse valor, então não se 

empenharam em calcular utilizando o seno, mas solicitamos que mesmo assim deveriam 

realizar os cálculos. 

 Após a socialização das resoluções no quadro e as correções destes itens, pedimos para 

que os estudantes colassem o triângulo menor em cima do maior, a fim de, a partir disso, 

observar as razões trigonométricas no triângulo retângulo. Na volta do intervalo, projetamos os 

triângulos sobrepostos e preenchemos juntamente com os alunos o quadro com as razões 

retiradas dos triângulos retângulos construídos por eles, os quais se mostraram surpresos ao 

perceberem que as razões encontradas eram justamente seno, cosseno e tangente. Frisamos 

também que independe do tamanho do triângulo retângulo, se ele for o mesmo ângulo, as 

relações serão as mesmas. 

   Realizamos mais três itens, a fim de relembrar a relação entre a tangente e a razão de 

seno por cosseno. Da mesma forma, conduzimos os estudantes a perceberem a relação entre 

seno e cosseno de ângulos complementares, conceituando nestes a noção de ângulos 

complementares. 

  A atividade seguinte, tratava da determinação do seno, cosseno e tangente para os 

ângulos notáveis a partir de um triângulo equilátero e de um quadrado. Planejamos deixar tempo 

para que os alunos manipulassem algebricamente e determinassem os valores, porém, devido 

ao tempo realizamos a atividade no quadro com a participação dos estudantes, que ao final 

preencheram um quadro com os valores obtidos. A música de seno, cosseno e tangente ao ritmo 

da canção Jigle Bells também não foi executada, por falta de tempo.  

 Portanto, seguimos com o encaminhamento do jogo do Pife Trigonométrico, que 

consiste em um jogo com regras do pife tradicional, porém, com cartas que contém razões 

trigonométricas. Nesse momento vários alunos precisaram sair, pois moram em outras cidades 

e necessitam de transporte coletivo, restando poucos grupos para participarem do jogo. Os 

estudantes se entusiasmaram muito com o jogo (Figura 44), quando alguém batia a partida os 

colegas do grupo conferiam as trincas do ganhador. Inclusive um aluno bateu com três duplas, 

ao invés de duas trincas, o que provocou gargalhadas no grupo. Os outros exercícios foram 

deixados como tarefa de casa. 
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Figura 44. Alunos jogando Pife trigonométrico  

Fonte: Acervo das autoras. 

 A aula foi muito proveitosa, acreditamos que conseguimos alcançar nossos objetivos e 

expectativas para esta aula. O número de alunos está aumentando a cada aula, e eles estão 

participando ativamente das atividades propostas.  
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2.3.3 Plano de aula do dia 25/08/2018 

 

PLANO DE AULA - 4Ξ ENCONTRO  

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos 

iniciais de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1. Objetivo Geral:  

Aplicar corretamente os conceitos de trigonometria para resolver problemas que os 

envolvem. 

3.2. Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com o ciclo trigonométrico, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Identificar as unidades de medida de ângulo e arcos no ciclo trigonométrico; 

¶ Trabalhar com a medida de um arco em radiano e em grau; 

¶ Operar com arcos; 

¶ Utilizar o ciclo trigonométrico para compreender as relações trigonométricas; 

¶ Identificar a relação fundamental da Trigonometria para o ciclo trigonométrico. 

¶ Identificar relações da trigonometria no ciclo trigonométrico; 

¶ Relacionar conceitos de trigonometria à vida cotidiana, contribuindo no 

desenvolvimento do raciocínio; 

¶ Promover a interação dos alunos com trabalhos em grupo. 

4. Conteúdo:  
Ciclo Trigonométrico. 

5. Recursos Didáticos:  

Material do aluno, calculadora, dominó trigonométrico, quadro e giz. 

6. Encaminhamento: 

Iniciaremos a aula relembrando os conceitos abordados na aula anterior. Na sequência 

encaminharemos a atividade a seguir, com o intuito de abordar arco de circunferência e suas 

medidas.  

 

Atividade 1: 

1. Um pêndulo de 50cm, descreve um movimento no qual suas posições extremas formam 

um ângulo de 45º. Determine o comprimento dessa trajetória (de uma posição extrema à 

outra). 

Resolução: Se o movimento realizado completasse uma circunferência, o comprimento da 

trajetória seria ς“ υπ ρππ“ ὧάȢ Porém, a trajetória envolve apenas uma parte dessa 

circunferência (relativa ao ângulo). 

Se chamarmos de l o comprimento da circunferência, temos: 

ὰ
ς“ὶ

σφπЈ

ρππ“

σφπЈ
 Ȣ 

Agora sendo x o comprimento da trajetória percorrida pelo pêndulo, temos a regra de três: 

   
ρππ“

σφπЈ

ὼ

τυЈ
   O    σφπὼ τυππ“   O   

ὼ
τυππ“

σφπ
   O   ὼ ρςȟυ“ ὧά    O     ὼ σωȟςχὧάȢ 

 

Após a correção da questão 1, indagaremos aos alunos como se chama essa trajetória 

realizada pelo pêndulo, com o intuito de abordar arco de circunferência. 



67 

 

Formalização: 

 

 

 

 

 

Explicaremos então, que a medida do arco corresponde ao ângulo ὃtὄ. 

 
Figura 45. Arco de circunferência  

Fonte: IEZZI (1978). 

Uma das unidades de medidas utilizadas para arcos de circunferências é o radiano. 

 

Formalização: 

 

 

 

 

2. Calcule, em radianos, o arco obtido na questão 1. 

Resolução: Sabemos que 1 rad é a medida de um arco cujo comprimento é igual ao raio, 

então: 
ρ ὶὥὨ

υπὧά

ὼ ὶὥὨ

σωȟςχ ὧά
    O     υπὼ σωȟςχ    O     ὼ

σωȟςχ

υπ
πȟχψυτ ὶὥὨȢ 

 

3. Preencha o quadro a seguir com a relação entre as medidas em grau e em radiano de alguns 

ângulos. 

 

Grau 0 45 90 135 180 270 360 

Radiano 0 
“

τ
 

“

ς
 

σ“

τ
 “ 

σ“

ς
 2 ́

Quadro 7. Relação entre grau e radiano 

Fonte: Acervo das autoras. 

Neste momento, lembraremos que o ângulo do pêndulo era de 45° e o arco possuía uma medida 

de 0,7854 rad, mas nossa tabelinha diz que a medida em radiano correspondente a 45° é , 

verificaremos que  = 0,7854. 

Dominó Trigonométrico16 

O objetivo dessa proposta é criar condições para que o aprendizado aconteça através da 

participação ativa dos alunos na construção de ideias. Os alunos terão a oportunidade de 

                                                 
16 Adaptado de MARQUES; MORAES (2016). 

Um radiano (ρ ὶὥὨ) é a medida de um arco cujo comprimento é igual ao do raio (ὶ) da 

circunferência que o contém. 

 

Considerando dois pontos quaisquer, A e B, em uma circunferência. Esses dois pontos 

dividem a circunferência em duas partes. Cada uma dessas partes, incluindo os pontos A e 

B, é chamada arco da circunferência.  
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levantar hipóteses, verificar sua veracidade, tirar conclusões, elaborar conceitos e, 

principalmente, criar modelos mentais, a partir da visualização de conceitos trigonométricos. 

O dominó será utilizado como instrumento facilitador para aprendizagem de trigonometria. 

Adaptamos um dominó com as mesmas regras do dominó formal, tendo na sua composição 

elementos que contribuem para o ensino do ciclo trigonométrico na conversão de grau para 

radiano. 

 
Figura 46. Peças do Dominó  

Fonte: Acervo das Autoras. 

Para construção desse material concreto, utilizamos os seguintes materiais: régua; tesoura; 

espuma vinílica acetinada (E.V.A) com espessura de 5mm; marcador permanente; e utilizamos 

as medidas de 3cm×5,5cm. 

O dominó trigonométrico tem as mesmas 28 pedras do dominó formal. Nessa perspectiva, 

tivemos a ideia de associar grau e radiano para que constituíssem as pedras. Observe a Tabela 

4: 

NÚMEROS DO DOMIN Ó 

FORMAL  

GRAUS 

TRIGONOM ÉTRICOS 

RADIANOS 

TRIGONOM ÉTRICOS 

0 0º π ὶὥὨ 

1 30º “

φ
 ὶὥὨ 

2 45º “

τ
 ὶὥὨ 

3 60º “

σ
 ὶὥὨ 

4 90º “

ς
 ὶὥὨ 

5 180º “ ὶὥὨ 

6 360º ς“ ὶὥὨ 

Tabela 4. Relação entre o dominó normal e o trigonométrico 

Fonte: Acervo das autoras. 
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Explicaremos aos alunos como funcionará o jogo, mantendo as mesmas regras do dominó 

formal, associando assim as pedras como mostra a Figura 47: 

 
Figura 47. Associação das peças de dominó  

Fonte: Acervo das autoras. 

 

Atividade 217: 

4. Em um programa que se chama Roda a 

Roda, existe uma roleta que os participantes 

giram para saber qual o seu prêmio, 

conforme a Figura 48. A roleta deve estar 

posicionada sempre no PERDE TUDO 

antes do giro de qualquer participante e o 

giro deve ser sempre no sentido horário. 

 

a) Jairo gira a roleta 2760º. Qual é seu 

prêmio? 

Resolução: Para saber qual será o prêmio 

de Jairo, temos que dividir o total de graus 

que ele obteve pela quantidade de graus de 

um giro completo (360°), assim, 
ςχφπЈ

σφπЈ
χȟφφφχ 

ou seja, a roleta irá dar 7 voltas e mais 

0,6667 de uma volta, que é σφπЈ
πȟφφφχςτπЈ.  

 

Mas na correção construiremos a tabuada do 360, para fazer a divisão da maneira 

conhecida por todos, usando o resto que será 240. 

 

Como a roleta é dividida em 24 faixas de prêmios, 
σφπЈ

ςτ
ρυЈȢ 

                                                 
17 Adaptado de Portal OBMEP (2018). 

Figura 48. Roleta roda a roda 

Fonte: Portal OBMEP. 
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Cada faixa representa 15° da roleta. Se ele deu 7 voltas completas e mais 240°, 
ςτπЈ

ρυЈ
ρφȢ 

Ele parou no décimo sexto prêmio. Analisando a roleta, vemos o mesmo que vale ωππ. 
 

b) Qual o menor ângulo para que o prêmio de Juarez seja 500? 

Resolução: Como o prêmio de 500 está na terceira faixa, temos 
σ

ςτ

ὼ

σφπЈ
   O    ςτὼ ρπψπЈ   O    ὼ

ρπψπЈ

ςτ
   O    ὼ τυЈȢ 

c) Quais ângulos fazem com que Josué perca a vez ou perca tudo? 

Resolução: Observe que a cada 6 faixas temos um passa a vez ou um perde tudo, portanto 
φ

ςτ

ὼ

σφπЈ
   O    ςτὼ ςρφπЈ   O    ὼ

ςρφπЈ

ςτ
   O    ὼ ωπЈȢ 

Então, a cada 90° temos um passa a vez ou um perde tudo. Portanto isso ocorrerá nos 

ângulos do tipo ωπὯЈ, com ὯᶰᴓȢ 
 

Ciclo Trigonométrico 

O ciclo trigonométrico, tem centro na origem O (0, 0) de um plano cartesiano e raio de 1 

unidade. Adota-se o sentido anti-horário como positivo. 

 
Figura 49. Ciclo trigonométrico 

Fonte: Acervo das autoras. 

Utilizaremos um link do Geogebra18 para mostrar alguns elementos do ciclo trigonométrico e 

também seno, cosseno e tangente, explicando também o que segue na Atividade 3. 

 

                                                 
18 JUNIOR, (2018). 
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Fonte: Acervo das autoras. 
Formalização: 

 

 

  

 

A questão 5 (abaixo) solicita que os alunos relacionem os valores equivalentes, mas para isso 

precisarão realizar a redução ao primeiro quadrante: 

5. Relacione os valores equivalentes:

ÓÅÎχυπЈ 

ÔÇρψππЈ 

ÃÏÓσσπЈ 

ÃÏÓρσυЈ 

ÃÏÓρςφπЈ 

ÓÅÎρυπЈ 

ÓÅÎςυφυЈ 

ÃÏÓφφπЈ 

ÔÇςςυЈ 

ÃÏÓφπЈ 
ÓÅÎςτπЈ 

ÓÅÎσφπЈ
Formalização:

 

 

 

 

 

 

A seguir, encaminharemos duas questões a fim de que os estudantes utilizem os conceitos 

abordados até aqui para resolvê-las. 

 

Para todo ‌ᶰᴙ e π ‌ ς“ e ‌ , temos ἼἯ♪ ὸ, em que t é a ordenada de 

T, e T é a intersecção da reta ὕὖ com a reta perpendicular ao eixo x pelo ponto A. 

A redução ao primeiro quadrante permite reduzir o cálculo dos valores das funções 

trigonométricas aos arcos entre 0o e 90o. Temos os seguintes casos, com ὼ ângulo do 

primeiro quadrante: 

¶ Do segundo quadrante: o ângulo ώ é ρψπЈὼ; 
¶ Do terceiro quadrante: o ângulo ώ é ρψπЈὼ; 
¶ Do quarto quadrante: o ângulo ώ é σφπЈὼ. 

Figura 50. Analisando a tangente no ciclo trigonométrico 
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6. 19A Figura 53 mostra uma roda gigante parada. Qual é a altura do menino em relação ao 

solo? 

Resolução: Sabemos que o raio da roda gigante é de 10m, então a distância do eixo x ao 

solo é de 10m. A posição do menino, na roda gigante, forma ângulo de 30º com o eixo x, 

ou seja, para calcular a distância do garoto até o solo precisa saber a medida do cateto 

oposto ao ângulo de 30º e soma-la com a medida do raio. Seno de 30º é 0,5, como este 

raio é de 10m, o cateto oposto mede 0,5x10=5m. Portanto, a altura do menino em relação 

ao solo é de 15m. 

 
Figura 51. Roda gigante (1)  

Fonte: SANTOS (2018). 

 

7. Se a roda gigante girar 150º, no sentido anti-horário, qual será o seno do novo ângulo 

formado entre o menino e 0º, no eixo x? 

Resolução: A posição do menino na roda gigante está formando 30º com o eixo x, se a 

roda girar mais 150º a posição do menino formará 180º com o eixo x. O seno de 180º é 0. 

 
Figura 52. Roda gigante (2) 

Fonte: SANTOS (2018). 

 

7. Avaliação:  

A avaliação levará em conta a participação de cada aluno na execução de cada atividade 

proposta, tentativa de resolução dos exercícios e entendimento do aluno perante os conteúdos 

apresentados. 
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19 As questões 5 e 6 foram adaptadas de SANTOS (2018). 
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9. Anexo 

1. Dominó Formal 

¶ Objetivo do jogo: Para jogar dominó são necessárias 28 pedras retangulares. Cada pedra 

está dividida em 2 espaços iguais nos quais aparece um número de 0 até 6. As pedras 

abrangem todas as combinações possíveis com estes números. Pode-se jogar com 2, 3 

ou 4 jogadores ou em duplas. 

O objetivo do jogo é colocar todas as suas pedras na mesa antes dos adversários e marcar 

pontos. O jogador que ganha uma rodada, marca pontos segundo as pedras que foram 

colocadas pelos seus adversários. A partida terminará quando um jogador ou dupla 

alcançar a quantidade de pontos indicada nas opções de mesa. 

 

¶ Como jogar o dominó: Cada jogador recebe 7 pedras quando começa a rodada. Se na 

partida houver menos de 4 jogadores, as pedras restantes ficam no dorme para serem 

compradas. O jogo começa pelo jogador que tenha a pedra dobrada mais alta (se jogam 

4 pessoas, sempre começará quem tem o seis dôbre ou carrilhão). No caso de que nenhum 

jogador tenha dobradas, começará o jogador que tenha a pedra mais alta. A partir desse 

momento, os jogadores realizam suas jogadas, por turnos e no sentido anti-horário. O 

jogador que começa a partida leva vantagem. Este é um conceito importante para a 

estratégia do dominó, pois o jogador ou dupla que começa, normalmente, é o que leva a 

vantagem durante a partida. 

 

¶ Desenvolvimento do jogo: Cada jogador, no seu turno, deve colocar uma das suas pedras 

em uma das 2 extremidades abertas, de forma que os pontos de um dos lados coincida 

https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/dsynurr1hh6w.pdf
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com os pontos da extremidade onde está sendo colocada. As dobradas são colocadas de 

maneira transversal para facilitar sua localização. Quando o jogador coloca sua pedra 

sobre a mesa, seu turno se acaba e passa-se ao seguinte jogador. Se um jogador não puder 

jogar, dever§ ñcomprarò do dorme tantas pedras como forem necess§rias. Se n«o houver 

pedras no dorme, passará o turno ao seguinte jogador. 

 

¶ Final de uma rodada: A partida continua com os jogadores colocando suas pedras sobre 

a mesa até que se apresente alguma das seguintes situações: 

Dominó: Quando um jogador coloca sua última pedra na mesa, essa ação é chamada de 

bater. Quando joga-se sozinho, o jogador que ganhou a partida soma os pontos de todos 

os seus adversários. Jogando em dupla, somam-se os pontos de todos os jogadores 

incluindo os do seu companheiro. 

Fecha: Existem casos onde nenhum dos jogadores pode continuar a partida. Isto ocorre 

quando o número das extremidades saiu 7 vezes antes. Nesse momento se diz que a 

partida está fechada. Os jogadores contarão os pontos das pedras que ficaram; o jogador 

ou dupla com menos pontos vence e somam-se os pontos da maneira habitual. Pode 

acontecer de você ter os mesmos pontos que o jogador ou a dupla que tem a vantagem, 

nesse caso, ganha este jogador. 

 

¶ Seguinte rodada: Nas rodadas seguintes, o jogador que começa o jogo é o seguinte da 

vez. Este pode começar o jogo com a pedra que quiser mesmo que não seja uma dobrada. 

 

¶ Fim de jogo: O jogo terminará quando um jogador ou dupla conseguir a quantidade de 

pontos necessários para ganhar. 
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2.3.3.1 Relatório 

RELATÓRIO DA APLICAÇÃO DA TERCEIRA AULA SOBRE TRIGONOMETRIA  

 

Aos vinte e cinco dias do mês de agosto de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual 

do Oeste do Paraná para a realização do quarto encontro, do segundo semestre, do PROMAT. 

Neste dia estavam presentes 15 alunos, sendo a maioria meninas.  

Chegamos na sala cerca de vinte minutos antes do horário de início da aula, a fim de 

unirmos as carteiras de modo a formar grupos com quatro integrantes cada, assim, conforme os 

estudantes chegavam iam preenchendo os lugares organizados por nós. Após a distribuição do 

material do aluno solicitamos a esses que respondessem a questão 1. Esta solicitava aos alunos 

que medissem o comprimento da trajetória descrita pelo movimento de um pêndulo de 50 cm, 

dado que suas posições extremas formavam um ângulo de 45º.  

Inicialmente alguns alunos tiveram dificuldades para resolvê-lo já que realizavam a 

representação da situação descrevendo a trajetória do pêndulo como retilínea. Após 

compreenderem que tal trajetória era uma parte de uma circunferência, só foi necessário, em 

alguns casos, relembrar como calcular o perímetro da circunferência, que então os alunos 

relacionaram as informações através da regra de três. Ressaltamos a estratégia de um dos grupos 

que pensou no ângulo de 45° como  de 360°, porém não conseguiu relacionar tal fração ao 

comprimento da circunferência. No entanto, ao final da resolução da questão, por um dos 

colegas na lousa (Figura 53), destacaram que encontrar  do comprimento total da 

circunferência era mais prático. 

Fonte: Acervo das autoras. 

Figura 53. Aluno resolvendo a questão 1 
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 Após a correção desta questão na lousa, questionamos aos alunos como era chamada a 

trajetória percorrida pelo pêndulo. Os alunos não souberam responder então relembramos que 

tal trajetória era um arco de circunferência e que bastavam dois pontos em uma circunferência 

que a dividiríamos em duas partes, ou seja, dois arcos de circunferência. Também salientamos 

que uma das unidades de medida de um arco de circunferência é o radiano e que este é definido 

como 1 rad = r , onde r é o raio da circunferência que contém o arco. Assim, posteriormente 

solicitamos aos alunos que determinassem, em radianos, a medida do arco de circunferência 

encontrado na questão 1. Tal tarefa foi executada sem dificuldades pelos alunos e a correção 

desta foi realizada na lousa por uma das alunas (Figura 54).  

 
Figura 54. Aluna resolvendo a questão 2 

Fonte: Acervo das autoras. 

O mesmo fato se verificou com a questão 3, onde os alunos determinaram a medida do arco em 

radianos para cada ângulo dado em graus, por meio da regra de três, através da relação dada: 

360Á equivale a 2ˊ. Ressaltamos que os alunos utilizaram uma aproxima­«o para ˊ e 

determinaram, em decimais, a medida do arco em radianos. Assim, solicitamos que esses 

deixassem esses valores na representação fracionária, já que isto seria útil posteriormente. 

 Em seguida, propomos aos alunos o jogo dominó trigonométrico (Figura 55), o qual tem 

as mesmas regras do dominó formal, porém suas peças são diferentes. Então, apresentamos aos 

alunos as equivalências entre as pedras do dominó formal com o dominó trigonométrico como 

apresentado na tabela 1 do plano de aula. Os alunos já estavam acostumados com as regras do 

jogo, só apresentavam dificuldades em relacionar a medida de um ângulo, em graus, com a 

medida em radianos do arco equivalente a esses. Mas isto foi transposto devido ao fato de que 

foi projetada a tabela com as relações. Destacamos que o jogo foi um momento de distração e 

aprendizado para os alunos, já que ao mesmo tempo que se divertiam competindo, reforçavam 

as relações entre um ângulo e a medida de arco determinada por este. Ressaltamos ainda que 
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nos momentos ociosos dos grupos, que estavam mais adiantados em relação aos outros, estes 

voltavam a jogar. 

Fonte: Acervo das autoras. 

 

A quarta questão proposta aos alunos, tinha como intuito trabalhar a ideia de reduzir a 

uma volta (um ângulo entre 0° e 360°) um ângulo maior ou igual a 360°.  Nessa questão, como 

a situação era contextualizada através da roleta do programa Roda a Roda, alguns alunos, ao 

determinar o prêmio em que a roleta havia parado, contavam a partir da faixa PERDE TUDO 

no sentido horário, não percebendo que deviam contar no sentido anti-horário já que os prêmios 

que passariam pelo marcador eram os da esquerda. O item a) desta questão foi resolvida por 

uma de nós estagiárias e os demais itens, alguns alunos apresentaram suas resoluções na lousa 

(Figura 56). Destacamos que a última questão, em que era necessária uma generalização, 

poucos alunos a obtiveram.  

Figura 55. Grupos jogando Dominó 

Trigonométrico 
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Fonte: Acervo das autoras. 

 Posteriormente projetamos a animação no Geogebra do ciclo trigonométrico. Com este 

relembramos com os alunos as razões trigonométricas seno, cosseno e tangente e como 

determiná-las no ciclo trigonométrico de raio 1, como convencionalmente adota-se. Realizamos 

as deduções de como calcular o seno, cosseno e tangente de determinado ângulo construindo 

triângulos retângulos no interior do ciclo. Realizamos a análise de sinal para cada razão e 

também ressaltamos para quais ângulos a tangente não está definida. 

 Em seguida, solicitamos que os alunos resolvessem a questão sete. Resolvemos solicitar 

a resolução desta antes das questões cinco e seis já que tratava da redução ao 1° quadrante, um 

assunto não tratado ainda em nossos encontros. Os alunos não lembravam como realizar tal 

redução e encontravam o valor de seno, cosseno e tangente utilizando a calculadora. Então 

resolvemos explicar como realizar a redução ao 1° quadrante e reforçamos que os alunos tomem 

cuidado com a diferença de sinal que pode ocorrer ao realizarem tal redução. Posteriormente 

solicitamos aos alunos que respondessem as questões cinco e seis as quais deveriam utilizar 

conceitos referentes ao seno de um ângulo. Os alunos não tiveram dúvidas para responder. 

  

Figura 56. Alunos resolvendo os itens b) e c) da questão 

4 
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2.4 MÓDULO 3  ï GEOMETRIA ANALÍTICA  

2.4.1 Plano de aula do dia 01/09/2018 

PLANO DE AULA - 5Ξ ENCONTRO  

 

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos iniciais 

de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1. Objetivo Geral: 

 Levar os alunos a explorar o plano cartesiano bem como suas partes e a determinar a 

distância entre dois pontos e o ponto médio de um segmento. 

3.2. Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com geometria analítica, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Explorar o plano cartesiano, bem como suas partes; 

¶ Localizar pontos no plano cartesiano; 

¶ Determinar a distância entre dois pontos; 

¶ Determinar o ponto médio de um segmento. 

4. Conteúdo:  

 Geometria Analítica. 

5. Recursos Didáticos:  

Material do aluno, quadro, giz, aparelho multimídia e tabuleiro do jogo. 

6. Encaminhamento: 

Organizaremos as carteiras de modo que os estudantes, conforme forem chegando, se reúnam 

em grupos de quatro pessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem no 

desenvolvimento da atividade. Em seguida, proporemos a seguinte tarefa e destinaremos 

alguns minutos para que eles resolvam o problema. Utilizaremos aparelho multimídia para 

projetar os mapas.  

Atividade 1:  

Conduziremos as seguintes questões a fim de explorar os conceitos do plano cartesiano, 

induzindo os estudantes a deduzirem a fórmula de distância entre dois pontos e as coordenadas 

do ponto médio. 

Questão 1: 

(Questão adaptada de Bueno (2013)) Observando o mapa das regiões administrativas do Paraná 

(Figura 59), sobreposto a um plano cartesiano, no qual o eixo da horizontal (linha horizontal 

mais destacada) é o eixo das abscissas e o eixo da vertical (linha vertical mais destacada) é o 

eixo da ordenadas. Considerando a localiza­«o da cidade o ponto associado ao nome da cidade, 

que representa o seu centro, responda:  

a) Existe alguma cidade localizada exatamente em cima de algum dos eixos? Se existe, 

qual(is) a(s) cidade(s) e qual(is) o(s) eixo(s)?  

Resolução: Sim. Eixo x: Toledo; Eixo y: Paranavaí e Campo Mourão. 

b) Quais cidades estão localizadas no ρΞ quadrante? E no σΞ quadrante? 
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Resolução: ρΞ quadrante: Maringá, Apucarana, Londrina, Cornélio Procópio, Jacarezinho e 

Ivaiporã. σΞ quadrante: Cascavel, Pato Branco e Francisco Beltrão. 

c) Quais cidades estão localizadas no τΞ quadrante? E no ςΞ quadrante? 

Resolução:  ςΞ quadrante: Umuarama. τΞ quadrante: Ponta Grossa, Curitiba, Paranaguá, União 

da Vitória, Irati, Guarapuava e Laranjeiras do Sul. 

d) Qual cidade está localizada no ponto (30, -8)? 

Resolução: Paranaguá. 

e) Qual cidade está localizada no ponto (-5, -12)? 

Resolução: Francisco Beltrão. 

f) Determine as coordenadas das cidades de Toledo, Paranaguá, Jacarezinho e Cascavel. 

Resolução: Toledo: (-10, 0); Paranaguá: (30, -8); Jacarezinho: (20, 13); Cascavel:(-7, -4). 

 

Figura 57. Mapa das regiões administrativas do Paraná 

Fonte: Acervo das autoras. 

 

Questão 2: 

(Questão adaptada de Bueno (2013)) Observando o mapa da Figura 60, atribuiremos valores no 

plano cartesiano, sabendo que a intersecção entre as retas é o ponto de origem (0,0). 
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Figura 58. Mapa do Brasil 

Fonte: Bueno (2013). 

a) Sabendo que cada quadrado representa uma unidade de área, qual a distância entre o 

Amazonas e o Ceará?  

Resolução: 6 unidades. Pois temos que a distância do Ceará até Amazonas é dada por  ȿὼ

ὼȿ , então temos ȿσ σȿ ȿφȿ φ. 

b) E se for direto do Amazonas a Minas Gerais qual será a distância?  

Resolução: Da mesma forma podemos desenhar um triângulo retângulo como na Figura 61: 
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Figura 59. Resolução item b) 

Fonte: Adaptada de Bueno (2013). 

E a distância do Amazonas até Minas Gerais pode ser escrita como 

Ὠ  ὼ ὼ ώ ώ ό ᵼὨ  ς σ ρ ςόᵼὨ  Ѝστ ᵼ

Ὠ ḙ 5,83. 

c) Qual a distância do Amazonas a Minas Gerais passando pelo Mato Grosso? Considere 

a distância entre dois estados a distância (em linha reta) entre os pontos que os 

identificam. 

Auxiliaremos os alunos induzindo-os a construir dois triângulos retângulos e deduziremos a 

fórmula da distância entre dois pontos a partir dos triângulos construídos e o teorema de 

Pitágoras.  

Resolução: Inicialmente vamos construir dois triângulos retângulos como mostra a Figura 62: 
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Figura 60. Resolução item c) 

Fonte: Adaptada de Bueno (2013). 

Queremos calcular a distância de A até B e a distância de B até D. Observe que essas distâncias 

são as hipotenusas dos triângulos ὃὄὅ e ὄὈὉ, respectivamente. Então, relembrando o teorema 

de Pitágoras, o qual nos diz que o quadrado da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos 

catetos, temos 

ὃὄ ὃὅ ὅὄό  (1). 

Observe ainda que ὃὅ ȿὼ ὼȿ      (2).  

Da mesma forma podemos escrever ὅὄ  ȿώ ώȿ  (3). 

Substituindo (2) e (3) em (1) obtemos 

ὃὄ ὼ ὼ ώ ώ ό  ᵼὃὄ  ὼ ὼ ώ ώ ό  . 

Assim, também podemos descobrir a distância de ὄὈ 

ὄὈ ὄὉ ὉὈό  (4). 

Observe ainda que ὄὉ ȿὼ ὼȿ  (5). 

Da mesma forma, podemos escrever ὉὈ  ȿώ ώȿ  (6). 

Substituindo (5) e (6) em (4) obtemos 

ὄὈ ώ ώ ώ ώ ό  ᵼὄὈ  ὼ ὼ ώ ώ ό  . 

Agora podemos substituir os valores de x e y e encontrar as distâncias 
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ὃὄ  ρ ɀ σ ς πό  ᵼὃὄ  Ѝψᵼ ὃὄḙςȟψς  e 

ὄὈ  ς ρ π  ρ ό  ᵼ ὄὈ  Ѝρπ   ᵼ ὄὈḙσȟρφ. 

Portanto a distância de Amazonas até Minas Gerais passando pelo Mato Grosso é 

aproximadamente  ςȟψς σȟρφ φ unidades. 

Formalização: 

 

 

 

 

d) Quanto terei andado se sair do Rio Grande do Sul passar por Mato Grosso, Amazonas, Ceará, 

Minas Gerais e voltar no ponto de partida? 

Resolução: Vamos decompor cada distância por meio de triângulos retângulos como na Figura 

63: 

 

Figura 61. Resolução item d) 

Fonte: Adaptada de Bueno (2013). 

A distância do Rio Grande do Sul até Mato Grosso é 

Ὠ  π ρ π τόᵼὨ  Ѝρχᵼ Ὠ ḙτȟρς. 

A distância do Mato Grosso até o Amazonas é 

Ὠ  ρ σ π ςόᵼ Ὠ  Ѝψᵼ  Ὠ ḙςȟψς. 

A distância do Amazonas até Ceará é 

A distância entre dois pontos ὃ ὼȟώ  e ὄ ὼȟώ  do plano cartesiano é dada 

por 

Ὠ  ὼ ὼ ώ ώ ό. 
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Ὠ  ȿὼ ὼȿ  ᵼ   Ὠ  ȿσ σȿ ᵼ   Ὠ  φ . 

A distância do Ceará até Minas Gerais é 

Ὠ  σ ς ς ρ ό ᵼὨ  ЍρπᵼὨ  σȟρφ. 

A distância de Minas Gerais até o Rio Grande do Sul é 

Ὠ  ς π ρ τ ό ᵼὨ  Ѝρσᵼ Ὠ  σȟφ. 

Portanto a distância total percorrida é aproximadamente τȟρς ςȟψς φ σȟρφ σȟφ  20 

unidades. 

Questão 3:  

(Questão adaptada de Bueno (2013)) Veja a adaptação do mapa do Brasil utilizado na questão 

anterior e responda: 

a) Que ponto poderia identificar o estado que fica no meio dos pontos que identificam os 

estados do Ceará e do Rio Grande do Sul? 

Resolução: 

Para isso vamos construir o segmento ὃὄ: 

 

Figura 62. Resolução questão 3 item a) 

Fonte: Adaptada de Bueno (2013). 
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Considere um segmento de extremos ὃ  (ὼȟ ώ) e ὄ ὼ , ώ ) cujo ponto médio é ὓ

 (ὼȟ ώȟ). Como na Figura 64. 

Pelo teorema ñSe em um tri©ngulo tra­armos uma reta paralela a um de seus lados, a qual 

intersecta os outros dois em pontos distintos, a mesma os divide na mesma raz«o. Como para 

um dos lados temos o seu ponto m®dio, no outro lado tamb®m o ser§. E ainda, quando a 

paralela corta os lados do tri©ngulo em seus pontos m®dios, o segmento cujos extremos s«o os 

pontos m®dios ® paralelo ao terceiro lado (o paralelo ¨ reta) e este medir§ a metade do seu 

comprimentoò, encontramos a seguinte relação entre as ordenadas dos pontos A, B e M: 

ὃὓ ὓὄᵼὌὋ Ὃὃᵼώ  ώ  ώ  ώ ᵼςώ  ώ  ώ. 

Portanto:  

ώ   
 

. 

Pelo teorema encontramos a seguinte relação entre as abscissas  

Ὃὓ  Ὄὄᵼὼ ὼ   ὼ ὼ ᵼςὼ ςὼ ὼ ὼᵼςὼ  ὼ ὼ. 

Portanto: 

ὼ . 

Podemos concluir que, se tivermos um segmento de extremos A e B, a abscissa do ponto médio 

será a média aritmética das abscissas dos extremos e a ordenada do ponto médio será a média 

aritmética das ordenadas dos extremos. 

Formalização: 

 

 

 

Assim, podemos descobrir qual estado está entre os estados do Ceará e do Rio Grande do Sul,  

ὓ
 
ȟ

 
ᵼὓ

 
ȟρ. 

Portanto o estado de Minas Gerais está localizado entre o Ceará e o Rio Grande do Sul. 

b) Identifique o estado representado pelo ponto que fica no meio dos pontos que 

identificam os estados do Ceará e do Amazonas? 

Resolução:  

ὓ
 
ȟ
 
ᵼὓ πȟς. 

Portanto, o estado do Pará está localizado entre o Ceará e o Amazonas. 

Atividade 3: Adaptação do Jogo Batalha Naval. 

Portanto, o ponto médio do segmento ὃὄ é dado por: 

ὓ
 
ȟ

 
. 
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Posteriormente, para a fixação dos conceitos estudados neste encontro, iremos propor aos 

alunos uma adaptação do jogo batalha naval sugerido no site Dia a Dia Educação20. 

Dividiremos a sala em quatro grupos, que serão ainda divididos em duas equipes, totalizando 

oito equipes que competirão em pares. Cada professor irá ser o juiz do jogo em um dos quatro 

grupos. Cada equipe receberá um tabuleiro, conforme as figuras a seguir, de modo que sua 

equipe adversária não tenha o mesmo tabuleiro. 

 

Figura 63. Tabuleiro 1 

Fonte: Acervo das autoras. 

                                                 
20 Jogo Batalha Naval disponível em: 

http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=1320. Acesso em: 01 ago. 

2018. 

http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=1320
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Figura 64. Tabuleiro 2 

Fonte: Acervo das autoras. 

 Além do tabuleiro, as equipes também receberão o roteiro de questões que lhes 

permitirão calcular as coordenadas do tabuleiro da equipe adversária. 
 

Roteiro do tabuleiro 1 (entregar para a equipe que receber o tabuleiro 2) 

1. Determine o ponto médio entre os pontos A e B, cujas coordenadas são A = (- 5, - 10) 

e B = (- 7, - 4). 

Resolução: 

 

ὼ ᵼὼ ᵼὼ ᵼὼ φ. 

ώ ᵼώ ᵼώ ᵼώ χ. 

Logo, as coordenadas do ponto médio são M = (- 6, - 7). 

2. A abscissa do ponto E é dada pela distância entre os pontos A e B, cujas coordenadas 

são A = (2, 1) e B = (5, 5) e a ordenada do ponto E é dada pela distância entre os pontos 

C e D, cujas coordenadas são C = (4Ѝσ, 5) e D = (6Ѝσ, 3). Determine as coordenadas 

do ponto E. 

Resolução:  

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ υ ς υ ρόᵼὨ σ τό

ᵼὨ Ѝω ρφᵼὨ ЍςυᵼὨ υȢ 
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Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ φЍσ τЍσ σ υόᵼὨ

ςЍσ ςόᵼὨ ЍρςτᵼὨ ЍρφᵼὨ τȢ 

Logo, as coordenadas do ponto E = (5, 4). 

3. Dadas as coordenadas do ponto médio M = (2, 5), quais são as coordenadas da 

extremidade A do segmento de reta que o contém, sabendo que a outra extremidade está 

no ponto B = (5, 5)? 

Resolução: Utilize a fórmula para encontrar as coordenadas do ponto médio de um segmento 

de reta: 

ὼ . 

ώ . 

Substitua as coordenadas do ponto médio e do ponto B nas expressões acima e calcule as 

coordenadas do ponto A. 

ὼ ᵼς ᵼς ς ὼ υᵼὼ τ υᵼὼ ρ. 

ώ ᵼυ ᵼυ ς ώ υᵼώ ρπ υᵼώ υ. 

Então, as coordenadas do ponto A são A= (ï 1, 5). 

4. Um segmento de reta tem uma de suas extremidades no ponto A = (a, 2a) e seu ponto 

médio no ponto M = (6a, 3a). Quais são as coordenadas da outra extremidade desse 

segmento de reta, dadas em função de a? Obs.: Dê como resposta final as extremidades 

desse segmento considerando a = 1. 

Resolução: Usando a fórmula para o cálculo do ponto médio do segmento de reta, dada pelas 

expressões a seguir, calcule o valor de cada coordenada da outra extremidade do segmento, que 

será representada aqui pelo ponto B. 

ὼ ᵼφὥ ᵼς φὥ ὥ ὼ ᵼρςὥ ὥ ὼ ᵼρςὥ ὥ ὼ ᵼὼ

ρρὥ. 

ώ ᵼσὥ ᵼς σὥ ςὥ ώ ᵼφὥ ςὥ ώ ᵼφὥ ςὥ ώ ᵼ

ώ τὥ. 

As coordenadas da outra extremidade do segmento de reta são: B = (11a, 4a). Considerando a 

= 1, B = (11, 4). 

5. O ponto B = (3, b) é equidistante dos pontos A = (6, 0) e C = (0, 6). Determine as 

coordenadas do ponto B. 
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Resolução: Para resolver esse exercício, basta resolver a equação Ὠ  = Ὠ . Antes disso, 

porém, calcularemos Ὠ  e Ὠ  separadamente e elevaremos seus resultados ao quadrado. 

Primeiramente, a distância entre A e B: 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ σ φ ὦ πόᵼὨ

σ ὦόᵼὨ ω ὦόᵼ Ὠ ό Ѝω ὦ όᵼ Ὠ ό ω ὦό. 

Agora, a distância entre B e C: 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ π σ φ ὦόᵼὨ

σ φ ὦόᵼὨ ω φ ὦόᵼ Ὠ ω φ ὦ ᵼ Ὠ

ω φ ὦό. 

O resultado final é obtido resolvendo a equação gerada por Ὠ ό  Ὠ ό. Observe: 

Ὠ  Ὠ ᵼω ὦς ω φ ὦςᵼὦς φ ὦςᵼὦς σφ ρςὦ ὦςᵼ

σφ ρςὦ πᵼρςὦ σφᵼὦ
σφ

ρς
σ. 

Logo, as coordenadas do ponto B = (3, 3). 

6. A ordenada de um ponto X é dada pela média aritmética das coordenadas do ponto 

médio entre os pontos A e B, cujas coordenadas são A = (-5, -8) e B = (-3,-4) e a abscissa 

do ponto X é dada pela distância entre os pontos C e D, cujas coordenadas são C = (0, 

6) e D = (3, 10). Determine as coordenadas do ponto X. 

Resolução:  

 

ὼ ᵼὼ ᵼὼ ᵼὼ τ. 

ώ ᵼώ ᵼώ ᵼώ φ. 

Seja m a média aritmética das coordenadas do ponto médio entre os pontos A e B. 

ά υ. 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ σ π ρπ φόᵼὨ σ τό

ᵼὨ Ѝω ρφᵼὨ ЍςυᵼὨ υȢ 

Logo, as coordenadas do ponto X = (5, - 5). 

Roteiro do tabuleiro 2 (entregar para a equipe que receber o tabuleiro 1) 
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1. Determine o ponto médio entre os pontos A e B, cujas coordenadas são A = (- 3, - 4) e 

B = (- 7, 0). 

Resolução:  

 

ὼ ᵼὼ ᵼὼ ᵼὼ υ. 

ώ ᵼώ ᵼώ ᵼώ ς. 

Logo, as coordenadas do ponto médio são M = (- 5, - 2). 

2. A abscissa do ponto E é dada pela distância entre os pontos A e B, cujas coordenadas 

são A = (6, - 3) e B = (6, 5) e a ordenada do ponto E é dada pela distância entre os pontos 

C e D, cujas coordenadas são C = (6, 7) e D = (9, 11). Determine as coordenadas do 

ponto E. 

Resolução: 

 Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ φ φ υ σ όᵼὨ

π ψόᵼὨ Ѝπ φτᵼὨ ЍφτᵼὨ ψȢ 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ ω φ ρρ χόᵼὨ σ τό

ᵼὨ Ѝω ρφᵼὨ ЍςυᵼὨ υȢ 

Logo, as coordenadas do ponto E = (8, 5). 

3. Dadas as coordenadas do ponto médio M = (- 1, -1), quais são as coordenadas da 

extremidade A do segmento de reta que o contém, sabendo que a outra extremidade está 

no ponto B = (-1, 1)? 

Resolução: Utilize a fórmula para encontrar as coordenadas do ponto médio de um segmento 

de reta: 

ὼ . 

ώ . 

Substitua as coordenadas do ponto médio e do ponto B nas expressões acima e calcule as 

coordenadas do ponto A. 

ὼ ᵼ ρ ᵼς ρ ὼ ρᵼὼ ρ ςᵼὼ ρ. 

ώ ᵼ ρ ᵼ ρ ς ώ ρᵼώ ρ ςᵼώ σ. 
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Então, as coordenadas do ponto A são A= (- 1, - 3).  

4. Um segmento de reta tem uma de suas extremidades no ponto A = (2a, 5a) e seu ponto 

médio no ponto M = (3a, 4a). Quais são as coordenadas da outra extremidade desse 

segmento de reta em função de a? Obs.: Dê como resposta final as extremidades desse 

segmento considerando a = 1. 

Resolução: Usando a fórmula para o cálculo do ponto médio do segmento de reta, dada pelas 

expressões a seguir, calcule o valor de cada coordenada da outra extremidade do segmento, que 

será representada aqui pelo ponto B. 

ὼ ᵼσὥ ᵼς σὥ ςὥ ὼ ᵼφὥ ςὥ ὼ ᵼφὥ ςὥ ὼ ᵼ

ὼ τὥ. 

ώ ᵼτὥ ᵼς τὥ υὥ ώ ᵼψὥ υὥ ώ ᵼψὥ υὥ ώ ᵼ

ώ σὥ. 

As coordenadas da outra extremidade do segmento de reta são: B = (4a, 3a). Considerando a = 

1, B = (4, 3). 

5. A ordenada de um ponto X é dada pela média aritmética das coordenadas do ponto 

médio entre os pontos A e B, cujas coordenadas são A = (- 3, 1) e B = (5,- 7) e a abscissa 

do ponto X é dada pela distância entre os pontos C e D, cujas coordenadas são C = (- 3, 

5) e D = (3, 13). Determine as coordenadas do ponto X. 

Resolução:  

 

ὼ ᵼὼ ᵼὼ ᵼὼ ρ. 

ώ ᵼώ ᵼώ ᵼώ σ. 

Seja m a média aritmética das coordenadas do ponto médio entre os pontos A e B. 

ά ρ. 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ σ σ ρσυόᵼὨ

φ ψόᵼὨ Ѝσφ φτᵼὨ ЍρππᵼὨ ρπȢ 

Logo, as coordenadas do ponto X = (10, - 1). 

6. O ponto B = (3, b) é equidistante dos pontos A = (6, 0) e C = (0, 6). Determine as 

coordenadas do ponto B. 
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Resolução: Para resolver esse exercício, basta resolver a equação Ὠ  = Ὠ . Antes disso, 

porém, calcularemos Ὠ  e Ὠ  separadamente e elevaremos seus resultados ao quadrado. 

Primeiramente, a distância entre A e B: 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ σ φ ὦ πόᵼὨ

σ ὦόᵼὨ ω ὦόᵼ Ὠ ό Ѝω ὦ όᵼ Ὠ ό ω ὦό. 

Agora, a distância entre B e C: 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ π σ φ ὦόᵼὨ

σ φ ὦόᵼὨ ω φ ὦόᵼ Ὠ ω φ ὦ ᵼ Ὠ

ω φ ὦό. 

O resultado final é obtido resolvendo a equação gerada por Ὠ ό  Ὠ ό. Observe: 

Ὠ  Ὠ ᵼω ὦ ω φ ὦ ᵼὦ φ ὦ ᵼὦ σφ ρςὦ ὦ ᵼ

σφ ρςὦ πᵼρςὦ σφᵼὦ σ. 

Logo, as coordenadas do ponto B = (3, 3). 

Regras do jogo: 

¶ Cada equipe não deve revelar ao seu oponente a localização de suas embarcações (cada 

ponto no plano cartesiano representa uma embarcação). 

¶ O juiz determinará o início do jogo e com isso ambas as equipes podem começar a 

responder as questões do roteiro. 

¶ A equipe que responder a uma das questões tentará atingir uma embarcação do seu 

oponente. Ao responder a questão obterá um ponto (tiro) o qual indicará ao seu oponente 

no plano cartesiano dando as coordenadas x e y desse ponto. Lembrando que as 

coordenadas x, y são pares ordenados (x, y) em que o primeiro número deve ser lido no 

eixo x e o segundo no eixo y. 

¶ A equipe oponente marca o ponto correspondente no seu tabuleiro (marcando um x 

sobre esse ponto) e avisa se a equipe acertou uma embarcação ou se acertou a água.  

¶ Não haverá alternância de resposta entre as equipes, conforme estas responderem as 

questões terão direito a indicar as coordenadas do ponto.  

¶ O jogo termina quando uma das equipes afundar todas as embarcações do seu oponente. 

Após o término do jogo serão sanadas as dúvidas dos alunos sobre as questões dos roteiros. 

7. Avaliação:  

A avaliação dos estudantes se desenvolverá no decorrer das aulas por meio da observação direta 

dos alunos no desenvolvimento das atividades e dos vários instrumentos de avaliação utilizados, 

tais como, a participação durante a resolução dos problemas por meio das respostas orais, a 

socialização dos grupos, a apresentação na lousa e os registros e análises individuais nas folhas. 
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2.4.1.1 Relatório 

RELATÓRIO DA APLICAÇÃO DA PRIMEIRA AULA SOBRE GEOMETRIA 

ANALÍTICA  

 

No primeiro dia do mês de setembro de 2018, reuniram-se nas dependências da 

Universidade Estadual do Oeste do Paraná, nós estagiárias e os alunos inscritos no projeto de 

ensino - PROMAT, para o desenvolvimento do quinto encontro, do segundo semestre, do 

mesmo. Nesse dia, estiveram presentes 15 estudantes, sendo a maioria meninas. Utilizamos o 

aparelho multimídia para a projeção dos mapas, o que nos auxiliou nas explicações e resoluções 

das atividades. 

Quando chegamos à universidade, os estudantes já estavam aguardando a abertura da 

sala de aula, então, ao adentrarmos, eles auxiliaram na organização das carteiras para a 

formação dos grupos. Em seguida, entregamos os materiais do aluno para cada estudante e, 

buscando explorar os conceitos envoltos no plano cartesiano, encaminhamos a primeira 

questão. Essa, solicitava que os educandos localizassem e respondessem quais cidades 

continham seu ponto no eixo x, eixo y, ou no primeiro, segundo, terceiro ou quarto quadrante, 

bem como a coordenada de algumas cidades. 

Os estudantes não apresentaram dificuldade em compreender a questão e também 

participaram da resolução, citando quais cidades correspondiam à cada uma das perguntas. 

Aproveitamos esse momento de socialização para reforçar, no item a), que a cidade cujo ponto 

estava sobre o eixo das abscissas, tinha o valor da coordenada y igual a zero e que as cidades 

cujos pontos estavam localizados no eixo das ordenadas, tinham o valor da coordenada x igual 

a zero. Também, que os pontos localizados no primeiro quadrante têm suas coordenadas com x 

e y sendo positivos, no segundo quadrante, x é negativo e y é positivo, e assim por diante, para 

os demais quadrantes. 

Já para a questão 2, os estudantes demonstraram dificuldade, principalmente quanto à 

interpretação de alguns itens. Alguns estudantes não compreenderam que dever-se-ia contar a 

distância entre os pontos correspondentes a cada estado. No item a), alguns obtiveram a 

distância entre os estados do Amazonas e Ceará como sendo 5 unidades, quando, se contar a 

distância entre os pontos, obtemos 6 unidades. Constatamos que o enunciado ficou falho, pois 

não continha essa informação, então fomos intervindo de modo à esclarecer que o objetivo era 

que eles considerassem a distância entre os pontos que representam esses estados. 

Também, em dois dos grupos, os estudantes adotaram uma escala diferente para o mapa, 

já que o enunciado trazia que eles deveriam atribuir os valores no plano cartesiano, então, 

adotaram uma escala em que cada quadrado equivalia à 5 unidades de área, possivelmente por 

ser trabalhado assim na questão anterior. Mas, no item a), foi dado que cada quadrado representa 

uma unidade de área. Novamente, constatamos a necessidade de reformulação do enunciado, 

pois os estudantes não deveriam atribuir valores, e sim, adotarem o solicitado no item a).  

Nas resoluções seguintes, os estudantes visualizaram os triângulos e que seria possível 

solucionar o problema por meio do teorema de Pitágoras, alguns também, recordavam a fórmula 

para o cálculo da distância em seus termos, então usaram o que achavam mais conveniente. 

Alguns alunos, ao realizar a raiz na expressão Ὠ  ὼ ὼ ώ ώ ό , fizeram-na 

Ὠ  ὼ ὼ ώ ώ .  Fomos realizando intervenções individualmente, ou nos 

grupos, mas mesmo assim, alguns estudantes repetiram alguns mesmos erros nos itens 

seguintes, que também demandavam uso da fórmula. Talvez, deveríamos ter corrigido esses 

dois itens, o que possibilitaria reforçar como se extrai os pontos do mapa, já que alguns 

estudantes cometeram equívocos quanto às coordenas e também, definir a fórmula, para melhor 

desempenho nos cálculos posteriores. Realizamos a correção somente após os estudantes 

resolverem todos os itens da questão proposta. Com auxílio, a maior parte dos alunos concluiu 
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todos os itens, mas, alguns disseram que esperariam a resolução, pois acreditavam que não 

estavam resolvendo acertadamente. Então, houve um tempo em que alguns grupos ficaram 

ociosos até a resolução, por já terem terminado, ou por optarem por aguardar. 

Ainda no item b), houve uma nova dificuldade por parte dos estudantes, quando nos 

demos conta, eles estavam tentando resolver o problema de um modo diferente do qual 

planejamos. Verificamos que, por o enunciado trazer: ñE se for direto do Amazonas a Minas 

Gerais, sem passar pelo Mato Grosso, qual ser§ a dist©ncia?ò, os estudantes compreenderam 

que não se poderia passar pelo estado do Mato Grosso, então o contornaram, desviando. Neste 

caso solicitaram nosso auxílio pois não sabiam qual a conta à se fazer. O objetivo da questão 

era que se calculasse a distância do Amazonas até Minas Gerais, necessitaria sim passar pelo 

Mato Grosso, mas, sem passar pelo ponto que está marcado neste estado. Assim, verificamos 

novamente a necessidade de reformulação de enunciado, concordamos que o ideal, para atingir 

o objetivo da questão, sem ambíguas interpretações, seria: ñE se for direto do Amazonas a 

Minas Gerais, qual ser§ a dist©ncia?ò. Para o item c), os estudantes compreenderam que teria 

de se passar pelo ponto do estado do Mato Grosso, então, decompuseram essa distância em dois 

triângulos e, exceto à algumas coordenadas erradas, foram bem sucedidos no cálculo dessas 

distâncias, que foram dadas pela soma das hipotenusas dos dois triângulos. 

Um estudante se propôs à resolver e explicar como resolveu o item c) no quadro (Ver 

Figura 67). Inclusive, ele explicou como proceder para fatorar a raiz de um número, 

exemplificando para o valor Ѝψ encontrado, chegando à ςόϽς ςЍς. 

 
Figura 65.  Estudante calculando no quadro a distância do Amazonas à Minas Gerais, passando pelo Mato 

Grosso 

Fonte: Acervo das autoras. 

 

 Fomos para o intervalo e retornamos corrigindo o item d) desta questão. Posteriormente, 

ainda antes de encaminhar a questão 3, utilizando a imagem do mapa, explicamos como se 

obtém o ponto médio, obtendo as fórmulas para o cálculo deste. Então, os estudantes não 

demonstraram muita dificuldade em solucionar os itens dessa questão. Na sequência, à 

corrigimos no quadro, com a participação dos educandos. 

 Em seguida, explicamos o funcionamento do jogo Batalha Naval adaptado (ver Figura 

68). Para a execução do jogo, solicitamos que quatro estudantes se agrupassem, já que estavam 

divididos em duas duplas, formando então, um quarteto. Por haver um número ímpar de alunos 
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presentes, um dos grupos ficou com uma aluna competindo contra duas colegas. Quanto às 

questões dos roteiros, notamos que os estudantes tiveram um pouco de dificuldade na 

interpretação do que era dado e do que se precisava encontrar, mas com uma sistematização 

simples, como a abaixo, feita para o item 4 do roteiro do tabuleiro 1, em que se tinham as 

coordenadas de uma extremidade de um segmento e do ponto médio, em função de ὥ, que 

posteriormente deveria ser substituído por 1, os alunos compreenderam que restava encontrar 

qual a coordenada da outra extremidade deste segmento. 

 

 

 
Figura 66. Jogo batalha Naval Adaptado 

Fonte: Acervo das autoras. 

 Notamos que projetar as imagens foi necessário e também muito proveitoso, as 

resoluções puderam ser realizadas mais rapidamente e de um modo mais claro para os 

estudantes. Acreditamos que conseguimos alcançar nossos objetivos e expectativas para esta 

aula. Constatamos também, muita desatenção por parte de alguns educandos ao escrever ou 

interpretar coordenadas do plano cartesiano, nas próximas aulas continuaremos reforçando 

esses conceitos. Verificamos algumas falhas em nosso planejamento, que embora tenha sido 

visto e revisto por nós, acabaram passando. Algumas questões apresentaram interpretações 

ambíguas, o que gerou pequenas confusões, que poderiam ter sido evitadas com simples edições 

do enunciado. Estaremos mais atentas à estes detalhes, pois em nossa formação buscamos 

sempre evoluir para um melhor ensino e aprendizagem de nossos educandos. 

 

  

A= ὥȟςὥ   M= φὥȟσὥ     B=? 
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2.5.2 Plano de aula do dia 15/09/2018 

 

PLANO DE AULA - 6Ξ ENCONTRO 

 

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos 

iniciais de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1. Objetivo Geral:  

Levar os alunos a aprender conceitos básicos sobre retas. 

3.2. Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com geometria analítica, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Verificar se três pontos são colineares; 

¶ Verificar se um ponto pertence a uma reta; 

¶ Determinar o coeficiente angular de uma reta; 

¶ Determinar a equação reduzida da reta a partir da equação geral; 

¶ Identificar a posição relativa entre duas retas. 

4. Conteúdo:  

 Geometria Analítica. 

5. Recursos Didáticos:  

Material do aluno, quadro, giz e adaptação do jogo divisão em linha para equação da 

reta. 

6. Encaminhamento: 

Organizaremos as carteiras de modo que os estudantes, conforme forem chegando, se 

reúnam em grupos de quatro pessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem 

no desenvolvimento da atividade. Em seguida, proporemos a seguinte tarefa, destinando alguns 

minutos para que eles resolvam o problema. 

Questão 1: 

(UFPB apud Leonardo (2013) - adaptada) Um ornitólogo, para observar o comportamento de 

uma determinada espécie de pássaro, instalou numa região quatro câmeras em pontos distintos. 

Para facilitar o seu estudo, representou esses pontos em um sistema de coordenadas cartesianas 

por A=(0,0), B=(1,1), C=(2,2) e D=(0,2), o que despertou curiosidades acerca da localização 

das câmeras. Nesse contexto, considere as seguintes proposições, identificando as verdadeiras. 

(01) Dentre os pontos A, B, C e D, existem três alinhados. 

(02) Os pontos A, C e D são vértices de um triângulo. 

(04) O ponto D é equidistante dos pontos A, B e C. 

(08) O ponto B é equidistante dos pontos A e C. 

(16) Uma equação da reta que passa pelos pontos B e D é ὼ ώ ς π. 
¶ Qual é a soma das alternativas corretas? 

Resolução: Analisando a primeira proposição, devemos verificar a cada três pontos se esses são 

colineares. Para isto, usaremos o fato de que: 
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Para os pontos A, B e C, temos: 

ὈὩὸ
π π ρ
ρ ρ ρ
ς ς ρ

πȢ 

Logo, os pontos A, B e C são colineares, ou seja, alinhados. Portanto a primeira 

proposição é verdadeira.  

Solicitaremos que os alunos testem os demais casos. 

Para analisar a segunda proposição, usaremos o mesmo resultado utilizado 

anteriormente. Devemos verificar que para os pontos A, C e D o ὈὩὸπ. 

ὈὩὸ
π π ρ
ς ς ρ
π ς ρ

τ πȢ 

Logo, os pontos A, C e D são vértices de um triângulo.  

Portanto, a segunda proposição é verdadeira.  

Na terceira proposição devemos verificar se as distâncias ὃὈ ὄὈ ὅὈ. 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ π π ς πόᵼὨ π ςό

ᵼὨ Ѝπ τᵼὨ ЍτᵼὨ ςȢ 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ π ρ ς ρόᵼὨ

ρ ρόᵼὨ Ѝρ ρᵼὨ Ѝς. 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ π ς ς ςόᵼὨ

ς πόᵼὨ Ѝτ πᵼὨ ЍτᵼὨ ςȢ 

Como Ὠ Ὠ , D não é equidistante de A e B. Portanto a terceira proposição não é 

verdadeira. 

Na quarta proposição devemos verificar se as distâncias ὃὄ ὄὅ. 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ ρ π ρ πόᵼὨ ρ ρό

ᵼὨ Ѝρ ρᵼὨ ЍςȢ 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ όᵼὨ ς ρ ς ρόᵼὨ ρ ρό

ᵼὨ Ѝρ ρᵼὨ ЍςȢ 
Como Ὠ Ὠ , B é equidistante de A e C. Portanto a terceira proposição é verdadeira. 

Para verificar se os pontos B e D são pontos da reta ὼ ώ ς π, devemos verificar 

se as coordenadas desses pontos satisfazem a equação da reta. 

Para o ponto B, temos: 

ρ ρ ς πȢ 
Para o ponto D, temos: 

π ς ς πȢ 

Três pontos ὃ ὼȟώ ȟὄ ὼȟώ  Ὡ ὅ ὼȟώ , são colineares se, e somente se: 

ὈὩὸ

ὼ ώ ρ
ὼ ώ ρ
ὼ ώ ρ

πȢ 

Se ὈὩὸπ, os pontos são vértices de um triângulo. 
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Como as coordenadas dos pontos B e D não satisfazem a equação da reta, a quarta 

proposição não é verdadeira. 

Assim, a soma das alternativas corretas é ρ ς ψ ρρ. 
Após a correção desta questão, discutiremos sobre a equação geral da reta. 

Formalização: 

 

 

 

 

 

Posteriormente, iremos propor a questão 2, na qual objetiva-se discutir sobre o 

coeficiente angular da reta. 

Questão 2: 

(Leonardo (2013)) Um laboratório estudou uma colônia de bactérias composta por 350 

indivíduos vivos. Verificou-se que, após a aplicação de certa droga, o número de indivíduos 

vivos na colônia diminuía com o tempo, sendo que, após 25 horas, não havia mais nenhum 

indivíduo vivo na colônia. Supondo que o número y de indivíduos vivos varie linearmente com 

o tempo ὼ de vida, contando a partir da administração da droga, pede-se: 

a) Determinar a expressão que relaciona y a x; 

b) O número de indivíduos que permaneciam vivos após 10 horas do início do 

experimento. 

Resolução: 

a) Vamos considerar o par ordenado ὼȟώ para identificar que, após x horas, havia y 

indivíduos vivos na colônia. Assim, temos pontos com os seguintes significados: 

¶ ὃ πȟσυπ: estado inicial da colônia (no tempo 0 h, havia 350 indivíduos); 

¶ ὄ ςυȟπ: estado final da colônia (no tempo 25 h, havia 0 indivíduo). 

Como a relação é linear, seu gráfico é um conjunto de pontos pertencentes à reta que 

passa pelos pontos A e B. 

 

Formalização:  

 

 
 

 

O coeficiente angular m da reta ὃὄᴆ é 

 

ά
π συπ

ςυ π
ρτȢ 

A reta tem coeficiente angular ά ρτ e passa por ὄ  ςυȟπ. Assim como: 

 

Formalização:  

 

 

 

 

 

Logo, 

ώ π ρτὼ ςυᵼώ ρτὼ συπᵼώ ρτὼ συππ. 

Equação geral da reta 

ὥὼ ὦώ ὧ πȟ com  ὥȟὦ πȢ 

O coeficiente angular ά de uma reta ὃὄᴆ qualquer é dada por: 

ά
ώ ώ

ὼ ὼ
Ȣ 

 

A equação da reta que passa por ὃ ὼȟώ  e tem coeficiente angular m é  

ώ ώ άὼ ὼ Ȣ 
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b) Para obter o número de indivíduos vivos após 10 horas do início do experimento basta 

substituir x por 10 na igualdade ώ ρτὼ συπ. Assim: 

ώ ρτϽρπσυπςρπ. 
Portanto, após 10 horas, havia 210 indivíduos vivos na colônia de bactérias. 

 Após correção desta questão, deduziremos, juntamente com os alunos, que o coeficiente 

angular é a tangente do ângulo que a reta forma com o eixo x. 

 Para isso consideremos a reta que passa por A e B e faz um ©ngulo Ŭ com o eixo x: 

 
Figura 67. Reta que passa por A e B e faz um ©ngulo Ŭ com o eixo x 

Fonte: Acervo das autoras. 
 

Notemos que ώ ώ é a diferença entre os valores de y de A e B (medida do cateto 

oposto a Ŭ) e ὼ ὼ é a diferença entre os valores de x de A e B (medida do cateto adjacente 

a Ŭ). Assim percebemos o seguinte tri©ngulo ret©ngulo na Figura 70: 

 
Figura 68. Ilustração do triângulo 

Fonte: Acervo das autoras. 

Tomando como refer°ncia o ©ngulo Ŭ, sabemos a medida de seu cateto oposto e 

adjacente, logo podemos escrever m como: 

 

Formalização: 
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 Para que os alunos relembrem para que ângulos a tangente é positiva, negativa ou não 

está definida utilizaremos um link do Geogebra21. 

 Em seguida também relembramos com os alunos os aspectos sobre o coeficiente linear 

tais como ele ser o ponto de abcissa igual a zero e na representação gráfica este ser o valor 

que o gráfico intercepta o eixo y. 

Posteriormente, iremos propor a questão 3, com objetivo de que os alunos saibam 

determinar a equação reduzida da reta a partir da equação geral. 

Questão 3: 

A professora de Leandro o desafiou a encontrar a equação reduzida da reta que é definida da 

seguinte forma: 

ώ άὼ ὲ. 
Sabendo que a equação geral da reta é σὼ ςώ ρψ π, ajude Leandro a resolver o desafio. 

Resolução: Para realizar tal desafio basta isolarmos y na equação geral da reta. Assim: 

σὼ ςώ ρψ πᵼςώ σὼ ρψᵼώ
σὼ ρψ

ς
ᵼώ

σ

ς
ὼ ωȢ 

Em seguida, iremos propor a questão 4 e 5 para que sejam resolvidas simultaneamente. 

Questão 4: 

(Adaptada de Maus; Pergher; Sebulsqui (2013)) Tijuca é um bairro da Zona Norte do Rio de 

Janeiro, no Brasil. Copacabana é um bairro nobre situado na Zona Sul da cidade do Rio de 

Janeiro, no Brasil. É um dos bairros mais famosos. Tem o apelido de Princesinha do Mar. 

Observe a planta parcial a seguir e responda: 

                                                 
21 JUNIOR, (2018). 

ά
άὩὨὭὨὥ Ὠέ ὧὥὸὩὸέ έὴέίὸέ ὥ ‌

άὩὨὭὨὥ Ὠέ ὧὥὸὩὸέ ὥὨὮὥὧὩὲὸὩ ὥ ‌
ὸὫ ‌Ȣ 

Assim podemos concluir que: 

Se: 

¶ πЈ‌ ωπЈᵼά π; 

¶ ωπЈ‌ ρψπЈᵼά π; 

¶ ‌ ωπЈᵼὸὫ ωπЈ ὲÞέ ï ὨὩὪὭὲὭὨὥ. 
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Figura 69. Planta parcial do Bairro de Copacabana, RJ 

Fonte: Maus; Pergher; Sebulsqui (2013). 

Responda: 

i. A Rua Miguel Couto e a Avenida Rio Branco nos dão a ideia de retas concorrentes. 

ii.  As ruas Alfândega e Buenos Aires nos dão a ideia de retas paralelas. 

iii.  A Avenida Presidente Vargas e a Rua da Conceição nos dão a ideia de retas 

perpendiculares. 

 

Questão 5: 

(Adaptada de Maus; Pergher; Sebulsqui (2013)) O esquema a seguir representa um bairro de 

uma cidade. Observe-o e responda as questões: 

 
Figura 70. Bairro de uma cidade 

Fonte: Adaptada de Maus; Pergher; Sebulsqui (2013). 

a) Escreva o nome de duas ruas paralelas à Rua México. 

Resolução: Rua Marrocos, Itália, Espanha e Nigéria. 

b) Escreva o nome de duas ruas perpendiculares à Rua França. 

Resolução: Rua Marrocos, Itália, México, Espanha e Nigéria. 

c) O nome de uma rua que é paralela à Rua Brasil e perpendicular à Rua Itália. 

Resolução: Paraguai, Argentina, França ou Holanda. 
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d) O nome de uma rua concorrente à Rua Brasil. 

Resolução: Chile, Alemanha e Portugal. 

e) O nome de três ruas paralelas entre si. 

Resolução: Por exemplo, Argentina, Paraguai e Holanda. 

f) O nome de duas ruas que não são paralelas nem perpendiculares. 

Resolução: Brasil e Alemanha, por exemplo. 

 Em seguida, relembraremos as posições relativas entre duas retas, e como determinar 

a posição relativa a partir das equações da reta. 

Retas paralelas Retas concorrentes 

Coincidentes Distintas  Perpendiculares  Não perpendiculares  

Os coeficientes 

angulares e lineares 

são iguais  

Os coeficientes 

angulares são iguais 

mas os lineares são 

diferentes. 

O produto dos 

coeficientes 

angulares é ï 1. 

Os coeficientes 

angulares são 

diferentes. 

Quadro 8. Posições relativas entre duas retas 

Fonte: Acervo das autoras. 

Próximo do término da aula, iremos propor uma adaptação do jogo divisão em linha 

para equação da reta22, com o objetivo de relembrar os conceitos vistos neste encontro. 

Divisão da classe:  

¶ Duplas. 
 

Material (para cada dupla):  

¶ 16 fichas (8 de cada cor) e 01 tabuleiro, como na ilustração a seguir: 

                                                 
22Disponível em <http://lemfafiuv.pbworks.com/w/file/fetch/107225538/Jogos%20Diversos.pdf>. Acesso em: 12 

set. 2018. 

http://lemfafiuv.pbworks.com/w/file/fetch/107225538/Jogos%20Diversos.pdf
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Quadro 9. Adaptação do jogo divisão em linha para equação da reta 

Fonte: http://lemfafiuv.pbworks.com/w/file/fetch/107225538/Jogos%20Diversos.pdf. 

 

Descrição do jogo:  

¶ Cada um da dupla escolhe uma cor de ficha;  

¶ Os jogadores decidem quem inicia o jogo;  

¶ Na sua vez de jogar, o jogador escolhe uma equação geral da reta de dentro do quadro 

e determina a equação reduzida da reta, para achar o coeficiente angular e o coeficiente 

linear; 

¶ Se a resposta dos coeficientes estiver no tabuleiro, o jogador cobre-a com uma ficha da 

cor que escolheu; 

¶ O primeiro jogador que alinhar quatro fichas na horizontal, vertical ou diagonal será o 

vencedor.  

 

Em seguida, iremos propor aos alunos a resolução de alguns problemas do Exame 

Nacional do Ensino Médio (ENEM) que envolvem os conceitos trabalhados nessa aula. 

1. (ENEM (2015))23 Após realizar uma pesquisa de mercado, uma operadora de telefonia 

celular ofereceu aos clientes que utilizavam até 500 ligações ao mês o seguinte plano 

mensal: um valor fixo de R$ 12,00 para os clientes que fazem até 100 ligações ao mês. 

Caso o cliente faça mais de 100 ligações, será cobrado um valor adicional de R$ 0,10 

                                                 
23 Disponível em: <https://descomplica.com.br/gabarito-enem/questoes/2015/segundo-dia/apos-realizar-uma-

pesquisa-de-mercado-uma-operadora-de-telefonia-celular-ofereceu/>. Acesso em: 30 ago. 2018. 

http://lemfafiuv.pbworks.com/w/file/fetch/107225538/Jogos%20Diversos.pdf
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por ligação, a partir da 101Ν até a 300Ν; e caso realize entre 300 e 500 ligações, será 

cobrado um valor fixo mensal de R$ 32,00. Com base nos elementos apresentados, o 

gráfico que melhor representa a relação entre o valor mensal pago nesse plano e o 

número de ligações feitas é

a)  

 
b)  

 
 

e) 

 

c) 

 
 

d)  

 

 
Figura 71. FAVOR COLOCAR LEGENDA 

Fonte:  ????

Resolução: No primeiro instante 0 a 100, o preço é constante, de 101 a 300 variável e de 301 a 

500 volta a ser constante. O gráfico que mostra isso é o item b). 

2. (Adaptada de ENEM (2016))24 Um dos grandes desafios do Brasil é o gerenciamento 

dos   seus   recursos   naturais, sobretudo   os   recursos naturais, sobretudo os recursos 

hídricos. Existe uma demanda crescente por água e o risco de racionamento não pode 

ser descartado. O nível de água de um reservatório foi monitorado por um período, 

sendo o resultado mostrado no gráfico. Suponha que essa tendência linear observada no 

                                                 
24 Disponível em: <https://www.resumov.com.br/provas/enem-2016/um-dos-grandes-desafios-do-brasil-e-o-

gerenciamento-dos-seus/>. Acesso em: 30 ago. 2018. 
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monitoramento se prolongue pelos próximos meses. Nas condições dadas, qual o tempo 

mínimo, após o sexto mês, para que o reservatório atinja o nível zero de sua capacidade? 

 
Figura 72. Nível do reservatório em um certo período 

Fonte: Resumov (2018). 

Resolução: Como conhecemos dois pontos desta reta A = (6,10) e B = (1,30) podemos 

determinar sua equação ώ ὥὼ ὦ: 

ὥ
ώ ώ

ὼ ὼ

σπ ρπ

ρ φ

ςπ

υ
τȢ 

Substituindo a e A = (6, 10) na equação ώ ὥὼ ὦ, temos: 

ρπ τφ ὦᵼὦ ρπ ςτᵼὦ στȢ 
Assim teremos a equação: 

ώ τὼ στȢ 
Para ώ π, temos: 

π τὼ στᵼτὼ στᵼὼ
στ

τ
ψȟυȢ 

Assim, o tempo mínimo depois dos 6 meses para que atinja o nível 0 será: 

ψȟυ φ ςȟυ ÍÅÓÅÓȢ 
3. (Adaptada de ENEM (2010))25 As sacolas plásticas sujam florestas, rios e oceanos e 

quase sempre acabam matando por asfixia peixes, baleias e outros animais aquáticos. 

No Brasil, em 2007, foram consumidas 18 bilhões de sacolas plásticas. Os 

supermercados brasileiros se preparam para acabar com as sacolas plásticas até 2016. 

Observe o gráfico a seguir, em que se considera a origem como o ano de 2007.

                                                 
25 Disponível em: <https://vestibular.brasilescola.uol.com.br/enem/funcoes-no-enem.htm>. Acesso em: 30 ago. 

2018. 
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De acordo com as informações, quantos bilhões de sacolas plásticas serão consumidos em 

2011? 

Resolução: A taxa de variação da função é dada por ὥ ᵼὥ ς 

ς
ρψ Ὢτ

π τ
ᵼψ ρψ ὪτᵼὪτ ρπȢ 

 

7. Avaliação:  

A avaliação dos estudantes se desenvolverá no decorrer das aulas por meio da 

observação direta dos alunos no desenvolvimento das atividades e dos vários instrumentos de 

avaliação utilizados, tais como, a participação durante a resolução dos problemas por meio das 

respostas orais, a socialização dos grupos, a apresentação na lousa e os registros e análises 

individuais nas folhas. 
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2.5.2.1 Relatório 

 

RELATÓRIO DA APLICAÇÃO DA SEGUNDA AULA SOBRE GEOMETRIA 

ANALÍTICA  

 

Aos quinze dias do mês de setembro de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual 

do Oeste do Paraná para a realização do sexto encontro, do segundo semestre, do PROMAT. 

Neste dia estavam presentes 13 alunos, sendo a maioria meninas.  

Conforme a chegada dos alunos fomos orientando-os a formarem grupos de quatro alunos. Após 

a distribuição do material do aluno solicitamos a esses que respondessem a questão 1. Esta 

solicitava que os alunos determinassem quando três pontos eram colineares, relembrassem o 

cálculo de distâncias, visto no encontro anterior, e determinassem se um ponto pertencia a uma 

reta. Percebendo as dificuldades dos alunos em determinar se três pontos são alinhados 

apresentamos a possibilidade de resolver este problema através do cálculo do determinante da 

matriz, formada pela abscissa do ponto na primeira coluna, a ordenada na segunda coluna e 1 

na terceira coluna, verificando se este é zero. Ressaltamos também que se este determinante é 

diferente de zero então os pontos são vértices de um triângulo. Devido a alguns alunos não 

lembrarem como calcular o determinante de uma matriz, relembramos como calculá-lo por 

meio da Regra de Sarrus. De posse deste resultado os alunos resolveram a questão sem 

dificuldades. 

Após o término da questão pelos grupos a corrigimos na lousa, detalhando os passos da 

resolução para que não houvesse dúvidas ainda não sanadas. Também definimos a equação 

geral da reta, devido a questão apresentar uma equação da reta em sua forma geral e para esta 

determinamos o valor de cada coeficiente. Em seguida solicitamos que os alunos resolvessem 

a questão 2. Esta solicitava no item a) que os alunos determinassem a equação da reta para uma 

situação e no item b) calculassem o valor de y quando x = 10. O item a) desta questão foi 

resolvida facilmente por dois grupos. Estes determinaram o número de indivíduos mortos a 

cada 1 hora, ou seja, ρτ indivíduos morrem a cada hora e posteriormente escreveram que 

o número de indivíduos vivos (y) era igual a 350 (número de indivíduos vivos no início) menos 

14 vezes o tempo (x), ou seja, ώ συπρτὼ. O outro grupo respondeu a esse item utilizando 

a fórmula para determinar o coeficiente angular, utilizando-o juntamente com um dos pontos 

que pertenciam a essa reta, para determinar a equação. Durante a correção desta questão na 

lousa os grupos apresentaram estas duas formas de resolvê-la (Figura 74). No item b) todos os 

grupos substituíram x = 10 na equação da reta encontrada no item a). 

 
Figura 74. Aluna escrevendo sua resolução na lousa 
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Fonte: Acervo das autoras. 

 

Após a correção desta questão definimos como determinar o coeficiente angular de uma 

reta sabendo dois pontos que pertencem a esta e como determinar a equação da reta dado seu 

coeficiente angular e um de seus pontos. Nesse momento também relembramos qual é o 

coeficiente linear e que este é o valor da ordenada do ponto em que ὼ π e, devido a isso, a 

reta intercepta o eixo y nesse ponto. Em seguida deduzimos que o coeficiente angular é a 

tangente do ângulo formado entre a reta e o eixo x. Posteriormente, com o Geogebra, 

relembramos quando a tangente é positiva, negativa e quando não está definida e assim 

analisamos o sinal do coeficiente angular. 

Em seguida solicitamos que os alunos resolvessem a questão 3. Nesta os alunos 

deveriam encontrar a equação reduzida da reta a partir da sua equação geral. A maioria dos 

alunos entendeu que deveriam manipular a equação dada buscando isolar y. Em geral, a maioria 

encontrou a equação reduzida da reta, porém, alguns alunos esqueceram de fazer jogos de sinais 

durante os passos da resolução, obtendo a equação da reta com diferença nos sinais dos seus 

coeficientes. Realizamos a correção desta questão na lousa, onde uma aluna apresentou sua 

resolução, e posteriormente salientamos a identificação dos coeficientes (angular e linear) na 

equação reduzida da reta. 

Em seguida propomos aos alunos que resolvessem as questões 4 e 5 que tratavam das 

posições relativas entre duas retas. Nos surpreendemos com alguns grupos que lembravam 

todas as posições relativas entre duas retas e ainda tinham o entendimento de que retas 

perpendiculares são concorrentes, ou seja, que as retas perpendiculares são um caso específico 

de retas concorrentes (o ângulo formado entre elas é 90º). Alguns grupos que não lembravam 

de todos as posições relativas entre duas retas nos questionavam sobre a direção que essas retas 

iam (devido as retas estarem serem representadas por ruas na situação problema) então 

relembrávamos a definição para cada um dos casos fazendo com que os alunos concluíssem 

que isto não influenciava em suas respostas. Após o término da questão pelos grupos as 

corrigimos na lousa. 

Posteriormente, propomos a adaptação do jogo divisão em linha para equação da reta. 

Porém apenas seis alunos os jogaram devido a estar no fim do encontro (Figura 75) e os demais 

alunos tinham que se ausentar para retornar a suas cidades. 
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No desenvolvimento do jogo observamos que os grupos apresentavam dificuldades para 

encontrar as equações reduzidas das retas e apresentavam erros, principalmente quando havia 

a necessidade de inversão de sinais.  

  

Figura 75. Alunos jogando a adaptação do jogo Divisão em Linha para equação da reta 

Fonte: Acervo das autoras. 
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2.5.3 Plano de aula do dia 22/09/2018 

 

PLANO DE AULA - 7Ξ ENCONTRO  

 

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos 

iniciais de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1. Objetivo Geral:  

Levar os alunos a aprender conceitos básicos sobre circunferência. 

3.2. Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com circunferência, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Identificar equações de uma circunferência; 

¶ Discutir posições relativas entre ponto e circunferência, entre reta e circunferência e 

entre duas circunferências. 

4. Conteúdo:  

 Circunferência. 

5. Recursos Didáticos:  

Material do aluno, quadro, giz, lápis, papel, compasso, aparelho multimídia, calculadora 

e desenho de um plano cartesiano impresso. 

6. Encaminhamento: 

Organizaremos as carteiras de modo que os estudantes, conforme forem chegando, se 

reúnam em grupos de quatro pessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem 

no desenvolvimento da atividade. Em seguida, proporemos a seguinte tarefa e destinaremos 

alguns minutos para que eles resolvam o problema.  

Questão 1: Observe as imagens que representam rodas:  

 
   

 

 

Figura 76. Roda de bicicleta e conceitos relacionados à circunferência 

Fonte: Adaptada de Depositphotos (2018). 

 

a) Que forma geométrica podemos associar ao contorno da roda? 

Resolução: A uma circunferência. 

b) Como denominamos o ponto ὃ? 

Resolução:  É um ponto fixo chamado de centro da circunferência. 

c) Como chamamos o segmento ὃὄ? E o segmento ὅὈ? E o segmento ὉὊ? 

Resolução: O segmento ὃὄ é chamado de raio. O segmento ὅὈ é chamado de corda. O 

segmento ὉὊ é chamado de diâmetro da circunferência. 

Em seguida, corrigiremos as questões acima sanando as possíveis dúvidas e, 

posteriormente, definiremos os conceitos abordados. 

 

 

Formalização: 
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 Questão 2: Pedro foi ao parque de diversões para brincar na Roda Gigante, conforme ilustra a 

Figura 77: 

 
Figura 77. Roda gigante 

Fonte: Adaptada de Pxhere (2018). 

Considere a imagem do brinquedo como a representação de uma circunferência. Sabendo que 

Pedro está localizado no ponto Ὄὼȟώ, que o centro da circunferência é o ponto ὓὥȟὦ e que 

r é o raio da circunferência. 

a) Determine a equação reduzida da circunferência. 

Resolução:  Vamos estabelecer uma relação para um ponto qualquer Ὄὼȟώ que pertence à 

circunferência de centro ὓὥȟὦ e raio ὶ . O ponto Ὄὼȟώ pertence à circunferência se, e 

somente se, Ὠ  ὶ.  
Relembraremos que a distância entre dois pontos é dada por: 

Ὠ ὼ ὼ ώ ώ  . 

Logo, ὼ ὥ ώ ὦ ὶ. 
Elevando os dois membros da equação ao quadrado, temos:  

Formalização: 

 

 

 

 

 

 

Enfatizaremos que o raio da circunferência é sempre maior que zero. 

b) Suponha que ὶ σ e ὅ ςȟρ, determine a equação reduzida dessa circunferência. 

Resolução: Tomando um ponto Ὄ ὼȟώ qualquer da circunferência, temos: 

ὼ ὥό ώ ὦό  ὶό 
ὼ ς ό  ώ ρό  σό 
ὼ ςό  ώ ρό  ω. 

Logo, ὼ ςό  ώ ρό  ω é a equação reduzida dessa circunferência. 

Questão 3: (Questão adaptada de Ribeiro (2010)) Os primeiros anos do século XX ficaram 

conhecidos como o início da era Nuclear em razão do deslumbramento causado pelas 

possibilidades da energia nuclear. No entanto essa energia passou a ser utilizada para fins 

Circunferência é o conjunto de todos os pontos de um plano que estão a uma mesma 

distância não nula de um ponto fixo, denominado centro. Cada segmento de reta que une 

o centro da circunferência a um de seus pontos é chamado raio (r). A corda é definida 

como segmento de reta que liga dois pontos pertencentes a uma circunferência. E o 

diâmetro fica definido como a maior corda que uma circunferência possui, ou, como a 

corda que passa pelo centro. 

ὼ ὥ ώ ὦ ὶό. 
A equação descrita acima é conhecida como equação reduzida da circunferência de 

centro ὅὥȟὦ e raio ὶ.  
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bélicos (utilizados em guerras). Em 1945, a primeira bomba atômica foi estada (lançada) pelos 

EUA em um deserto do Novo México. Menos de um mês depois, esse país lançou outra bomba 

agora sobre a cidade de Hiroshima, no Japão, com um raio de destruição de 2 km, liberando 

energia equivalente a 20 mil toneladas de TNT (material explosivo) (20 quilotons). Atualmente, 

muito se tem discutido acerca da diminuição do número de armas nucleares. Ainda assim, 

alguns países insistem em desenvolver esse tipo de armamento. Certo país lançou um míssil, 

como teste, sobre uma região e devastou uma área de formato circular. O raio de destruição 

desse míssil foi registrado por meio da equação ὼό ώό ρςὼ φώ τ π. Determine o 

centro da circunferência e quanto mede o raio. 

Na resolução desta questão, questionaremos os alunos sobre a equação acima. Espera-se que 

eles observem que a equação não está na forma reduzida. Em seguida, mostraremos como 

encontrar a equação geral de uma circunferência a partir da equação reduzida.  

A equação geral da circunferência de centro ὅὥȟὦ e raio ὶ é obtida desenvolvendo-se os 

quadrados da equação reduzida. Veja: 

ὼ ὥ ώ ὦ ὶᵼὼ ςὥὼ ὥ ώ ςὦώ ὦ ὶ π. 
Portanto, a equação geral da circunferência é: 

 

Formalização: 

 

 

 

 

 

Resolução: 

Ressaltaremos que a equação ὼό ώό ρςὼ φώ τ π está na forma geral. 

Podemos encontrar o raio e o centro da circunferência analisando os coeficientes da equação 

geral, como segue: 

Sabendo-se que a equação geral de uma circunferência é escrita como  ὼ ώ ςὥὼ ςὦώ
ὥ ὦ ὶ π. 
E que a equação dada é ὼό ώό ρςὼ φώ τ π. 
Para encontrar o centro e o raio da circunferência precisamos determinar os valores de a, b e r. 

Ressaltaremos que para encontrar o valor de a, relacionamos o coeficiente de x na equação 

geral genérica e o coeficiente de x na equação geral dada no problema, como segue: 

ςὥ ρς ᵼὥ φ. 
Procedemos de forma análoga para determinar b. Relacionamos o coeficiente de y na equação 

geral genérica e o coeficiente de y na equação geral dada no problema como segue: 

ςὦ φ ᵼὦ σ. 
 

Portanto, o centro da circunferência é ὅ φȟσ. 

Agora vamos determinar o raio. Sabemos que  

ὥ ὦ ὶ  τ. 
Já encontramos a e b. Então, igualamos ὥ ὦ ὶ  ao termo que está sozinho. Segue que 

φ σ ὶ  τ       ᵼὶ σφω τ      ᵼὶ  Ѝτω      ᵼὶ χ. 
Portanto, o raio da circunferência é 7 quilômetros. 

Questão 4: 
(Questão baseada em Leonardo (2013)) Observe a imagem a seguir: 

ὼ ώ ςὥὼ ςὦώ ὥ ὦ ὶ π. 
Essa equação também é chamada de equação normal da circunferência. 
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Figura 78. Campo de futebol 

Fonte: Adaptada de Vectorstock (2018). 

 

Os pontos A, B e H representam posições distintas de três jogadores de futebol em relação a 

circunferência do centro do campo de futebol. Analise a posição dos jogadores em relação a 

circunferência e complete o quadro. Observe o exemplo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Observação: A escrita em vermelho não estará no material do aluno, os estudantes deverão 

preencher os espaços. 

Ressaltaremos que para analisar a posição desse ponto em relação à circunferência, 

comparamos a distância d do ponto ao centro da circunferência com o raio r da circunferência. 

Questão 5:  

(Questão adaptada de UFPB (2006) apud Leonardo (2013)) Considerando as seguintes 

proposições relativas à circunferência ὼ ώ τ no plano cartesiano, identifique a(s) 

verdadeira(s): 

(01) O ponto ὖ ρȟρ é interior à circunferência. 

(02) O ponto ὖ ςȟς é exterior à circunferência. 

(03) O ponto ὖ ЍςȟЍς está sobre a circunferência. 

(04) O ponto ὖυȟρ é exterior à circunferência. 

Qual é a soma das alternativas corretas? 

d = r d > r d < r 

 

 

 

O ponto A pertence a 

circunferência. 

 
O ponto B é exterior 

à circunferência. 

 

 

 

O ponto H é interior à 

circunferência. 

Quadro 10. Posição relativa entre ponto e circunferência 

Fonte: Adaptada de Leonardo (2013). 
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Resolução:  Primeiramente, precisamos descobrir qual é o centro e o raio da equação ὼ ώ
τ. Para isso, vamos analisar os coeficientes, como segue:  

ςὥ π ᵼὥ π. 
ςὦ  π ᵼὦ π. 

Portanto, o centro da circunferência é ὅπȟπ. 

E o raio é dado por   

ὥ ὦ ὶ  τ          ᵼ ὶ τ      ᵼ  ὶ Ѝτ        ᵼ  ὶ ς. 
Então, vamos avaliar a alternativa (01). O ponto é interior à circunferência se a distância d do 

ponto ao centro da circunferência é menor que o raio r. A distância entre dois pontos  ὅπȟπ  e 

ὖ ρȟρ  é dada por: 

Ὠ  ρ π ρ πό 

Ὠ  Ѝς. 

Portanto, o ὖ ρȟρ é interior à circunferência, pois Ѝς ς. 
Vamos avaliar (02). Um ponto é exterior à circunferência se a distância d do ponto ao centro da 

circunferência é maior que o raio r.  

A distância entre dois pontos  ὅπȟπ  e ὖ ςȟς  é dada por: 

Ὠ  ς π ς πό 

Ὠ  Ѝψḙςȟψς 

Portanto, o ὖ ςȟς é exterior à circunferência, pois Ѝψ ς. 
Vamos avaliar a alternativa (03). Um ponto pertence a uma circunferência se a distância d é 

igual ao raio r ou se satisfaz a equação. 

A distância entre dois pontos  ὅπȟπ  e ὖ Ѝςȟς  é dada por: 

 Ὠ  Ѝς π Ѝς πό 

Ὠ  Ѝτ      ᵼ       Ὠ ς. 

Portanto, o ponto ὖ ЍςȟЍς  está sobre a circunferência, pois Ὠ ὶ. 

Também podemos verificar se o ponto ὖ Ѝςȟς  satisfaz a equação ὼ ώ τ. 

Ѝς Ѝς τ. 

Portanto, o ponto ὖ ЍςȟЍς  está sobre a circunferência, pois Ὠ ὶ. 
Vamos avaliar a alternativa (04). Um ponto é exterior à circunferência se a distância d do ponto 

ao centro é maior que o raio r. 

A distância entre dois pontos  ὅπȟπ  e ὖυȟρ  é dada por: 

Ὠ  υ π ρ πό 

Ὠ  Ѝςφḙυȟπω. 

Portanto, o ponto ὖυȟρ  é exterior à circunferência, pois Ѝςφ ς. 
A soma das alternativas corretas é ρ ς σ τ ρπ. 
Questão 6: 

Dadas uma reta s e uma circunferência ‎ de centro ὅὼȟώ  e raio r, ambas no mesmo plano, 

há três casos possíveis para a posição relativa entre s e ‎. Complete o quadro. 
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d = r d > r d  < r 

 
s é tangente à circunferência. 

 
s é exterior à circunferência.  

s é secante à 

circunferência. 
Quadro 11. Posição relativa entre uma reta e uma circunferência 

Fonte: Questão adaptada de Leonardo (2013). 

 

Da observação dos três casos acima, sendo d a distância do ponto C à reta s, concluímos que: 

¶ Se Ὠ ὶ, então ί᷊  ‎ ὃ (s é tangente à circunferência ‎); 

¶ Se d > r, então ί᷊  ‎  ɲ(s é exterior à circunferência ‎); 

¶ Se d < r, então ί᷊  ‎ ὃȟὄ (s é secante à circunferência ‎). 

Observação: A escrita em vermelho não estará no material do aluno, os estudantes deverão 

preencher os espaços. 

Questão 7: 

Dadas duas circunferências, em quantos pontos elas se interceptam? 

Dica: Compare a distância d entre seus centros, C1 e C2, com os raios das circunferências.  

 

Circunferências secantes. Circunferências tangentes. Circunferências disjuntas. 

 

 

 

 
 

ȿὶ ὶȿ Ὠ ὶ ὶ. 

 
Exteriores Ὠ  ὶ  ὶ. 

 

 
Exteriores Ὠ ὶ ὶ. 

 
Interiores Ὠ ȿὶ  ὶȿ. 

 

 
Interiores π Ὠ ȿὶ  ὶȿ. 

Dois pontos em comum. Um ponto em comum. Nenhum ponto em comum. 

Quadro 12: Posição relativa entre duas circunferências 

Fonte: Questão adaptada de Leonardo (2013). 

Observação: A escrita em vermelho não estará no material do aluno, os estudantes deverão 

preencher os espaços. 
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Ressaltaremos que, para saber quantos são os pontos comuns entre duas circunferências, basta 

saber seus raios e a distância entre seus centros. E, para saber quais são esses pontos, é preciso 

resolver o sistema formado pelas equações a elas associadas. 

Questão 8:  

Se duas circunferências são tangentes. É possível traçar um triângulo cujos vértices sejam o 

ponto de tangência e os centros das circunferências?  

Resolução: Não é possível, pois os pontos são colineares. 

 

Questão 9: 

Verifique se as circunferências ὼ ώ ψὼ π e ὼ ώ σςὼ ωφ possuem pontos 

comuns.  

Resolução: Para saber se existem pontos em comuns vamos determinar os centros ὅ e ὅ e os 

raios ὶ e ὶ de cada circunferência  

ὼ ώ ψὼ π  (01). 

A equação geral de uma circunferência é dada por: 

ὼ ώ ςὥὼ ςὦώ ὥ ὦ ὶ π. 
ςὥ  ψᵼὥ τ. 
ςὦ π ᵼὦ π. 

Portanto, o centro ὅ da equação (01) é ὅ τȟπ.  

O raio é ὥ ὦ ὶ πᵼτ π ὶ π ᵼὶ τ. 
Da equação ὼ ώ σςὼ ωφ π  (02), temos  

ςὥ σς ᵼὥ ρφ. 
ςὦ π ᵼὦ 

Portanto, o centro ὅ da equação (02) é ὅ ρφȟπ.  

O raio é ὥ ὦ ὶ ωφᵼρφ π ὶ ωφ ᵼ ὶ συς  ᵼ ὶḙρψȟχφ . 
Vamos calcular a distância d entre os centros: 

Ὠ  ρφτ π πόᵼ ρςό ρς. 
Logo, π ρς ȿτ  ρψȟχφȿ, então, π ρς ρτȟχφ  e as circunferências são disjuntas 

interiores e não possuem pontos em comum. 

 

Atividade 1: Sugestão de jogo26. Capturando pontos. 

Posteriormente, para a fixação dos conceitos estudados neste encontro, iremos propor 

aos alunos uma adaptação do jogo Capturando pontos. 

Dividiremos a sala em duplas e cada integrante receberá um tabuleiro no qual marcará 

10 pontos no plano cartesiano, os quais podem ficar em qualquer posição desde que dentro 

dos limites, pontos (x,y) com - 6 Ò  x Ò 6 e -6 Ò  y  Ò 6, posteriormente o entregará a seu 

adversário. A duplas também receberão algumas equações de circunferências, as quais serão 

diferentes para cada integrante. Cada aluno deverá encontrar o centro e o raio das 

circunferências e desenhá-las no tabuleiro e indicar a seu adversário quantos pontos capturou. 

Os pontos serão capturados quando estiverem no interior da circunferência ou pertencem a 

ela. Vence o jogador que conseguir capturar primeiro 5 pontos de seu oponente, e caso restar 

pouco tempo da aula para o desenvolvimento do jogo, vencerá o jogador que capturar mais 

pontos do seu adversário. O tabuleiro será conforme a Figura 80. 

                                                 
26 A atividade é uma adaptação de Amador (2010). Disponível em: 

<http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/cadernospde/pdebusca/producoes_pde/2009_uem_matematica_

md_eliana_peres_amador.pdf>. Acesso em: 22 ago. 2018. 

http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/cadernospde/pdebusca/producoes_pde/2009_uem_matematica_md_eliana_peres_amador.pdf
http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/cadernospde/pdebusca/producoes_pde/2009_uem_matematica_md_eliana_peres_amador.pdf
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Figura 79. Plano cartesiano 
Fonte: Acervo das autoras. 

Material necessário: lápis, papel, compasso e desenho de um plano cartesiano impresso. 

Número de participantes: dois.  

Regras: 

¶ Cada jogador marcará na malha de eixo 10 pontos, os quais podem ficar em qualquer 

posição desde que dentro dos limites, pontos (x,y) com - 6 Ò   x Ò 6 e -6 Ò  y  Ò 6 e após 

entregará a sua malha a seu adversário. 

¶ Cada jogador receberá equações de circunferências e este deverá encontrar os centros e 

os raios destas. E após deve desenhá-las em sua malha e anunciar a seu adversário 

quantos pontos capturou.  

¶ Os pontos serão capturados quando estiverem no interior da circunferência ou 

pertencem a ela.  

¶  Vence o jogador que conseguir capturar primeiro 5 pontos de seu oponente. 

As equações serão as seguintes: 

Aluno 01: 

1) ὼ ώ ςὼ ςώ ς π, onde ὧ ρȟρ e ὶ ς. 

2) ὼ ώ ψὼ ςώ ρφ π, onde ὧ τȟρ e ὶ ρ. 

3) ὼ ώ τὼ ψώ ρφ π, onde ὧ ςȟτ e ὶ ς. 

4) ὼ ώ ψὼ ψώ ςψ π, onde ὧ τȟτ e ὶ ς. 

5) ὼ ώ ψὼ ρπ ώ τπ π, onde ὧ τȟυ e ὶ ρ. 

6) ὼ ώ ψὼ ψώ ςψ π, onde ὧ τȟτ e ὶ ς. 

7) ὼ ώ φώ π, onde ὧ πȟσ e ὶ σ. 

8) ὼ ώ ψὼ ψώ ςψ π, onde ὧ τȟτ e ὶ ς 

9) ὼ ώ φὼ π, onde ὧ σȟπ e ὶ σ. 

10) ὼ ώ ψὼ ςώ ρσ π, onde ὧ τȟρ e ὶ ς. 
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11) ὼ ώ ςὼ τώ τ π, onde ὧ ρȟς e ὶ σ. 

Aluno 02: 

1) ὼ ώ τ π, onde ὧ πȟπ e ὶ ς. 

2) ὼ ώ τὼ τώ χ π, onde ὧ ςȟς e ὶ ρ. 

3) ὼ ώ ψὼ τώ ρφ π, onde ὧ τȟς e ὶ ς. 

4) ὼ ώ φὼ τώ ω π, onde ὧ σȟς e ὶ ς. 

5) ὼ ώ ψὼ ψώ ςψ π, onde ὧ τȟτ e ὶ ς. 

6) ὼ ώ ψὼ ςώ ρσ π, onde ὧ τȟρ e ὶ ς. 

7) ὼ ώ ψώ ρς π, onde ὧ πȟτ e ὶ ς. 

8) ὼ ώ φὼ  φώ ω π, onde ὧ σȟσ e ὶ σ. 

9) ὼ ώ ψὼ ψώ ςψ π, onde ὧ τȟτ e ὶ ς. 

10) ὼ ώ ψώ ρς π, onde ὧ πȟτ e ὶ ς. 

11) ὼ ώ φὼ  φώ ω π, onde ὧ σȟσ e ὶ σ. 

7. Avaliação: 

A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio da observação direta dos 

alunos no desenvolvimento das atividades e dos vários instrumentos de avaliação utilizados, 

tais como, a participação durante a resolução dos problemas por meio das respostas orais, a 

socialização dos grupos, a apresentação na lousa e os registros e análises individuais nas folhas. 
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2.5.3.1 Relatório 

RELATÓRIO DA APLICAÇÃO DA TERCEIRA AULA SOBRE GEOMETRIA 

ANALÍTICA  

 

No dia vinte e dois de setembro de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual do 

Oeste do Paraná para a realização do sétimo encontro, do segundo semestre, do PROMAT. 

Neste dia estavam presentes 13 alunos, sendo a maioria meninas. A aula ocorreu na sala 41 

como de costume.  

Chegamos na sala cerca de quinze minutos antes do horário de início da aula, a fim de 

unirmos as carteiras de modo a formar grupos com quatro integrantes cada, assim, conforme os 

estudantes chegavam iam preenchendo os lugares organizados por nós. A primeira atividade 

tinha o intuito de que os alunos identificassem, a partir de algumas representações, uma 

circunferência, seu centro, o raio, uma corda e o diâmetro. Nesta questão, um grupo havia 

confundido a corda da circunferência com secante, na socialização explicamos que a corda é 

apenas um segmento, enquanto a secante é uma reta e definimos esses conceitos. Para os demais 

conceitos não houveram equívocos. De improviso, decidimos utilizar o aparelho multimídia 

para projetar as representações, o qual utilizamos também para a socialização das demais 

atividades. 

Na segunda questão, havia uma imagem de circunferência ilustrando o raio, o centro e 

um ponto H, pertencente a circunferência. O item a) solicitava a equação reduzida da 

circunferência, porém, a maioria dos estudantes não se empenhou em resolve-la. Dos três 

grupos presentes na aula, um deles nem tentou resolver e, ao cobrarmos, acabaram pesquisando 

na internet com o uso do aparelho celular; outro grupo já iniciou pesquisando a questão na 

internet; apenas o último grupo desenvolveu o solicitado na questão, porém, com certa 

dificuldade, necessitando de uma estagiária ao lado sanando as dúvidas. Socializamos com a 

turma este item, para então formalizar a equação reduzida da circunferência, a qual seria 

utilizada no item b). Para o item b), onde deveriam determinar a equação reduzida da 

circunferência de raio 3 e centro (-2,1), os estudantes não demostraram dificuldades e 

participaram da socialização (Figura 80). Acreditamos que seria mais proveitoso se 

houvéssemos iniciado com uma questão que possuísse valores, pois despertaria um maior 

interesse dos alunos, diferentemente do ocorrido com o caso genérico. 

 
Figura 80. Estudante determinando a equação reduzida da circunferência  

Fonte: Acervo das autoras. 
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Na sequência, encaminhamos a terceira questão, determinando primeiramente a equação 

geral da circunferência à frente da turma, pois a questão exibia a equação geral de uma 

circunferência e solicitava que fossem obtidos o centro e o raio da mesma. Os estudantes até 

iniciaram a atividade, mas poucos a concluíram, optamos então por resolvê-la no quadro com a 

participação dos alunos, visto que a dificuldade era notória. Na questão seguinte, havia uma 

imagem de um campo de futebol, com três pontos representando jogadores, um deles dentro da 

circunferência do centro de campo, o segundo ponto sobre a circunferência e o outro fora dela. 

O objetivo era analisar as posições desses jogadores em relação à circunferência. Os estudantes 

não demonstraram dificuldades e, no momento da socialização, definimos os três casos de 

posição entre ponto e circunferência. 

A atividade cinco, adaptada de um vestibular da Universidade Federal da Paraíba, 

solicitava a análise de quatro itens, os quais tratavam da posição relativa entre ponto e 

circunferência. Para esta atividade, primeiro os estudantes deveriam encontrar, a partir da 

equação geral da circunferência, o centro e o raio. Então, com essas informações, deveriam 

analisar os pontos dados para verificar se eram exteriores, interiores ou pertencentes à 

circunferência. Vários alunos se empenharam em resolver esta questão e participaram 

ativamente no momento de socialização da mesma. 

Com atividades semelhantes à questão quatro, na questão seis definimos os três casos 

de posição relativa entre reta e circunferência e na questão sete os cinco casos de posição 

relativa entre duas circunferências. Durante as socializações, definimos cada caso. 

  Dando sequência ao nosso planejamento, encaminhamos o jogo (adaptado do jogo 

Capturando Pontos) para fixação dos conceitos abordados neste encontro. Para isso, a turma foi 

dividida em duplas e cada integrante recebeu um tabuleiro, representados os eixos do plano 

cartesiano. No tabuleiro, o aluno deveria marcar dez pontos quaisquer, desde que φ ὼȟώ
φ, entregando em seguida o tabuleiro ao adversário. Junto com o tabuleiro, receberam oito 

equações gerais de circunferências, as quais deveriam determinar o centro e raio e representa-

las no tabuleiro utilizando os pontos escolhidos pelo adversário. O objetivo era capturar os 

pontos que o colega anotou, sendo considerados capturados os pontos que ficarem sobre uma 

circunferência ou dentro dela. Vencia este jogo quem capturarasse primeiro cinco dos pontos 

escolhidos pelo adversário. Apenas seis alunos participaram do jogo, pois, o restante precisava 

se retirar devido ao horário de saída do transporte coletivo, utilizado para retornar às suas 

residências. Os estudantes gostaram do jogo, participaram com entusiasmo, resolvendo cada 

equação para obter o centro e o raio (Figura 81).  
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Figura 81. Alunos jogando a adaptação do jogo capturando pontos  

Fonte: Acervo das autoras. 

 Para os poucos alunos que permaneceram até o final da aula, encaminhamos as questões 

oito e nove do planejamento, as quais visavam fixar os conteúdos vistos neste encontro. 

Percebemos que os alunos não costumam trazer o material das aulas anteriores, o que acabou 

dificultando a resolução de algumas questões, que necessitavam de conceitos vistos na aula 

anterior. Um dos grupos, especialmente nesta aula, estava muito disperso, para as próximas 

aulas cogitaremos a divisão do grupo em duplas.  
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2.6 MÓDULO 4 ï ANÁLISE COMBINATÓRIA  

2.6.1 Plano de aula do dia 29/09/2018 

PLANO DE AULA - 8Ξ ENCONTRO  

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos 

iniciais de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1. Objetivo Geral:  

Levar os alunos a aprender conceitos básicos sobre contagem e permutação. 

3.2. Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com análise combinatória, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Identificar e utilizar o princípio fundamental da contagem; 

¶ Compreender o conceito de permutação; 

¶ Aplicar as técnicas de contagem para resolver problemas. 

4. Conteúdo:  

 Análise combinatória. 

5. Recursos Didáticos:  

Material do aluno, calculadora, quadro, giz, jogo Set e material em EVA para montar 

sanduiches. 

6. Encaminhamento: 

Recepcionaremos os estudantes na sala de aula, onde as carteiras estarão organizadas 

de modo a formar grupos de quatro alunos. Iniciaremos a aula com o jogo do Set (jogo 

combinatório), descrito na Atividade 1, com o intuito de motivar e identificar conhecimentos 

prévios dos estudantes.  

  

Atividade 1: 

Jogo do Set27 

Regras: O objetivo do jogo é identificar um SET de 3 cartas entre as 12 colocadas sobre a 

mesa. Cada carta tem quatro características, que variam da seguinte forma: 

a) Formas: cada carta contém símbolos nas formas ovais, de ondas ou losangos; 

b) Cores: os símbolos estão em vermelhos, verde ou lilás; 

c) Quantidade: cada carta contém um, dois ou três símbolos; 

d) Textura: os símbolos são sólidos, hachurados ou transparentes. 

Um SET consiste em 3 cartas cujas características, avaliadas individualmente, são iguais ou 

diferentes em todas elas. Em outras palavras: o símbolo deve ser igual nas 3 cartas ou diferente 

em todas elas, a cor deve ser igual nas 3 cartas ou diferente em todas elas, e assim por diante. 

Veja alguns exemplos de SET na Figura 82.  

Jogo: Um dos jogadores, o crupiê, embaralha as cartas e coloca 12 sobre a mesa, formando um 

retângulo de 4x3 cartas, de modo que elas possam ser vistas por todos os participantes. 

¶ Não há turnos: quando um jogador encontra um SET, ele o anuncia em voz alta gritando 

ñSETò e o jogo é suspenso. Depois de um jogador anunciar ñSETò, nenhum outro jogador 

poderá anunciar outro SET até que se avalie o SET em curso. 

¶ Cada SET deve ser validado pelos outros jogadores. Se o SET estiver correto, o jogador que 

o encontrou recebe essas cartas que serão substituídas por 3 cartas novas do baralho, de 

modo que haja novamente 12 cartas sobre a mesa. Se um jogador gritar ñSETò e tiver se 

                                                 
27 Adaptado de SET GAME, (2018). 
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equivocado, não receberá as cartas e perderá 3 das cartas que ganhou anteriormente, que 

devem ser colocadas de lado. 

¶ Se em algum momento os jogadores concordarem que não existe nenhum SET entre as 12 

cartas sobre a mesa, colocam-se 3 cartas adicionais sobre a mesa. Quando o próximo SET, 

for encontrado essas cartas não serão substituídas por outras 3, a menos que novamente não 

exista nenhum SET. 

¶ O jogo continua até que o baralho acabe. No final do jogo, podem sobrar cartas que não 

formam nenhum SET. Ganha o jogador que tiver acumulado mais cartas. 

¶ Curiosidade: com 12 cartas sobre a mesa, a probabilidade de existir um SET é de 97%. Com 

15 cartas sobre a mesa, a probabilidade aumenta para 99,96%. 

   
Figura 82. Exemplos de SET  

Fonte: SET GAME, (2018). 

Após o jogo, daremos início a Atividade 2, a qual trata-se de uma tarefa de Modelagem 

Matemática, em que prevê que os estudantes utilizem o Princípio Fundamental da Contagem 

para solucionar a situação-problema apresentada. 

Atividade 2: 

A Frota Brasileira de Veículos 

Primeiramente distribuiremos uma folha impressa com o seguinte recorte de notícia (Figura 

83): 
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Figura 83. Recorte de notícia  

Fonte: MOREIRA, (2018). 

 
Figura 84. Gráfico da evolução do total da frota 

Fonte: MOREIRA, (2018). 

Dando sequência a atividade, encaminharemos o questionamento a seguir, com o intuito de 

levar os estudantes a utilizarem o princípio fundamental da contagem para calcular quantos 

veículos poderiam ser emplacados com placas compostas por duas letras e quatro algarismos. 
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Todo Veículo tem uma Placa 

Para identificar os veículos, o DETRAN de cada estado e do Distrito Federal registra 

todos os veículos automotores. Cada veículo é identificado com uma placa que possui três letras 

e quatro algarismos, como mostrado abaixo:   

 
Figura 85. Exemplo de placa atual de veículos automotores  

Fonte: Acervo das Autoras. 

Há algum tempo, as placas dos veículos possuíam 

apenas duas letras e quatro algarismos (Figura 86). 

Como você já sabe, isso mudou!  

1. Por que as placas de veículos passaram a ter 3 

letras e 4 algarismos? 

Resolução: Para entender o motivo que fez as placas 

passarem a ter 3 letras e 4 algarismos, devemos calcular quantos carros poderiam ser 

emplacados com as placas antigas, que possuíam 2 letras e 4 algarismos. 

Dessa forma, temos para a primeira letra 26 possibilidades e para a segunda letra também 26 

possibilidades, da mesma maneira, para o primeiro algarismo temos 10 possibilidades, para o 

segundo, terceiro e quarto algarismos também são 10 possibilidades para cada um. 

Para determinar a quantidade possível de placas com essa combinação, devemos multiplicar as 

possibilidades de cada conjunto: 

ςφςφρπρπρπρπ φ χφπ πππȢ 
Como o caso com 0000 não é admitido, temos que retirar todas as combinações de placas com 

final 0000: 

ςφςφρ ρ ρ ρ φχφȢ 
Portanto, com o modelo antigo de placas, pode-se emplacar apenas 6 760 000 - 676 = 6 759 

324 de veículos automotores. Como vimos no recorte da matéria, em 2010 o total de veículos 

registrados no DENATRAN era de 64,8 milhões, quase 10 vezes mais veículos do que se 

poderia emplacar com o modelo de placa composta por 2 letras e 4 algarismos. 

 

2. Qual a quantidade máxima de placas de veículos que podem ser confeccionadas no Brasil, 

na forma atual? 

Resolução: Com a mesma ideia de resolução da questão anterior, devemos calcular a quantidade 

possível de placas compostas por 3 letras e 4 algarismos. 

Assim, temos 26 possibilidades para cada uma das três letras e 10 possibilidades para cada um 

dos quatro algarismos. 

Para determinar a quantidade possível de placas com essa combinação, devemos multiplicar as 

possibilidades de cada conjunto: 

ςφςφςφρπρπρπρπ ρχυ χφπ πππȢ 
Como o caso com 0000 não é admitido, temos que retirar todas as combinações de placas com 

final 0000: 

ςφςφςφρ ρ ρ ρ ρχ υχφȢ 
Portanto, com o modelo atual de placas, pode-se emplacar 175 760 000 - 676 = 175 742 424 

veículos automotores, cerca de 169 000 000 a mais do que no antigo modelo. 

Formalização: 

 

Figura 86. Exemplo de placa antiga  

Fonte: CANCELIER (2018). 
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Encaminharemos a situação-problema a seguir, a fim de facilitar a visualização da situação 

com material manipulável, visto que pode-se também construir a árvore de possibilidades, em 

casos de contagem mais simples como este. Também serão entregues recortes em EVA28 

(Figura 87) para que os alunos simulem a situação-problema. 

 
Figura 87. Material manipulável para auxiliar na resolução da atividade 

 Fonte: Acervo das autoras. 

3. Quantas possibilidades de sanduíches, diferentes, podemos montar com 2 tipos de pão 

(francês e integral), 3 tipos de recheio (hambúrguer, calabresa e presunto) e incluindo ou 

não queijo? 

Resolução: Neste caso podemos construir a árvore de possibilidades: 

                                                 
28 Acetato-vinilo de etileno: espuma sintética, de custo acessível. Muito usada para artesanato, produtos infantis, 

material escolar e para a confecção de esteiras para absorção de impactos na prática de artes marciais e esportes. 

Princípio Fundamental da Contagem: Considere que um acontecimento ocorra em 

duas etapas sucessivas, A e B. Se A pode ocorrer de m maneiras e se, para cada uma, B 

pode ocorrer de n maneiras, o número de maneiras de ocorrências do acontecimento é 

ά ὲ. 
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Figura 88. Árvore de possibilidades da atividade  

Fonte: Leonardo, (2013). 

Observando o diagrama acima (Figura 88), podemos perceber que temos, novamente, uma 

situação em que utiliza-se do princípio fundamental da contagem para resolvê-la. Sendo: 

ς σ ς ρςȢ 
Portanto, há 12 possibilidades de sanduíches diferentes, com essas opções de montagem. 

 

Atividade 3: 

Dando sequência às atividades, encaminharemos alguns problemas para definir os conceitos 

de permutação simples e permutação com repetição. 

4. Quantos são os anagramas da palavra MATRIZ? 

OBS: Anagrama de uma palavra é qualquer agrupamento, com ou sem significado, obtido pela 

transposição de suas letras. 

Resolução: Para a primeira letra temos 6 possibilidades: M, A, T, R, I e Z. Com uma letra já 

escolhida para ser a primeira, temos apenas 5 possibilidades para a segunda. Da mesma maneira 

temos 4 possibilidades para a terceira letra, 3 para a quarta, 2 para a quinta e 1 para a sexta e 

última letra. Pelo Princípio Fundamental da Contagem, devemos multiplicar as possibilidades 

de cada letra, obtendo: 

φ υ τ σ ς ρ χςπȢ 
Isso se chama permutação, os elementos são sempre os mesmos, eles apenas trocam de posição. 

Por isso o nome permutação (permutar significa trocar os elementos que formam um todo, com 

a finalidade de obter nova configuração), por exemplo, permutação com os elementos 123 

seria: 123, 132, 231, 213, 321 e 312. 

Formalização: 
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5. Quantos são os anagramas que se pode formar com as letras da palavra OURO? 

Resolução: Pela permutação simples que acabamos de definir, teríamos τȦ ςτ. Porém, 

devemos observar que ao permutar as duas letras O, não teremos um novo anagrama, mas sim 

o mesmo. Vamos escrever todos os casos, diferenciando para isto O e O: 

OURO - OUOR - OOUR - OORU - ORUO - OROU - UORO - UOOR - UROO - RUOO - 

ROUO - ROOU - OURO - OUOR - OOUR - OORU - ORUO - OROU - UORO - UOOR - 

UROO - RUOO - ROUO - ROOU. 

 

Devemos então, descartar os anagramas repetidos que serão ςȦ ς. Dessa forma, temos:  
υȦ

ςȦ

ρςπ

ς
φπȢ 

 

6. Quantos são os anagramas que se pode formar com as letras da palavra AMORA? 

Resolução: Pela permutação simples que acabamos de definir, teríamos υȦ ρςπ. Porém, 

devemos observar que ao permutar as duas letras A, não teremos um novo anagrama, mas sim 

o mesmo. Devemos então descartar os anagramas repetidos que serão ςȦ ς. Dessa forma, 

temos: 
υȦ

ςȦ

ρςπ

ς
φπȢ 

Formalização: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. Quantos são os anagramas que se pode formar com as letras da palavra ARARA? 

Resolução: Da mesma forma que na questão anterior, devemos descontar os anagramas 

repetidos que obtemos ao permutar as letras iguais, neste caso as três letras A e as duas letras 

R. Assim temos 

Dado um conjunto de n elementos, chama-se permutação simples dos n elementos 

qualquer sequência (agrupamento ordenado) desses n elementos. 

ὖ ὲ ὲ ρ ὲ ς ȣ σ ς ρ ou ὖ ὲȦ 

O fatorial de um número natural n é representado por ὲȦ (lemos: ñn fatorialò) e ® 

definido por: 

¶ ὲȦ ὲ ὲ ρ ὲ ς ȣ σ ς ρ,       para ὲ ς; 

¶ ρȦ ρ; 

¶ πȦ ρ. 

Permutação com repetição: O número de permutações de ὲ elementos, dos quais ὲ é 

de um tipo, ὲ é de um segundo tipo, ..., ὲ de um k-ésimo tipo, é indicado por  

ὖ ȟ ȟȣȟ  e é dado por: 

ὖ ȟ ȟȣȟ ὲȦ

ὲȦ ὲȦ  ȣ ὲȦ
Ȣ 
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υȦ

σȦ ςȦ

ρςπ

φ ς

ρςπ

ρς
ρπȢ 

 

Lista Complementar: 

1. 29(Adaptada de ENEM  (2013)) Um banco solicitou aos seus clientes a criação de uma senha 

pessoal de seis dígitos, formada somente por algarismos de 0 a 9, para acesso à conta 

corrente pela internet. 

Entretanto, um especialista em sistemas de segurança eletrônica recomendou à direção do 

banco recadastrar seus usuários, solicitando, para cada um deles, a criação de uma nova 

senha com seis dígitos, permitindo agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos 

algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra maiúscula era considerada distinta de 

sua versão minúscula. Além disso, era proibido o uso de outros tipos de caracteres. Porque 

o especialista fez esta recomendação? Quantas senhas poderiam ser criadas antes da 

recomendação? E depois? 

Resolução: Antigamente, havia 10 possibilidades para cada dígito (algarismos de 0 a 9). 

Totalizando em  

ρπρπρπρπρπρπ ρπ ρ πππ πππȢ 
Após a recomendação do especialista além dessas 10 possibilidades, outras 52 seriam possíveis, 

sendo as 26 letras minúsculas e as 26 maiúsculas do alfabeto. Passando então a totalizar 

φςφςφςφςφςφς φς υφ ψππ ςσυ υψτȢ 
O especialista pediu a alteração para que seja possível formar um número muito maior de 

senhas, dificultando assim a descoberta de alguma senha. 

2. Quantos são os anagramas que se pode formar com as letras da palavra AMOR? 

Resolução: Pelo Princípio Fundamental da Contagem, devemos multiplicar as possibilidades 

de cada letra, obtendo: 

τ σ ς ρ ςτȢ 
3. Quantos são os anagramas que se pode formar com as letras da palavra UNIOESTE? 

Resolução: Devemos descontar os anagramas repetidos que obtemos ao permutar as letras 

iguais, neste caso as duas letras E. Assim temos: 
ψȦ

ςȦ

τπ σςπ

ς
ςπ ρφπȢ 

 

4.  (Adaptado de ENEM (2013)) Um artesão de joias tem à sua disposição pedras brasileiras 

de três cores: vermelhas, azuis e verdes. Ele pretende produzir joias constituídas por uma 

liga metálica, a partir de um molde no formato de um losango não quadrado com pedras nos 

seus vértices, de modo que dois vértices consecutivos tenham sempre pedras de cores 

diferentes. A Figura 90 ilustra uma joia, produzida por esse artesão, cujos vértices A, B, C 

e D correspondem às posições ocupadas pelas pedras. Com base nas informações 

fornecidas, quantas joias diferentes, nesse formato, o artesão poderá obter? 

                                                 
29 As questões 1 e 4 foram adaptadas de DESCOMPLICA, 2018. 
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Figura 89. Ilustração da joia  

Fonte: Descomplica, (2018). 

Resolução: Para a confecção das joias temos duas situações a considerar: 

1ª situação: As pedras colocadas em A e C são de cores diferentes. Existem 3 possibilidades de 

escolha para A, 2 possibilidades para C e 1 possibilidade para cada um dos pontos B e C. Total 

de resultados da situação 1: Ὕ σ ς ρ ρ φ . 
2ª Situação: As pedras colocadas em A e C são de mesma cor. Existem 3 possibilidades de 

escolha para A, 1 possibilidade para C, 2 possibilidades para B e 2 possibilidades para D. Total 

de resultados da situação 2: Ὕ σ ρ ς ς ρς. 
Assim, o artesão produzirá φ  ρς  ρψ joias diferentes. 

 

7. Avaliação:  

Os estudantes serão avaliados no decorrer das aulas, por meio de observação dos alunos 

no desenvolvimento das atividades propostas, na participação durante a resolução dos 

problemas, na socialização dos grupos, na apresentação dos cálculos no quadro e nos registros 

e análises individuais. 
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2.6.1.1 Relatório 

RELATÓRIO DA APLICAÇÃO DA PRIMEIRA AULA SOBRE ANÁLISE 

COMBINATÓRIA 

 

No dia vinte e nove de setembro de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual do 

Oeste do Paraná para a realização do oitavo encontro, do segundo semestre, do PROMAT. 

Neste dia estavam presentes 9 alunos, sendo a maioria meninas. A aula ocorreu na sala 41 como 

de costume.  

Chegamos na sala cerca de quinze minutos antes do horário de início da aula, a fim de 

unirmos as carteiras de modo a formar grupos com quatro integrantes cada, assim, conforme os 

estudantes chegavam iam preenchendo os lugares organizados por nós. Enquanto 

aguardávamos a chegada dos alunos entregamos aos presentes as cartas do jogo Set para que os 

alunos manipulassem-nas, explicamos as quatro características de cada carta, as regras do jogo 

e por meio de projeção exemplificamos alguns SETs. Em seguida, solicitamos que eles 

jogassem e cada uma das estagiárias auxiliou os grupos na validação dos SETs. Permitimos que 

os grupos jogassem por cerca de uma hora, inicialmente alguns alunos demoram um pouco para 

identificar os SETs, mas com o tempo passaram a identificar mais rapidamente. Um dos grupos, 

quando possuíam dificuldades para os identificar os SETs, separavam as cartas com as mesmas 

características para facilitar a visualização. O jogo foi muito proveitoso e motivou a turma, que 

demostrou gostar de jogar. Informamos a turma que no final do encontro os estudantes que 

participassem das resoluções e correções das atividades seriam contemplados com chocolates, 

isso motivou-os a participar assiduamente de cada atividade proposta. A Figura 90 ilustra os 

alunos jogando:  

 
Figura 90. Alunos jogando SET 

Fonte: Acervo das Autoras. 
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Posteriormente encaminhamos a atividade dois a qual tratava de uma tarefa de 

Modelagem Matemática, cuja resolução envolvia Princípio Fundamental da Contagem. Esta 

atividade induzia os grupos a refletir sobre a mudança que ocorreu no emplacamento de carros. 

Até a década de noventa as placas de veículos possuíam duas letras e quatro algarismos e após 

passaram a ter três letras e quatro algarismos, o objetivo da atividade era que os alunos 

argumentassem sobre os motivos que acarretou tal mudança. Alguns grupos identificaram que 

a nova versão de placas possibilitaria um número maior de combinações e emplacamentos. 

Afirmamos que o raciocínio estava correto e indagamo-los como poderíamos garantir que a 

nova forma possibilitaria um número maior de combinações. Em geral, para resolver a atividade 

os grupos identificaram que poderiam multiplicar as possibilidades para cada letra e para cada 

número, apenas um dos grupos indagou-nos se tratava de um arranjo ou combinação. Um dos 

grupos sugeriu que para as combinações dos números contaríamos do zero até nove mil 

novecentos noventa e nove, então teríamos essa quantidade de possiblidades para os últimos 

dígitos, porém salientamos que poderíamos incluir o zero, totalizando dez mil possibilidades 

para os quatro algarismos, que quando multiplicado pelas combinações das letras resultaria seis 

milhões setecentos e sessenta mil placas. Um dos grupos apresentou esta resolução no quadro 

como ilustra a Figura 91: 

 
Figura 91: Aluno apresentando a resolução da atividade dois 

Fonte: Acervo das autoras. 

Já era chegada a hora do intervalo, dessa forma comunicamos que eles estavam liberados 

e que voltaríamos com a discussão da atividade. As dez horas retornamos e informamos a turma 

que nos próximos sábados, dias seis e treze, não haveriam encontros, devido as eleições e ao 

recesso, respectivamente. Dado o recado, retomamos a correção da atividade e concluímos com 

o auxílio da turma que a mudança nas placas ocorreu devido ao aumento na demanda de 

emplacamentos de carros. Ressaltamos que segundo o DENATRAN não é admitido placas com 

final 0000, por isso era necessário retirar do total a quantidade de combinações cujo final era 

este, apenas um grupo identificou essa restrição, mas solicitaram nosso auxílio, pois não sabiam 

como determinar quantas seriam as placas com este final.  

A próxima questão solicitava que os alunos determinassem quantas combinações de 

placas poderiam ser feitas com o novo modelo, não havendo dificuldade para chegada à solução, 
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porém quando uma aluna resolveu no quadro retirou do total a mesma quantidade de placas 

com final 0000. Ressaltamos que o novo modelo possuía mais uma letra e portanto deveríamos 

multiplicar este resultado por vinte e seis, para após retirar do total. Os alunos indagaram-nos 

sobre o ano em que o DETRAN realizou a mudança, porém não soubemos informar com 

precisão tal informação. Também surgiram comentários se com o passar dos anos seria 

necessário mudar novamente a forma devido ao aumento na demanda de emplacamentos, 

afirmamos que possivelmente isso deverá acontecer e incentivamos a reflexão sobre o impacto 

ambiental que o aumento de veículos causaria. Uma aluna indagou-nos se as combinações de 

placas dos veículos que não estavam mais em circulação poderiam ser utilizadas nos veículos 

que serão fabricados e afirmamos que isso não ocorre, o que resulta em uma demanda maior de 

combinações de placas. Finalizamos definindo o Princípio Fundamental da Contagem. 

Posteriormente encaminhamos uma situação-problema na qual os grupos deveriam 

determinar quantas possibilidades de sanduíches, diferentes, podemos montar com 2 tipos de 

pão, 3 tipos de recheio e incluindo queijo ou não. Para facilitar a compreensão e visualização 

da situação entregamos aos grupos um material manipulável que permitia a simulação de cada 

situação. Os grupos rapidamente resolveram a atividade sem dificuldades e convidamos uma 

aluna para expor sua resolução no quadro, a qual representou a situação por meio da árvore de 

possibilidades e também utilizando o Princípio Fundamental da Contagem conforme ilustra a 

Figura 92: 

 
Figura 92: Alunos manipulando material que ilustra a situação-problema e aluna explanando sua resolução 

Fonte: Acervo das autoras. 

Em seguida, na atividade três, encaminhamos alguns problemas para definir os 

conceitos de permutação simples e permutação com repetição. A quarta questão solicitava que 

os alunos determinassem quantos anagramas poderíamos formar com a palavra matriz. 

Explicamos nos grupos que anagrama de uma palavra é qualquer agrupamento, com ou sem 

significados, obtido pela transposição de suas letras. Exemplificamos como resolver utilizando 

o Princípio Fundamental da Contagem e solicitamos que um dos alunos explanasse sua 
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resolução conforme ilustra a Figura 93. Após, definimos permutação simples e fatorial de um 

número natural. 

 
Figura 93: Aluno resolvendo a atividade três 

Fonte: Acervo das autoras. 

Para definir permutação com repetição solicitamos que os alunos encontrassem quantos 

anagramas poderíamos formar com as palavras ouro e amora. Ressaltamos nos grupos como 

proceder agora já que as palavras possuíam letras repetidas. Para melhor explicar, escrevemos 

no quadro os anagramas da palavra ouro e, com a participação da turma, identificamos que 

apenas permutando as letras o de lugar teríamos o mesmo anagrama. Por esse motivo 

deveríamos retirar esses casos. 

A questão sete solicitava que os alunos encontrassem quantos anagramas poderíamos 

formar com a palavra arara. Os alunos resolveram rapidamente e dois deles se dispuseram para 

expor a suas resoluções no quadro (Figura 94). Ambos dividiram cinco fatorial por três fatorial 

e dividiram este resultado por dois fatorial. Confirmamos que estava correto. 

 
Figura 94: Resolução da questão sete 

Fonte: Acervo das autoras. 

 Um dos grupos de forma errônea escreveu 
Ȧ

Ȧ Ȧ
 
Ȧ

Ȧ
, afirmamos que não podemos 

proceder dessa forma e caso realizamos a divisão obteríamos como resultado menos que uma 

palavra, fato que não faz sentido. Após, definimos permutação com repetição e solicitamos que 

os grupos resolvessem a lista complementar que envolvia os conceitos estudados naquela aula. 

As atividades dois e três, que tratavam de anagramas, foram rapidamente resolvidas pelos 



138 

 

grupos. Nas atividades um e quatro, dois grupos solicitaram nosso auxilio para resolvê-las, e 

assim que as terminaram entregamos o jogo Set para os grupos para que eles jogassem 

novamente.  

Apenas, um grupo não concluiu as atividades propostas por que passaram a maior parte 

da aula discutindo sobre política. Em linhas gerais, o encontro foi muito proveitoso, os alunos 

desenvolveram as atividades propostas e o fato de oferecer chocolates os motivou ainda mais a 

participar da aula. 

  



139 

 

2.6.2 Plano de aula do dia 20/10/2018 

PLANO DE AULA - 9Ξ ENCONTRO  

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos 

iniciais de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1. Objetivo Geral:  

Levar os alunos a aprender conceitos básicos sobre arranjos e combinações. 

3.2. Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com análise combinatória, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Diferenciar as técnicas de contagem: arranjo simples e com repetição, 

combinação simples e com repetição; 

¶ Aplicar as técnicas de contagem para resolver problemas. 

4. Conteúdo:  

 Análise combinatória.  

5. Recursos Didáticos:  

Material do aluno, quadro e giz. 

6. Encaminhamento: 

Organizaremos as carteiras de modo que os estudantes, conforme forem chegando, se 

reúnam em grupos de quatro pessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem 

no desenvolvimento das atividades. Em seguida, iremos propor a atividade 1. Destinaremos 

alguns minutos para que eles resolvam o problema que abordará arranjo simples. 

Atividade 1: (Sousa (2011)) Campeão e vice-campeão do Campeonato Brasileiro 2010. 

Iniciaremos a aula questionando aos alunos se eles gostam de futebol e acompanham o 

Campeonato Brasileiro. Em seguida, informaremos que o Campeonato Brasileiro de 2010 foi 

decidido na última rodada. Perguntaremos à turma os nomes dos times que ficaram nesta 

situação. A turma, se souber, responderá Fluminense, Cruzeiro e Corinthians. Posteriormente, 

solicitaremos que eles determinem quantos e quais seriam os possíveis resultados para 

campeão e vice-campeão. 

Esperamos que a turma perceba que podemos ter n times para formarem grupos de p 

elementos, onde n é maior ou igual a p e a ordem também importa, caracterizando a situação 

como um arranjo simples. 

Resolução: Resolvendo por arranjo simples temos: 

ὃȟ
Ȧ

Ȧ
φ. 

Utilizando a árvore de possibilidades para determinar quais são os possíveis resultados, temos: 
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Figura 95. Árvore de possibilidades 

Fonte: Souza (2011). 

Após a resolução, com base na atividade 1, deduziremos a fórmula para arranjo 

simples. 

Relembrando o Princípio Fundamental da Contagem temos para a posição de campeão 

três possibilidades e para a de vice-campeão temos duas possibilidades, já que a posição de 

campeão já foi utilizada. Assim, temos no total σ ς φ possibilidades. 

Denominando o número de times como n, e como queremos organizá-los em pares 

chamemos p, logo temos: 

ὲ ὲ ὴ ρ. 

Multiplicando e dividindo por ὲ ὴȦ obtemos: 
Ȧ

Ȧ
. 

Que é a fórmula para calcular o número de arranjos simples. 

Posteriormente, formalizaremos o conceito de arranjo simples e como determinar o 

número de arranjos simples.  

 

Formalização: 
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Atividade 2: 

 Iremos propor aos alunos que resolvam a questão 1. 

Questão 1: (Experimentoteca (2018)) As letras em código Morse são formadas por sequências 

de tra­os (ī) e pontos ( . ), sendo permitidas repeti­»es. Por exemplo: (ī, . , ī, ī, . , .). Quantas 

letras podem ser representadas:  

a) Usando exatamente 3 símbolos?  

Resolução: Para cada um dos três símbolos temos duas possibilidades, ou seja, ς ς ς
ς ψ possibilidades. 

b) Usando no máximo 8 símbolos? 

Resolução: Variando a quantidade de símbolos, temos as seguintes possibilidades:  

¶ Com 1 s²mbolo Ÿ 2 possibilidades;  

¶ Com 2 s²mbolos Ÿ 2² = 4 possibilidades; 

¶ Com 3 s²mbolos Ÿ 2į = 8 possibilidades; 

¶ Com 4 s²mbolos Ÿ ς = 16 possibilidades;  

¶ Com 5 s²mbolos Ÿ ς = 32 possibilidades;  

¶ Com 6 s²mbolos Ÿ ς = 64 possibilidades;  

¶ Com 7 s²mbolos Ÿ ς = 128 possibilidades;  

¶ Com 8 s²mbolos Ÿ ς = 256 possibilidades.  

Portanto, com no máximo 8 símbolos obteremos ς  τ  ψ  ρφ  σς  φτ 
 ρςψ  ςυφ  υρπ possibilidades. 

Após a resolução da atividade ressaltaremos que o número de arranjos com repetição 

pode ser deduzido pelo Princípio Fundamental da Contagem. 

Posteriormente, formalizaremos o conceito de arranjo com repetição e como 

determinar o número de arranjos com repetição.  

Formalização: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Atividade 3: (Sousa (2011)) Um aperto de mão... uma conduta ética no esporte. 

Iniciaremos esta atividade conversando com a turma sobre o tema transversal ética, 

perguntando se alguém sabe o que é uma conduta ética nos esportes.  Exemplificaremos 

citando as gentilezas de um atleta, numa competição de esporte coletivo como o futebol, ao 

estender a mão para auxiliar um adversário a se levantar ou o cumprimento do vencedor ao 

vencido ao término de uma partida, por exemplo. 

Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranjo simples dos n elementos, tomados 

p a p, qualquer agrupamento ordenado (sequência) de p elementos distintos, escolhidos 

entre os n possíveis. Indica-se por ὃȟ o número de arranjos simples de n elementos 

tomados p a p. O cálculo do número de arranjos simples é dado por: 

ὃȟ
Ȧ

Ȧ
 ὧέά ὲᶰᴓȟὴᶰᴓ Ὡ π ὴ ὲ. 

 

 

 

 

 

 

Cada sequência ordenada formada por r elementos selecionados entre os m elementos, 

não necessariamente distintos (os elementos podem ser repetidos), em que ὶ ά, é 

chamada de arranjo com repetição. Indica-se ὃὙȟ o número de arranjos com repetição 

de m elementos tomados r a r. O cálculo do número de arranjos com repetição é dado por: 

ὃὙȟ ά . 
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Posteriormente, solicitaremos um voluntário, e que o mesmo se levante, perguntando-

lhe quantos cumprimentos ele pode fazer se estivesse sozinho na sala. Espera-se que a turma 

responda que uma pessoa não pode cumprimentar outras caso esteja sozinha em um ambiente. 

Em seguida, solicitaremos outro voluntário. Questionaremos sobre o número cumprimentos 

que podem ser feitos por duas pessoas.  Espera-se que a turma responda um. 

Assim, solicitaremos que os grupos obtenham o maior número de apertos de mão 

possível para três e quatro pessoas. 

Essa atividade trata-se de uma combinação, já que estamos interessados em determinar 

quantas são as combinações possíveis de duas pessoas em um total de três e quatro, em que a 

ordem não importa. 

Assim, para três pessoas temos: 

ὅȟ
Ȧ

Ȧ Ȧ
σ  apertos de mão. 

Para quatro pessoas temos: 

ὅȟ
Ȧ

Ȧ Ȧ
φ apertos de mão. 

Após a resolução da atividade, ressaltaremos que em uma combinação simples 

queremos obter o número de arranjos simples e retirar os agrupamentos que são iguais, já que 

em uma combinação simples a ordem dos agrupamentos não importa. Também, o número de 

agrupamentos que são iguais é a permutação de p elementos. 

Posteriormente, formalizaremos o conceito de combinação simples e como determinar 

o número de combinações simples.  

Formalização: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Atividade 4: 

Iremos propor aos alunos que resolvam a questão 2. 

 

Questão 2: (Experimentoteca (2018)) Um menino está em um parque de diversões, onde há 4 

tipos de brinquedos:  

C ï chapéu mexicano 

F ï trem fantasma 

M ï montanha russa 

R ï roda gigante 

O menino resolve comprar 2 bilhetes. Qual é o número total de 

possibilidades de compra dos bilhetes, sabendo-se que ele pode 

comprar 2 bilhetes iguais para ir num mesmo brinquedo?  

Resolução: É possível resolver este problema enumerando todas as 

possibilidades. São elas: 

CC, CF, CM, CR, FF, FM, FR, MM, MR, RR. 

Observe que aí estão listadas todas as possibilidades e que CF é igual 

a FC, não importando a ordem do primeiro com o segundo bilhete, 

mas incluindo repetições. Se não fossem permitidas repetições o resultado seria ὅτȟς  φ 

Dado um conjunto com n elementos, chama-se combinação simples dos n elementos, 

tomados p a p, qualquer agrupamento não ordenado (subconjunto) de p elementos 

escolhidos entre os n possíveis. Indica-se por ὅȟ o número de combinações simples de n 

elementos tomados p a p. O cálculo do número de combinações simples é dado por: 

ὅȟ
Ȧ

Ȧ Ȧ
 ὧέά ὲᶰᴓȟὴᶰᴓ Ὡ ὴ ὲȢ  

Figura 96. Montanha 

russa 

Fonte: Experimentoteca 

(2018). 
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(neste cálculo não se inclui a hipótese do menino comprar dois bilhetes repetidos). O número 

correto de possibilidades é ρπ  φ  τ (quatro repetições foram adicionadas). 

Outra resolução: Sejam 

ὼ o número de bilhetes de C (chapéu mexicano), 

ὼ o número de bilhetes de F (trem fantasma), 

ὼ o número de bilhetes de M (montanha russa) e 

ὼ o número de bilhetes de R (roda gigante). 

Como o número total de bilhetes que o menino quer comprar é 2, temos 

ὼ ὼ ὼ ὼ ςȢ 
O número de soluções inteiras e não negativas desta última equação é ὅτ ς ρȟτ ρ 
 ὅ υȟσ  ρπ, como mostra o Quadro 12, a seguir: 

 ὼ ὼ ὼ ὼ 

CC 2 0 0 0 

CF 1 1 0 0 

CM 1 0 1 0 

CR 1 0 0 1 

FF 0 2 0 0 

FM 0 1 1 0 

FR 0 1 0 1 

MM 0 0 2 0 

MR 0 0 1 1 

RR 0 0 0 2 
Quadro 13. Possibilidades 

Fonte: Experimentoteca (2018). 

Após a resolução da atividade, formalizaremos o conceito de combinação com 

repetição e como determinar o número de combinações com repetição.  

Formalização: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Em seguida, iremos propor questões que envolvem os conceitos trabalhados nesse 

encontro. 

1.  (ENEM (2009)) 30 Doze times se inscreveram em um torneio de futebol amador. O jogo 

de abertura do torneio foi escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times 

para compor o Grupo A. Em seguida, entre os times do Grupo A, foram sorteados 2 times 

para realizar o jogo de abertura do torneio, sendo que o primeiro deles jogaria em seu 

próprio campo, e o segundo seria o time visitante. A quantidade total de escolhas 

possíveis para o Grupo A e a quantidade total de escolhas dos times do jogo de abertura 

podem ser calculadas através de: 

a) Uma combinação e um arranjo, respectivamente. 

b) Um arranjo e uma combinação, respectivamente. 

                                                 
30 Disponível em: <http://educacao.globo.com/provas/enem-2009/questoes/165.html>. Acesso em: 12 set. 2018. 

Cada sequência não ordenada formada por r elementos selecionados entre m elementos, 

não necessariamente distintos (os elementos podem ser repetidos), em que ὶ ά, é 

chamada de combinação com repetição. Indica-se ὅὙȟ o número de combinações com 

repetição de m elementos tomados r a r. O cálculo do número de combinações com 

repetição é dado por: 

ὅὙȟ ὅ ȟ
Ȧ

Ȧ Ȧ
. 
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c) Um arranjo e uma permutação, respectivamente. 

d) Duas combinações. 

e) Dois arranjos. 

Resolução: Problemas nos quais são escolhidos alguns elementos dentre um grupo, trata-se de 

arranjo ou combinação, caso a ordem de escolha importe, trata-se de arranjo; caso a ordem de 

escolha não importe, combinação. Problemas de permutação ocorrem quando os elementos já 

estão previamente definidos e deve ser calculado o número de maneiras de ordená-los. Serão 

escolhidos 4 times dentre 12 times para definir o grupo A, como a ordem de escolha não 

importa, trata-se de uma combinação. Para o jogo de abertura, devem ser escolhidos dois dentre 

os quatro times que formam o grupo A, sendo que o primeiro joga em seu próprio campo e o 

segundo como visitante, logo a ordem de escolha importa, trata-se de um arranjo. Resposta 

correta: a) Uma combinação e um arranjo, respectivamente. 

2.  (UFPA (2007)) 31 No cartão da mega-sena existe a opção de aposta em que o apostador 

marca oito números inteiros de 1 a 60. Suponha que o apostador conheça um pouco de 

Análise Combinatória e que ele percebeu que é mais vantajoso marcar um determinado 

número de cartões, usando apenas os oito números, de modo que, se os seis números 

sorteados estiverem entre os oito números escolhidos, ele ganha, além da sena, algumas 

quinas e algumas quadras. Supondo que cada aposta seja feita usando apenas seis 

números, qual a quantidade de cartões que o apostador deve apostar? 

Resolução: Queremos determinar o número de cartões, cada um com seis números, escolhidos 

entre oito. Observe que a ordem não importa, logo trata-se de uma combinação simples: 

ὅȟ
Ȧ

Ȧ Ȧ
ςψ cartões. 

3.  (ENEM (2017)) 32 Um brinquedo infantil caminhão-cegonha é formado por uma carreta 

e dez carrinhos nela transportados, conforme a Figura 97. 

 
Figura 97. Brinquedo infantil 

Fonte: Reprodução/ Enem. 

No setor de produção da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de todos os 

carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. São utilizadas as cores amarelo, 

branco, laranja e verde, sendo que cada carrinho é pintado apenas de uma cor. O caminhão-

cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminhão-cegonha deve haver 

pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponíveis. Mudança de posição dos 

carrinhos no caminhão-cegonha não gera um novo modelo do brinquedo. Com base nessas 

informações, quantos são os modelos distintos do brinquedo caminhão-cegonha que essa 

empresa poderá produzir? 

 

                                                 
31 Disponível em: 

<http://www.profcardy.com/exercicios/lista.php?a=An%C3%A1lise%20Combinat%C3%B3ria>. Acesso em: 12 

set. 2018. 
32 Disponível em: <https://10vendematematica.blogspot.com/2017/11/combinacao-com-repeticao-enem-

2017.html>. Acesso em: 12 set. 2018. 
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Resolução: Por determinação da empresa deve haver pelo menos um carrinho de cada cor, então 

vamos fixar um carrinho de cor amarela, um carrinho de cor branca, um carrinho de laranja e 

um carrinho de cor verde. Dessa forma, ainda restam seis carrinhos os quais podemos pintá-los 

com uma das quatro cores, podendo repeti-las.  

Sabemos ainda, que a quantidade de carrinhos de cor amarela, mais a quantidade de 

carrinhos de cor branca, mais a quantidade de carrinhos de cor laranja, mais a quantidade de 

carrinhos de cor verde deve ser igual a seis, ou de outra forma: 

ὃ ὄ ὒ ὠ φ. (1) 

Como não sabemos quantos carrinhos são de cada cor vou chamá-los de C. Como segue  

ὅὅὅὅὅὅφ. (2) 

Observe a equa­«o (1), tenho as quatro cores e 3 sinais de ñ+ò, logo na equa­«o (2) 

temos que dispor os 3 sinais de ñ+ò entre os ñCò satisfazendo a igualdade. Vamos escrever as 

cores como sendo uma disposição ordenada, ou seja: 

ὃȟὄȟὒȟὠ. 

Isso significativa, na equa­«o (2), que quando tivermos o primeiro sinal de ñ+ò a 

quantidade de ñCsò a esquerda do sinal simbolizará a quantidade de carrinhos amarelos. Depois, 

a quantidade de ñCsò existentes entre o primeiro e o segundo sinais de ñ+ò, simbolizar§ a 

quantidade de carrinhos brancos e assim sucessivamente. Como segue o exemplo: 

ὅ ὅὅ ὅὅ ὅ φ. 
A expressão acima significa que existem um carrinho amarelo, dois carrinhos brancos, 

dois carrinhos laranja e um carrinho verde. Para determinarmos quantos são os modelos 

distintos do brinquedo devemos permutar os nove elementos, sendo eles 

ὅȟὅȟὅȟὅȟὅȟὅȟȟȟ , dessa forma temos: 

ὖ ȟ ωȦ

σȦ φȦ
Ȣ 

 Quando temos uma permutação cuja soma dos elementos repetidos é igual ao número 

total de elementos podemos reescrever como sendo uma combinação, como segue: 

ὅȟ
Ȧ

Ȧ Ȧ
ὅȟ

Ȧ

Ȧ Ȧ
ψτ. 

 Portanto, essa empresa poderá produzir 84 modelos distintos do brinquedo caminhão-

cegonha. 

4. (FUVEST (2018)) 33 Doze pontos são assinalados sobre quatro segmentos de reta de 

forma que três pontos sobre três segmentos distintos nunca são colineares, como na 

Figura 98. 

                                                 
33 Disponível em: 

<https://www.etapa.com.br/etaparesolve/etaparesolve/2018/Fuvest/1Fase_300/correcao/conhecimentosgerais/26.

pdf>. Acesso em: 12 set. 2018. 
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Figura 98. Os pontos 

Fonte: Reprodução/ Fuvest. 

Qual o número de triângulos distintos que podem ser desenhados com os vértices nos pontos 

assinalados? 

Resolução: O número de maneiras de escolher 3 dos 12 pontos da figura é ὅ ȟ  
Ȧ

Ȧ Ȧ
= 220. 

Como há 4 pontos alinhados em dois dos segmentos, temos ς ὅȟ ψ . Portanto são 8 

maneiras de escolher 3 pontos alinhados. Assim, o número de triângulos possíveis é ςςπψ
ςρς. 

5.  (ENEM (2015)) 34 Uma família composta por sete pessoas adultas, após decidir o 

itinerário de sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou que o voo 

para a data escolhida estava quase lotado. Na Figura 99, disponibilizada pelo site, as 

poltronas ocupadas estão marcadas com X e as poltronas disponíveis são as mostradas 

em branco. 

 
Figura 99. Avião 

Fonte: Reprodução/ Enem. 

Qual o número de formas distintas de se acomodar a família nesse voo? 

Resolução: Neste caso trata-se de um arranjo simples, pois a ordem importa então temos 

 

ὃȟ  
ὲȦ

ὲ ὴȦ
 

ὅȟ  
Ȧ

Ȧ
. 

Portanto, é possível acomodar a família de 181440 modos distintos nesse voo. 

6. (FUVEST (2013))35 Vinte times de futebol disputam a Série A do Campeonato 

Brasileiro, sendo seis deles paulistas. Cada time joga duas vezes contra cada um dos seus 

adversários. A porcentagem de jogos nos quais os dois oponentes são paulistas é:  

                                                 
34 Disponível em: <https://descomplica.com.br/gabarito-enem/questoes/2015/segundo-dia/uma-familia-

composta-por-sete-pessoas-adultas-apos-decidir-o-itinerario-de-sua-viagem/>. Acesso em: 12 set. 2018. 
35 Disponível em: <http://educacao.globo.com/provas/fuvest-2013/questoes/24.html>. Acesso em: 12 set. 2018. 
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a) menor que 7%.  

b) maior que 7%, mas menor que 10%.  

c) maior que 10%, mas menor que 13%.  

d) maior que 13%, mas menor que 16%. 

 e) maior que 16%. 

Resolução: O número total de jogos é dado por: 

ὃȟ  
ὲȦ

ὲ ὴȦ
 

ὃ ȟ  
ςπȦ

ςπ ςȦ
 

ὃ ȟ  σψπ. 
O número de jogos nos quais os dois times são paulistas é dado por: 

ὃȟ  
ὲȦ

ὲ ὴȦ
 

ὃȟ  
φȦ

φ ςȦ
 

ὃȟ  σπ. 
Portanto, a porcentagem é dada por: 

ρππϷχȟψω. 

Logo, a alternativa correta é a b), maior que 7%, mas menor do que 10%. 

7.  (UFRN (2000)) 36 Em virtude de uma crise financeira, uma fábrica dispõe de apenas 

quatro vigilantes para ocuparem sete postos de vigilância. Considerando que, em cada 

posto, fica, no máximo, um vigilante e que o posto da entrada principal não pode ficar 

desguarnecido, indique a opção correspondente ao número de maneiras distintas de que 

o chefe de segurança pode dispor para distribuir os vigilantes. Obs.: Duas maneiras são 

ditas idênticas se, em ambas, os vigilantes ocupam os mesmos postos e cada posto é 

ocupado pelo mesmo vigilante; caso contrário, são ditas distintas. 

Resolução: Vamos dispor vigilantes em postos e vigilantes diferentes em postos diferentes 

é uma alteração de ordem, por isso trata-se de um arranjo.  

ὃȟ
Ȧ

Ȧ
. 

ὃȟ
Ȧ

Ȧ
τ. Para distribuir um vigilante no posto que não pode ficar desguarnecido. 

ὃȟ
Ȧ

Ȧ
ρςπ. Para distribuir nos 6 postos restantes os três vigilantes restantes. 

Como para cada uma das 4 opções para o primeiro posto, temos 120 opções para os postos 

restantes, 

ὲ τ ρςπτψπ. 
8. De quantos modos podemos comprar 3 sorvetes em uma loja que os oferece em 5 

sabores? 

Resolução: Como não há restrição quanto à repetição, para verificar de quantos modos 

podemos comprar 3 sorvetes dentre os cinco sabores calculamos: 

  

ὅὙ ȟ ὅ ȟ
Ȧ

Ȧ Ȧ
συ. 

                                                 
36 Disponível em: <http://matematicaparaoenem.com.br/site/analise-combinatoria-3-arranjo/>. Acesso em: 12 set. 

2018. 
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     Portanto, podemos comprar 3 sorvetes de 35 modos.  

 

7. Avaliação:  

A avaliação dos estudantes se desenvolverá no decorrer das aulas por meio da 

observação direta dos alunos no desenvolvimento das atividades e dos vários instrumentos de 

avaliação utilizados, tais como, a participação durante a resolução dos problemas por meio das 

respostas orais, a socialização dos grupos, a apresentação na lousa e os registros e análises 

individuais nas folhas. 
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2.6.2.1 Relatório 

RELATÓRIO DA APLICAÇÃO DA SEGUNDA AULA SOBRE ANÁLISE 

COMBINATÓRIA 

 

No dia vinte de outubro de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual do Oeste do 

Paraná para a realização do nono encontro, do segundo semestre, do PROMAT. Neste dia 

estavam presentes 10 alunos, sendo a maioria meninas. A aula ocorreu na sala 43 devido a sala 

41 estar sendo utilizada para um evento.  

Chegamos na sala cerca de quinze minutos antes do horário de início da aula, a fim de 

unirmos as carteiras de modo a formar grupos com quatro integrantes cada, assim, conforme os 

estudantes chegavam iam preenchendo os lugares organizados por nós. Enquanto 

aguardávamos a chegada dos alunos entregamos aos presentes o material do aluno. Assim, 

iniciamos a primeira atividade questionando aos alunos se eles acompanhavam os jogos de 

futebol e em especial o Campeonato Brasileiro. Os alunos responderam que não acompanhavam 

muito, entretanto, alguns até manifestaram torcer para algum time. Assim, comentamos que o 

Campeonato Brasileiro de 2010 foi decidido somente na última rodada e os questionamos se 

eles saberiam quais foram os três times que poderiam ser campeão. Os alunos manifestaram 

não saber e nem se ariscaram a dar palpites, assim solicitamos que eles buscassem essa 

informação na internet, como mostra a figura 100. 

Fonte: Acervo das autoras. 

Então os alunos encontraram que os três times eram Fluminense, Cruzeiro e Corinthians. 

Em seguida, questionamos a eles o seguinte: Quantos e quais seriam os possíveis resultados 

para campeão e vice-campeão? Deixamos algum tempo para que eles respondessem e 

posteriormente realizamos a correção da atividade na lousa com a participação dos alunos como 

mostra a Figura 101. As estratégias dos alunos para responder a questão foram a utilização do 

Princípio Fundamental da Contagem e a construção da árvore de possibilidades. 

Figura 100. Alunos buscando informação na internet 
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Figura 101. Aluna expondo sua resolução 

Fonte: Acervo das autoras. 

 Posteriormente, questionamos aos alunos se eles saberiam dizer em qual técnica de 

contagem o questionamento feito a eles se enquadrava. Eles não souberam responder então 

dizemos que se tratava de um arranjo simples e assim o caracterizamos e preenchemos a 

definição presente no material dos alunos. Também utilizamos a resolução que usava o 

Princípio Fundamental da Contagem para deduzir a fórmula do número de arranjos simples.  

 Em seguida, solicitamos que os alunos realizassem a atividade dois, que era composta 

por uma questão que possuía dois itens e tratava do código Morse. Os alunos, não tendo muito 

conhecimento sobre o código Morse, relacionaram ao alfabeto e disseram que haveriam 26 

letras. Assim, explicamos que eles deveriam pensar da seguinte forma: dever-se-ia formar 

palavras com três símbolos, sendo que os símbolos seriam o (-) e o (.) e estes poderiam se 

repetir. Então os alunos compreenderam e utilizaram o Princípio Fundamental da Contagem 

para resolver tal questão. No segundo item percebemos que os alunos não se atentaram a palavra 

ñno m§ximoò e alguns apenas calcularam para palavras com oito símbolos. Um dos grupos não 

realizou os cálculos e afirmava ser infinito o número de letras com no máximo oito símbolos. 

Após a maioria dos alunos terem terminado de resolver a questão, a corrigimos na lousa e a 

resolução do segundo item foi apresentada por uma aluna, como mostra a Figura 102. 
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Figura 102. Aluna apresentando sua resolução para o segundo item da questão 1 

Fonte: Acervo das autoras. 

Posteriormente, iniciamos a atividade três questionando aos alunos o que seria uma 

conduta ética nos esportes, em particular em um jogo de futebol. Um aluno citou o exemplo do 

juiz marcar uma falta e esta decisão ser aceita pelos jogadores. Então também citamos que o 

gesto de auxiliar o adversário a se levantar após uma falta também seria um exemplo. 

Questionamos também o que seria uma conduta ética após a derrota em um jogo então eles nos 

disseram que seria cumprimentar seus colegas e adversários. Assim, solicitamos por um 

voluntário e solicitamos ao mesmo que se levanta-se, perguntando-lhe quantos cumprimentos 

ele poderia fazer se estivesse sozinho em um ambiente. Ele respondeu então que não haveriam 

cumprimentos. Entretanto, um de seus colegas afirmou que ele poderia cumprimentar a si 

mesmo, assim afirmamos que isso não era válido. Em seguida, solicitamos outro voluntário. 

Questionamos sobre o número cumprimentos que podem ser feitos por duas pessoas como 

mostra a Figura 103.   
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Figura 103. Alunos se cumprimentando 

Fonte: Acervo das autoras. 

Assim alguns alunos responderam um, porém, o mesmo aluno o qual disse que uma 

pessoa poderia cumprimentar a si mesma, fez as observações de que eles poderiam se 

cumprimentar ambos com a mão direita ou com a mão esquerda e também um com a mão direita 

e o outro com a mão esquerda e vice-versa, sendo assim quatro cumprimentos. Percebemos que 

tais observações eram ditas em tom de brincadeira e assim afirmamos que isso não era válido e 

que consideraríamos apenas um cumprimento independente da mão utilizada. Assim, 

solicitaremos que os grupos chegassem ao número de apertos de mão para três e quatro pessoas, 

apresentando uma fórmula que valeria para um número n de apertos de mão. 

Os alunos não conseguiram estabelecer tal fórmula e então solicitamos que eles 

avaliassem se tal problema era um arranjo. Eles verificaram que não e um aluno sugeriu que 

tratava-se de uma combinação, pois a ordem dos agrupamentos não importava. Assim, 

confirmamos que tratava-se de uma combinação simples, a caracterizamos e auxiliamos os 

alunos a completar a definição em seus materiais. Também deduzimos a fórmula para calcular 

o número de combinações simples a partir da fórmula do número de arranjos retirando os 

agrupamentos repetidos já que em uma combinação simples a ordem não importa. 

Posteriormente, solicitamos que os alunos realizassem a atividade quatro a qual era 

composta por uma questão que envolvia combinação com repetição. Os alunos a resolveram 

listando as possibilidades como mostra a Figura 104. 

Fonte: Acervo das autoras. 

 

Explicamos que esse problema trata-se de uma combinação com repetição e então a 

caracterizamos e auxiliamos os alunos a preencher a definição em seus materiais. A fórmula 

Figura 104. Aluna apresentando sua resolução para a questão 2 
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para o cálculo do número de combinações com repetição, devido a sua complexidade, só foi 

apresentada aos alunos. 

Em seguida, solicitamos que os alunos respondessem a lista complementar, cujo 

objetivo era, de acordo com cada característica das técnicas de contagem, que eles 

determinassem quais problemas poderiam ser resolvidos com cada uma delas. Houve tempo 

para que os alunos resolvessem apenas as questões 1 e 2, as quais corrigimos na lousa.  

Ao final da aula agradecemos a presença dos alunos e a oportunidade que nos deram de 

poder estar lhes ensinando. Desejamos a todos que possam conseguir as vagas para os cursos 

superiores desejados. Então pedimos se eles gostariam de nos dizer alguma coisa. Uma aluna 

nos agradeceu pela paciência e disponibilidade para explicar os conteúdos sempre que eles 

possuíam dúvidas. Em seguida, realizamos a confraternização juntamente com as demais 

turmas do projeto. 

  



154 

 

2.6.3 Plano de aula não aplicado 

PLANO DE AULA - 10Ξ ENCONTRO  

1. Público-Alvo:  

Alunos do 2Ξ e 3Ξ ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino e alunos dos anos 

iniciais de graduação, inscritos no projeto. 

2. Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 4 horas. 

3.1. Objetivo Geral: 

Aplicar corretamente os métodos de resolução de probabilidade para resolver problemas 

que os envolvem. 

3.2. Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com probabilidade, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Introduzir/relembrar conceitos importantes no estudo de probabilidades (espaço 

amostral, eventos independentes, eventos equiprováveis) através de uma atividade 

prática de tabulação; 

¶ Mostrar que o estudo de probabilidades, juntamente com a análise combinatória e a 

estatística, fornecem valiosas ferramentas na avaliação e previsão de fenômenos 

científicos e sociais; 

¶ Compreender e resolver situações problemas que envolvem o estudo de probabilidade. 

4. Conteúdo:  

Probabilidade. 

5. Recursos Didáticos:  

Material do aluno, dados, moedas, saco de tecido escuro e bolinhas, quadro e giz. 

6. Encaminhamento: 

Recepcionaremos os estudantes na sala de aula, como de costume, onde estarão 

organizados em grupos de quatro alunos, devido à disposição das carteiras feita pelas 

professoras antes do início da aula. As seguintes atividades serão trabalhadas com os alunos 

resolvendo-as cada um em seu material.  

As professoras acompanharão as discussões entre os estudantes e conforme forem 

concluindo, serão feitas as socializações das resoluções e formalização no quadro. 

Os conceitos e definições contidos neste planejamento foram extraídos ou são 

adaptações de Paiva (2013), Ribeiro (2010) e Souza (2013). 

 

Atividade 137: 

Para introduzir o conteúdo de probabilidade, iremos propor um jogo que, além de 

utilizar os conceitos relacionados ao conteúdo, possui regras simples. Por isso, iniciaremos 

com um jogo de apostas utilizando dois dados. 

1ª Etapa: Como o jogo funciona? 

Em cada rodada, os alunos do grupo devem apostar em um número entre 1 e 12. Isso 

mesmo, o número um entra nas apostas! Apesar de ser impossível chegar a esse valor na soma 

dos números obtidos no lançamento de dois dados, é importante que os alunos cheguem a essa 

conclusão sozinhos. 

                                                 
37  Baseado nos trabalhos de Ribeiro (2018) e Santos (2018). 
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Dois alunos não devem apostar em um mesmo número. Por isso, iremos sugerir uma 

ordem para que eles apostem, alternando o primeiro aluno a falar sua aposta. Proporemos que 

o aluno mais novo diga a primeira aposta, e a cada nova rodada, o aluno a esquerda inicie.  

Em seguida, um dos alunos lança os dois dados (iremos sugerir que o lançamento 

também seja alternado entre os alunos). O valor obtido é o resultado da soma dos números 

obtidos nos dois dados. 

Ganha o jogador que acertar a soma obtida nos dados.  

Os alunos estarão organizados em grupos com quatro integrantes cada. Serão entregues 

dois dados e o material do aluno onde eles devem registrar os valores que saírem e as apostas 

que cada integrante do grupo fizer. Vejamos o exemplo abaixo: 

 Números para a aposta Qual o 

número 

sorteado? 

Rodada 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12  

ρΝ               

ςΝ               

σΝ               

τΝ              

υΝ              

...              

Quadro 14. Registro das apostas 

Fonte: Acervo das autoras. 

Após explicar como funcionará o jogo, faremos uma breve simulação entre nós, 

professoras. Cada uma escolherá um número para a aposta. Escreveremos os nomes (ou as 

iniciais dos nomes) das apostadoras na tabela. Se a professora A escolher 3, a professora B 

escolher 7, a professora C escolher 10 e a professora D escolher 4, o quadro ficará assim: 

Em seguida, um dos jogadores lança os dois dados somando os valores obtidos. 

 Números para a aposta Qual o 

número 

sorteado? 

Rodada 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12  

ρΝ   A D   B   C    

...              

Quadro 15. Simulação de apostas 1 

Fonte: Acervo das autoras. 
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Figura 105. Soma sete no dado 

Fonte: Acervo das autoras. 

Neste exemplo, obtemos soma 7. Logo, a professora B ganhou a aposta. Instruiremos 

os estudantes a anotarem o valor sorteado em cada rodada na tabela, como abaixo: 

 Números para a aposta Qual o 

número 

sorteado? 

Rodada 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12  

ρΝ   A D   B   C   7 

...              

Quadro 16. Simulação de apostas 2 

Fonte: Acervo das autoras. 

Perguntaremos aos alunos ñqual ® o melhor n¼mero para se apostar nesse jogo?ò e 

deixaremo-os jogar. Solicitaremos que joguem ao menos 10 rodadas. Os alunos podem se 

envolver na atividade e acabar jogando muito mais, por isso, deixaremos espaço na folha para 

que registrem outras rodadas. 

2ª Etapa: Sistematização do experimento:  

Depois que os grupos registrarem as apostas e definirem o jogador vencedor, 

perguntaremos qual é o pior valor para se apostar. Esperamos que os alunos digam que o número 

um é a pior aposta, pois não é possível obter soma um no lançamento de dois dados. 

Voltaremos então, à pergunta inicial: qual é o melhor número para se apostar nesse 

jogo? Nesse momento, espera-se que os alunos apontem o número obtido com maior frequência 

durante o jogo. Por isso, os grupos provavelmente apontarão valores diferentes. 

Registraremos na lousa a quantidade de vezes que cada soma foi obtida. 

Veja o exemplo abaixo: 

Números para a aposta 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 4 8 2 10 7 8 5 4 7 1 2 

            

Quadro 17. Registro dos números mais recorrentes 

Fonte: Acervo das autoras. 

Observando o Quadro 16, é provável que os alunos apontem o 5 como a melhor aposta, 

pois essa soma foi obtida no maior número das rodadas. 
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Por isso, conduziremos a discussão questionando sobre as possibilidades de se obter 

soma 5 no lançamento de dois dados. Provavelmente o alunos indicarão apenas duas 

possibilidades, sair 1 e 4 ou então 2 e 3. Explicaremos que há 4 possibilidades: sair 1 no primeiro 

dado e 4 no segundo, sair 4 no primeiro dado e 1 no segundo; sair 2 no primeiro dado e 3 no 

segundo; e finalmente, sair 3 no primeiro dado e 2 no segundo. 

Vamos registrar os valores como (1Ξ dado; 2Ξ dado), logo, a soma cinco é obtida nos 

casos (1, 4), (4, 1), (2, 3) e (3, 2). 

Juntamente com os alunos registraremos todas as possibilidades no quadro. Uma forma 

de registro adequada para a discussão foi feita a seguir: 

Números para a aposta 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

 (1, 1) (1, 2) (2, 2) (2, 3) (3, 3) (3, 4) (4, 4) (4, 5) (5, 5) (5, 6) (6, 6) 

  (2, 1) (1, 3) (3, 2) (2, 4) (4, 3) (3, 5) (5, 4) (6, 4) (6, 5)  

   (3, 1) (1, 4) (4, 2) (2, 5) (5, 3) (3, 6) (4, 6)   

    (4, 1)  (1, 5)  (5, 2) (2, 6) (6, 3)    

     (5, 1) (1, 6) (6, 2)     

      (6, 1)      

Quadro 18. Registro e todas as possibilidades 

Fonte: Acervo das autoras. 

Esse tipo de registro possibilita uma visualização rápida da melhor aposta para o jogo 

(que é o 7).   

3ª Etapa: Sistematização dos conteúdos abordados. 

Levantaremos as informações anotadas pelos alunos e esclareceremos possíveis 

dúvidas. Em seguida, a partir dos dados recolhidos no jogo, explicitaremos os principais 

conceitos relacionados. 

Formalização:  

 

 

 

 

 

 

 

 

Classificações de eventos: 

Evento simples é a classificação dada quando é formado por apenas um número. 

Define-se experimento aleatório como qualquer processo de observação que pode ser 

repetido à vontade em condições análogas, com a condição de que o resultado não possa 

ser previsto antes de cada uma de suas realizações. 

Espaço amostral é o conjunto de todos os resultados possíveis de um experimento. 

Em teoria das probabilidades, um evento é um conjunto de resultados (um subconjunto 

do espaço amostral) ao qual é associado um valor de probabilidade. 
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A = {5} representa um evento simples do lançamento de um dado, cuja face é divisível 

por 5 ï nenhum outro número presente em um dado é divisível por 5. 

Agora, se ao lançarmos dois dados, dispomos saber qual seria a probabilidade de a soma 

dos números das duas faces que ficaram para cima ser igual a 15? Isso se caracteriza um evento 

impossível, uma vez que a soma máxima de dois dados é 12, com as duas faces 6 viradas para 

cima. Esse evento pode ser representado como A = { }. 

Considere o grupo A = {2, 4}, que tem como evento a ocorrência de face superior de 

um dado par, inferior ou igual a 4, e o grupo B = {4, 6}, que tem como evento a ocorrência da 

face do dado para cima sendo igual ou superior a 4 e par. O conjunto C = {4}, representa a 

intersecção dos conjuntos A e B, sendo que contém apenas os elementos que são comuns aos 

outros dois grupos. Podemos representar: ὅ ὃ᷊ὄȢ 

Considere o grupo A = {1,3}, tendo como evento a ocorrência de face superior de um 

dado ímpar e menor ou igual a 3, B = {3, 5}, o evento compreendendo a ocorrência de face 

superior ímpar e maior ou igual a 3. O grupo C = {1, 3, 5}, que representa o evento de ocorrência 

de números ímpares na face superior, que é a união dos conjuntos A e B. Isso pode ser 

representado da seguinte forma: ὅ ὃ Ὗ ὄȢ 

Se A = {1, 2, 3, 6} representa o evento de ocorrência da face superior no lançamento de 

um dado de um número divisor de 6 e B = {5}, que tem como evento de ocorrência os números 

de um dado que são divisores de 5, A e B são dois grupos mutuamente exclusivos, uma vez 

que não possuem elementos em comum. Representamos como ὃ᷊ὄ zȢ 

Seja A = {1, 3, 5}, tendo como evento a ocorrência de face superior igual a um número 

ímpar. Seu evento complementar ® ǔ = {2, 4, 6} quando se trata do lan­amento de um dado. 

Exemplificaremos a probabilidade com alguns cálculos; indicaremos a probabilidade 

de obter a soma 7, a probabilidade de obter uma soma par, etc. 

Utilizaremos, como exemplos, as somas possíveis no lançamento de dois dados, 

retomando a atividade um. Por exemplo, observamos que as somas 2 e 12 são eventos 

simples, pois só podem ocorrer de uma forma, sendo elas, respectivamente, 1+1 e 6+6; o que 

exemplifica dois eventos que são equiprováveis, enquanto que as outras somas possíveis são 

eventos compostos. Exemplo, a soma 3 ocorre de duas maneiras diferentes, a saber, 1+2 e 

2+1, e a soma 4 ocorre de três formas diferentes, que são elas 1+3, 2+2 e 3+1, sendo o evento 

soma 3 e o evento soma 4 não equiprováveis. 

Formalização: 

 

 

 

 

 

 

Sejam Ὁ um espaço amostral equiprovável, finito e não vazio, e ὃ um evento de Ὁ. A 

probabilidade de ocorrer algum elemento de ὃ é indicada por P(A) e definida por: 

ὴὃ  
ὔĭάὩὶέ ὨὩ ὺὩᾀὩί ήόὩ ὴέὨὩ έὧέὶὶὩὶ  ὩὺὩὲὸέ ὃ

ὔĭάὩὶέ ὨὩ ὩὰὩάὩὲὸέί ὨὩ Ὁ

ὲὃ

ὲὉ
 

ou 

ὴὃ  
ὔĭάὩὶέ ὨὩ ὶὩίόὰὸὥὨέί ὪὥὺέὶÜὺὩὭί

ὔĭάὩὶέ ὸέὸὥὰ ὨὩ ὶὩίόὰὸὥὨέί ὴέίίþὺὩὭί
Ȣ 
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Depois da sistematização, proporemos exercícios para que o alunos apliquem os 

conhecimentos trabalhados. 

1) Duas moedas e dois dados, todos diferentes entre si, foram lançados simultaneamente. Qual 

é o número de possibilidades de resultados para esse experimento? 

Resolução: Para calcular o número de possibilidades de resultados de um experimento nesses 

moldes, multiplique o número de resultados possíveis de cada objeto em observação. No caso 

de cada moeda, 2 resultados, e de cada dado, 6 resultados: 

2·2·6·6 = 4·36 = 144. 

2) Qual é a probabilidade de, no lançamento de 4 moedas, obtermos cara em todos os 

resultados? 

Resolução: Primeiramente, é necessário encontrar o número total de possibilidades de 

resultados: 

2·2·2·2 = 16. 

Posteriormente, devemos encontrar o número de possibilidades de obter cara em todos os 

resultados (evento A). Só existe uma possibilidade de que isso aconteça. 

Por fim,  

ὖὃ  = 0,0625. 

Multiplicando 0,0625 por 100, para obter um percentual, teremos 6,25%. 

Atividade 238: 

 Com o intuito de abordar probabilidade condicional, realizaremos indagações e 

proporcionaremos que os estudantes reflitam sobre como proceder, a partir da visualização e 

manipulação de materiais concretos. 

1Ξ Momento: Os estudantes deverão discutir, em grupos, a melhor maneira de 

distribuir quatro bolinhas, duas vermelhas e duas amarelas, nos dois sacos, propiciando a uma 

pessoa, que não viu as bolinhas serem colocadas nestes, a maior probabilidade de pegar uma 

bolinha vermelha em uma tentativa. Definiremos que nenhum dos sacos pode ficar vazio e que 

nenhuma das quatro bolinhas pode ficar fora dos sacos.  

Ressaltaremos que os dois sacos não permitem que se observem, pelo volume, quantas 

bolinhas há dentro deles.  

Os alunos devem descrever no material do aluno, a distribuição escolhida e calcular a 

probabilidade de sucesso naquela situação escolhida. Na discussão e resolução da atividade, 

será elaborada no quadro, com a participação dos alunos, uma árvore de possibilidades. 

                                                 
38 Adaptado de Ribeiro (2018). 
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Figura 106. Árvore de possibilidades para a melhor distribuição escolhida 

Fonte: Ribeiro (2018). 

Neste momento, utilizaremos um saco de tecido preto e quatro bolinhas idênticas, 

sendo que uma delas será marcada com caneta para diferenciá-la das demais. É importante que 

os alunos não consigam distingui-la pelo tato das outras bolinhas. A atividade que apresentamos 

a seguir é uma aplicação, com material concreto, de uma questão da segunda fase do nível 3 da 

6Ν Olimpíada Brasileira de Matemática das Escolas Públicas (OBMEP-2010): 

3) André, Bianca, Carlos e Dalva querem sortear um livro entre eles. Para isso, colocaram três 

bolas brancas e uma preta em uma caixa e combinaram que, em ordem alfabética de seus 

nomes, cada um tiraria uma bola, sem devolvê-la à caixa. Aquele que tirasse a bola preta 

ganharia o livro. 

a) Qual a probabilidade de André ganhar o livro? 

b) Qual a probabilidade de Dalva ganhar o livro? 

Iniciaremos a atividade selecionando quatro alunos e listando em ordem alfabética seus 

nomes no quadro. Em seguida, diremos aos estudantes que será feito um sorteio em que a turma 

deverá julgar se as regras são justas, ou seja, permitiam probabilidades iguais de vitória para 

cada concorrente.  

Mostraremos as quatro bolinhas idênticas, indicando que uma delas está marcada com 

um ñxò, representando a bolinha que dar§ o pr°mio para quem a retirar. Explicaremos aos 

estudantes que cada aluno, dos quatro alunos escolhidos para o sorteio, irá retirar uma bolinha 

do saco, sendo que as retiradas ocorrem uma por vez e na ordem que os nomes foram listados. 

Após a realização do sorteio, que pode ser repetido algumas vezes, questionaremos a 

turma se o mesmo é justo. 

Caso haja muitas dificuldades apresentadas pelos estudantes, sugeriremos a utilização 

de um problema correlato mais simples, o qual seria: propor uma situação de sorteio similar a 

anterior, com apenas duas bolinhas em um saco e com dois jogadores, retirando uma bolinha 

de cada vez.  

Assim como no momento anterior, na discussão e resolução desta atividade, será 

elaborada no quadro, com a participação dos alunos, uma árvore de possibilidades como a 

apresentada na Figura 108: 
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Figura 107. Árvore de possibilidades 

Fonte: Acervo das autoras. 

 

Concluiremos que: 

a) Para André ganhar o livro ele deve retirar a bola preta. Como a caixa contém quatro bolas 

das quais apenas uma é preta, a probabilidade de ele retirar bola preta é . 

b) Para Dalva ganhar o livro, André, Bianca e Carlos devem retirar bolas brancas. Como 

inicialmente a caixa contém 3 bolas brancas, a probabilidade de André retirar uma bola 

branca é . Supondo que André tire uma bola branca, sobrarão na caixa 2 bolas brancas e 1 

preta; assim, a probabilidade de Bianca tirar uma bola branca é . Do mesmo modo, se 

André e Bianca tirarem bolas brancas, a probabilidade de Carlos tirar uma bola branca será 

. Assim, a probabilidade de André, Carlos e Bianca tirarem bolas brancas é ϽϽ , 

que é a probabilidade de Dalva ganhar o livro.  

Mostraremos que raciocínio semelhante mostra que a probabilidade de qualquer um dos amigos 

ganhar o livro é , ou seja, o sorteio é justo e a ordem em que eles retiram as bolas não tem 

importância. 

Formalização:  

 

 

 

 

 

 

 

A probabilidade de um evento ὃ ocorrer, dado que um outro evento ὄ ocorreu, é 

chamada probabilidade condicional do evento ὃ dado ὄ. 

Com dois eventos, ὃ e ὄ, a probabilidade condicional de ὃ dado ὄ é denotada por 

ὖὃȿὄ , e calculada como: 

ὖὃȿὄ  
᷊  
Ȣ   

 

 

 








