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1. INTRODUCAO

O projeto PROMAT- Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede
Publica de Ensino em Universidades Publicas: Um Enfoque & Area de Matematica é executado
na UNIOESTE Universidade Estadual do Oeste do Parana no Campus de cascavel, com aulas
dematematica ministradas aos sabados, totalizando 20 encontros de quatro horas aula.

O projeto é composto por alunos de Ensino Médio, oriundos da cidade de Cascavel e
regido, académicos de outros cursos que fizeram suas inscricdes no projeto, académicos
edagiarios do curso de licenciatura em Matematica da UNIOESTE e professores supervisores
do curso.

No 2 semestre do PROMAT, nos dedicamos a reforcar contetdos ja vistos pelos
estudantes em sua vida escolar, bem como, prégmrpara provas como o ENEM e
vestibulares, de modo a sanar suas duvidas e romper com 0 pensamento de que a matematica
dificil e sem utilidade.

Para cumprir com esses objetivos, na disciplina de Metodologia e Préatica de Ensino de
Matematica- Estagio Supervisionado Il, foram prodiles aulas, materiais e atividades
diferenciadas, abordando contetdos de Matemética do ensino médio, necessarios a formacgao
do cidadao e visando ampliar as chances dos alunos de ingressarem e permanecerem em Curso
do Ensino Superior.

O projeto também tea beneficios aos académicos estagiarios pelas diversas
experiéncias vivenciadas, como a construcao e execucdo de planos de aula, gestdo e condutz
em sala, planejamento de ensino, trabalho em grupo e organizacdo de situacdes didaticas,
melhorando nosso despenho como futuros professores.

Em vista das dificuldades no ensino e aprendizagem da Matematica, o projeto € de suma
importancia para todos os participantes, tanto para os alunos, quanto para estagiarios, que
necessitam da pratica para promover um endiqualidadeara ambos.

Nosso exercicio de pratica ocorreu no segundo semestre, onde estivemos envolvidos na
preparacao e execucdo do projeto PROMAT, que foi realizado no Campus da UNIOESTE de

Cascavel, aos sabados, segundaoagoama apresentado noi&iro 1.
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Encontro Data Conteudo
1 04/08 Tratamento da informacao
2 11/08 Trigonometria no triangulo retangu
3 18/08 Relac¢des Trigonométricas
4 2508 Ciclo Trigonométrico
5 01/09 Geometria Analitica
6 1509 Geometria Analitica
7 22/09 Circunferéncia
8 29/09 Andlise Combinatéria
9 20/10 Andlise Combinatoéria
10 Nao aplicadg Analise Combinatoria

Quadrol. Cronograma
Fonte: Acervo das autoras.

Neste trabalho encontrase os materiais produzidos: como planoawlea, relatorios e
atividades que foram executados As@mestre do projeto PROMAT. Os materiais produzidos
foram utilizados em aulas presenciais e disponibilizados aos alunos matriculados.

Neste periodo, cerca de 100 alunos foram selecionados pacéppaidio projeto, os
quais foram divididos em quatro salas. Os estudantes participantes do projeto sao oriundos de
Cascavel e de cidades proximas cAmés Barras do Parana, Capit@dnidasMarques Santa
Lucia, Vera Cruz do Oeste, entre outras

Aos estgiarios coube preparar aulas, materiais didaticos e selecionar situacdes
problemas para facilitar o enshaprendizagem de forma significativa nos contetdos
trabalhados, bem como confeccionar relatérios de todas as aulas executadas no PROMAT.

Participaramno desenvolvimento do PROMAT (2° semestre de 2018), cerca de 24
pessoas, entre elas os académicos estagiarios, seus professores orientadores e demai
participantes do projeto.

O projeto PROMAT ¢é dividido em dois semestres, sendo qué semestre foram
desenvolvidas e executadas aulas com contetudos do Ensino Fundamental, pelos académicos dc
30 ano do Curso de Licenciatura em Matematica. J& ser@estre foram ministradas aulas
com conteudos a Ensino Médio pelos alunos do dho do Curso de Licenciatuem
Matematica. Nosso grupo foi formado pelos seguintes estagiarios que atuavam como
professores: Ana Cristina Dellabetta Guerrero, Ana Maria Foss, Daniele Donel, e Viviane

Fatima Ribeiro, sob supervisdo da professora orientadora de estagio, Rosangetk Vill

Bibliografia:

ANTUNES, F. C. A.; LANGER, A. E. S. (Coord.). PROMAPrograma de Acesso e de
Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de Ensino em Universidades Publicas: um enfoque
a area de MatematiceProjeto de Ensina Cascavel: Unioeste/ CCETColegiado de
Matematica, 1° semestre de 2017. (Documento nao publicado).
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2.1 OPCAO TEORICA E METODOLOGICA

Refletindo sobre como ocorre o ensino da Matematica em sala de aula observamos que
apenas o modelo tradicional de ensino ndo supre as necessidades atuais, uma vez que hoje
contamos com grande avanco tecnolégico e mudancas socioculturais, exigindo deasa for
uma nova postura dos professores. Por isso, mediante o abandono da postura de um professol
detentor do conhecimento e de aulas meramente expositivas, construimos uma pratica
pedagogica na qual assumimos a funcédo de mediadoridecimento estando aal@do aluno
e auxiliandeo a construir os conceitos matematicos.

Também com vistas promover a Aprendizagem Significatigae segundo David
Ausubel et a(1980¢ apud MOREIRA, 201Dé aquela em que ideias expressas simbolicamente
interagem de maneiraubstantiva e nao arbitraria com aquilo que o aprendiz j4 sabe
desenvolvemos aulas mais dinamicas, baseadas em resolucdo de problemas e na utilizacao de
jogos para auxiliar na memorizacao de conceitos trabalhados. Na Aprendizagem Significativa
segundo Aagubel (1980)ps novos conhecimentos interagem com 0s conhecimentos prévios
relevantes existentes na estrutura cognitiva. Por isso ressaltamos a importancia de verificar
quais os conhecimentos prévios relevantes os alunos possuem, para que estes sirvam de
ancoragem para a aprendizagem do novo conceito.

Além da existéncia de conhecimentos prévios relevantes, as condi¢cdes necessarias para
a ocorréncia da Aprendizagem Significatisagundo Ausubel (198&30 a prélisposicao dos
alunos para a aprender e #izacao de materiais potencialmente significativos e de acordo com
a estrutura cognitiva dos alunos.

Para a elaboracdo de materiais potattiente significativos adotamos
predominantemente a opcado metodoldgica ErsiAarendizagem Avaliacdo através de
Resolucéo de Problemas segundo Onuckma&boradores do Grupo de Trabalho e Estudo em
Resolucdo de Problemas (GTERP) da UNES&gundo essa metodologia o ensino de um
topico matematico comeca com um problema gerador e 0s conceitos matematicos séo
construdos a partir das resolugbes dos problemas. Onuchic e Allevato (1999) sugerem um
roteiro didaticepedagodgico que inclui as seguintes etapesparacao e selecdo do Problema
Gerador; leitura individual do Problema pelos educandos; leitura em grupos \ssguedar

dificuldades na compreensao do mesmo; resoluc@ootiema; registro das solucdes na lousa,

L AUSUBEL, D. P.; NOVAK, J. D.; HANESIAN, H. et aPsicologia educacionalTraducdo para portugués
do original Educational psychology: a cognitive view. Rio de Janeiro: Interamericana, 1980, 625 p.
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oportunizando analisar as diferentes resoluc¢des; busca do consenso as resolugfes apresentada
optando pela mais adequada, e, por fim, a formalizacaondelcto matematico, realizada pelo
professor.

Quando trabalhamos com esta metodologia é de fundamental importancia que as
atividades sejam desenvolvidas em grupos, pois assim construimos um ambiente propicio ao
debate, a argumentacdo em defesa das id@as sabsidiar situacfes nas quais o trabalho nos
grupos é cooperativo. Segunds PCN de Matematica (BRASIL, 1998), a Resolucdo de
Problemas possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para
gerenciar as informagdes que estaosau alcance. Assim, os alunos terdo oportunidade de
ampliar seus conhecimentos acerca de conceitos e procedimentos mateméticos bem como
ampliar a visdo que tém dos problemas, da Matematica, do mundo em geral e desenvolver sua
autoconfianca.

Portanto a ulizacéo de Resolucdo de Problemas desenvolve a crenca que todos podem
construir 0os conceitos matematicos, além disso o professor pode utilizar de situagbes do
cotidiano dos alunos evidenciando assim, que a Matematica esta presente na realidade que nos
cerca. E dessa forma, contribui para que os conceitos aprendidos na escola sirvam para uma
boa tomada de decisao em situacdes diarias.

Ainda, com vistas a promover a Aprendizagem Significativa utilizamos em algumas
aulas jogos que envolviam os conceitos dla#sddos para auxiliar na memorizagdo e para
explorar de forma ludica a Matética. Conforme orientam os PCautilizacdo de jogos € um
recurso pedagoégico importante pois:

Os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois permitem que
estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade na elaboracéo
de estratégias de resolucdo e busca de solugBes. Propiciam a simulacédo de situacdes
problema que exigem solucdes vivas e imediatas, o que estimula o planejamento das
acOes; pssibilitam a construcéo de uma atitude positiva perante os erros, uma vez que
as situagbes sucedesa rapidamente e podem ser corrigidas de forma natural, no
decorrer da acéo, sem deixar marcas negativas. (BRASIL, 1998, p. 46).

Além disso, os jogos favazem o desenvolvimento do raciocinio l6gico, estabelece
relagbes sociais, motiva o aprendizado e de forma divertida podemos aprender e ensinar
matematica. Porém, durante o desenvolvimento de jogos é necessario a intervencado do
professor com o objetivo derdcionar e extrair destes 0s conceitos matematicos que se deseja

abordar, como ressalta Grando:

[...] alguns educadores acreditam que, pelo fato de o aluno ja se sentir estimulado
somente pela proposta de uma atividade com jogos e estar durante todn o jog

envolvido na acgéo, participando, jogando, isto garante a aprendizagem. E necessario
fazer mais do que simplesmente jogar um determinado jogo. O interesse esta garantido
pelo prazer que esta atividade ladica proporciona, entretanto é necessario @process
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de intervencéo pedagdgica a fim de que o jogo possa ser Util a aprendizagem [...].
(GRANDO, 2000, p.26).

Portantg a utilizacdo de jogogjesde que estabelecidos com um fim pedagdgico,
favorece o aprendizado de conceitos matematicos, acarreta nossahanessidade de tomada
de decifio, reflexdo, levantamento e s de hipGteses e em alguns casos favorece a
aprendizagem de conteddos matematicos cuja assimilacédo é mais dificil.

Acreditamos que desenvolvemos situacdes de aprendizagem e que produmimos
material potencialmente significativo, que oportunizou o resgate de conhecimentos prévios dos
alunos, contribuindo, assim, para a efetivacdo da Aprendizagem Significativa. E dessa forma
construimos uma pratica pedagodgica cuja metodologia se diferenti@ddtional e coloca o

aluno como foco na construcéo da aprendizagem.
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2.2 MODULO 1 i TRATAMENTO DA INFORMACAO

2.2.1 Plano deaula do dia04/082018

PLANO DE AULA - 1=ENCONTRO
1. Publico-Alvo:

Alunos do Ze Eano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino e alunos dos anos

iniciais de graduacao, inscritos no projeto.
2. Tempo de execugao:

Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1. Objetivo Geral:

Aplicar corretamente os métodos de resolucdo de tratamento da informacédo para
resolver problemas que os envolvem.

3.2. Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com tratamentoidéormacéao, objetivase que o aluno seja capaz de:
1 Identificar as informacgdes apresentadas por meio da leitura do titulo do grafico;
1 Identificar escalas ou unidades de medidas (expressa nos eixos);
1 Compreender a linguagem pictérica utilizada no grafiesenhos, cores, ilustracdes
(elementos constituintes da informacéo transmitida);
1 Analisar informacgfes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construcao
de argumentos;
71 Interpretar informacdes de natureza cientifica e social obtidas da Btypa@ficos e
tabelas.
4. Conteudo:
Tratamento da informacao.
5. Recursos Didaticos:

Material do aluno, barbante, folhas de sulfite, réguas, aparelho retroprojetor, quadro e

giz.
6. Encaminhamento:
Dinamica de apresentacdo: A teia da amizade

O unico naterial necessario para a realizacdo dessa dinamica é um rolo de barbante,
além de todos os estudantes posicionados em um grande circulo. Para dar inicio a dinamica,
uma das professoras pegara a ponta do barbante e a amarara em seu dedo indicador.
Apresenandaese ao grupo, dizendo seu nome, formacgéo e alguma coisa sobre sua vida pessoal
que pode ser utmobby comida preferida ou qualquer outra coisa.

Em seguida, jogara o rolo de barbante para qualquer outro participante e o incentivara
a também amarrar corddo em seu dedo e fazer uma apresentacéo pessoal. Em seguida, ele
devera jogar o rolo para outra pessoa, que devera fazer o mesmo.

Apés todos terem realizado as apresentacoes, tera se formado uma teia com o barbante.
Solicitaremos para que todos obsenve emaranhado de conexdes formadas e, em seguida,
para que a ultima pessoa a se apresentar desenrole o barbante de seu dedo e devolva o rolo pal
guem jogou o barbante pra ele na primeira etapa da dindmica, repetindo o nome dessa pessoa ¢
sua apresentacao

2 Disponivel em: <https://www.ibccoaching.com.br/portal/entemdiancionamenteda-dinamicadateia-e-
comoaplicala/>. Acesso em: 09 jul. 2018.
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O objetivo dessa dindmica, além de apresentar as pessoas umas para as outras, é
promover a interacao entre os participantes e melhorar a comunicagao interna de modo a gerar
trabalho em equipe e trazendo resultados ainda melhores para o andaments.das aula

Observagoes:

As seguintes atividades serdo trabalhadas com os alunos de modo individual,
resolvendeas cada um em seu material. As producdes escritas dos estudantes, serdo recolhidas
para compor a monografia de uma das estagiarias. professaas acompnhardo as
discussbes entre os alunos e conforme forem concluindo, serédo feitas as socializacbes das
resolucdes e formalizacdo no quadro

Para as socializacdes, os graficos e/ou tabelas serdo projetados com auxilio de um
aparelho multimidia.

Trabalharemos uma atividade, para a qual, levantaremos dados referentes a idade e
sexo dos alunos da turma. Assim, passaremos uma lista para que todos os estudantes
preencham.

Os seguintes conceitos serdo abordados oralmente com os estudantes, buscaremos
ouvilos quanto ao que ja conhecem desse tema.

Descri¢do do contetido

A Estatistica € um conjunto de técnicas e métodos de pesquisa que abrange, entre outros
temas: planejamento de experimentos, coleta de dados, representacdo de dados por meio de
tabela e gréficos, andlise de dados, previsdes e tomada de decisdes com base na analise de
dados.

A um conjunto de pessoas, objetos, ou ocorréncias a respeito do qual desejamos obter
informagdes damos 0 nome plepulacao.

Quando o universo estatistico € muigsto ou quando néo é possivel coletar dados de
todos os elementos desse universo, sele@enam subconjunto dele, chamauostra, no
qual os dados para pesquisa sdo coletados. Para a Estatistica ser, de fato, representativa, tém c
ser adotados algunsitérios de imparcialidade na escolha da amostra.

A andlise dos dados é facilitada pela organizacdo dos dados em uma tabela ou em um
gréfico. Para isso, os dados podem ser separadossses.

A assimilacao das informacdes geradas pelos dados de expgesm@emais facil quando
as mesmas estao dispostas em tabelas tabeta é um arranjo sisteméatico de dados dispostos
em linhas e colunas para fins de comparacao. A apresentacdo em formas de tabela deve expor
os dados de modo facil e que deixe a leitura méida.

Atividades:
Questaol*:

(Questdo adaptada/Ene2fill) A participacdo dos estudantes na Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) aumenta a cada ano. A tabela indica o percentual
de medalhistas de ouro, por regido, nas ediga@g3BMEP de 2005 a 2009:

3 Baseamenos emPAIVA (2009, 2013) RIBEIRO (2010) SOUZA (2013)e MORI e ONAGA (2005)
4 Disponivel em: <http://educacao.globo.com/provas/e@éfd /questoes/154.html>. Acesso em: 31 jul. 2018.
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Regido 2005 2006 2007 2008 2009
Norte 2% 2% 1% 2% 1%
Nordeste 18% 19% 21% 15% 19%
Centreoeste 5% 6% 7% 8% 9%
Sudeste 55% 61% 58% 66% 60%
Sul 21% 12% 13% 9% 11%

Tabelal. Percentual de medalhistads ouro, por regido, nas edicbes da OBMEP de 2005 a 2009
Fonte: Reproducéo/Enem.

Em relacéo as edicfes de 2005 a 2009 da OBMEP, qual o percentual médio de medalhistas de
ouro da regido Nordeste?

ResolucdoA tabela nos fornece o percentual de medalhista de ouros em cada umas das cinco
regides brasileiras. O problema faz referéncia ao percentual de medalhistas da regido Nordeste
do Brasil entdo vamos focar apenas na terceira linha da Tabela.

Para descobrir percentual médio de medalhista de ouro de 2005 a 2009 da OBMEP referente
a regido Nordeste € necessario somar os percentuais dessa regido em cada ano e dividir pelos !
anos.

Nordeste Y 18%, 19 %, 21 %, 15% e

PYUPWCP PL PW .
5 p ir8

Portanto, percentual rdi®: 18,4%.

Formalizacao:

A média aritmética simplesdosn nimerosi foo oo 8 b |, indicada pouf é dada
por:  _
. 0w 0o o E o
el :
\_ J

A média aritmética ponderada dos n nimeros & fw o B fi, com pesos
n M M B M, respectivamente, é o nUmeitdal que:

o on o o E on

“TH A o Eq
\_ J
Atividade 1°:

Perguntaremos aos estudantes qual a sua idade (no comeco da aula) e elaboraremos um
gréafico (enquanto os estudantes resolvem as questies) que fornece informacgdes sobre a

idade dos alunos da turma e a quantidade de meninos e de meninas correspondentes a cada
idade.

O grafico sera obtido por meio de um programa de computador e projetado posteriormente
para visualizacdo, com uso de apé@multimidia.

5 A atividade é uma adaptacdo de VARGAS e BISOGNIN (2014).
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B Meninas
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B Meninas

Ouantidade de Alunos
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13 anos 14 anos 15 anos 16 anos 17 anos

Idade dos alunos

Figural. Grafico ficticio representativo da quantidade de alunos correspondente a cada idade
Fonte: VARGAS; BISOGNIN (2014).

Analise o gréfico e responda as seguintes questdes:

a) Qual é a idade que mais apafece

O objetivo € que os estudantes concluam que € a idade que teve maior frequéncia no grafico.
b) Quantos alunos tém esta idade?

Os estudantes devem verificar o nimero de alunos correspondente a coluna observada no item
Afa) 0, que descrmaorfrequéntiad ade que teve

c) Qual a porcentagem de alunos com 17 anos ou mais?

O objetivo é que os estudantes, através do grafico, obtenham quantos sdo os alunos com 17
anos ou mais e expressem em porcentagem a relagao com o total.

d) Qual é a idade média dos alsrda turma?

O objetivo é que os estudantes somem todas as idades e dividam pelo total de alunos que
participaram da pesquisa.

e) Quantos alunos possuem idade abaixo da média?

Esperase que os estudantes contabilizem o nimero de alunos com idade mgu®adoédia
obtida no item fAd)o.

f) Ao formar uma fila com os alunos por idade, do mais novo ao mais velho, qual € a idade que
divide essa fila ao meio?

Podese obter que dois estudantes ficam fiao me
0 conceitode mediana.

g) Se cinco alunos da turma, todos com 17 anos sao transferidos para outra turma, o que
acontecera com os valores da média, moda e mediana? Justifique a sua resposta

Os valores séo alterados, exigindo novos calculos. A justificacdo fica a dargstudante.

Formalizacgéo:
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4 )
Em uma amostra cujas frequéncias dos elemedtoséo todas iguais, charsamodae

se indica poMo todo elemento de maior frequéncia.
\. J

/ Considerandm niimeros fro foo F8 oo , dispostos organizadamente podem de\
valor:
1 Sendon impar, chamasemediana indicada poMd, o termo central da

listagem, isto é, o termo com™Q —.

1 Sendon par, chamaemediana(Md) a média aritméticantre os termos
centrais dessa listagem, isto é, a média aritmética estiermoso ew com

Q -

o %

O gréfico de barrasapresenta dados categorizados em barras retangulares nos q

retangulos correspondentes a cada categoria é proporcional ao nimero de obse

na respectiva categoria. O grafico de barras € utilizado para realizar comparacde

as categorias demavariavel qualitativa ou quantitativa discret&ste grafico pode se
utilizado na vertical ou horizontal.

- J

Questaon2s:
(Questéo adaptada/EneQﬁO?)Uma das prinCipaiS oc Temperatura do pescado nas peixarias
causas da degradacdo de peixes frescos |15 140

contaminacdo por bactérias. @afico apresenta
resultados de um estudo acerca da temperatur

13,2
10.5
8,9
peixes frescos vendidos em cinco peixarias. O ic|
€ que esses peixes sejam vendidos com tempera| , ba
entre 2°C e 4°C. Selecionarsl® aleatoriamente um ._
| 1} 1] I\ v

das cinco peixarias pesquisadasla probabilidade

de ela vender peixes frescos na condigéo ideal?  Associasdo Brasiera de Defesa do Consumidor (com adaptagdes).
Figura2. Grafico de barras para a temperat

do pescado nas peixarias

ResolucaoO grafico de barras mostra que, das cir Fonte: Reproducao/Enem.

=
)

[{=]

peixarias (I, Il, lll, IV e V), apenas uma (peixaria V) vende peixes com temperaturas entre 2°C

e 4°C (2,3°C, para ser mais preciso).

Dessa forma, a probabilidade de uma das cinco peixarias pesquisadas veeddrgssias na
condicdo ideal é: P =

Questao3”:

6 Disponivel em: <http://professorwaltertadeu.mat.br/exerciciosEM2014.htnficesso em: 31 jul. 2018.

" Disponivel em: < http://educaterra.terra.com.br/educacao/enem/2002_questao25.htm>. Acesso em: 21 jun.

2018.
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(Questao adaptada/Ene2i02) Em

reportagem sobre crescimento da populat
brasileira, uma revista de divulgacé
cientifica publicou tabela com a participagi
relativa de grupos etarios na populag
brasileira, no periodo de 1970 a 20!
(projecéo), em trés faixas de idade: abaixo |

69,7

15 anos; entre 15 e 65 anos; e acima de 2050
anos. O Populagio abaixo de 15 anos
) 5 . Populagio entre 15 e 65 anos
Que interpretacdes podemos ter a partir ( ® Populagio acima de 65 anos
dados apresentados pela revista? Figura3. Gréfico de barras agrupadas para o crescin
da populacéo brasileira
ResolugdoA partir do gréafico, percebse Fonte:Reprodug&o/Enem.

que esta ocorrendo o envelhecimento da populacdo brasileira dos anos de 1970 a projecdo de
2050. Também, notse que gpopulacdo mais jovem esta diminuindo em percentual.

Formalizagao:

Um gréfico de barras agrupadoé utilizado quando se tem varios agrupamengss e
quercomparar os valores dentro de um agrupamento secundario, mas néo os tc

Questdo 4:

(Questacadaptada/Enerd012) O grafico fornece os valores das acdes da empresa XPN, no
periodo das 10 as 17 horas, num dia em que elas oscilaram acentuadamente em curtos intervalos
de tempo.

Valor da Agao (em reais)
A

460

380
330
280

200
150

100

1 l | I
1 ! I I
10 M 12 13 14 15 16 17

s Tempo (em horas)

Figura4. Grafico do valor da acdo em fungaotdmpo
Fonte: Reproducao/Enem.

Neste dia, cinco investidores compraram e venderam o mesmo volume de ac¢des, porém em
horarios diferentes, de acordo com a seguinte tabela.

8 Disponivel em: <http://soumaisenem.conmimtematica/comestudaimatematiceparaoc-enem/eneranalise
daprova2012estatisticae>. Acesso em: 21 jun. 2018.
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Investidor Hora da Hora da venda
compra
1 10:00 15:00
2 10:00 17:00
3 13:00 15:00
4 15:00 16:00
5 16:00 17:00

Tabela2. Horéarios de compra e venda das ac@es pelos investidores
Fonte: Reproducéo/Enem.

Com relacdo ao capital adquirido na compra e venda das ac¢des, qual investidor fez o melhor
negocio?

ResolucdoCalculase o ganho por acdo de cada investidor através da diferenca entre o valor
da venda e o da compra. Os valores de compra e venda sao retirados do grafico de acordo com
a hora em que foram efetuados. Aquele cujo valor for maior é o que fez o melhcipneama

vez que todos venderam a mesma quantidade de acdes.

Investidor 1: 463G 150 = 310.

Investidor 2: 204G 150 = 50.

Investidor 3: 463G 380 = 80.

Investidor 4: 100 460 =-360 (prejuizo de R$ 360,00).
Investidor 5: 206100 = 100.

O maior valor é B0 reais, obtido pelo investidor 1.

Formalizacao:

Osgréaficos de linhasconectam pontos de dados individuais em uma exibicao. El
fornecem uma forma simples de visualizar uma sequéneialaies, sendo Uteis quanc
se quer vetendéncias ao longo derhpo ou para prever valores futuros.

Questaos®:

(Questdo adaptada/Ene2fi17) Estimativas do IBGE para a safra nacional de cereais,
leguminosas e oleaginosas, em 2012, apontavam uma participacdo por regido conforme
indicado no grafico.
As estimativasndicavam que as duas regides maiores produtoras produziriam
juntas um total de 119,9 milhdes de toneladas dessas culturas, em 2012.

Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 3 jul. 2012.

De acordo com esses dados. Qual seria o valor mais préximo dsggwpem milhdo de
tonelada, de cereais, leguminosas e oleaginosas, em 2012, na Regido Sudeste do pais?

9 Disponivel em: < https://descomplica.com.br/gabagitem/questoes/20ikgundaaplicacao/segundo
dia/estimativasbge-parasafranacionaide-cereaiseguminosas-oleaginosagm2012apontavam/>.  Acesso
em: 31 jul. 2018.
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Sudeste
11,4%

Nordeste
10,4%

Morte:
2.7%

Centro=Oeste
38,3%

Figurab. Producéo, em %, de cereais, leguminosas e oleagimasaggides do pais
Fonte: Reproducdo/Enem.

Resolucao: Sejao total da safra nacional de cereais, leguminosas e oleaginosas em 2012
(0,383 +0,372) x=119,9

x=158,8.

A resposta sera:

0,114 158,8 = 18,1.

Formalizacgéo:

[O

~

gréafico de setorestambém conhecido como grafico de pizza ou gréfico circular ¢
diagrama circular onde os valores de cada categoria estatistica representada
proporcionais as respectivas frequéncias. Este grafico pode vir acompanhado
porcentagens. E utilizagwincipalmentepara dadogualitativos nominaisPara

construir um gréfico tipo pizza é necessario determinar o angulo dos setores circ

correspondentes a contribuicdo percentual de cada valor no total.

o

Questao6to: A .

(Questéo adaptada/Enezfi07)O grafico, obtido a
partir de dados do Ministério do Meio Ambient
mostra o crescimento do numero de espécies
fauna brasileira ameacgadas de extincao.

Determine 0 numero de espécies ameacadas
extincdo em 2011, se mantjgeelos proximos anos
a tendéncia de crescimento mostrada no grafico.

-y

o

="
1

[

Lad

w
1
1
[l
1

Resolucad.: De acordo com o grafico, 0 numero (
espécies ameacadas de extingao cresce linearm
Entre 1983 e 2007, em intervalos de quatro ar

ndmara de espécies amaacadas de exiingio

—
19E3 1987 1991 1985 1069 2003 2007 ano

Figura6. Grafico para o numero de espEc
ameacadas de extin¢céo
Fonte: Reproducao/Enem.

10 Disponivel em: <http://professorwaltertadeu.mat.br/exerciciosEM2014.htnficesso em: 31 jul. 2018.
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houve seis aumentos iguais e cada um ferde— 0 X

Portanto em 2011, mantendo essa tendéncia de crescimedtogmrde espécies ameacadas
de extin¢do seré igual a 461+37=498.

Resoluca@®: O gréfico nos mostra uma reta entre 1983 e 2007. Portanto, podemos determinar
a funcéo afim (polinomial de 1° grau) que descreve o numero de espécies ameacadas de extingac
em furgcdo do ano.

Vamos fazer com que(t) = at + b seja o nUmero de espécies ameacadas de extingdo. Assim:

Y no ano o=deN{tP=839. Y

Y no ano ©=4eN@)6 F61.Y
Temos os pontos (0; 239) e (24; 461) que vamos substituir na fN(iBao

(0; 2a8B®Hb=Y 2 319=239.
(24, 4@Y) +Y 239 &= L22R=995214

Logo, temos da funcéo afid(t) = 9,25 + 239.
Assim sendo, no ano de 2011, terhe28. Substituindo erN(t), obtemos:
N(t) = 9,25 28 + 239 = 498.

Podemos concluirue o numero de espécies ameacadas de extincdo em funcdo em 2011 sera
igual a 498.

Questao

(Questdo adaptada/Ene2fll) A tabela compara o consumo mensal, em kWh, dos
consumidores residenciais e dos de baixa renda, antes e depois da reducdo danarifgade
no estado de Pernambuco.

11 Disponivel em: <https://descomplica.com.br/gabagitem/questa#2011/segunddia/tabelacomparao-
consumemensalemkwh-dosconsumidoresesidenciaiss-dosde-baixarenda/>. Acesso em: 31 jul. 2018.
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Como fica a tarifa

Residencial

Consumo Mensal (kWh) | Antes | Depois ;| Economia
3, | RET104 _ i _ R&6475 ,_ __RS629
L R§9387 __i___R§8556_ . __R$5.32
380 _______________1 RS17T180 . R§16186 . _ R§1574_
500 , R§25372 | R$231,24 | R$2248
Baixa renda

Consumo Mensal (kWh) Antes | Depois ; Economia

I |

S S RE380 _, _R335 | RS0AS
65 ¢ RENASI | R§I004 | R$149
a __RS1484 | R§1290 ; RS194
w RE1931 , _RS1673 , = R§258
14 RS 32,72 R328,20 R34 .53

Tabela3. Consumo mensal, em kWh, dos consumidores residenciais e dos de baixa renda
Fonte: Reproducéo/Enem.

Considere dois consumidores: um que € de baixa renda e gastou 100 kWh e outro do tipo
residencial que gastou 185 kWh. Qual a diferenca entre o gasto desses consumidores com 1
kWh, depois da reducéo da tarifa de energia?

ResolucdoAnalisando a tabela percebemos que a tarifa em Reais depois da reducdo de um
consumidor de baixa renda é de B873 para um consumo de 100 kW

_h 0,1673 para cada khv

Analogamente, a tarifa em Reais depois da redu¢édo de um consumidor do tipo residencial € de
R$ 85,56 para um consumo de 185 kwh

"= 0,4624 para cada Kwh.

Portanto, a diferenca é 0,46R20,1672 = 0,2952 (aproximadamente R$ 0,29).
Questao 8%

(Questdo adaptada/Ene2B03) Prevenindese contra o periodo anual de seca, um agricultor
pretende construir um reservatério fechado, que acumule toda a 4gua proveniente da chuva que
cair no telhadale sua casa, ao longo de um periodo anual chuvoso.

As ilustracBes a seguir apresentam as dimensdes da casa, a quantidade média mensal de chuv
na regido, em milimetros, e a forma do reservatoério a ser construido.

12 Disponivel em: < http://matematica.com.br/files/2/Ener@003 - _resolvida.pdf>. Acesso em: 21 jun. 2018.
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Figura7. Dimensdes da casa, quantidade média mensal de chuva na regido, e a forma do reservatorio a ser
construido
Fonte: Reproducéo/Enem.

Sabendo que 100 milimetros de chuva equivalem ao acamulo de 100 litros de agua em uma
superficie plana horizontal de um mefuadrado, quanto devera medir a profundida&gleld
reservatorio?

Resolucao: Através do grafico, podemos determinar o total anual de chuva, em mm. Para isso,
somamos as quantidades de chuva em cada més, ou seja:

100 (jan) + 100 (fev) + 300 (mar) + 100 (ab 50 (mai) + 50 (dez) = 700 mm.

Para cada 100 mm de chuva temos 100 litros de agua numa superficie plana de um metro
quadrado. Logo, com 700 mm de chuva temos 700 litros de agua a cada metro quadrado da
superficie.

O telhado da casa que coleta a chtemn, a forma de um retangulo de 8 m por 10 m. Assim, a
area do telhado é:

0 =b h=810=80m=2

Como sao 700 litros para cada metro quadrado, o volume total de agua que sera coletado pelo
telhado é igual a:

V =700 80 = 5@®00 litros.
Cada metro cubicde agua corsponde a 1000 litros. Logo, S@Dlitros = 56 m3.

Portanto, 56 m3 € o volume minimo do reservatério. Como o reservatério € um paralelepipedo
retangulo, o volume pode ser calculado pelo produto das 3 dimensdes, ou seja) ¢.= a
Como conheceos o0 volume de duas de suas dimensdes (4 m e 2 m), podemos calcular a
profundidade) que representa a terceira dimenséao procurada. Assim sendo, temos:

L TCNO v U ©° R  xmetros.
7. Avaliagéo:

A avaliacdo dos estudantes se desenvolvera norréecdas aulas por meio da
observacao direta dos alunos no desenvolvimento das atividades e dos varios instrumentos de
avaliacao utilizados, tais como, a participacdo durante a resolucao dos problemas por meio das
respostas orais, a socializacdo dos gsupoapresentacdo na lousa e os registros e analises
individuais nas folhas.
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2.2.1.1 Relatério

RELATORIO DA APLICACAO DA AULA SOBRETRATAMENTO DA INFORMACAO

No dia quatro de agosto de 2Ql@uniramse nas dependéncias da Universiad
Estadual doOeste do Parana, nés estaggmaos alunos inscritos mrojeto de ensine
PROMAT, para o desenvolvimento goimeiro encontro, do segundo semesti@,mesmo
Nesse dia, estiveram presentes 13 estudantes, sendo a maioria, meninas.

Inicialmente, agradecemos a presenca dos alunos que acreditam neste projeto e, por isso,
se inscreveram para participBara apresentacao e também entrosamento da teatizamos
adindmicaiTeiad a Ami zadeo. Nesta, o0s i debargantapatae s ¢
qualquer pessoa pedindo que ela se apresengegssm, formamos uma teia, como nrasa
imagem abaixo (ver Figurg.8

Figura8. DinAmica Teia da amizade
Fonte: Acervo das autoras.

No momento da conclusdo damamica no qual osntegrantesleveriam apresentar o
colega que Ihe entregou o barbante, haumenomento de descontracas. €studantes tiveram
dificuldade para lembrar as informacdes citad@as tentavam responder com palpites, muitas
vezes confundindoamn a apresentacdo de outros colegas. Durante a realizacdo da dinamica
chegaram duas alunasna conseguiu participar da atividade mas a mitopdde ser incluida
na teia, pois esti@ estava na reta findkssa aluna aguardaié o finalda atividadepara se
apresentar a turma

Apbs essa atividade inicials estudantes sentar&® em seus lugares e, entédo, fizemos
uma breve fala sobre alguns conceitos estatisticos, sendo que os estudantes demonstraram um.
boa compreensdo dos mesmos. Enquanto issmjlasra entre os estudantes uma lista que
continha seus nomes e deveria ser preenchida com suas respectivas idades.

Conversamos sobre o funcionamento da aula, explicando que as ati\seades
trabalhadasle modadndividual. Cada estudante deveria reselws em uma folha sulfite, pois,
as producdes escritas seriam recolhidas para compoonografia de uma das estagiarias.
Deixamos claro que ndo poderiamos awtdg@quanto as questdes resolvidas durante a aula,
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mas que acompanhariamos 0 que estavaosprutiuzido por eles e, a medida que fossem
concluindo,seriamfeitas as socializagdes das resolucdes e formalizagdo no quadro

A primeira questdo demandava conhecimentos de média aritmética simples e, em geral,
os estudantes ndo tiveram dificuldade erolwésla. Para a explanag¢ao no quadro, um aluno se
propds a resolver, desenvolveu os calculos e explicou para os aaegagrocedeu (conforme
Figura 9.

Figura9. Aluno resolvendo a Questdo 1 no quadro
Fonte: Acervo das autoras

Enquanto os estudantes resolviam a primeira questdo, elaboramos um grafico
representando os dados coletados referentes a idade dos alunos da turma, por meio de um
programa de computador. Este foi projetado com auxilio de um aparelho multimidia eautilizad
para o desenvolvimento da atividade um. Nesta os alunos inicialmententoy@eacopiar este
gréfico (ver kgura 10) em um espaco do material do aluno, destinado para tal. Para esta
atividade, em que as producdes escritas nao foram recolhidas, comsacanestudantes que
poderiam recorrer a nds para sanar possiveis davidas.

Quantidade de alunos correspondente a cada idade

3
2 I I
0 I I

14 anos 15 anos 16 anos 17 anos 18 anos 19 anos 20 anos 21 anos 22 anos

Quantidade de alunos

m alunas

Idade
Figural0. Gréfico representativo da quantidade de alunos correspondente a cada idade
Fonte: Acervo das autoras.
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Para os dois primeiros itens, dtetavam da idade que tinha maior frequéncia no grafico

e quantos estudantes tinham essa idade, ndo houveram problemas de interpretacéo e
desenvolvimento da resolucéo. Para os demais itens, boa parte da turma solicitou nosso auxilio,
mas, na maioria das xes, era apenas para confirmar se eles estavam realmente certos no que
estavam fazendo. Alguns alunos permaneceram um pouco timidos em expor suas respostas e/oL
sanar suas duvidas, notamos que todos permaneciam bem atentos as resolugdes feitas Nnc
quadro. Bses momentos foram muito ricos para as aulas, pois 0s estudantes se propunham a
expor suas resolu¢des no quadro e/ou extaisdralmerd aos seus colegas (ver Figura. 11

Figurall Aluna resolvendo o item "c" da atividade uro,quadro
Fonte: Acervo das autoras.

O item fAigd desta atividade necessitou de
alunos presentes nest a cmaolalanps da torma, todo® cora h7u n ¢ |
anos sao transferidgmraoutra turma, ayue acontecera com os valores da média, moda e
mediana? Justifique a sua resposta, sendo que havia apenas t|
modi ficamos o enunciado de forma que, onde
alunoso. E s soe traasjoncs.tNa resokigéio dgssea item, um estudante comentou
gue somente o valor correspondente a moda nédo sofreu alteragéo, os demais sim. Entéo fizemos
as interpretacoes e calculos para se obter os novos valores da média e da mediana.

Buscamos semprepeoveitar as questdes e os graficos para melhor fazer entender as
formalizacbes.Restando pouco tempo para o intervalogagninhamos auestao doislo
material do alunpvisto que o tempo era suficiente para a realizagcédo de tal resolucéo. Esta
deveria tesua resolucéo entregue. Os estudantes concluiram e fomos ao intervalo. Destacamos
aos alunos que o horario de retorno do intervalo era as dez horas. Dado o horério, restando
chegar a sala apenas dois alunos, que chegaram logo apds, iniciamos a comeedtida
Esta questao tratava da temperatura dos pescados nas peixarias, na qual € dada uma temperatu
dita como ideal e a temperatura real que o pescado é vendido em cinco peixarias distintas. Estes
dados estdo representados em um grafico e os estudengggam constatar, pela analise do
gréfico dado, que apenas uma das cinco peixarias oferece peixes na temperatura adequada. Istc
corresponde a uma probabilidadie 1/520% de selecionase, dentre as peixarias, uma que
cumpra os requisitofdNlotamos quelguns estudantes buscaram estabelecer relacbes entre os
valores dados no gréfico (referentes as temperaturas do pescado para cada peixaria), fizeram
contas com estes, ndo chegando a um resultado condizente.
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Para a questdo trés, logo apés os estudante® lerenunciado e visualizarem

rapidamente o graficoper gunt ar am: Atem que fazer con:
Dissemos que sim, que eles deveriam escrever todas as interpretacdes que tiveram deste gréafico
e conclu?zram: Afent «xo o”®0 PNoéeaimps deecost &S

acostumados com questbes assim e, com toda certeza, se ndo houvessem esses
questionamentos, algum aluno esbocaria célculos. A socializacdo das interpretacdes foi bem
proveitosa, os estudantes compartilharam oraknermjue compreenderam, fazendo inclusive
considera¢fes quanto a aposentadoria, economia do pais, expectativa de vida, etc.

A questdo quatrtinha por objetivo que os alunos realizassem o célculo da diferenca
entre o valor da venda e o da compra de ag¢odes, realizado por cinco investidores. Deveriam obter
0 ganho (ou prejuizo) por acéo, de cada investidor, tendo como melhor negdcio o redlizado pe
investidor que obteve maior lucro. Os estudami&s tiveram problemas em resolver essa
guestao, inclusive uma resolucdo muito frequente entre eles uskzapenas da interpretacao
do grafico, de acordo com os dados da tabela, para se obter aimvgsé teve maior lucro.

Na resolucdo da questdo cinco por parte dos alunos, observamos que muitos néo
extrairam dados corretos do problema para desenvolver a resolugdo, ou entdo, acabavam
errando contas ja que ndo podiam utilizar calculadoras. Espegay@e & estudantes
interpretassem as informacde® grafico e do enunciado, extraindo os dados para o
desenvolvimento da resolucaésta questdo demandou maior tempo para resolucdo devido a
necessidade de mais calculos. Os discentes participaram atentoscdo da questao, ja que a
maioria dos estudantes ndo conseguiu deseralvé

A questédo seguinte gerou diferentes resultados. Em geral, os alunos identijicaram
crescimento do numero despécies ameacadas segue um padrdo linear. Porém, muitos
chegaram em resultados errdneos por terem realizado os célculos com base no nimero de barra:
do gréfico (valores correspondentes aos anos) e ndo com os intervalos, que seria o correto. Dai,
poderse-ia obter o niumero despécis acrescidas em cada quatrms e assim utilizar esta
informacé&o para extrapolar e obter o valor correspondente para o ano desejado. Com a resolucéo
feita no quadro, os estudantes compreenderam bem comesdéxgroceder.

A partir de entdo, chegando ao término da aula, algundasges comecaram a deixar
a sala gradativamente, pois muitos dependem de transporte coletivo para voltarem as suas
cidades. Entdo, encaminhamos as questdes restantes (sete e 0ito) para que os estudantes fosse
respondend@s e entregandas. Estas ndo fam corrigidas nesta aula, pela falta de tempo.
Solicitamos que os alunos tragam, para as préximas aulas, régua, compasso e transferidor, pare
serem utilizados pelos mesmos.

Notamos que pjetaros graficos @abela foi necessari@ também muito proveitos
as resolugdes puderam ser realizadas mais rapidamente e de um modo mais claro para o aluno
Acreditamos que conseguimos alcangar Nnossos objetivos e expectativas para esta aula. Tivemos
uma primeira impressao muito boa da turma, os estudantes de jpaipseham a realizar o
proposto e nao tivemos problemas com indisciplina. Outro fato positivo é que eles se
entrosaram bem, inclusive ficaram a vontade para socializar suas resolucdes a frente da turma.
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2.3 MODULO 2 i TRIGONOMETRIA
2.3.1 Plano de aula do dial1/08/2018

PLANO DE AULA - 2ZENCONTRO
1. Pdblico-Alvo:
Alunos do Ze 3Eano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino e alunos dos anos
iniciais de graduacao, inscritos no projeto.
2. Tempo de execucdao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1 Objetivo Geral:
Levar os alunos a identificar as relagBes trigonométricas seno, cosseno e tangente no
triangulo retangulo.
3.20bjetivos Especificos:
Ao se trabalhar com trigonometria no triangulo retangulo, objstvgue o aluno seja
capaz de:
1 Identificar as razfes trigonométricas no triangulo retangulo;
1 Aplicar as razfes trigonométricas na resolucdo dos problemas contextualizados;
1 Relacionar conceitos de trigopnometria a vida cotidiana, contribuindo no
desenvolvimento do raciocinio;
1 Identificar agprincipais relacdes trigopnométricas no triangulo retangulo.
4. Conteudo:
Trigonometria no triangulo retangulo.
5. Recursos Didaticos:
Quadro, giz, material do aluno, calculadora e régua.
6. Encaminhamento metodologico:

Atividade 1:

As razfes trigopnométricasseno, cosseno e tangente.
Organizaremos as carteiras de modo que os estudantes, conforme forem chegando, se reinam
em grupos de quatro pessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem no
desenvolvimento da atividade. Em segumtaporemos a seguinte tarefa, destinaremos alguns
minutos para que eles resolvam o problema.

Problema 113 A figura 12 mostra um copo de 8 cm de altura contendo um canudo que faz um
angulo de 60° com o fundo do copo. Calcule o comprimento aproximadaedasse sabendo
gue 6 cm dele estao fora do copo.

130s problemas 1, 2 e 3 séo adaptacées de Silva (2018)
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Figural2. Copol contendo um canudo
Fonte: Reproducéo Silva (2018).

Os alunos serao questionados sobre o0 que cada grupo pensou para resolver o problema.

T
T
T

T
T
T
T

M

O que vocés propdem parasolver o problema?
Que método vocés utilizaram?

Conseguiram estabelecer alguma relacéo entre as informacdes dadas no problema
e a incognita?

Conseguimos resolver esse problema utilizando algum contetdo ja estudado?
Conseguiram identificar alguma figugeométrica?

Um triangulo?

Conseguimos aplicar o teorema de Pitdgoras?

N&ao? Por qué?

Depois se fara a representacdo (no quadro) do triangulo que pode ser representado no
copo, com a ajuda dos alunos, para que eles digam que tipo de triangulo foi repilesenta
como se chamam e quanto medem cada um de seus lados, obtendo o triangulo deBFigura
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Cateto oposto
8 cm

Cateto adjacente

Figural3. Representacao triangulo que pode ser imaginado no copo 1
Fonte: Acervo das autoras.

Em seguida explicaremos aos alunos @yenas sabendo a medida do angulo entre o
copo e o canudo e a altura do copo conseguimos saber qual a medida do comprimento da parte
do canudo que esta dentro do copo, pois fesmam triangulo retangulo. Porém, saliersa
que ndo conseguiremos usar orema de Pitagoras, ja que ndo conhecemos as medidas da
hipotenusa e do cateto adjacente. Assim, adicionaremos algumas suposi¢cdes ao problema que
fardo com que os alunos percebam a razao trigonométrica seno.

Aumentandese a altura do copo para 10 cm e dé&metro de forma proporcional,
sabendese que 11,54 cm do canudo estdo dentro do copo, podemos afirmar que continua sendo
60° o angulo que o canudinho faz com o copo. Em seguida auseesmttura do copo para 12
cm e seu diametro de forma proporciosabendese que 13,85 cm do canudo estéo dentro do
copo e que continua sendo 60° o angulo que o canudinho faz com o copo. E agora, podemos
descobrir quanto mede o canudo?

Com essas suposicfedtemos os seguirgdriangulos, representados négkra 14:

&

12 cm

Tridngula 1=ABC
Tridngulo 2= ADE
Trigngulo 3= AFG

Figural4. Triangulos Semelhantes
Fonte: Acervo das autoras.

Temse que os triangulos sdo semelhantes. Explicaremos que dois triangulos séo
semelhantes se, e somente se, possuem angulos ordenadamente congruentes e os lado:
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homologs (correspondentes) proporcionais. E neste caso os triangulos sdo semelhantes pelo
caso AA (angukiéngulo). Assim, a razao entre a medida de seus lados correspondentes sao
iguais:

Figura geométrica Cateto oposto a 60° dividid
pela hipotenusa
Tridngulol U
_ )
Triangulo 2 — T @ & cm
Triangulo 3 — iy @ dem

Quadro2. A razdo seno para o angulo de 60°
Fonte: Acervo das autoras.

Esperase que os alunos percebam calculando essas razdes nos triangulos 2 e 3 que ela
€ constante e assim usama para descobrir qual a medida do canudo que esta dentro do copo
na situacao inicial.

- T @9 T el YO & ——O de ot A
Assim, como 6 cm do canudo estdo fora do copo, o canudo mede aproximadamente

ot T @ p & cm.

Posteriormenteressaltaremos que a razdo encontrada (aproximadamente 0,866) no
problema 1 € uma aproximacéo para o seno de 60°. Adsfmese seno de um angulo agudo:

Formalizacgéo:

GQQURED OO G & iOEE QO €
G QQATXENN £ 0 QE 61 W

i Q¢

Em seguida iremos propor aos alunos o problemga Bue envolve a razéo
trigonométrica cosseno.

Problema 2: Sabendo que o diametro de um copo € 4,62 cm e que ha um angulo de 60° entre
o fundo do copo eim canudo e que 6 cm do canudo esti para fora do copo, calcule o
comprimento do canudo.

S~ 482em —

Figural5. Copo 2
Fonte: Reproducéo Silva (2018).
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Novamente faremos 0s questionamentos do problema 1 e concluiremos que com 0s
dados do prolema nao é possivel resoli@ Entdo faremos as suposicoes:

Aumentandese o diametro do copo para 5,64 cm e sua altura proporcionalmente,
verifica-se que 11,28 cm do canudo estdao dentro do copo e que continua sendo 60° o angulo
gue o canudo faz com o cofem seguida aumente o diametro do copo para 6,925 cm e sua
altura proporcionalmente, verifise que 13,85 cm do canudo estdo dentro do copo e que
continua sendo 60° o angulo que o canudo faz com o copo. E agora, é possivel descobrir o
comprimento do@nudo?

Com essas suposicoes obtemos os seguintes triangulos representados nag-igura

G
D
E
Triangulo 1
o 90° 90°
60c g :
4,62 cm D F
5,64 cm
6,925 cm

Figural6. Resolucédo do problema 2
Fonte: Acervo das autoras.

Temse gue os triangulos sdo semelhantes, assim, a razdo entre a medidaldéaseus
correspondentes sao iguais:

Figura geométrica Cateto adjacente a 60°
dividido pela hipotenusa
Triangulo 1 Thp G
]
Triangulo 2 h_h v cm
Triangulo 3 h_h nfuem

Quadro3. A razdo cosseno do angulo de 60°
Fonte:Acervo das autoras.

Esperase que os alunos percebam, calculando as razdes nos triangulos 2 e 3, que é
constante e, assim, usera para descobrir qual a medida do canudo que esta dentro do copo
na situacao inicial.

h ~ > ~ . h . ST
— ThO miw Thy C w —ﬁow ot o .

Assim como 6 cm do canudo estdo fora do copo, o canudo mede aproximadamente
9,24+6=15, 24 cm.
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Ressaltaremos que a razéo encontrada (0,5) no problema 2 € o cosseno AssiBo°.
definese cosseno de um angulo agudo:

Formalizacao:

el d‘Q’Q'mi&)(bb‘Q@&)(bJ)@éé?éb“ﬂmmsé
wEell T~ e~ L L o~ L~
AQQUIXNENN € 0 Qe 61 ©

Em seguidgremos propor aos alunos o problema 3 que envolve a raz&o trigonométrica
tangente.

Problema 3: A figura a seguir representa um cogmm uma altura de 8 cm com um canudo
dentro. Sabemos agora que o angulo formado entre o canudo e o copo é de 60°. Calcule o
diametro do copo.

Figural7. Copo 3
Fonte: Reproducéo Silva (2018).

Novamente faremos 0s mesmuosastionamentos do problema 1 e concluiremos que com
os dados do problema néo é possivel resldv&ntdo faremos as suposic¢des:

Aumentandese o diametro do copo para 5,773 cm e a altura do copo € 10 cm e-verifica
se que continua sendo 60° o angulo qearmudo faz com o copo. Em seguida aumeata
diametro do copo para 6,925 cm e a altura do copo é 12 cm e veegiftquze continua sendo
60° o0 angulo que o canudo faz com o copo. Quanto mede o diametro do copo da figura inicial?

Com essas suposiciedtemos os seguintes triangulos representados na Rifura
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12 cm

Triangulo 1=ABC

10 cm | Tridngulo 2= ADE
Tridngulo 3= AFG
8 cm

o 90° 90°
A : :

A B D F
5,773 cm

6,925 cm

Figural8. Resolucao do problema 3
Fonte: Acervo das autoras.

Temse que os tridngulos sdo semelhantes, assim, a razao entre a medida de seus lados
correspondentes saguais:

Figura geométrica Cateto oposto a 60° dividid
pelo cateto adjacente a 60
Triangulo 1 U
W
Triéngu|0 2 Fl_ pFX O'& cm
Triéngu|0 3 ﬁ_ pFX o &Cm

Quadro4. A razdo tangente do dngulo de 60°
Fonte: Acervo das autoras.

Esperase que os alunos percebam, calculando as razdes nos triangulos 2 e 3 que ela é
constante e assim useam para descobrir qual a medida do didmetro do copo na situagéo
inicial.

- pXxo@pxow Yoo —O wethhQd
Assim a medida do diametro do copo na situacgao inicial € aproximadamente 4,62 cm.

Posteriormenteressaltaremos que a razado encontrada (aproximadanei@®2)no
problema 3 € uma aproximacfara a tangente de 60°. Assiefinese tangente de um angulo
agudo.

Formalizagao:
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Atividade 2:

Relacéo entre as razdes trigonométricas

Em seguidairemos deduzir, com a colaboragéo dos alunos, as relacdes abaixo.
As razdes trigopnométricas de um mesmo angulo tém relacdes entre si. Veja:

P
o

Figural9. Triangulo ABC
Fonte: Acervo das autoras.

[ QF -,entdod @ | Q=
wéf - ,entdod © ®EH.
De acordo com o teorema de Pitdgoras, temos:

W W Wt W @ QO O QEFOH
WO EOF
Fad i DBE OEOE + —z’sz—zj?(senZA+coszA)+

Formalizacao:

| W& wEoE  p.

€
(o2 )]
e}

i 8

Se calcularmos o quociente—, teremos:

Portanto
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R R ¢ =
OQ 7—8
W &=

Em seguidairemos propor aos alunos a resolucdo de alguns problemas do Exame Nacional
do Ensino Médio (ENEM) e vestibulares que envolvem os conceitos trabalhados nessa aula.

1) (Questdo adaptada de ENEM (2013)) As torres Puerta de Europa séao duas torres inclinadas
umacontra a outra, construidas numa avenida de Madri, na Espanha. A inclinacéo das torres
€ de 15° com a vertical e elas tém, cada uma, uma altura de 114 m (a altura é indicada na
figura como o segmenid §. Estas torres sdo um bom exemplo de um prignliguo de
base quadrada e uma delas pode ser observada na imagem.

F|g ura20 Torre
Fonte: Matika (2018).

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a tangente de 15° e duas casas decimais nas
operacdes, qual o espaco ocupada peta da base desse prédio na avenida?
ResolucdoVamos analisar o triangulo formado pela inclinacédo desse prédio:

114 m

Figura21. Triangulo formado pela inclinacdo da torre
Fonte: Acervo das autoras.
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Podemos considerar qualiura do prédio corresponde ao cateto adjacente ao angulo de 15°,
ja a base corresponde ao cateto oposto. Sendo assim, podemos utilizar a formula da tangente
para determinar essa base: .
WOORYEIDI 0¢€
OFQUJ..,‘. 7
WO BRDODWQE 0Q
ofJ —.
Considerando qué [Ru J mit gcomo propde o enunciado, temos:
. W
TiT, @ oat
® ppITHT @
w ¢ wu.
Como a base do prédio € quadrada, basta multiplicar o valor do lado encontrado por ele mesmo
para encontrar a area da base:

0 clpt cpr
0 Yxwaa
2) (Questdo adaptada de IDECAN (201A)higura a seguir representa uma escada.

Figura22. Escada
Fonte: Casa das questdes (2018).

Qual a altura dessa escada?

Resolucdo:A distancia do inicio do®degrau ao fim do 2degrau (ou seja, 4 degraus) medem
96 cm entdo precisamos descobrir quantos centimetros medem os 14 degraus da escada. Enta
temos:

Degraus Cm

Sabendo a hipotenusa ¢ dx¢v, &ntdo conseguimos descobrir a altura da escada

s Q
I Xev J—
. 000
"Q ¢ ohydpa
Ou aindaa altura da escada é aproximadamente 2,37 metros.

3) (Questdo adaptada de ENEM (2011)) Para determinar a distancia de um barcoiaté a pra
um navegante utilizou o seguinte procedimento: a pdetmum ponto A, mediu o0 angulo
visual Ufazendo mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo o barcoesmo sentido,
ele seguiu até um ponto B de modo que fosse possivel ver o mesmo ponto B,dwprai
entantosob um angulo visugl . A figura ilustra essa situagéo:
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Trajetoria do barco

Figura23. Trajetoria do barco
Fonte: Descomplica (2018).

Suponha que o navegante tenha medido o angul@ 1t J

e, ao chegar ao ponto B, verificou que o barco hastieorrido a distancia 6 ¢ 1 @ tCom

base nesses dados e mantendo a mesma trajetoria, qual serd a menor abiskéanc@até o

ponto fixo P?

ResolucdoA menor distancia do barco até o ponto fixch@maremos de d (tracamos uma reta
saindo do ponto P, de tal forma que ela seja perpendicular ao segmento tracejado que represente
a trajetodria do barco, formando um angulo de.90°)

a=30°
A 2000m B C

Figura24. Trajet6ria do barco (resolugéo)
Fonte: Adaptada de Descomplica (2018).

Sabemos que o T &ntdog @ 11 Je o anguld mede 90° e @06 mede 30°, como

q @ tdseu suplementar é igual a 120° e assirdh mede 30°. Como os angulos da base
6 0do triangulod06, medem 30°, tensoum tridngulo isésceles e, portantod 6 0

C TTHTT

Dessa forma, sabende a hipotenusa do triangl@0 e o cos 30°, conseguimos encontrar a
distéancia d. Entao temos:

Trajetéria do barco
190, '™

¥ Q
weolnmd ——
. QT
Q mpx ¢mmm
Portanto a menor distancia do barco até&P ép x drncumetros.
4) (UNIFESP (201p Por razdes técnicas, um armario de altura 2,5 metros e largura 1,5 metro
esta sendo deslocado por um corredor, de altura h metros, na posicao nmastigdea

25.
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Figura25. Deslocamento darmario
Fonte: http://angloresolve.plurall.net/press/question/767329.

a) Calcule h para o caso em que U
b) Calcule h para o caso em que 1,2 m.

Resolucéao:

teto

o1 O [+ Y
A B

Figura26. Resolucdo do problema
Fonte:http://angloresolve.plurall.net/press/question/767329.

Y

chao

a) Considerando o triangu@ 6, e sabendse que o iEbdese escrever:

T I —
~ Gh
W plgu
Considerando o trianguldOod, e sabendse que = o mpbdese escrever:
W

WEaI T :J p_ﬁu
3 3 W plom
AssimQ plt v plo 10U seja)Q ¢lv umetros.

b) Considerando o triangul®OO, podese escrever:

~

Tt
Sabendese darelacdb ®| @& | p, podemos escrever:
i © mypo p
i ) p Tt
[ Q¢ TiO @
[ Q¢ | .

:T(l =y

WOE I |

41

30U.
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Considerando o trianguimd 0, podese escrever:

A O
i Qe | —
G

. w
Tt Vﬁv
w ph.

Logo, a alturdhserdQ pht plv  ¢fx metros.

5) (Questdo adaptada de UPE (2010)) Para determinar a altura de um prédio, um estudante
observa que, ao se posicionar a 50 malaste (conforme ilustrado na figura abaixo), o
angulo formado entre ponto mais alto do prédio e a linha horizontal é de 60°. Se a altura
do ponto de medicéo é de 1 metro, qual o valor, em metros, da altura do prédio?

[x]
60 50m
[ ]

_III ml |. .

Figura27. Altura do prédio
Fonte: Casa das questdes (2018).

ResolucaoA altura do prédioX) é o cateto oposto ao angulo de 60°, a distancia do estudante
ao prédio (50 m) é o cateto adjacente ao angulo de 60°. Entdo, poderemos aplicar a funcao
trigonomeétrica tangee para a resolu¢do da questao

Y 3 w

0 (ﬁfn J o

w pkovuvn

© Y.

Acrescentando agora a altura do aparelho, teremos a altura do prédio

Ypa pa YR d.

7. Avaliagéo:

A avaliagdo levara em conta a participacdo de cada aluno na execucaoaliickzadke
proposta, tentativa de resolucdo dos exercicios e entendimento do aluno perante os contetdos
apresentados.
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2.3.1.1 Relatério

RELATORIO DA APLI(;A(;AO DA AULA SOBRETRIGONOMETRIA NO
TRIANGULO RETANGULO

No diaonze de agosto de 2Q¥stivemos presentess dependéncias da Universidade
Estadual doOeste do Parangara o desenvolvimento dsegundo encontro, do segundo
semestredlo PROMAT. Nesse dia, estiveram presentes 16 estudantes, dentre eles Hs.menin

Inicialmente organizamos as carteiras de modo que os alunos, conforme fossem
chegando, se reunissem em grupos de quatro pessoas. Solicitamos aos que ja estavam presente
gue se dirigissem as carteiras para formar os grupos e também explicamos gubjetiss
era que eles discutissem sobre o0s problemas propostos e dessa forma desenvolveriamos urn
trabalho colaborativo e um ambiente propicio ao debate e argumentacdo em defesa das ideias.

Posteriormenteentregamos um material impresso contendo aglatles para cada
aluro e pedimos que eles resolvessem o problema um, cujo objetivo era encontrar o
comprimento de um canudo que estava dentro de um copo de oito centimetros de altura,
sabendese que o canudo fazia sessenta graus com o fundo do copo. Qinanidonos pelos
grupos percebemos que alguns deles demonstraram dificuldades na interpretacdo do mesmo.
Por isso, em alguns casos,-Bznecessario nossa intervenc¢ao para atagia

No momento em que acompanhavamos as resolucdes dos, gdarmebemos que
haviamoscometido um errma elaboracédo do exercicldosso objetivo era trabalhar a relacéo
i Q¢ a partir de um problema. Para isso utilizariamos de triangulos semelhguaesneo
dissq encontrariamos que a razéo entre as medidagus lados correspondentes serd igual.

Em um dos tridangulos precisavamos descobrir uma das medidas e como nos outros dois a razao
encontrada deveria ser constante, usariamos desta para encontrar a medida desconhecida d
triangulo inicial. Porém, utilizaos um valor incorreto e a razao encontrada pelos alunos nao
era constante. Por isso fizemos uma fala nos grupos e solicitamos que eles alterassem o valor
11,28 cm para 11,54 cm e entdo conseguiriamos estabelecer a fel@gior J T @.@
Durante a resatdo um aluno permaneceu debrucado sobre sua carteira e pareciakbdrmir

entao que o acordamos e pedimos que ele resolvesse o prabkdoneo justificouse dizendo

Af ui dormir as duas horas da madrugadma e a
sonoo.

Apoés alguns minutos solicitamos que os alunos compartilhassem suas resolucées
expondeas no quadro e explicando a estratégia que utilizaram para chegar a solug¢édo. Dois
alunos, um de cada grupo, se dispuseram para explicar o plano tracadoqararea solucao.

O primeiro aluno utilizou a relagdo Q@ 11 J -, sendo qu& era a medida do canudo que

estava dentro do copo. Ele explicou aos colegas que sabendoei Q@ 1 J a4

conseguimos encontrar o valorxdde ainda escreveu o seguinte

L — po Viow

Ressaltou que ndo podemos operar com uma fracdo no denominador e por isso era

) . . . N ~
necessario racionalizar e explicou como fazer o processo. Oknlxantld/le e ot T como

ilustra a Figura 28
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Figura28. Aluno explanando a sua resolucéo para o problema 1
Fonte: Acervo das autoras.

Indagamos os alunos se a resolugdo apresentada pelo colega estava correta, eles

afirmaram que sim. Ainda, enfatizamos que neste caso ele regediairelacdd Q¢
v o

;e n z .
eque Q@ i J —, porém suponhamos que eles estivessem

resolvendo uma prova e nao recordassem das informacdes relatadas, qual a estratégia que
utilizariam para riembrar as relacdes ou se havia outra forma de resolver. Eles argumentaram
que lembram das relacdesQ¢hA 1| @ 1Q por causa da musica que aprenderam, na qual
cantam os valores destas relacfes para os angulos notaveis.

Outro aluno utilizou a gpiinte relagéo

AL f:: Y ot o ¢

Novamente perguntamos a turma se a resolucéo estava correta e a maioriagairmou
estava Fizemos uma fala enfatizando que néo estava errado, mas indagamos o porqué
poderiamos utilizar a proporcédo para resolvgsrablema ou qual propriedade sustenta a
utilizacdo da proporcao. Eles ndo souberam dizer por que estava correto. Entdo, desenhamos
no quadro um triangulo retangulo que representava a situacdo e com a participacdo dos
estudantes concluimos quem era a hipuda, o cateto opos&o cateto adjacente ao angulo
de 60°. Perguntamos aos alunos, como tinhamos um tridngulo retangulo, se poderiamos utilizar
o teorema de Pitagoras e com a discusséo concluimos que possuiamos apenas uma das medidze
impossibilitando atilizacdo do teorema.

Afirmamos que com apenas os dados fornecidos inicialmente ndo conseguiriamos
solucionar o problema por isso era necessario utdigadas suposi¢cbes fornecidas
posteriormente. A partir disso construimos trés triangulos.

Pedimos queeles relatassem o que garantia que os triangulos eram semelhantes e
também o que possuiam em comum. Os alunos disseram que os trés possuiam angulos de 60
e 90°. Posteriormente ressaltamos que eles eram semelhantes pelo casanguduild.ogo,
desenhanm® uma tabela cujas entradas eram a numeracao dos triangulos (feita anteriormente
com a participagao dos alunos), 1,2,3, e os valores dos catetos opostos a 60° de cada triangulo
dividido pela hipotenusa. Novamente afirmamos que deveriamos ajustar o ueadait
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erroneamente, para que a razao encontrada em dois triangulos fosse a mesma e assim,
poderiamos assumir que a razao é constante e dessa forma encontrariamosaquedidate
caso representava o comprimento do canudo que estava dentro donompdraeax bastava
somalo com 6 (que era a medida do canudo que estava fora do copo) e encontrariamos o
comprimento total do canudo.

Perguntamos qual a relacdo entre a razdo encontrada e o angulo dado, eles afirmaram
que esta razdo correspondia Bde 1 J TP @.@Ressaltamos ainda que a resolucéo
apresentada pelo segundo aluno estava correta, pois a semelhanca de triangulos garante que .

proporcdo  utiizada é védlida. E ap6s formalizamos  qué Q¢
4

Posteriormente pedimos que 0s grupos resolvessem o problema dois, o qual era
semelhante ao primeiro, pois queriamos descobrir o comprimento do canudo dado o angulo e
agora o diametro do copo. Circuthmpela sala observamos que os grupos demonstraram mais
facilidade ao resolv® e o0 mesmo demandou menos tempo. Por isso nao solicitaram tanto
nosso auiio, comparado com axercicio realizado anteriormente. Um grupo resolveu
rapidamente utilizando a @z & € ¢ 1J Tiv para encontrar o valor de E enquanto os
demais grupos faziam a resolucédo, 3 integrantes deste grupo estavam resolvendo a lista
complementar. Porém, observamos que neste grupo apenas trés alunos discutiam as resolucde
e um deles posgamais dificuldades, por isso foi necesséario awdligndividualmente, uma
vez que os demais integrantes ndo interagiam com o mesmo. Neste mesmo grupo foi necessario
chamar atencdo algumas vezes, para que eles prestassem atencao na explanacagdass resolu
dos colegas, pois assim que terminavam um problema eles discutiam a resolugéo dos demais.
Um dos alunos deste grupo demonstrava muita habilidade e rapidamente resolvia os problemas
utilizando das relagdes trigpnométricas no triangulo retangulo.

Apodsalguns minutos pedimos que os alunos resolvessem no quadro o problema e que
explicassem como procederam. Percebemos que um dos grupos utilizou novamente da
proporcédo para resolver, outro da razsi® ¢ 1 J Tiv e outro grupo desenhou os tridngulos
semellantes. Dois alunos explanaram no quadro suas resolucdes e as explicaram aos colegas,
como ilustra a Figura®(a esquerda por meio de triangulos semelhantes e a direita por meio
da razéo&'ll Q

Figura29. Aluna explicando sueesolugdo para o problemérz
Fonte: Acervo das autoras

Reafirmamos que a proporcdo poderia ser utilizada por que os triangulos eram
semelhantes e que a razac ¢ 1T thmbém estava correta. Enfatizamos a importancia de
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construir os triangulos e encontrar a razao constante em dois deles e a partir disso gncontrar
caso ndo lembrassemos da ragéo| i. Escrevemos no quadro qual propriedade garantia que

os triangulos desenhados eram semelhantes e pedimos que alasssgn no material.
Posteriormente comentamos sobre a resolugcdo explanada por uma aluna, a qual encontrou o
valor dex a partir da razdo constante dos outros dois triangulos. Perguntamos qual era a relacéo
entre a razdo encontrada e o angulo da@s alinos responderam quel @Ot J v

| (PEQE wé & OAssii ¢onfirmamos e encontrado o valox@enseguimos determinar o
comprimento do canudo. Logo em seguida formalizamos a relagd i

Y .. .
e solicitamos que os alunos registrassem em seus

materiais Assim ja era chegada a hora do intervalo, entdo os liberamos.

Dado o horério, retornamos a sala e pedimos que eles resolvessem matoéde O
qual solicitava que encontradssemos o valor do diametro do copo, dados o angulo de 60° e altura
do copo. Da mesma forma apenas com essas informac¢des ndo conseguiamos chegar a relaca

0 @ 1 J Vo que objetivavamos encontrar. Por isso utilizamasdis algumas suposicoes as
quais levariam a construcéo de triangulos semelhantes e a partir da razdo entre a medida do
cateto oposto a um angulgpela medida do cateto adjacente a um anguldefiniriamos dg
| . Os alunos ndo demonstraram dificulda para solucior@, pois relacionaramo a solucéo
dos anteriores. Alguns alunos solicitaram nosso auxilio, mas boa parte, era pra confirmar se
estavam corretos.

Apoés alguns minutos solicitamos que os alunos explanassem no quadro suas resolucdes
e as omentassem. Um aluno lembrae da relacdo tangente e expds a sua solucéo a partir
dela, porém cometeu alguns erros de calculos e assim foi necessaridoef@rédutro aluno
explicou a partir da construgéo dos triangulos e uma aluna explanou a reguugdeio de
proporc¢ao, como ilustra a Figur@.3

Figura30. Resolucdo do problema 3 por meio d proorgéo
Fonte: Acervo das autoras.
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Posteriormente indagamios sobre qual era a relagdo entre o angulo dado e a razéao
encontrada. Percebemos que os alunos observara@ @ueJ Vo | Q& wé € 01 HQ®

. , . \4
Em seguida formalizamos qoelQ 5

Logo apés trabalhamos algumas relacdes entre as razdes trigonométricas, nosso objetivo
era deduzlas a partir de um triangulo retangulo e as razdes estudasmnéste. Para isso 0s

alunos possuiam em seus materiais a ilustragdo de um triangulo retangulo, estabelecemos que

[ O -,entdod ® { Q=(01)

~

wét - ,entdod ® GE(02)
De acordo com o teorema de Pitdgoras, temos:

W @ wW(03)

Orientamos a turma que substituissem as equacgbes (01) e (02) na equacdo (03) e a
manipulassem de forma a torl@ao mais simplificado possivel. Percebemos alguns erros
cometidos pelos grupos, como por exemplo ao substituir as primeiras egjuacferceira
esqueciam de elevar os termos ao quadrado, quando desenvolviam o quadrado ao invés de
escrevel ‘M® escreverani ‘e a dificuldade de visualizar gbéera um termo comum e
poderiamos coloekp em evidéncia. Para sanar as davidagliamos cada grupo a estabelecer
a seguinte relacdp | 06 &, em seguida explanamos no quadro a resolucéo e
buscamos chamar atencéo sobre os erros cometidos.

Posteriormente registramos no quadiseguinte— (04). E solicitama que os alunos
utilizassem as equacdes (01) e (02) para desenvolver o quociente e assim, concluimos que
0 @ ——. Em seguida, propomos aos alunos a resolucao de alguns problemas do Exame

Nacional do Ensino Médio (ENEM) que envolvem os ciiosdrabalhados na aula.

A primeira questéo solicitava que os alunos encontrassem o espaco ocupado pela area
da base de um prédio, cujo formato era um prisma obliquo de base quadrada;SaeedD
inclinacdo das torres era 15° com a vertical ewmaktra 114 m. Os alunos ndo demonstraram
dificuldade para resolvi® e assim que concluido pela maioria da turma, um dos alunos nos
disse que gostaria de explicar aos colegas como procedeu para chegar a solucdo. Ele iniciou
dizendo que precisavamos destod area da base de um prisma de base quadrada que era dado
pord 'Q o, ou seja, precisamos inicialmente descobrir qual era o comprimento do lado, que
nesse caso era representado pelo cateto oposto ao angulo dado. Feito isso ele explicou que dad

o angulo de 15° e o cateto adjacente, poderiamos utilizar'@uv J —— e

desenvolvendo os calculos encontrariamos o. lBal@ solucioar o problemaastavaentao
elevar o valor ao quadrado e assim chegariamos a solugao.

Restandgpouco tempo para o final do encontro, ndo realizamos mais corre¢gdes das
guestdes no quadro, apenas auxiliamos 0s grupos na resolucdo das mesmas e solicitamos que
eles terminassem de resclad durante a seman Caso tivessem duvidgspoderiam nos
procura antes da proxima aula.
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2.3.2 Plano de aula do dia 18/02018

PLANO DE AULA - 3ZENCONTRO
1. Publico-Alvo:

Alunos do2=e 3=zano do Ensino Médida Rede Publica de Ensiecalunos dos anos

iniciais de graduacao, inscritos no projeto.
2. Tempo de execucao:

Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1. Objetivo Geral:

Aplicar corretamente os conceitos de trigonometria para resolver problemas que 0s
envolvem.

3.2. Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar comelacdes trigopnométricasbjetivase que o aluno seja apde:
Aplicar as razdes trigonométricas na resolucao dos problemas;
Relacionar conceitos de trigonometria a vida cotidiana, contribuindo no
desenvolvimento do raciocinio;

1 Promover anteracdo de alunos com trabalhos em grupo;

1 Identificar e aplicar as prcipais relacdes trigonométricas;

71 Determinar seno, cosseno e tangente dos angulos notaveis.
4. Conteudo:

RelacBes Trigonométricas.

5. Recursos Didéticos:

Material do aluno, calculadora, régua, tesoura, transferidor, trenas, pife trigopnométrico,
quadro giz.

6. Encaminhamento:

Recepcionaremos os estudantes na sala de aula, como de costume, onde estardo
organizados em grupos de quatro alunos, devido a disposicdo das carteiras feita pelas
professoras antes do inicio da aula. Aguardaremos alguns minutastieeqmos rumo ao
ginasio da universidade, onde realizaremos a atividade a seguir.

Proporemosalgumas questdesbjetivando que os estudantes retomem o0s conceitos de
seno, cosseno e tangente, vistos no encontro anterior.

T
T

Atividade 1:

Levaremos os alunamo ginasio/quadra desportiva da universidaden o intuito de realizar

uma atividade investigativa. Chegando ao local, explicaremassaigfantesomo a atividade

se encaminharfOs mesmogrdao medir a altura da trave (aproximadamente 2 metros), a
distanca da marca do pénalti até a linha do gol (aproximadamente 6 metros) e a distancia do
meio do campo até a linha do gol (aproximadam#&B{85metros), om o auxilio de trenas
métricas que serdo disponibilizalas Explicada a atividade, os alunogue ja est&o
organizados em grupos de quatro estudantes sada arranjadage modo que hajamesma
guantidade degrupos realizando as medidamam cada um dos lados da quadra.
Disponibilizaremos uma folha sulfite e um lapis para cada grupo, para que possanasnota
medidas encontrada®m professor acompanhara as medicfes realizadas pelos alunos, para
que as facam corretamenkosteriormente os alunos serdo conduzidos a sala de aula, onde
fardona atividade 2aindaem grupos, mas cada um em seu majexisdpesentacédo, em escala
menor (com auxilio de régua), da vista lateral da situacdo de uma cobranca de pénalti e um
chute ao gol com a bola partindo do meio do campo (situacao verificada na quadra).
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O Trave

Wista lateral

Figura3l. Representagdo da vidtderal da trave
Fonte: Acervo das autoras.

Direcionaremos 0s seguintes questionamesxdgsstudantescom o intuito de fa&los refletir
sobre a situagdwivenciada no inicio da atividade, relemimla concetos bésicos da
trigonometriavistosno enconto anterior
Atividade 2:
Para essa atividade, ncentivaremos 0s estudantes a realizarem a construcdo das
representacéesms quais serdo feitas em folhas de sulfite, com o auxilio de régua e transferidor
(que serdo disponibilizados). Fixaremos uma escaaldcentimetro para 1 metro nas
representacoes
(a) Utilizando as medidas registradas na atigelanterior, considere um chute da marca
do pénaltiem diredo ao gol com um angulo de 166nsiderado-se um chute forte
o suficiente para manter @jetoria debola em linha retaQual a altura atingida pela
bola quando passa pela linha do gol?

ResolucaoA altura atingida pela bola quando passa pela linha do gol é de aproximadamente
1,61 metros.

tgu=

tg15J = —
0,26795= —

0,267Dp =
1,6077= @

a=13°

Bm B

Figura32. Representacao (1)
Fonte: Acervo das autoras.
Para a socializacdo dos resultados, vamos construir juntogjuadro a representacdo da
situacdo,em menor escala, com axlio de régua e transferidor.

(b) E agora, considerando um chute do meio de campo em diregéb@om o0 mesmo
angulo de 15°,wpl a altura atingida pela bola quando passa pela linha do gol?

ResolucdoA altura atingida pela bolguando passa pela linha do gol é de aproximadamente
4,25 metros.
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tg15)= ——

0,26795 ==

0,2679p by = &
4,2462= @

0_—a=15° i _ o

1585 m

Figura33. Representacgéo (2)
Fonte: Acervo das autoras.

Pediremos para os alunos recortarem as represente®esguras?2 e 33 e refletirem sobre
suas relacdes. Direcionaremos as reflexées de forma que os alunos encaixem os angulos de 15
(de cada recorte) e, a partir disso, osem as razdes trigonométricas no triangulo retangulo.
Razdes trigopnométricas no triangulo retangulo
Os triangulos ficardo dispostos da seguinte maneira:
1C

Lo

Figura34. Representacdes (1) e (2) sobrepostas
Fonte: Acervo das autoras.

(c) Quantos metros percorrera a bola, considerando sua trajetoria linear, com o chute a 15°,
partindo damarca do pénalti até o ponto A?

ResolucdoA metragem percorrida pela bola quando passagfteliea maximadalinha do gol

é de aproximadamente 6,21 mstro
o 6

cos Y—=

cosly= -

0,9659= -
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W=

6,21=

O objetivo é que os alunos, auxiliados pelas professajuando necessariestabelecam a
relacdo do cosseno. Em seguida corrigirem@xercicio no quadro.

(d) Utilizando o valor obtido no item anterior, ensiderando linear a trajetoria da bola,
com chute a 15°, partindo da marca do pénalti, qual a altura da bola quando atinge a

linha do gol?

ResolucaoA altura atingida pela bola quangassa pela linha do gol é de aproximadamente
1,61 metros.

se n U—=
senl39= ﬁ_
0,2588:T
0,25881ch =
1,61=

O objetivo é que os alunos, auxiliados pelas professoras, quando necesstaii@lecam a
relacdo do seno. Em seguida corrigiremos o exercicio no quadro.

Solicitaremos aos estudantpse preencharm seguinte quadro, contido no material do aluno,
de acordo com a representacao da atividade realizada na quadra:

5 6 PR X X
= ot p mowe
U0 5

6 O RToc .

- pdﬂ"wmuwx
UoO

0o ® e
= ot p ¢ e
UoO B

00 pmwu -
ra— pd mg ¢e
UO

1) " pwnxxv
00 o M exw
00

x kRt oc .
oO v(pnh;(pxw
0 p v

v O

o

as a partir da representacdo da atividade realizada na quadra

Fonte: Acervo das autoras.
Apods, completaremos os dados quadro, para que 0s alunos socializem suas ideias e
conclusdes para o preenchimento da mesma, esclarecendo as possiveis duvidas. O objetivo €
de que oestudantesotema semelhanca entre os daidigulos. Em seguidaontinuaremos

com a definicdo nquadro.

Quadrob. Relacdes obti
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Da semelhanca entre os triangulos OAB e OCD, temos:

\

Todos o0os tri©ngulos ret®©ngul os que t°m um ¢
Si.

Utilizaremos as tabelas preenchidas pelos alunos, por meio das medicdes e divisbes encontradas
por eles, para relembtas das seguintes razées:

As constantes ,| el sdorazBes trigonometricaschamadas, respectivamenteseéeod e U
(sercoss¢na e U (tangentede) W (t g U) .

(e) O que acontece se fizermos a divisdo do seno de 15° pelo cosseno de 15°?

Resolucdo:Essa pergunta tem o objetivo de leear alunos a perceberem que——
0 'Ru.J

e

Atividade 3:
Relac&o entre o seno e o cosseno de angulos complementares

Com o intuito de levar os estudantes a percepcao da relacdo entre o seno e 0 cosseno de
angulos complementares, seguireroos alguns questionamentos a@edo problema inicial:

(a) Quantos metros percorrerd a baam o chute a 30° e considerando sua trajetoria linear
partindo da marca do pénalti @@ltura no ponto onde cruzéirsha do gol?

ResolucdoA metragem percorrida pela bola quando passagftelaa maxima dénha do gol
€ de aproximadamente 6,93 metros.

o 8
Co S H—-=

cos 30= -
0,866= -
= ﬁ—
693=n

(b) Se a alturao ultrapassaa linha do gol for 3,46 metros. Quantos metros percorrera a bola,
considerando sua trajeia linear, com um chute a 6Gfté o ponto deltrapassada linha
do gol?

ResolucdoA metragem percorrida pela bola quando passagftelaa maxima dénha do gol
é de aproximadamente 4 metros.

se n U—=
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h
sen 6QJ=—

0,866 -
0,866v=oft @
«_ B
(D:H_
w=4.
O objetivo € queos alunos percebam que o seno de um angulo é igual ao cosseno do
complemento deste angulo. Corrigiremos no quadro o0s exercicios, sanando qualquer possivel
davida. Em seguida retomaremos o conceito de angulos complementares:
Dois angulos agudosdemeditle b s «o compl ement ar eBizersos, e
tamb®m que as medidas U e b s«o compl ement a
Vamos relacionar o seno e o cosseno de dois angulos complementares por meio do seguinte
teorema:

Observeque U-@) (DDA medi dass compl ement ar
4 - )
Se U ® a medida, em grau, de
T  sen U =-Ups (90A
f cos U =-¥pn (90A
\_ J
4 )
Se dois angulos agudos sdo complementares, entdo o seno de um deles é
cosseno do outro.
. J
Exemplos:

a) 30° é o complemento de 608go, sen 30° = cos 60° e sen 60° = cos 30°.
b) 12° é o complemento de 78°; logo, sen 12° = cos 78° e sen 78° = cos 12°.

Atividade 4:
Angulos Notaveis
Os angulos 30°, 45° e 60° sdo chaosdotaveis por aparecerem fregtemente em
calculos. Vamos determinar o seno, cosseno e tangente de cada um deles. Raraadsso,
considerar o triangulo edatero(com mesma medida em seus trés lados) ABC da Fjura

A

/2 D (/2

Figura35. Triangulo Equilatero
Fone: KILHIAN (2018).

Podemos destacar algumas relacdes:
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Cada lado do triangulo mette

Cada angulo do triangulo mede 60°;

0 'Cé a bissetrifsegmento de reta que divide o angulo em duas partes ida&A)C,

0 'Cé a mediana dé g dividindo6 6em duagartes iguais de tamanh@ emD;

A alturah pode ser escrita em funcao dos ladpslo Teorema de Pitagoras seguinte
forma:

E N N X

a Q

Q a

r—1|Q‘h|Q‘

Isi~1g

Q
Q

Deixaremosalguns minutos para que os alunos realizem as manipulacdes para encontrarem
os valores do seno, cosseno e tangente para 0s angulos notaveis. Na sequéncia, realizaremos
as manipulacdes no quadro juntamente com os estudantes.

Determinacdo do seno, cossemotangente de 30° e 60°
O seno de um angulo € definido como a razao do cateto oposto a este angulo pela

hipotenusa do triangulo: ..
WnoRQEI 0¢€

'8 SenE o0 6 &
a s
iosns & £ 9 Py
d co ca ¢
. Wo cio . _
s Q Mo Vo
i Qpmd < 5 < - —38
o (o ca ca C

O cosseno de um angulo é definido pela razéo entre o cateto adjacente a este angulo

pela hipotenusa do triangulo: B B
+, ., OO BVODOWQE 60Q

wEeEli . ¢
| N EO0QEOI W
Mo cMo . _
v, Q C C MNo Vo
weEomnd < > : - —38
a o} ca ca ¢
a ca
. L
Hepnd & & 2 Py
a ¢co ca ¢

A tangente de um angulo é definida pela razdo entre o cateto oposto pelo cateto

adjacente a este angulo: e
WOWORQEID 0¢

WOO BRVOWQE 0 Q
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a a ca 5 e UG
ra ra ra [6) o
vanmy & & & = 2 2O 7
Q o cMo oMo Wo Wollo O
q q
.. Mo cilo .
< n Q C Mo . —
0 @mnJ — 2 < : o8
a «a cd a
¢ G q

Determinacdo do seno, cosseno e tangente de 45°
Para calcularmos o seno, cosseno e tangente de 45°, vamos comsigesarado

mostrado na Figurab:
D &

45° ,T

;
Figura36. Quadrado
Fonte: KILHIAN (2018).

4

A diagonald forma com os ladokum angulo de 45° e podemos escrever a diagbeah
funcdo dos ladoks pelo Teorema de Pitagoras:

A 1 1
A ¢l
A N8
a o e Wg
iQiuvy o 2L P Py
Q Mg WC WG
. ne Wg
hEtud L L

Yl o
||Q

S;

N

S

A

S

N

(o ©) Jd8
LI P

Vamos, agora, construiim quadrocom os angulos notaveis:
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30° 45° 60°
A 4 ] ] E m Vl_
S G G
Loy vio e P
q C C
< Yo 1 Vio
(0)

Quadro6. Seno, cosseno e a tangente dos angulos 30°, 45° e 60°
Fonte: Acervo das autoras.

Apresentaremos aos estudantellasica de SenaCosseno e Tangentao ritmo dacancéo
natalina Jigle Bells

Um, dois trés,
Trés, dois, um,
Tudo sobre dois!
Depois vem a raiz,
Sobre o trés e o dois!

A tangente é diferente,
Vejam s vocés!
Raiz de trésobre trés,

Um, raiz de trés!

Atividade 5:
Posteriormente, destinaremos um tempo para a execucao do jogo Pife trigopnométrico, descrito
a sequir:

Pife trigonométrico*

14 Adaptado d&EFERINO(2015).
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Figura37. Pife trigonométrico
Fonte: Acervo das Autoras.

Conf ecci onamos$ r iog g nogm tfd Pmpfesso, em papel vergé,
encapado com plastico transparente e posteriormente recortado.

Os estudantes ja estarao dispostos em grupos de quatro estudantes. Para o jogo, manter
sed essa organizacdo. Serglie € necessario no minimo dois jogadores e no maximo quatro.

O jogo é composto por um bHra trigopnométrico com 38 cartasntJjogador deve
embaralhar as cartas, depois de embaralhado, um outro jogador devera separar o baralho em
duas partes ondecharconveniente, apés isgtevese juntar novamente os montds modo
quea que estaza embaixo fiqguem cima Ojogador que embali®ou ird distribuir as cartaseis
cartas para cada participante (sugestdo uma carta por vez para cada jogador).

Das seis cartagecebidas, cadaogador deve formar duas trincake razdes
trigonométricasequivalentes. Poexemplo: caso o jogaddaz uma trincacom as razbes do
seno 30°: a medida d@XXE Enéi ¢ (30°) divido pela medida d&9E6G 6i (= sen 30° =
1/2.

O jogadormgue fizer dois trios primeiro, mosta@ adversarie, se estiver correto, ganha
0 jogo, somando um ponto. Se o jogafiber um trio e uma sequéncia relacionando quatro
cartas (utilizando uma carta descartada na mesaj)anha com setmartas, neste caso ele
somara trés pontos. Ganha aquele jogador que fizer dez pontos primeiro.

Verificando as razdes do baralho, vemos que cada razdo tem pelo mertos um
formado, mas podemos associar outras ternas ddhet5° =cgi 4 5 A =(veAFyirass)

0 que nos possibilita fazer um jogo ja que o resultado da razdo € o mesmo, as jogadas que
tiverem a mesma peesentacdo como: 1/2,1/2 €Qe mtdao serdo validas, pois o intuito é
associar cartas equivalentes e representacoes distintas.
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Figura38. Trinca possivel para o jogo Pife Trigopnométrico
Fonte: Acervo das autoras.

Quem inicia o jogo é o jogador que separou o baralho em duas partes depois de
embaralhado, o qual devera pegar uma carta do monte que sobrou e verificar se consegue formar
uma trinca ou até mesnuon par, devenddescartar uma carta a sua escotioan a fae para
cima, ao lado do monte. @gador sequente, direita de quem iniciou, pode pegar a carta
descartada anteriormente ou, se preferir, pegar no rectscartar uma de suas cartas. Da
mesma forma, segtsesucessivamente, até o fim do jogo.

Quando jogdo com trés ou quatro participantes e o descarte de um jogador servir para
completar a trinca que falta para outro jogador ganhar, este podera argecipajogador
sequente vencendo assim a partida, ppc@so se engane s6 podera vencer pegandaadcart
monte ou a carta descartada pelo seu antecessor

Atividade 6:

Na sequénciaencaminharemos alguns exercicios para melhor fixagdo dos contetudos. Caso
nao houver tempo suficiente para estes serem trabalhados em aula, serdo deixados como
tarefa.

Exercicio 11° Calculeas medidas dos lados de um triangulo ABC ngiifo em A, sabendo
guea altura relativa a hipotenusa mede h = 8 @m~e30°.
Re®lucdo: Denotando por H o pé da altura relativa ao lddptemos que o triangulo ABH é
retangulo em Hvejaa figura a seguir).

A

-

B H (o
Figura39. Triangulo retangulo ABC
Fonte: Portal OBMEP.

Dai segue que
W6 wmJ@O
=wTmJOO0
=060 oTmJ

15 Os exercicios 1, 2 e 3 foram extraidos do site Portal da Matematica. Estdo disponiveis em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/dsynurrlhliswioesso em: 27 jul. 2018.
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Logo, calculando o cosseno do angul®d Bobtemos:
- . . Q Vo
AldOtJ—0 — i
00 ¢ 060
O MIoDO p o

Vo
0opps PP PHO
Mo WMo No

06 L

Agora, calculando primeiramente o seno depois o0 cosseno do angudopfobtemos:

55 o p ¢lo
OAdni—o = %
00 ¢ 060

0§85 —
L o 06
ATddntJ—0o — —
C o lo

(0)

0 cob6 oc¢
©066 p@

Exercicio 2 O tgpo B de uma torre vertical AB € visto den deteminado ponto C no solo sob
um angulo de 30Além disso, a distanci@o ponto C a base da torre é igadl00 m. Assumindo
como irrelevante o desnivehtre oponto C e a base A, calcule a altura da torre.
Reolucao: O observador C, o topo B e a base A da torre formam um tridagulgretangulo
em A. Uma vez que o topo da torre é visto pelo observador sob um angulo de 3@ 6t@mos
o 1t Dai, obtemos:

14

. 06 Mo 06
oegntJ—° — —
06 0o pmnm
W . PT
000 38
o

TORRE

I_
C A
100 m

Figura40. Representacgédo para o célculo da altura da torre
Fonte: Portal OBMEP.

Exercicio 3.Um nadador atravessa um rio, seguindo um angulo de 30° com uma das margens.
Sabendo que a largura do rio mede 40m, determine a disgrc@rida pelo nadador para

atravessar o rio.
Resolucao:

. ~ T
OAd mJ—
w
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T

@
W8

€nio

7. Avaliacao:

A avaliacdo levard em conta a participacao de cada aluno na execucao de cada atividade
proposta, tentativa de resolucdo dos exercicios e entendinteatord perante os conteidos
apresentados.
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2.3.2.1 Relatério

RELATORIO DA APLICACAO DA SEGUNDAAULA SOBRETRIGONOMETRIA NO
TRIANGULO RETANGULO

Aos dezoito dias do més de agosto de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual do
Oeste do Parana para a realizacadedceiro encontro, do segundo semestre, do PROMAT.
Neste dia estavam presentes 23 alunos, sendo a maioria meninas.

Para esta aula preferimos trocar de sala, passando entdo da sala 42 para a sala ao ladc
41, devido ao conforto das cadeiras, a funcionalidldeomputador e, principalmente, ao
tamanho da sala, pois a sala em que estavamos anteriormente era muito grande e 0s alunos
acabavam se afastando muito uns dos outros e também do quadro.

Chegamos na sala cerca de vinte minutos antes do horario dedmi@ida, a fim de
unirmos as carteiras de modo a formar grupos com quatro integrantes cada, assim, conforme os
estudantes chegavam iam preenchendo os lugares organizados por nés. A primeira atividade
solicitava algumas medidas da quadra de futsal, parags@ardamos a chegada dos alunos na
sala e os direcionamos para o ginasio da Unioeste, a fim de realizar estas.8eliitamos
gue os alunos mantivessem os grupos formados em sala no momento de realizar as medicdes.
Uma de nés estagiarias se dirigité 0 ginasio para aHo, enquanto outras duas conduziram
0s estudantes até o ginasio e outra ficou na sala para receber os alunos que por ventura
chegassem atrasados.

No ginasio disponibilizamos seis trenas a turma, portanto uma para cada grupo,
juntamente com uma folha e lapis para anota@®&itamosque medissem a altura da trave,

a distncia da marca do pénalti até a linha do gol e a distancia do meio de campo até a linha do
gol (Figuradl). Ficaram trés grupos para cada lado da quadmeraspnos que por ventura 0s
estudantes pudessem combinar entre os grupos para cada um realizar uma das medidas
solicitadas e, assim, acelerar o processo de medi¢des, porém, isso ndo ocorreu, cada grupo
realizou as suas medigﬁes.
i | | f

Figura4l. Estudantes realizando as medi¢c6es em grupos
Fonte: Acervo das autoras.

Percebemos que alguns estudantes nédo tinham conhecimento dos elementos da quadra,
pois surgiram perguntas como Aonde ® a mar c
as duvidas que surgiram. Observamos também que alguns alunos ndo sabiam m@enaear a
a maioria dos grupos nao se preocupou em manter reta a trena para que a medida obtida fosse
mais correta e teve até aluno medindo a distancia do meio de campo até a linha do gol a passos.
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Quando todos os grupos haviam realizado o que Ihes foitad¢ciretornamos com eles para

a sala de aula. Cada grupo informou as medidas optisl@giais anotamos no quad@omo

houve divergéncias, devido a falta de precisdo no momento das medi¢cbes, optamos por
padronizalas para ndo haver muita divergéncia resslitados obtidos nas atividades seguintes.

A segunda atividade solicitava que os estudantes considerassem um chute, linear da
marca do pénalti, com um angulo de 15° e calculassem qual seria a altura da bola ao cruzar a
linha do gol. Representando a aigéo por meio de um triangulo retangulo (Figd#,
deveriam utilizar a tangente para realizar os célculos, visto que queriam encontrar a medida do
cateto oposto ao angulo e conheciam a medida do cateto adjacente (a distancia da marca do
pénalti até a liha do gol). Mas por falta de interpretacdo, alguns estudantes entenderam que
deveriam encontrar a distancia que a bola percorreu ao bater na trave, ja que fixaram a altura
da bola ao cruzar a linha do gol igual a altura da tf@wem, ao questionarmosgrupos o
gue eles estavam calculando e o que o problema solicitava, eles rapidamente perceberam a
confusdo que haviam cometido. Alguns poucos estudantes confundiram a razao da tangente,
trocando numeradadenominador, ou seja, confundindo os catetasidigulo.

Figura42. Representacao da situacao feita por um estudante em seu material
Fonte: Acervo das autoras.

Apds a conclusdo da atividade, corrigimos no quadro e construimos o triangulo
retangulo com as medidas obtidaa,escala de 1 cm a cada 1Nesta construcd@nsinamos
como devese utilizar o transferidor para a construcdo do angulo e, na sequéncia,
disponibilizamos pedacos de papel colorido para que os estudantes construissem o triangulo e
recortasseamo (Figura43). Mas mesmo com a explicacdo de como utilizar o transferidor,
alguns alunos ainda tiveram dificuldades em manlgsgaom os triangulos ja recortados, 0s
estudantes comparavam com 0s colegas para conferir se haviam construido de maneira correta.

Figura43. Estudantes desenhando e reauttaos triangulos
Fonte: Acervo das autoras.
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O item seguinte desta atividade, solicitava também a altura da bola ao cruzar a linha do
gol, com chute linear a 15°, porém, com o chute do meaagwo Os alunos ndo tiveram
dificuldadesdevido a semelhanca com a atividade anteNestaatividade os alunoambém
construiram a representagdo em uma folha e recorzaaNia sequéncia, no item (c), deveriam
calcular quantos metros a bola percorrgilizando assim a relacéo trigonomeétrica cosseno e
no item (d) deveriam utilizar o resultado obtido no item anterior para calcular a altura da bola
ao cruzar a linha do gol, mas os estudantes perceberam que ja tinham esse valor, entdo néo s
empenharanmem calcular utilizando o seno, mas solicitamos que mesmo assim deveriam
realizar os calculos.

Apés a socializagdo das resoluc¢des no quadro e as corregdes destes itens, pedimos pare
gue os estudantes colassem o triangulo menor em cima do maior, a finpadér disso,
observar as raz6es trigonométricas no triangulo retdngulo. Na volta do intervalo, projetamos os
triangulos sobrepostos e preenchemos juntamente com os alunos o quadro com as razdes
retiradas dos triangulos retangsionstruidos por eles, @pais se mostraram surpresos ao
perceberem que as razdes encontradas eram justamente seno, cosseno e tangente. Frisamc
também que independe do tamanho do triangulo retangulo, se ele for o mesmo angulo, as
relacdes serdo as mesmas.

Realizamos mais trétens, a fim de relembrar a relagéo entre a tangente e a razao de
seno por cossen®a mesma forma, conduzimos os estudantes a perceberem a relacdo entre
seno e cosseno de angulos complementares, conceituando nestes a nocdo de angulos
complementares.

A atividade seguinte, tratava da determinacdo do seno, cosseno e tangente para 0s
angulos notaveis a partir de um triangulo equilatero e de um quaHiaugjamos deixar tempo
para que os alunos manipulassem algebricamente e determinassem os valoredepmi@m,
ao tempo realizamos a atividade no quadro com a participacdo dos estudantes, que ao final
preencheram um quadro com os valores obtidos. A musica de seno, cosseno e tangente ao ritma
da cancéo Jigle Bells também nao foi executada, por falta de.tempo

Portanto, seguimos com o encaminhamento do jogo do Pife Trigonométrico, que
consiste em um jogo com regras do pife tradicional, porém, com cartas que contém razdes
trigonométricas. Nesse momento varios alunos precisaram sair, pois moram em outeas cidad
e necessitam de transporte coletivo, restando poucos grupos para participarem do jogo. Os
estudantes se entusiasmaram muito com o jogo (FHgdrajuando alguém batia a partida os
colegas do grupo conferiam as trincas do ganhador. Inclusive um atenacben trés duplas,
ao invés de duas trincas, o que provocou gargalhadas no grupo. Os outros exercicios foram
deixados como tarefa de casa.
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' Figura44. Alunos jogando Pife trigonomeétrico
Fonte: Acervo das autoras.

A aula foi muito proveitosa, acreditamos que conseguimos alcancar nossos objetivos e
expectativas para esta aula. O nimero de alunos esta aumentando a cada aula, e eles esta
participando ativamente das atividades propostas.
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2.3.3 Plano de aula do dia25/08/2018

PLANO DE AULA - 4=ENCONTRO
1. Publico-Alvo:
Alunos do2=e 3=zano do Ensino Médida Rede Publica de Ensiraalunos dos anos
iniciais de graduacao, inscritos no projeto.
2. Tempo de execucao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1.0bjetivo Geral:

Aplicar corretamente os conceitos de trigonometria para resolver problemas que 0s
envolvem.

3.2. Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com ciclo trigonométricpobjetivase que o aluno seja capaz de:
Identificar as unidades de medida&tgyulo e arcos no ciclo trigonométrico;
Trabalhar com a medida de um arco em radiano e em grau
Operar com arcQs
Utilizar o ciclo trigonométrico para compreender as relagdes trigopnométricas;
Identificar a relacdo fundamental da Trigonometria para o tigilmnométrico.
Identificar rela¢des da trigonometria no ciclo trigopnométrico;
Relacionar conceitos de trigonometria a vida cotidiana, contribuindo no
desenvolvimento do raciocinio;
1 Promover a interacéo dos alunos com trabalhos em grupo.

4. Conteudo:

Ciclo Trigonomeétrico.
5. Recursos Didéticos:

Material do aluno, calculadora, dominé trigonométrico, quadro e giz.
6. Encaminhamento:

Iniciaremos a aula relembrando os conceitos abordados na aula antde@equéncia
encaminharemos a atividade a segaom o intuito de abordar arco de circunferéncia e suas
medidas.

E R E g

Atividade 1:

1. Um péndulo de 50cm, descreve um movimento no qual suas posi¢des extremas formam
um angulo de 45°. Determine o comprimento dessa trajetéria (de uma posi¢do extrema a
outra).

Resolucdo Se o movimento realizado completasse uma circunferéncia, o comprimento da
trajetoria seric® v T p T“TEo BPorém, a trajetéria envolve apenas uma parte dessa
circunferéncia (relativa ao angulo).

Se chamarmos deo comprimento da circunferémagitemos:

q“ i p T 18 T[
QT Jo @1 éo
Agora sendox o comprimento da trajetorla percorrl pelo péndulo, temos a regra de trés:

p T _® O oot 1TULTMMO
O‘(pT[JTUJ ¢

TUOHAT
oQT

O w pda © o odm s

Apos a correcao da questao ldagaremos aos alunos como se chama essa trajetoria
realizada pelo péndulo, com o intuito de abordar arco de circunferéncia.



67

Formalizacao:

Considerando dois pontos quaisquer, A e B, em uma circunferéncia. Esses dois
dividem a circunferéncia em duas partes. Cada uma dessas partes, incluindo os pc
B, é chamadarco da circunferéncia

Explicaremos entdo, que a medida docacorresponde ao angufit 6.

a

‘ 2

b

Figura45. Arco de circunferéncia
Fonte: IEZZ| (1978).

Uma das unidades de medidas utilizadas para arcos de circunferéncias é o radiano.

Formalizacéo:

Um radiano (pi )@ a medida de umrco cujo comprimento € igual ao do rai) da
circunferéncia que o contém.

2. Calcule, em radianos, o arco obtido na questéao 1.
Resolucdo Sabemos que 1 rad é a medida de um arco cujo comprimento é igual ao raio,

entao: .
pi W Q i ®Q . . . o x
O uvm otwyx °© w

VDG odg Wa L TT X Y Ul TR

3. Preencha quadro a seguir com a relacdo entre as medidas em grau e em radiano de alguns

angulos.

Grau 0 45 90 135 180 270 360

Radiano 0 — — d_ ‘ d_ 27
1 C 1 C

Quadro7. Relacéo entre grau e radiano
Fonte: Acervo das autoras.

Neste momento, lembraremos que o angulo do péndulo era de 45° e 0 arco possuia uma medida
de 0,7854 rad, mas nossa tabelinha diz que a medida em radiano correspondente-a 45° é

verificaremos que = 0,7854.

Dominé Trigonométrico'®
O objetivo dessa ppmsta € criar condi¢cdes para que o aprendizado aconteca através da
participacdo ativa dos alunos na construcao de ideias. Os alunos terdo a oportunidade de

16 Adaptado de MARQUES; MORAES (2016).
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levantar hipéteses, verificar sua veracidade, tirar conclusdes, elaborar concejtos e
principalmentecriar modelos mentais, a partir da visualizacdo de @wos trigonométricos.

O domindsera utilizado como instrumento facilitador para aprendizagem de trigonometria.
Adaptamos undomin6é com as mesmas regras do dominé formal, tendo na sua composi¢ao
elementos que contribuem para o ensinaidto trigonomeétrico na conversao de grau para
radiano.

Figura46. Pecas do Dominé
Fonte: Acervo das Autoras.

Para mnstrucdo desse material concreto, utilizamesseguintesnaterids: régug tesoura
espuma vinilica acetinad&.V.A com espessura de 5Smmarcador permanente& utilizamos
as medidas dacnx5,5cm.

O dominé trigonométrico teras mesmas 28 pedras domind formal. Nessa perspectiva,
tivemos a ideia de associar grau e radiano para quettdaissem as pedras. Observéabela

4.

NUMEROS DO DOMIN O GRAUS RADIANOS
FORMAL TRIGONOM ETRICOS  TRIGONOM ETRICOS

0 0° m o0

1 30° —i o
) o

2 45 -1 o0

3 60° —i®Q
90° °

4 -1 00

5 180° “1H0

6 3600 ¢l O

Tabelad. Relagao entre o domind normal e o trigonométrico
Fonte: Acervo das autoras.
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Explicaremos aos alunasomo funcionat o jogo, mantendo as mesmas regras do dominé
formal, associando assim as pedras conustra aFigura 47.

Figura47. Associacdo das pegas de domino
Fonte: Acervo das autoras.

Atividade 21":

4. Em um programa que se chama Roda a
Roda, existe uma roleta que os participantes
giram para saber qual o seu prémio,
conforme aFigura 8. A roleta deve estar
posicionada sempre no PERDE TUDO &
antes do giro de qualquer participante e o
giro deve ser semprersentido horario. *Cooo

<
a) Jairo gira a roleta 2760°. Qual é se":éc?ﬁ
prémio? . @@@
Resolucéo Para saber qual serd o prémic\Ga e

de Jairo, temos que dividir o total de graus @3\? 0 D
gue ele obteve petpantidade de graus de
um giro completo (360°), assim,

cxcpﬂJElp
GomiXPeex

. N Figura48. Roleta roda a roda
ou seja, a roleta ira dar 7 voltas e m: Fonte: Portal OBMEP.

0,6667 de uma volta, que é ¢ T J
p @ @ Xg T 1J

Mas na correcdo construiremos a tabuada do 360, para fazer a divisdo da maneira
conhecida potodos, usando o resto que sera 240.

Como a roleta € dividida em 24 faixas de prémios,
copmJd
— L8J
CT

17 Adaptado de Portal OBMEP (2018).
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Cada faixa representa 15° da roleta. Se ele deu 7 voltas completas e mais 240°,
¢tmd

Ele parou no décimo sexto prémio. Analisando a roleta, vemosmargue valeo 1T. 71

b) Qual o menor angulo para que o prémio de Juarez seja 5007?
Resolugdo Como o prémio de 500 esté na terceira faixa, temos
o W myJ
— — 0 ¢cw pMYm™ PTLWT,
. C¢1T o@mJ ]
c) Quais angulos fazem com que Josué perca a vez ou pear®a tud

T V8]

Resolugcdo Observe que a cada 6 faixas temos um passa a vez ou um perde tudo, portanto

P w5 ) ) Cp(pT[o‘]
T ooemd (W cpoem™I

w 18]

Entdo, a cad®0° temos um passa a vez ou um perde tudo. Portanto isso ocorrera nos

angulos do tipao €3, com O =8

Ciclo Trigonométrico
O ciclo trigonométrico, tem centro na origgbn(0, 0) de um plano cartesiano e raio de 1
unidade. Adotase o sentido antiorario como positivo.

AY
v
2907
1801 I
T | o~ —~—7360°
\ 1 / 2T
/

HH//
37 |270°

2

Figura49. Ciclo trigopnométrico
Fonte: Acervo daautoras.

Utilizaremos um link do Geogebfspara mostrar alguns elementos do ciclo trigonométrico e
também seno, cosseno e tangente, explicando também o que segue na Atividade 3.

18 JUNIOR, (2018).
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AY
=0l T(L. 1)
= \‘\\P
1 \

-Ai « A X
1 o c e
‘,\ ‘/
\\ /

- //
B

Figura50. Analisando a tangente no ciclo trigopnométricc
Fonte: Acervo das autoras.
Formalizagao:

Paratodd M aerm | ¢“e- | —, temos’1 'H o, em que é a ordenada de
T, eT é a interseccéo da ralabcom a reta perpendicular ao eixpelo pontaA.

A questad (abaixo) solicita que os alunos relacionem os valores equivalentes, mas para iSso
precisardo realizar a redu¢ao ao primeiro quadrante:

5. Relacione os valores equivalentes:

OA v OAdu@uJ
Oogymn ATqdp 1tJ
AT oo O€culJ
AT pbo ATgor
AlTpl @ OAd T mJ
OAd v OAd o mJ

Formalizacéo:

A reducdo ao primeiro quadrante perméduzir o calculo dos valores das fungdes
trigonométricas aos arcos entfee®(C. Temos 0s seguintes casos, awdngulo do
primeiro quadrante:
1 Do segundo quadrante: o angudiép Y 1T Iy
1 Do terceiro quadrante: o angul® p Y 11 Iy
1 Do quarto quadraat o angulavéo @ 1 Ia /

-

A seguir, encaminharemos duas questdes a fim de que os estudantes utilizem os conceitos
abordados até aqui para resolds.
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6. °A Figura 53mostra uma roda gigante parada. Qual é a altura do menino em relagdo ao
solo?
ResolucdoSabemos que o raio da roda gigante € de 10m, entdo a distancia xlae®ixo
solo é de 10m. A posi¢cdo do menino, na roda gigante, forma angulo de 30° corm, 0 eixo
ou seja, para calcular a distancia do garoto até o solo precisa saber a medida do cateto
oposto ao angulo de 30° e selaaom a medida do raio. Seno de 30° € 0,5, como este
raio € de 10m, o cateto oposto mede 0,5x10=5m. Portanto, a altura do menino a@m relaca
ao solo é de 15m.

- 0 _ L 4
Figura51 Roda gigante (1)
Fonte: SANTOS (2018).

7. Se a roda gigante girar 150°, no sentido-haotério, qual serd o seno do novo angulo
formado entre o menino e 0°, no ek
ResolugdoA posi¢do do menino na roda gigante estd formando 30° com @, eSrca
roda girar mais 150° a posi¢cdo do menino formara 180° com &.d€ixeeno de 180° € 0.

Figura52. Roda gigante (2)
Fonte: SANTOS (2018).

7. Avaliacao:

A avaliacdo levara em conta a participacéo de cada aluno na execucéao de cada atividade
proposta, tentativa de resolugédo dos exercicios e entendimento do aluno perante os conteldos
apresentados.

8. Bibliografia:

19 As questdes 5 e 6 foram adaptadaSABTOS (2018)
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IEZZI, Gelson;DOLCE, OsvaldpMACHADO, Antonio. Matematica realidade 62 edicéo.
Editora Atual. Sdo Paulo, 2009.

IEZZI, GelsonFundamentos de matematica elementa8: Trigonometria. Sdo Paulo: Editora
Atual, 2. Ed., 1978, 116 p.

JUNIOR, Eloy. Geogebra Ciclo Trigonométrico Disponivel em:
<https://www.geogebra.org/m/HfzJ5VwA Acesso em: 08 ago. 2018.

LEONARDO, Fabio M. (ed.)Conexdes com a Matematica&2? edicdo. Moderna, Sdo Paulo,
2013.

MARQUES, Rubens Matheus dos Santos; MORAES, Ménica Suelen Ferreira de. Proposta de
Ensino de Trigonometria através do uso de Materiais Concretos e Jogos. In: ENCONTRO
NACIONAL DE EDUCACAO MATEMATICA, 12., 2016, Sdo Pauldnais.... Sdo Paulo:

Sbem, 2016. p. 112.

Portal OBMEP. Trigonometria. Disponivel em:
<https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/dsynurrlhhw.pdAcesso
em: 14 jul. 2018.

SANTOS, Edimar. Gincana Trigonométrica. Disponivel em:
<https://pt.slideshare.net/edimarlsantos/gineaigonomtrica>. Acesso em: 17 ago. 2018.

REGRAS DO DOMINO. Disponivel em:
<http://www.ludijogos.com/multiplayer/domino/regras/>. Acesso em: 10 jul. 2018.

9. Anexo

1. Domin6 Formal

1 Objetivo do jogo: Para jogar donti s&o necessarias 28 pedras retangulares. Cada pedra
esta dividida em 2 espacos iguais nogigaparece um namero de 0 até 6. As pedras
abrangem todas as combinacdes possiveis com estes nimerese Rager com 2, 3
ou 4 jogadores ou em duplas.
O objetvo do jogo é colocar todas as suas pedras ha mesa antes dos adversarios e marcar
pontos. O jogador que ganha uma rodada, marca pontos segundo as pedras que foram
colocadas pelos seus adversarios. A partida terminara quando um jogador ou dupla
alcancar a gantidade de pontos indicada nas op¢des de mesa.

1 Como jogar o dominoCada jogador recebe 7 pedras quando comeca a rodada. Se na
partida houver menos de 4 jogadores, as pedras restantes ficam no dorme para serem
compradasO jogo comeca pelo jogador genha a pedra dobrada mais alta (se jogam
4 pessoas, sempre comecara quem tem o seis dobre ou carrilhdo). No caso de que nenhum
jogador tenha dobradas, comecara o jogador que tenha a pedra mais alta. A partir desse
momento, o0s jogadores realizam suas jogapar turnos e no sentido ahtrario.O
jogador que comeca a partida leva vantagem. Este € um conceito importante para a
estratégia do domind, pois o jogador ou dupla que comeca, normalmente, é o que leva a
vantagem durante a partida.

1 Desenvolvimento do jogo: Cada jogador, no seu turno, deve colocar uma das suas pedras
em uma das 2 extremidades abertas, de forma que os pontos de um dos lados coincida


https://portaldosaber.obmep.org.br/uploads/material_teorico/dsynurr1hh6w.pdf
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com os pontos da extremidade onde esta sendo colocada. As dobradas séo colocadas de
mareira transversal para facilitar sua localizagcdo. Quando o jogador coloca sua pedra
sobre a mesa, seu turno se acaba e {s&saa seguinte jogador. Se um jogador nao puder
jogar, dever8 Acompraro do dorme tantas
pedras no dorme, passara o turno ao seguinte jogador.

Final de uma rodada: A partida continua com os jogadores colocando suas pedras sobre
a mesa até que se apresente alguma das seguintes situacoes:

Domind& Quando um jogador coloca sua Ultima pedraneaa, essa acao € chamada de
bater. Quando jogae sozinho, o jogador que ganhou a partida soma os pontos de todos
0s seus adversarios. Jogando em dupla, seseaos pontos de todos os jogadores
incluindo os do seu companheiro.

Fecha Existem casos onde meum dos jogadores pode continuar a partida. Isto ocorre
guando o numero das extremidades saiu 7 vezes antes. Nesse momento se diz que a
partida esta fechada. Os jogadores contardo os pontos das pedras que ficaram; o jogador
ou dupla com menos pontos veresomarse 0S pontos da maneira habitutRdde
acontecer de vocé ter os mesmos pontos que o jogador ou a dupla que tem a vantagem,
nesse caso, ganha este jogador.

Seguinte rodada: Nas rodadas seguintes, 0 jogador que comeca 0 jogo € o seguinte da
vez. E$e pode comecar 0 jogo com a pedra que quiser mesmo gue nao seja uma dobrada.

Fim de jogo: O jogo terminard quando um jogador ou dupla conseguir a quantidade de
pontos necessarios para ganhar.
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2.3.3.1 Relatério

RELATORIO DA APLICACAO DA TERCEIRAAULA SOBRE TRIGONOMETRIA

Aos vinte e cinco dias do més de agosto de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual
do Oeste do Parana para a realizacdo do quarto encontro, do segundo semestre, do PROMAT.
Neste dia estavam preseniésalunos, sendo a maioria meninas.

Chegamos na sala cerca de vinte minutos antes do horario de inicio da aula, a fim de
unirmos as carteiras de modo a formar grupos com quatro integrantes cada, assim, conforme os
estudantes chegavam iam preenchendo os lugares organizados por nés. Apbsigadisio
material do aluno solicitamos a esses que respondessem a questdo 1. Esta solicitava aos aluno:
que medissem o comprimerda trajetoria descrita pelo movimento de um péndulo de 50 cm,
dado que suas posi¢des extremas formavam um angulo de 45°.

Inicialmente alguns alunos tiveram dificuldades para redoly& que realizavam a
representacdo da situacdo descrevendo a trajetdria do péndulo como retilinea. Apdés
compreenderem que tal trajetdria era uma parte de uma circunferéncia, sé foi neeasario
alguns casos, relembrar como calcular o perimetro da circunferéncia, que entdo os alunos
relacionaram as informacdes através da regra de trés. Ressaltamos a estratégia de um dos grupc

gue pensou no angulo de 45° comde 360°, porém ndo consegualacionar tal facdoao
comprimento dacircunferéncia. No entant@o final da resolucdo da questdo, por um dos
colegas na lousa (Figura 53, destacaram que encontrar do comprimento total da

circunferéncia era mais pratico.
r TTE——

Figura53. Aluno resolvendo a questéo 1
Fonte: Acervo das autoras.
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Apoés a correcao desta questdo na lousa, questionamos aos alunos como era chamada &
trajetoria percorrida pelo péndulo. Os alunos ndo souberam responder entéo relembramos que
tal trajetOria era um arco de circunferéncia e que bastavam dois pontos emcunfaréncia
que a dividiriamos em duas partes, ou seja, dois arcos de circunferéncia. Também salientamos
gue uma das unidades de medida de um arco de circunferéncia € o radiano e que este ¢é definidc
comol rad=r, onder € o raio da circunferéncia qeentém o arco. Assim, posteriormente
solicitamos aos alunos que determinassem, em radianos, a medida do arco de circunferéncia
encontrado na questéao 1. Tal tarefa foi executada sem dificuldades pelos alunos e a correcao
desta foi realizada na lousa por udae alunagFigura 54.

Figura54. Aluna resolvendo a guestéo 2
Fonte: Acervo das autoras.

O mesmo fato se verificou com a questédo 3, asddunos determinaram a medida do arco em
radianos para cada angulo dado em grausmgow da regra de trés, através da relagdo dada:
360A equi Rasealat alnos que o0os alunos uti iz
determinaram, em decimais, a medida do arco em radi&sssmn solicitamos que esses
deixassem esses valores na representacao fracionaria, ja que isto seria util posteriormente.

Em seguida, propomos aos alunos o jogo domind trigonom§iguara 55, o qual tem
as mesmas regras do dominé formal, porém suas pecdses&ntes. Entdo, apresentamos aos
alunos as equivaléncias entre as pedras do dominé formal com o domind trigonométrico como
apresentado na tabela 1 do plano de aula. Os alunos ja estavam acostumados com as regras d
jogo, sO apresentavam dificuldades eelacionar a medida de um angulo, em graus, com a
medida em radianos do arco equivalente a esses. Mas isto foi transposto devido ao fato de que
foi projetada a tabela com as relacdes. Destacamos que o jogo foi um momento de distracdo e
aprendizado parasalunos, ja que ao mesmo tempo que se divertiam competindo, reforcavam
as relacbes entre um angulo e a medida de arco determinada por este. Ressaltamos ainda qui
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nos momentos ociosos dos grupos, que estavam mais adiantados em relacdo aos outros, este
voltavam a jogar.

Figura55. Grupos jogando Dominé
Fonte: Acervo das autoras.

A guarta questao proposta aos alunos, tinha como intuito trabalhar a ideia de reduzir a
uma volta (um angulo entre 0° e 360°) um doguaior ou igual a 360°. Nessa questimno
a situacdo era contextualizada através da roleta do programa Roda a Roda, alguresoalunos
determinar o prémio em que a roleta havia parado, contavam a partir da faixa PERDE TUDO
no sentido horério, ndo pelmndo que deviam contar no sentido-awtiario ja que os prémios
gue passariam pelo marcador eram os da esquerda. @)iterata questéo foi resolvida por
uma de nos estagiarias e os demais itens, alguns alunos apresentaram suas resolucdes na lous
(Figura 55). Destacamos que a ultima questém que era necessaria uma generalizacao,
poucos alunos a obtiveram.
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Figura56. Alunos resolvendo os itens b) e c) da que
Fonte: Acervo das autoras.

Posteriormente projetamosaimacédo no Geogebra do ciclo trigopnométrico. Com este
relembramos com os alunos as razfes trigonométricas seno, cosseno e tangente e como
determinaas no ciclo trigopnométrico de raio 1, como convencionalmente-adoRealizamos
as deducdes de como adkr o seno, cosseno e tangente de determinado angulo construindo
triangulos retangulos no interior do ciclo. Realizamos a andlise de sinal para cada razéo e
também ressaltamos para quais angulos a tangente ndo esta definida.

Em seguida, solicitamos gqus alunos resolvessem a questao sete. Resolvemos solicitar
a resolucdo desta antes das questdes cinco e seis ja que tratava da reducéo ao 1° quadrante, u
assunto ndo tratado ainda em nossos encontros. Os alunos nao lembravam como realizar tal
reducéo e emmmtravam o valor de seno, cosseno e tangente utilizando a calculadora. Entéo
resolvemos explicar como realizar a reducao ao 1° quadrante e reforcamos que os alunos tomem
cuidado com a diferenca de sinal que pode ocorrer ao realizarem tal reducao. Pesterior
solicitamos aos alunos que respondessem as questdes cinco e seis as quais deveriam utilizal
conceitos referentes ao seno de um angulo. Os alunos néo tiveram duvidas para responder.
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2.4 MODULO 3 i GEOMETRIA ANALITICA
2.4.1 Plano de aula do diaD1/09/2018

PLANO DE AULA - 5=ENCONTRO

1. Publico-Alvo:
Alunos do Ze ZEano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino e alunos dos anos iniciais
de graduacéo, inscritos no projeto.
2. Tempo de execucao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1. Objetivo Geral:
Levar os alunos a explorar o plano cartesiano bem como suas partes e a determinar a

distancia entre dois pontos e o ponto médio de um segmento.
3.2. Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com geometria analitica, objesgaue o aluno seja capaz de:

1 Explorar o plano cartesiano, bem como suas partes;

1 Localizar pontos no plano cartesiano;

1 Determinar a distancia entre dois pontos;

1 Determinar o ponto médio de um segmento.
4. Conteudo:

Geometria Analitica.

5. Recursos Didaticos:
Material do aluno, quadrgjz, aparelho multimidia e tabuleiro do jogo.
6. Encaminhamento:
Organizaremos as carteiras de modo que os estudantes, conforme forem chegando, se relinam
em grupos de quatro pessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem no
desenvolvimento da atividade. Em seguida, proporemos a seguinte tarefa areesim
alguns minutos para que eles resolvam o problema. Utilizaremos aparelho multimidia para
projetar os mapas.

Atividade 1:

Conduziremos as seguintes questdes a fim de explorar os conceitos do plano cartesiano,
induzindo os estudantes a deduzirenretda de distancia entre dois pontos e as coordenadas
do ponto médio.

Questéo 1:

(Questdmdaptada de Bueno (2018)bservando o mapa das regides administrativas do Parana
(Figura59), sobreposto a um plano cartesiano, no qual o eixo da horizontal (linha horizontal
mais destacada) é o eixo das abscissas e o0 eixo da vertical (linha vertical mais destacada) € o
eixodaordenada€onsi derando a |l ocaliza-rkomea ada i diadl:
que represemndsponda: seu centr o,

a) Existe alguma cidade localizada exatamente em cima de algum dos eixos? Se existe,
qual(is) a(s) cidade(s) e qual(is) o(s) eixo(s)?
ResolucdoSim. Eixox: Toledo; Eixoy: Paranavai e Campo Mouréo.

b) Quais cidades estado localizadaspn&uadrante? E no fluadrante?
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Resolucdo:p muadrante: Maringa, Apucarana, Londrina, Cornélio Procépio, Jacarezinho e
Ivaipord.o fjuadrante: Cascavel, Pato Branco e Francisco Beltréo.

¢) Quais cidades estéo localizadastng@uadrante? E ng fjuadrante?
Resolucdo:¢ fuadrante: Umuarama. fluadrante: Ponta Grossa, Curitiba, Paranagua, Unido
da Vitoria, Irati, Guarapuava e Laranjeiras do Sul.

d) Qual cidade esta localizada no ponto (307?
ResolucdoParanagua.

e) Qual cida@ esté localizada no pont®(-12)?
ResolucaoFrancisco Beltréo.

f) Determine as coordenadas das cidades de Toledo, Paranagud, Jacarezinho e Cascavel.
ResolucdoToledo: €10, 0); Paranagué: (368); Jacarezinho: (20, 13); Cascavél;(4).

(]
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Figura57. Mapa das regides administrativas do Parana
Fonte: Acervo das autoras.

Questao 2:

(Questamdaptada de Bueno (2018)bservando o mapa da Fig@é@ atribuiremos valores no
plano cartesiano, sabendo que a interseccao engtaagro ponto de origem (0,0).
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Figura58. Mapa do Brasil
Fonte:Bueno (2013).

a) Sabendo que cada quadrado representa uma unidade de area, qual a distancia entre o
Amazonas e o Ceara?
Resolucédob unidades. Pois temos que a distancia do Ceara até Amazonas € dada por
W s, entdo temow oS S O

b) E se for direto do Amazonas a Minas Gerais qual sera a distancia?
ResolucdoDa mesma forma podemos desenhar um tridngulo retangulo como nagigura
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Figura59. Resolucao item b)
Fonte: Adaptada de Bueno (2013).

E a distancia do Amazonas até Minas Gerais pode ser escrita como

Q W W wot Q C o P Cot Q Vo T+
Q e 5,83.
c) Qual a distancia ddmazonas a Minas Gerais passando pelo Mato Grosso? Considere
a distancia entre dois estados a distancia (em linha reta) entre os pontos que 0s
identificam.
Auxiliaremos os alunos induzinds a construir dois triangulos retangulos e deduziremos a

férmula da distancia entre dois pontos a partir dos triangulos construidos e o teorema de
Pitagoras.

Resolucaolnicialmente vamos construir dois triangulos retangulos como mostra a 6R&jura
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Figura60. Resolucgéo item c)
Fonte:Adaptada de Bueno (2013).

Queremos calcular a distanciaAlatéB e a distancia dB atéD. Observe que essas distancias
sdo as hipotenusas dos trianguo8 @ 6 ‘O Oespectivamente. Entéo, relembrando o teorema
de Pitadgoras, o qual nos diz que @dpado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos
catetos, temos

00 00 6 60 (1).
Observe aindaque 6 I ws (2).
Da mesma forma podemos escrevad 0 @S (3).

Substituindo (2) e (3) em (1) obtemos

00 ® W W wot 06 ® o W wo.
Assim, também podemos descobrir a distancia &
60 60 006 4).
Observe aindaque O = ws (5).
Da mesma forma, podemos escré@€d 0 s (6).

Substituindo (5) e (6) em (4) obtemos

60 W W w ot 060 W W wWo.

Agora podemos substituir os valoresxdey e encontrar as distancias
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06 pz o© ¢ moé+ 66 WPt O Be chpge

60 C P Tt p Ot 60 UVpmt 60 oalpo

Portanto a distancia de Amazonas até Minas Gerais passando pelo Mato Grosso €
aproximadamentehy ¢ ofp @ ¢unidades.

Formalizacao:

A distancia entre dois pontés @who ed o hd  do plano cartesiano é dada
por

Q 0w w WO

d) Quanto terei andado se sair do Rio Grande do Sul passar por Mato Grosso, Amazonas, Ceara,
Minas Gerais e voltar no ponto de partida?

ResolucdoVamos decompor cada distancia por meio de triangulos retangulos como na Figura
63:

&

L“"F‘“ F&‘@l:w
o s

Figura61. Resolucéo item d)
Fonte: Adaptada de Bueno (2013).
A distancia do Rio Grande do Sul até Mato Grosso é

Q T p T 10t Q Moy Q etlpg
A distancia do Mato Grosso até o Amazonas é

Q P o m ¢o6t Q NMpt Q e chpg
A distancia do Amazonas até Ceara é



85

Q W wst Q o ost Q Q.
A distancia do Ceara até Minas Gerais é

Q o ¢ C p 6 Q Mot Q ofp ¢

A distancia de Minas Gerais até o Rio Grande do Sul é

Q ¢ T P T 6 Q Mpa Q ofp.

Portanto a distancia total percorrida é aproximadamepte chb¢ ¢ ofp ¢ ofp 20
unidades.

Questéo 3:

(Questdmdaptada de Bueno (2013)¢ja a adaptacdo do mapa do Brasil utilizado na questéao
anterior e responda:

a) Que ponto poderia identificar o estado §jaa no meio dos pontos que identificam os
estados do Ceara e do Rio Grande do Sul?
Resolucéo:

Para isso vamos construir o segmento

2 arinp

Figura62. Resolucao questédo 3 item a)
Fonte:Adaptada de Bueno (2013).
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Considere um segmento de extremos (wWrw) €6  ® , W ) cujo ponto médio &
(0w rw p. Como na Figura®k

Pelo teorem@&Se em um tri ©ngul o tra-armos uma ret
i ntemseotudad ros dois em pontos distintos, a I
um dos | ados temos o seu ponto m®di o, no
paralela corta os |l ados do tri©ngul o em seu
pontos m®di os ® paralelo ao terceiro | ado

C 0 mp r ioeecantramos a seguinte relacdo entre as ordenadas dosAdhtod:
o0 0O+ 00 06t w () W 0t W 0w 0.
Portanto:
@ _—
Pelo teorema encontramos a seguinte relacéo entre as abscissas
0 -00t ® W - ®W ®WtW W W Wt Cw W .
Portanto:
w0 —

Podemos concluir que, se tivermos um segmento de extremos A e Bsaallsgbonto médio

sera a média aritmética das abscissas dos extremos e a ordenada do ponto médio serd a médi

aritmética das ordenadas dos extremos.

Formalizacao

Portanto, o ponto médio do segmeat6é dado por:
0 —h—.

Assim, podemos descobrir qual estado esta enestados do Ceara e do Rio Grande do Sul,
0 —h— 1t O -h p.
Portanto o estado de Minas Gerais estéa localizado entre o Ceara e o Rio Grande do Sul.

b) Identifique o estado representadolop@onto que fica no meio dos pontos que
identificam os estados do Ceara e do Amazonas?
Resolucao:

0 —h— + O e .
Portanto, o estado do Para esta localizado entre o Ceara e o Amazonas.

Atividade 3: Adaptacéo do Jogo Batalha Naval.
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Posteriormente, para a fixacdo dos conceitos estudados neste encontro, iremos propor aos
alunos uma adaptacao do jogo batalha naval sugerido no site Dia a Dia Ed4@acao

Dividiremos a sala em quatro grupos, que serdo ainda divididos em duas equipesridtali

oito equipes que competirdo em pares. Cada professor ira ser o juiz do jogo em um dos quatro
grupos. Cada equipe recebera um tabuleiro, conforme as figuras a seguir, de modo que sua
equipe adversaria nao tenha o mesmo tabuleiro.

MEU JOGO ¥

/N
.E
' L L 4
: L
e
2-1 o0-p B - - - I+ 1 2 =
1 x
5 L ]
Figura63. Tabuleiro 1
Fonte: Acervo das autoras.
20 Jogo Batalha Naval disponivel em:

http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudoAt@28o em: 01 ago.
2018.


http://www.matematica.seed.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo.php?conteudo=1320
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MEU JOGO

a4

&=

Figura64. Tabuleiro 2
Fonte: Acervo das autoras.
Além do tabuleiro, as equipes também receberdo o roteiro de questbes que lhes
permitirdo calcular as coordenadas tlbuleiro da equipe adversaria.

Roteiro do tabuleiro {entregar para a equipe que receber o tabuleiro 2)

1. Determine o ponto médio entre os pontos A e B, cujas coordenadas sa® A %Q)
eB=(7,-4).

Resolucao:

W

P W —t W —t W X.
Logo, as coordenadas do ponto medio sdo M6s-(7).

2. A abscissa do ponto E é dada pela distancia entre os pontos A e B, cujas coordenadas
sdo A=(2,1) e B=(5,5) eaordenada do pantadada pela distancia entre os pontos
C e D, cujas coordenadas sdo C [ig45) e D = (o, 3). Determine as coordenadas

do ponto E.
Resolucao:
Q 0w W Wot Q U C L POt Q o T0

F'Q Mw pe Q Wgu Q  us
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Q 0 ® ot Q oVic Vo o Vot Q

¢Vo Cot Q

Logo, as coordenadas do ponto E = (5, 4).

3. Dadas as coordenadas do ponto médio M = (2, 5), quais sdo as coordenadas da
extremidade A do segmento de reta que o contérandalnjue a outra extremidade esta

no ponto B = (5, 5)?
ResolucaoUtilize a férmula para encontrar as coordenadas do ponto médio de um segmento

de reta:

0w —

Substitua as coordenadas do ponto médio e do ponto B nas expresnaes @lcule as
coordenadas do ponto A.

¢ —8t ¢ ¢ W ULt W T LI W p.

&

t U —8t L ¢ W ULt W PT UL W V.

W
Entdo, as coordenadas do ponto A saolAL, 6).

4. Um segmento de reta tem uma de suas extremidadesitwAe (@, 2a) e seu ponto
médio no ponto M = @ 3a). Quais sdo as coordenadas da outra extremidade desse
segmento de reta, dadas em funcaa?®bs.: Dé como resposta final as extremidades

desse segmento consideraado 1.

ResolucdolUsando a formulpara o calculo do ponto médio do segmento de reta, dada pelas
expressoes a sequir, calcule o valor de cada coordenada da outra extremidade do segmento, qu

sera representada aqui pelo ponto B.

) P —t ¢ P O Wt PR W WOt PO D Ot W
P m
) b oW b ¢ 00 CO Wt e (O Wt e GO Wt

W !
As coordenadas da outra extremidade do segmento de reta sado:a&4a)1Consideranda
=1, B = (11, 4).

5. O ponto B = (3b) é equidistante dos pontos A(&, 0) e C = (0, 6). Determine as
coordenadas do ponto B.
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Resolucdo:Para resolver esse exercicio, basta resolver a eq@acdo Q . Antes disso,
porém, calcularemof e 'Q separadamente e elevaremos seus resultados ao quadrado.
Primeiranente, a distancia entre A e B:

Q W W W ot Q c ¢ W 1ot Q
o 0ot Q W W Q 6 Vw o6t Q 6 w

Agora, a distancia entre B e C:

Q W W W ot Q T O @ wot Q
o @ wot Q W @ wot Q w ¢ w t+ 0Q
w @ o

O resultado final é obtido resolvendo a equac&o gerad&poro ‘Q & Observe:

Q D 0w w @ Ot T P Ot ST o pQ T
copd T pQ o@ O — o

©

Logo, as coordenadas do ponto B373).

6. A ordenada de um ponto X é dada pela média aritmética das coordenadas do ponto
médio entre os pontos A e B, cujas coordenadas sdebA-8)(e B = (3,-4) e a abscissa
do ponto X é dada pela distancia entre os pontos C e D, cujas coordenddas (640
6) e D = (3, 10). Determine as coordenadas do ponto X.

Resolucao:

W

Sejama média aritmética das coordenadas do ponto médio entre os pontos A e B.

a —— —

Q W W W ot Q o T pPTT @Ot Q o T60
F'Q Vw p@ Q Wcu Q 8
Logo, as coordenadas do ponto X =-(5).

Roteiro do tabuleiro entregar para a equipe que receber o tabuleiro 1)
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1. Determine o pontmnédio entre os pontos A e B, cujas coordenadas séc B,=4) e
B=(7,0).

Resolucéao:

Logo, as coordenadas do ponto médio sdo M55-(2).

2. A abscissalo ponto E é dada pela distancia entre os pontos A e B, cujas coordenadas
sdo A= (6; 3) e B=(6, 5) e a ordenada do ponto E é dada pela distancia entre os pontos
C e D, cujas coordenadas sédo C = (6, 7) e D = (9, 11). Determine as coordenadas do
ponto E

Resolucéao:

Q W W ot Q o o 0] o 0t Q
Tt Por Q Mt ou Q Vemuw Q  ¢8

Q W W W ot Q w e pp Xot Q o T0
FQ VMo pe Q Wcu Q 8
Logo, as coordenadas do ponto E = (8, 5).

3. Dadas as coordenadas do ponto médio M £, €1), quais sdo as coordenadas da
extremidade A do segmento de reta que o contém, sabendo que a outra extremidade esta
no ponto B =41, 1)?
ResolucaoUtilize a férmula para encontrar as coordenadas do pond@mrdé um segmento
de reta:

0w —

Substitua as coordenadas do ponto médio e do ponto B nas expressdes acima e calcule as
coordenadas do ponto A.

&)
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Entdo, as coordenadas do ponto A sao-Ak { 3).

4. Um segmento de reta tem uma de suas extremidades no pont@/A6a) @ seu ponto
meédio no ponto M = @ 4a). Quais sdo as coordenadas da outra extremidade desse
segmeto de reta em funcdo @ Obs.: Dé como resposta final as extremidades desse
segmento considerando= 1.

ResolucdolUsando a formula para o calculo do ponto médio do segmento de reta, dada pelas
expressdes a seguir, calcule o valor de cada coordenadaaaxtremidade do segmento, que
sera representada aqui pelo ponto B.

) i 0w b ¢ 00 CO Wt GO CO ®W+ O CO O t
W T
@ b T P ¢ TO VO Wt W LV Wt W VO Ot

w (0]0V)

As coordenadas da oatextremidade do segmento de reta sdo: Ba=3§). Consideranda =
1, B = (4, 3).

5. A ordenada de um ponto X é dada pela média aritmética das coordenadas do ponto
médio entre 0s pontos A e B, cujas coordenadas sde 3\, £)(e B = (5,7) e a abscissa
do ponto X é dada pela distancia entre os pontos C e D, cujas coordenadas sdp C = (
5) e D = (3, 13). Determine as coordenadas do ponto X.

Resolucao:

W

Sejama média aritmética das coordenadas do ponto médio entre os pontos A e B.

&« — — p.

Q W W W W ot Q o o po LOt Q

0 Poét Q Voo ou Q WVpmm'Q pB

Logo, as coordenadas do ponto X = (L0).

6. O ponto B = (3b) é equidistante dos pontos A = (6, 0) e C = (0, 6). Determine as
coordenadas do ponto B.
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Resolucdo:Para resolver esse exercicio, basta resolver a eq@acdo Q . Antes disso,
porém, calcularemof e Q separadamente e elevaremos sesslltados ao quadrado.
Primeiramente, a distancia entre A e B:

Q W W W ot Q c ¢ W 1ot Q

o ot Q W MW Q 0 Vw ®Oot Q 46 w

Agora, a distancia entre B e C:

Q W W W ot Q T O @ wot Q
o @ wot Q W @ wot Q w ¢ w t+ 0Q
w @ o

O resultado final é obtido resolvendo a equac&o gerad&poro ‘Q & Observe:

Q D WO W P Ot P Ot PP O
CQpPQ T pO 0@ ® — O
Logo, as coordenadas do ponto B = (3, 3).

Regras do joqgo:

1 Cada equipe ndo deve revelar ao seu oponente a localizacédo de suas embarcacdes (cad:
ponto no plano cartesiano representa uma embarcacéo).

1 O juiz determinara o inicio do jogo e com isso ambasgagpes podem comecar a
responder as questdes do roteiro.

1 A equipe que responder a uma das questdes tentara atingir uma embarcacdo do seu
oponente. Ao responder a questdo obterd um ponto (tiro) o qual indicara ao seu oponente
no plano cartesiano dando asomenadas e y desse ponto. Lembrando que as
coordenadas, y séo pares ordenados ¥) em que o primeiro numero deve ser lido no
eixox e 0 segundo no eixp

1 A equipe oponente marca o ponto correspondente no seu tabuleiro (marcardo um
sobre esse ptw) e avisa se a equipe acertou uma embarcacdo ou se acertou a agua.

1 N&o havera alternéancia de resposta entre as equipes, conforme estas responderem as
questdes terdo direito a indicar as coordenadas do ponto.

1 O jogo termina quando uma das equipes afuttitas as embarcacdes do seu oponente.

Apds o término do jogo serdo sanadas as duvidas dos alunos sobre as questdes dos roteiros.

7. Avaliacéo:

A avaliacdo dos estudantes se desenvolvera no decorrer das aulas por meio da observacéao diret:
dos alunos noakenvolvimento das atividades e dos varios instrumentos de avalia¢ao utilizados,
tais como, a participacdo durante a resolugéo dos problemas por meio das respostas orais, a
socializacdo dos grupos, a apresentacdo na lousa e os registros e analiseaisaagdalhas.

8. Bibliografia:
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2.4.1.1 Relatério

RELATORIO DA APLICACAO DA PRIMEIRA AULA SOBRE GEOMETRIA
ANALITICA

No primeiro dia do més de setembro de 20d8iniramse nas dependéncias da
Universidade Estadual ddeste do Parana, nos estagggaos alunos inscritos moojeto de
ensino- PROMAT, para o desenvolvimento dminto encontro, do segundo semestie,
mesmo Nesse dia, estiveram presentes 15 estudantes, aendimria meninadJtilizamos o
aparelho multimidia para a projecao dos mapas, o que nos auxiliou nas explicacdes e resolucdes
das atividades.

Quando chegamos a universidade, os estudantes j4 estavam aguardando a abertura de
sala de aula, entdo, ao adantmos, eles auxiliaram na organizacdo das carteiras para a
formacao dos grupos. Em seguida, entregamos os materiais do aluno para cada estudante e,
buscando explorar os conceitos envoltos no plano cartesiano, encaminhamos a primeira
questdo. Essa, solicta que os educandos localizassem e respondessem quais cidades
continham seu ponto no eixpeixoy, ou no primeiro, segundo, terceiro ou quarto quadrante,
bem como a coordenada de algumas cidades.

Os estudantes ndo apresentaram dificuldade em compreergierstdo e também
participaram da resolucao, citando quais cidades correspondiam a cada uma das perguntas.
Aproveitamos esse momento de socializacdo para reforcar, no item a), que a cidade cujo ponto
estava sobre o eixo das abscissas, tinvelar da coodenaday igual azero e que as cidades
cujos pontos estavam localizados no eixo das ordenadas, tinkeor da coordenadaigual
azero. Também, que os pontos localizados no primeiro quadrante tém suas coordenadas com
ey sendo positivos, no segundo quadraxtenegativo ¢ é positivo, e assim por diante, para
os demais quadrantes.

J& para a questao 2, os estudantes demonstraram dificuldade, principalmente quanto a
interpretacdo de alguns itens. Alguns estudantes mapreenderam que deveeia contar a
distancia entre os pontos correspondentes a cada estado. No item a), alguns obtiveram a
distancia entre os estados do Amazonas e Ceara como sendo 5 unidades, quando, se contar .
distancia entre os pontos, obtemos 6 ad&s. Constatamos que o enunciado ficou falho, pois
nao continha essa informacao, entdo fomos intervindo de modo a esclarecer que o objetivo era
gue eles considerassem a distancia entre os pontos que representam esses estados.

Também, em dois dos grupos,estudantes adotaram uma escala diferente para o mapa,
ja que o enunciado trazia que eles deveriam atribuir os valores no plano cartesiano, entao,
adotaram uma escala em que cada quadrado equivalia & 5 unidades de area, possivelmente po
ser trabalhado aBn na questao anterior. Mas, no item a), foi dado que cada quadrado representa
uma unidade de area. Novamente, constatamos a necessidade de reformulagdo do enunciado
pois os estudantes ndo deveriam atribuir valores, e sim, adotarem o solicitado no item a

Nas resolucfes seguintes, os estudantes visualizaram os tridngulos e que seria possivel
solucionar o problema por meio do teorema de Pitagoras, alguns também, recordavam a férmula
para o calculo da distancia em seus termos, entdo usaram o que acl@saonreniente.

Alguns alunos, ao realizar a raiz na expre£3ao W W 0, fizeramna

Q W W w . Fomos realizando intervencdes individualmente, ou nos
grupos, mas mesmo assim, alguns estudantes repetiram algum®smesos nos itens
seguintes, que também demandavam uso da formula. Talvez, deveriamos ter corrigido esses
dois itens, o que possibilitaria reforcar como se extrai os pontos do mapa, j& que alguns
estudantes cometeram equivocos quanto as coordenas miatabeir a férmula, para melhor
desempenho nos calculos posteriores. Realizamos a corre¢cdo somente ap0s o0s estudante:
resolverem todos os itens da questao proposta. Com auxilio, a maior parte dos alunos concluiu
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todos os itens, mas, alguns disseram erariam a resolucéo, pois acreditavam que nao
estavam resolvendo acertadamente. Entdo, houve um tempo em que alguns grupos ficaram
ociosos até a resolucéo, por ja terem terminado, ou por optarem por aguardar.

Ainda no item b), houve uma nova dificuldgoler parte dos estudantes, quando nos
demos conta, eles estavam tentando resolver o problema de um modo diferente do qual
planejamos. Verificamos que, por o enunciado trdgdf: s e f or direto do
Gerais, sem passar pelo Mato Grosso, quagsera d i s ds@studantasZampreenderam
gue néo se poderia passar pelo estado do Mato Grosso, entdo o contornaram, dsggtndo
casosolicitaram nosso auxilio pois ndo sabiam qual a conta a se fazer. O objetivo da questao
era que se calculasse igtéincia do Amazonas até Minas Gerais, necessitaria sim passar pelo
Mato Grosso, mas, sem passar pelo ponto que estd marcado neste estado. Assim, verificamos
novamente a necessidade de reformulagéo de enunciado, concordamos que o ideal, para atingir
0 objaivo da questdo, sem ambiguas interpretactes, $efta: se f or direto d
Mi nas Ger ai s, q u &draostenrch osastudantestc@npredanderara que teria
de se passar pelo ponto do estado do Mato Grosso, entdo, decompuseranaesiseetistiois
triangulos eexceto a algumas coordenadas erradas, foram bem sucedidos no calculo dessas
distancias, que foram dadas pela soma das hipotenusas dos dois triangulos.

Um estudante se prop6s a resolver e explicar como resolveu o item c) no exdr

Figura 67). Inclusive, ele explicou como proceder para fatorar a raiz de um numero,
exemplificando para o valéfencontrado, chegando L6, ¢UC.

Figura65. Estudante calculando no quadro a distancia do Amazonas a Ghknais, pasando pelo Mato
Grosso
Fonte: Acervo das autoras.

Fomos para o intervalo e retornamos corrigindo o item d) desta questao. Posteriormente,
ainda antes de encaminhar a questao 3, utilizando a imagem do mapa, explicamos como se
obtém o ponto médj obtendo as formulas para o calculo deste. Entdo, os estudantes néo
demonstraram muita dificuldade em solucionar os itens dessa questdo. Na sequéncia, a
corrigimos no quadro, com a participacao dos educandos.

Em seguida, explicamos o funcionamento dmjBatalha Naval adaptado (Fegura
68). Para a execucao do jogo, solicitamos que quatro estudantes se agrupassem, ja que estavar
divididos em duas duplas, formando entdo, um quarteto. Por haver um nimero impar de alunos
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presentes, um dos grupos ficourcama aluna competindo contra duas colegas. Quanto as
questbes dos roteiros, notamos que 0s estudantes tiveram um pouco de dificuldade na
interpretacdo do que era dado e do que se precisava encontrar, mas com uma sistematizacac
simples, como a abaixo, faippara o item 4 do roteiro do tabuleiro 1, em que se tinham as
coordenadas de uma extremidade de um segmento e do ponto médio, em fuicgaede
posteriormente deveria ser substituido por 1, os alunos compreenderam que restava encontrar
qual a coordenadda outra extremidade deste segmento.

~ | g
A= ahgxed M= @chow B=?

Figura66. Jogo batalha Naval Adaptado
Fonte: Acervo das autoras.

Notamos que mojetar as imagendoi necessarioe também muito proveitoso, as
resolugdes puderam ser realizadas mais rapidamente e de um modo mais claro para os
estudantes. Acreditamos que conseguimos alcangar nossos objetivos e expectativas para este
aula. Constatamos também, muita desatencéo porgeamdéuns educandos ao escrever ou
interpretar coordenadas do plano cartesiano, nas préximas aulas continuaremos reforcando
esses conceitos. Verificamos algumas falhas em nosso planejamento, que embora tenha sido
visto e revisto por nés, acabaram passaddgumas questdes apresentaram interpretacdes
ambiguas, o que gerou pequecasfusdesque poderiam ter sido evitadas com simples edicdes
do enunciado. Estaremos mais atentas a estes detalhes, pois em nossa formacdo buscamo
sempre evoluir para um melhensino e aprendizagem de nossos educandos.



98

2.5.2 Plano de aula do dial5/09/2018
PLANO DE AULA - 6=ENCONTRO

1. Publico-Alvo:
Alunos do2=e 3=zano do Ensino Médida Rede Publica de Ensiealunos dos anos
iniciais de graduacao, inscritos no projeto.
2. Tempo de execucéo:
Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1.0bjetivo Geral:
Levar os alunos a aprender conceitos basicos sobre retas.
3.2.0bjetivos Especificos:
Ao se trabalhar cogeometria analiticaobjetivase que o aluno seja capaz de:
Verificar se trés pontos sdo colineares;
Verificar se um ponto pertence a uma reta,
Determinar o coeficiente angular de uma reta;
Determinar a equacéo reduzida da reta a partir da equacao geral;
1 Identificar a posi¢édo relativa entre duas retas.
4. Conteudo:
Geometia Analitica.
5. Recursos Didaticos:
Material do aluno, quadro, giz e adaptacdo do jogo divisdo em linha para equacao da

T
)l
)l
T

reta.
6. Encaminhamento:
Organizaremos as carteiras de modo gue os estudantes, conforme forem chegando, se
relinam em grupos de quatpessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem
no desenvolvimento da ativida@ian seguidgproporemosa seguinte tarefadestinandoalguns
minutos para que elegsolvamo problema.

Questaol:
(UFPBapudLeonardo (2013) adaptada) Um ornitélogo, para observar o comportamento de
uma determinada espécie de passaro, instalou numa regido quatro cameras em pontos distintos
Para facilitar o seu estudo, representou esses pontos em um sistema de coordessdasscar
por A=(0,0), B=(1,1), C=(2,2) e D=(0,2), o que despertou curiosidades acerca da localizacao
das cameras. Nesse contexto, considere as seguintes proposicoes, identificando as verdadeiras
(01) Dentre os pontos A, B, C e D, existem trés alinhados.
(02) Os pontos A, C e D sao vertices de um triangulo.
(04) O ponto D é equidistante dos pontos A, B e C.
(08) O ponto B € equidistante dos pontos A e C.
(16) Uma equacéo da reta que passa pelos pontos Boe kg ¢ 1T

1 Qual é a soma das alternaticasretas?

ResolucdoAnalisando a primeira proposicéo, devemos verificar a cada trés pontos se esses sédo
colineares. Para isto, usaremos o fato de que:
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4 )

Tréesponto® whd B who Q5  ®hod , sdo colineares se, e somente

w W p
0o w W p T8
W W p

Se0'Q 0 1, 0s pontos sdo vértices de um triangulo.

- J

Para os pontos A, B e C, temos:

0Qo

N O o

m p
p p T8
~ C p . . o
Logo, os pontos A, B e C sdo colineares, ou seja, alinhados. Portanto a primeira
proposicdo é verdadeira.
Solicitaremos que os alunos testem os demais casos.
Para analisar a segunda proposicdo, usaremos 0 mesmo resultado utilizado
anteriormente. Devemos verificar que para os pontos A, COR0 1t

T T p
0Qd0 ¢ ¢ p 1T T8

nep
Logo, os pontos A, C e D sao vérsage um triangulo.
Portanto, a segunda proposicao € verdadeira.
Na terceira proposicdo devemos verificar se as distand@as o O 6 ‘O

Q 0w W W ot Q T T ¢ 1ot Q T ¢
b Q nm t+ Q Mty Q  ¢8
Q 0w W w ot Q m p ¢ pot Q
P p ot Q Mp pt Q .

Q 0w W w ot Q m ¢ ¢ ¢ot Q
C Tot Q M m Q Mt Q c8
ComoQ ‘Q , D néo é equidistante de A e Bortanto a terceira proposi¢cado nao e

verdackira.
Na quarta proposi¢cao devemos verificar se as distanaas 6 @

Q W W W ot Q p T p MOt Q p p o

tQ  UWp pt QW8

Q W W W ot Q ¢ p ¢ pot Q p p o
tQ  Wp pt Q W8
ComoQ ‘Q , B é equidistante de A e Bortanto a terceira proposi¢ao é verdadeira.
Para verificar se 0s pontos B e D sdo pontos daweted ¢ 11, devemos verificar
se as coordenadas desses pontos satisfazem a equagéao da reta.
Para o ponto B, temos:
P p ¢ T8
Para o ponto D, temos:
m ¢ ¢ 718
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Como as coordenadas dos pontos B e D ndo satisfazem a equacéo da reta, a quarta
proposicao nao é verdadeira.
Assim, a soma das alternativas corretps ¢ ¢ p p

Apédsa correcao desta questadiscutiremos sobre a equacaagieda reta.
Formalizacéo:

Equacéao geral da reta
DWW w Tmhcom dw T8

Posteriormente, iremos propor a questdo 2, na qual objstvaliscutir sobre o
coeficiente angular da reta.
Questéo 2:
(Leonardo (2013)) Um laboratério estudou uma coldnia de bactérias composta por 350
individuos vivos. Verificotse que, apds a aplicacdo de certa droga, o namero de individuos
vivos na colbnia diminuia com o tempo, sendo que, apds 25 horas, ndo havigmhais n
individuo vivo na colbénia. Supondo que o niumed® individuos vivos varie linearmente com
o tempowde vida, contando a partir da administracéo da droga;geede
a) Determinar a expressao que relacigrme;
b) O numero de individuos que permaneciamos apds 10 horas do inicio do
experimento.

Resolucao: 3
a) Vamos considerar o par ordenaddw para identificar que, apdshoras, havigy
individuos vivos na coldnia. Assim, temos pontos com 0s seguintes significados:
f 6 1o v mestado inicial da cotda (no tempo 0 h, havia 350 individuos);
1T 6 ¢ b : estado final da colénia (no tempo 25 h, havia 0 individuo).

Como a relacao é linear, seu grafico € um conjunto de pontos pertencentes a reta que
passa pelos pontos A e B.

Formalizacgéo:

O coeficienteangular & de uma ret® Bqualquer é dada por:
®w W

U T ) . _
A reta tem coeficiente angular p Te passa pav ¢ Wt . Assim como:

Formalizacao:

A equacdo da reta que passafor o o e tem coeficiente angularé
W 0w adw o3

Logo,
W T PTW C ULt W PW CULUITW PW CULUTT
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b) Para obter o nimero de individuos vivos apos 10 horas do inicio do experimento basta
substituirx por 10 na igualdade P W O UL.ASSIM:

W PIPMTOULUTCP.TT
Portanto, apos 10 horas, havia 210 individuos vivos na colénia de bactérias.
Apos correcao desta questédo, deduziremos, juntamente com os alunos, que o coeficiente
angular é a tangente do angujoe a reta forma com o eixo X.
Para isso consideremos a reta Qque passa

Figura67.Ret a que passa por A e xB e faz um ©ngu
Fonte: Acervo das autoras.

Notemos qued w € a diferenca entre os valores de y de A e B (medida do cateto
st ow aw &3 difegenca entre os valores de x de A e B (medida do cateto adjacente

p o
U). Assim percebemos oFiggr&/Qui nte tri©ngul o

o
a

3

Figura68. llustracdo do triangulo
Fonte: Acervo das autoras.

Tomando como refer°ncia o ©ngul o U, s at
adjacente, logo podemos escrever m como:

Formalizacao:
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/ 4 GQQUAMEDDNO ©Q € (dD € 5 108 \
O D &0 BRKGOmE &0
Assim podemos concluir que:

Se:
T mJ | wmi & T
1 wmJ| pymrda T
T 1 W 0 WMERE T QQQNQE QQ®

- J

Para que os alunos relembrem para que angulos a tangente € positiva, negativa ou nao
esta definida utilizaremasm link do Geogebra.

Em seguida também relembramos com os alunos os aspectos sobre o coeficiente linear
tais como ele ser 0 ponto de abciggaal a zero e na representacdo grafica este ser o valor
gue o grafico intercepta o eixo y.

Posteriormente, iremos propor a questdo 3, com objetivo de que os alunos saibam
determinar a equacéo reduzida da reta a partir da equacgéao geral.
Questéao 3:
A profesora de Leandro o desafiou a encontrar a equacao reduzida da reta que € definida da
seguinte forma:

W aw E.
Sabendo que a equacdo geral daret@ écw p Y T ajude Leandro a resolver o desafio.
ResolucaoPara realizar tal desafio basta isolarmoa equacao geral da reta. Assim:

o : ‘ . oW pyY . O,
ow CW pyY T+ CW ooapqyw—waTwuB
Em seguida, iremos propor a questdo 4 e 5 para que sejam resolvidas simultaneamente.
Questéao 4.
(Adaptada de Maus; Pergher; Sebulsqui (20T8)ca € um bairro da Zona Nortk Rio de
Janeiro, ndBrasil. Copacabana é um baimobresituado na Zona Sul da cidade do Rio de
Janeiro, no Brasil. E um dos bairros mais famosos. @eapelido de Princesinha do Mar.
Observe a planta parcial a seguir e responda:

21 JUNIOR, (2018).
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Figura69. Planta parcial do Bairro de Copacabana, RJ
Fonte: Maus; Pergher; Sebulsqui (2013).

Responda:
i. A Rua Miguel Couto e a Avenida Rio Branco nos dao a ideia dea@tasrrentes

ii.  Asruas Alfandega e Buenos Aires nos dao a ideia depatalelas
iii. A Avenida Presidente Vargas e a Rua da Conceicdo nos ddo a ideia de retas
perpendiculares

Questao 5
(Adaptada de Maus; Pergher; Sebulsqui (2013)) O esquema a seguir representaouthe bairr
uma cidade. Observ@e responda as questoes:

S
&
ll )

Figura70. Bairro de uma cidade
Fonte: Adaptada de Maus; Pergher; Sebulsqui (2013).

a) Escreva o nome de duas ruas paralelas a Rua México.
ResolucdoRua Marrocos, Itdlia, EspanhdNeéria.

b) Escreva o nome de duas ruas perpendiculares a Rua Franca.
ResolucdoRua Marrocos, Italia, México, Espanha e Nigéria.

¢) O nome de uma rua que € paralela a Rua Brasil e perpendicular a Rua Italia.
ResolucadoParaguai, Argentina, Franca ou Holanda.
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d) Onome de uma rua concorrente a Rua Brasil.
ResolucaoChile, Alemanha e Portugal.

e) O nome de trés ruas paralelas entre si.
ResolucdoPor exemplo, Argentina, Paraguai e Holanda.

f) O nome de duas ruas que néo séo paralelas nem perpendiculares.
ResolucdoBrasi e Alemanha, por exemplo.

Em seguida, relembraremos as posic¢des relativas entre duas retas, e como determinar

a posicao relativa a partir das equacdes da reta.

Retas paralelas Retas concorrentes
Coincidentes Distintas Perpendiculares | N&o perpendiculas
Os coeficientes Os coeficientes O produto dos Os coeficientes
angulares e lineare{ angulares séo iguai coeficientes angulares sdo
séo iguais mas os lineares sa¢ angulares & 1. diferentes.
diferentes.

Quadro8. Posicdeselativas entre duas retas
Fonte: Acervo das autoras.

Préximo do término da aula, iremos propor uma adaptacao do jogo divisdo em linha
para equacao da refd com o objetivo de relembrar os conceitos vistos neste encontro.
Diviséo da classe:

1 Duplas

Material (para cada dupla):
1 16 fichas (8 de cada cor) e 01 tabulegomo na ilustracéo a seguir:

2?Disponivel em<http://lemfafiuv.pbworks.com/w/file/fetch/107225538/J0g0s%20Diversos. gafesso em: 12
set. 2018.



http://lemfafiuv.pbworks.com/w/file/fetch/107225538/Jogos%20Diversos.pdf

105

Quadro9. Adaptacgédo do jogo divisdo em linha para equacao da reta
Fonte:http://lemfafiuv.pbworks.com/w/file/fetch/107225538/J0gos%20Diversos.pdf

Descri¢éo do jogo:

1 Cada um da dupla escolhe uma cor de ficha;

1 Os jogadores decidem quem iaio jogo;

1 Na sua vez de jogar, o jogador escolhe uma equacao geral da reta de dentro do quadro
e determina a equacéo reduzida da reta, para achar o coeficiente angular e o coeficiente
linear,

1 Se aresposta dos coeficientes estiver no tabuleiro, o jogaloi@a com uma ficha da
cor que escolheu

9 O primeiro jogador que alinhar quatro fichas na horizontal, vertical ou diagonal sera o
vencedor.

Em seguidairemos propor aos alunos a resolugdo de alguns problemas do Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) que envolvem os conceitos trabalhados nessa aula.

1. (ENEM (2015)%3 Ap0s realizar uma pesquisa de mercado, uma operadora de telefonia
cdular ofereceu aos clientes que utilizavam até 500 ligacdes ao més o seguinte plano
mensal: um valor fixo de R$ 12,00 para os clientes que fazem até 100 ligagbes ao més.
Caso o cliente faca mais de 100 ligacGes, sera cobrado um valor adicional de R$ 0,10

23 Disponivel em: Https://descomplica.com.br/gabargaem/questoes/2015/segurdia/aposrealizaruma
pesquisade-mercadeumaoperadorade-telefoniacelularofereceut. Acesso em: 30 ago. 2018.
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por ligacéo, a partir da 10Mhté a 308 e caso realize entre 300 e 500 ligacdes, sera
cobrado um valor fixo mensal de R$ 32,00. Com base nos elementos apresentados, o
grafico que melhor representa a relacédo entre o valor mensal pago nesse plano e o
namerode ligacoes feitas é

a)
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Figura7l. FAVOR COLOCAR LEGENDA
Fonte: 72?7?72

ResolugédoNo primeiro instante 0 a 100, o pregoahstante, de 101 a 300 variavel e de 301 a
500 volta a ser constant®.grafico que mostra isso € o item b)

2. (Adaptada d&EENEM (2016)%* Um dos grandes desafios do Brasil € o gerenciamento
dos seus recursos naturaspretudo 0s recursos natsraobretudo os recursos
hidricos. Existe uma demanda crescente por agua e o risco de racionamento nao pode
ser descartado. O nivel de agua de um reservatorio foi monitorado por um periodo,
sendo o resultado mostrado no grafico. Suponha que essa tefidéaciabservada no

24 Disponivel em: Hhttps://www.resumov.com.br/provas/en@l6/umdosgrandesdesafiosdo-brasile-o-
gerenciamentalosseust. Acesso em: 30 ago. 2018.
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monitoramento se prolongue pelos proximos mééas condicbes dadas, qual o tempo
minimo, ap0s o0 sexto més, para que o reservatorio atinja o nivel zero de sua capacidade?

Nivel do reservatério

[
Y mmm === Fees=== === Feess== i

ima

a capacidade max

Porcentagem com relagio

I

I
1 2 3 4 5 6

Més
Figura72. Nivel do reservatorio emnm certo periodo
Fonte: Resumov (2018).

Resolucdo:Como conhecemos dois pontos desta reta A = (6,10) e B = (1,30) podemos
determinar sua equacén ooood] ,
W W OTMPT T

o

W W P O 0] T8
Substituindca e A = (6, 10) na equacd® @ ©) temos:
PTT T¢Q OF ® PMCTH W OB
Assim teremos a equacéo:
W Tw 0B
Paraw T, temos:
. . . o1
T TWw o T o W T U (F3]
Assim, o tempo minimo depois dos 6 meses para que atinja o nivel 0 sera:
w ¢ chi AGRO
3. (Adaptada dEENEM (2010)%° As sacolas plasticas sujam florestas, rios e oceanos e
quase sempre acabam matando por asfixia peixes, baleias e outros animais aquaticos.
No Brasil, em 2007, foram consumidas 18 bilhdes de sacolas plasticas. Os
supermercados brasileiros se preparam geabar com as sacolas plasticas até 2016.
Observe o grafico a seguir, em gue se considera a origem como o and@.de 200

25 Disponivel em: «ttps://vestibular.brasilescola.uol.com.br/enem/funetesenem.htre. Acesso em: 30 ago.
2018.
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N° de sacclas (em bilhdes)
A
18 4

0 g NC de anos (apds 2007)

LUCENA. M. Guerra as sacolinhas. Galileu. n* 225, 2010.

Figura73. Numero de sacolas plasticas consumidas desde
Fonte: Brasil escol@2018).

De acordo com as informacdes, quantos bilhdes ddasaplasticas serdo consumidas
20117

ResolucdoA taxa de variacdo da funcédo é dadagpor—+t @ ¢

"0
C piJ—TTJer pyY "Qt + "Qt p B

7. Avaliacao:

A avaliacdo dosestudantesse desenvolvera no decorrer das aulas por meio da
observacéo direta dos alunos no desenvolvimédas atividades e dos variastrumentos de
avaliacao utilizados, tais como, a papgacao durante a resolucéo gosblemas por meio das
respostas orais, socializacé dos grupos, a apresentacaolowsa e 0s registros e analises
individuais nas folhas.
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2.5.2.1Relato6rio

RELATORIO DA APLICACAO DA SEGUNDA AULA SOBRE GEOMETRIA
ANALITICA

Aos quinze dias do més de setembro de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual
do Oeste do Parana para a realizacdo do sexto encontro, do segundo semestre, do PROMAT.
Neste dia estavam presentes 13 alunos, sendo a maioria meninas.

Conforme a chegada slalunos fomos orientandis a formarem grupos de quatro alunos. Apos

a distribuicdo do material do aluno solicitamos a esses que respondessem a qiesttio 1.
solicitava que os alunos determinassem quando trés pontos eram colineares, relembrassem o
calcuo de distancias, visto no encontro anterior, e determinassem se um ponto pertencia a uma
reta. Percebendo as dificuldades dos alunos em determinar se trés pontos sédo alinhados
apresentamos a possibilidade de resolver este problema através do calctdonioalege da

matriz, formadapela abscissa do ponto na primeira coluna, a ordenada na segunda coluna e 1
na terceira colunaerificando se este € zero. Ressaltamos também que se este determinante é
diferente de zero entdo os pontos séo vértices de angutd. Devido a alguns alunos nao
lembrarem como calcular o determinante de uma matriz, relembramos como-lcafmaia

meio da Regra de Sarrus. De posse deste resultado os alunos resolveram a questdo sen
dificuldades.

Apods o término da questdo pelos grsia corrigimos na lousa, detalhando os passos da
resolucdo para que nao houvesse duvidas ainda ndo sanadas. Também definimos a equaca
geral da reta, devido a questdo apresentar uma equacao da reta em sua forma geral e para est
determinamos o valor de @& coeficiente. Em seguida solicitamos que os alunos resolvessem
a questdo 2. Esta solicitava no item a) que os alunos determinassem a equacéao da reta para um
situacdo e no item b) calculassem o valolydpiandox = 10. O item a) desta questao foi
resohida facilmente por dois grupos. Estes determinaram o niamero de individuos mortos a

cada 1 hora, ou seja- p tindividuos morrem a cada hora e posteriormente escreveram que

o numero de individuos vivog)(era igual a 350 (nimero de individuos vivosmioio) menos

14 vezes o tempa), ou sejagy 0 L TP w O outro grupo respondeu a esse item utilizando
a férmula para determinar o coeficiente anguléiizandoo juntamente com um dos pontos
que pertenciam a essa repara determinar aquacao. Durde a correcdo desta questdo na
lousa os grupos apresentaram estas fiuags de resolvéa (Figura 74. No item b) todos os
grupos substituiram= 10 na equacéo da reta encontrada no ite a).

Figura74. Aluna escrevendo suasolucdo na lousa
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Fonte: Acervo das autoras.

Apés a correcao desta questdo definimos como determinar o coeficiente angular de uma
reta sabendo dois pontos que pertencem a esta e como determinar a equacao da reta dado se
coeficiente angular e um de segosntos. Nesse momento também relembramos qual € o
coeficiente linear e que este &alor da ordenada dmonto em quev Tt e, devido a isso, a
reta intercepta o eixyg nesse pontoEm seguida deduzimos que o coeficiente angular é a
tangente do angulo forrda entre a reta e o eixa Posteriormentecom o Geogebra
relembramos quando a tangente € positiva, negativa e quando ndo esta definida e assim
analisamos o sinal do coeficiente angular.

Em seguida solicitamos que os alunos resolvessem a questdo 3. Nesta os alunos
deveriam encontrar a equacgao reduzida da reta a partir da sua equacao geral. A maioria dos
alunos entendeu que deveriam manipular a equacéo dada buscangoksolgeral, a maria
encontrou a equacdao reduzida da reta, poatgrans alunos esqueceram de fazer jogos de sinais
durante os passos da resolucdo, obtendo a equacéo da reta com difessmgasdosseus
coeficientes. Realizamos a correcédo desta questdo na lousarmadaluna apresentou sua
resolucdo, e posteriormente salientamos a identificacdo dos coeficientes (angular e linear) na
equacao reduzida da reta.

Em seguida propomos aos alunos que resolvessem as questdes 4 e 5 que tratavam das
posicdes relativas entrauas retas. Nos surpreendemos com alguns grupos que lembravam
todas as posicdes relativas entre duas retas e ainda tinham o entendimento de que retas
perpendiculares sdo concorrentes, ou seja, que as retas perpendiculares sdo um caso especific
de retas cororrentes (o0 angulo formado entre elas € 90°). Alguns grupos que ndo lembravam
de todos as posicdes relativas entre duas retas nos questionavam sobre a direcdo que essas ret.
iam (devido as retas estarem serem representadas por ruas na situacado pesitéona)
relembradvamos a definicdo para cada um dos casos fazendo com que os alunos concluissem
que isto ndo influenciava em suas respostas. Apds o término da questdo pelos grupos as
corrigimos na lousa.

Posteriormentgoropomos a adaptacao do jogo diviséolimima para equacao da reta.

Porém apenas seis alunos os jogaram devid@aaresfim do encontro (Figura Y& os demais
alunos tinham que se ausentar para retornar a suas cidades.
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= “_fﬂ-a_‘
Figura75. Alunos jogando a adaptacéo do jagjwisdo em Linha para equacéo da reta
Fonte: Acervo das autoras

No desenvolvimento do jogo observamos que 0s grupos apresentavam dificuldades para
encontrar aequagdes reduzidas das retas e apresentavam erros, principalmente quando havia
a necessidade de inverséo de sinais.
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2.5.3 Plano de aula do dia22/09/2018
PLANO DE AULA - 7=ENCONTRO

1. Publico-Alvo:

Alunos do2=e 3=zano do Ensino Médida Rede PublicaedEnsince alunos dos anos
iniciais de graduacao, inscritos no projeto.
2. Tempo de execugao:

Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1.0bjetivo Geral:

Levar os alunos a aprender conceitos basicos sobre circunferéncia.
3.2.0bjetivos Especificos:

Ao setrabalhar contircunferénciaobjetivase que o aluno seja capaz de:

1 Identificar equagcdes de uma circunferéncia;
7 Discutir posicdes relativas entre ponto e circunferéncia, entre reta e circunferéncia e
entre duas circunferéncias.
4. Conteudo:
Circunferéncia.
5. Recursos Didaticos:

Material do alunoguadrq giz, lapis, papel, compasso, aparelho multimidia, calculadora
e desenho de um plano cartesiano impresso.

6. Encaminhamento:

Organizaremos as carteiras de modo que os estudantes, confeemedloegando, se
relinam em grupos de quatro pessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem
no desenvolvimento da atividadem seguidaproporemosa seguinte taref& destinaemos
alguns minutos para que eles resotvo problema.

Questdol: Observe as imagens que representam rodas:

Figura76. Roda de bicicleta e conceitos relacionados a circunferéncia
Fonte: Adaptada de Depositphotos (2018)

a) Que forma geométrica podemassociar ao contorno da roda?
ResolucdoA uma circunferéncia.
b) Como denominamos o pond®
Resolucdo:E um ponto fixo chamado de centro da circunferéncia.
c) Como chamamos o segmeitd? E o segmentd ‘@ E o segment® "@
Resolucdo:0 segmentad 0 €é cthamado de raio. O segmenioOé chamado de corda. O
segmentdO "@ chamado de diametro da circunferéncia.
Em seguida, corrigiremos as questdes acima sanando as possiveis duvidas e,
posteriormente, definiremos os conceitos abordados.

Formalizacao:
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Circunferéncia é o conjunto de todos os pontos de um plano que estdo a uma i
distancia ndo nula de um ponto fixo, denomineelatro. Cada segmento de reta que L
0 centro da circunferéncia a um de seus pontos é chamaiad@). A corda é definida
conmo segmento de reta que liga dois pontos pertencentes a uma circunferénc
diametro fica definido como a maior corda que uma circunferéncia possui, ou, cc
corda que passa pelo centro. /

.

Questédo 2:Pedro foi ao parque de diversdes para brima Roda Gigante, conforme ilustra a
Figura 77

Figura77. Roda gigante
Fonte: Adaptada dexhere (2018).

Considere a imagem do brinquedo como a representacdo de uma circunferéncia. Sabendo que
Pedro esta localizado no pofiaity , que o centro da circunferéncia é o pantaf e que

r é o raio da circunferéncia.

a) Determine a equacéo reduzida da circunferéncia.

Resolucdo: Vamos estabelecer uma relacdo para um ponto qualgeétd que pertence a
circunferéncia de centrd ¢fto e raioi . O ponto’O afto pertence & circunferéncia se, e
somente SeQ l.

Relembraremogque a distancia entre dois pontésiada por

Q W W W

Logo, @ W W i.

Elevando os dois membros da equac¢édo ao quadrado, temos:

Formalizacao:

W 0 ® 10
A equacéo descrita acima € conhecida cequmacéo reduzida da circunferénciae
centro0 ahw e raioi .

Enfatizaremos que o raio da circunferéncisetnpre maior que zero.
b) Suponhaque oed c¢lp,determine a equacéo reduzida dessa circunferéncia.
ResolucdoTomando um pont® afto qualquer da circunferéncia, temos:

O OO0 ® WO 106

w ¢ O Ww po6 00

W ¢o W PO
Logo, @ ¢ O W p O wéaequacdo reduzida dessa circunferéncia.
Questdo 3:(Questdoadaptadade Ribeiro(2010)) Os primeiros anos do século XX ficaram
conhecidos como o icio da eraNuclear em razdo do deslumbramento causado pelas
possibilidades d&nergia nuclearlNo entanto essa energia passou a ser utilizada para fins
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bélicos(utilizados em guerrasiem 1945a primeira bomba atémica foi estgtkncadapelos
EUA em um deserto do Novo Méxiddenos de um més depoésse pais lancou outra bomba
agora sobre a cidade de Hiroshima, Japdocom um raio de destruicdo dek@, liberando
energia equivalente a Al toneladas d&NT (material explosivo20 quilotons)Atualmente,
muito se tem discutido acerca da diminuicdo do niamero de armas nuckeadssassim,
alguns paises insistem em desenvolver esse tipo de arma@ertopais lancou um missil,
como testesobre uma regido e devastou uma area de formato circular. O raio de destruicéo
desse missil foi registrado por meio da equéa®d O p @ @w T T Determine o
centro da circunferéncia e quanto medaio.
Na resolucéo desta questéo, questionaremos 0s alunos sobre a equacéo acimasd=gpera
eles observem que a equacgdo ndo esta na forma reduzida. Em seguida, mostraremos como
encontrar aequacédo geral de uma circunferéncia a partir da equacao reduzida.
A equacdo geralda circunferéncia de centib ¢fd e raioi é obtida desenvolvenese os
guadrados da equacéo reduzida. Veja:

O 0 WO 1t OO O oo 1 T
Portanto, a equacéao geral da circunferéncia é:

Formalizacéo:

O O WO ® 1 T
Essa equacéo também é chamadegimcdo normalda circunferéncia.

Resolucao:
Ressaltaremos que aequawd O p @ @w T Testa naforma geral.
Pademos encontrar o raio e o centro da circunferéncia analisando os coeficientes da equacao
geral, como segue:
Sabendese que a equacéo geral de uma circunferéncia é escritalsomd GO ® CO W
» o i T
Equeaequacdodadad w p@ @ T T
Para encontrar o centro e o raio da circunferéncia precisamos determinar os valgpesrde
Ressaltaremos que para encontrar o valor de a, relacionamos o coeficiente de x na equacéao
geral genérica e o coeficiente de x na equacao geral dada no praptemmo segue:

G pg d o
Procedemos de forma analoga para determinar b. Relacionamos o coeficiente de y na equacgao
geral genérica e o coeficiente de y na equacao geral dada no problema como segue:

Cw Pt ® O.

Portanto, o centro da circunferéncié é ¢lo .
Agora vamos determinar o raio. Sabemos que

O w i T.
Ja encontramaseb. Entdo, igualamoé @ | ao termo que esta sozint8egue que
@ o | T i cOP W T +1 Wtwt i1 X
Portanto, o raio da circunferéncia € 7 quildmetros.

Questéo 4.
(Questéo baseada em Leonardo (2013)) Observe a imagem a seguir:
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) @

Figura78. Campo de futebol
Fonte: Adaptada de Vectorstock (2018).

Os pontosA, B e H representam posicfes distintas de trés jogadores de futebol em relacdo a
circunferéncia do centro do campo de futebol. Analise a posi¢cédo dos jogadores em relacao a
circunferéncia e complete o quadro. Observe o exemplo:

d=r d>r d<r
B
;
C
A

O pontoB é exterior .. ) R
O ponto A pertence & acl?rcunferéncia O ponto H é interior a

circunferéncia. ' circunferéncia.

Observacédo: Aescrita em vermelho ndo estard no material do aluno, os estudantes deverao

Quadrol0. Posicdo relativa entre ponto e circunferéncia
Fonte: Adaptada de Leonardo (2013).

preencher os espagos.

Ressaltaremos que para analisar a posi¢cdo desse ponto em relacdo a circunferéncia,
comparamos a distancia d do ponto ao centro da circunferéncia com o raiincdnferéncia.
Questéo 5:

(Questdo adaptada de UFPB (20Gfud Leonardo (2013)) Considerando as seguintes
proposi¢cbes relativas a circunferéneia « T no plano cartesiano, identifique a(s)
verdadeira(s):

(01) O pontod plp é interior & circunferéncia.

(02) O pontod ¢l é exterior & circunferéncia.
(03) O pontod  Wich/¢ esta sobre a circunferéncia.
(04) O pontod ulp é exterior & circunferéncia.

Qual é a soma das alternativas corretas?
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Resolucao:Primeiramente, precisamos descobrir qual € o centro e o raio da eguacéo
1. Para isso, vamos analisar os coeficientes, como segue:
CO T+ @ T
CO T O T
Portantg o centro da circunferénciadé i .
E o raio € dado por
O o 1T o+ 1T o+ 1omor i
Entdo, vamos avaliar a alternativa (01). O ponto € interior a circunferéncia se a distincia
ponto ao centro da circunferéncia é menor que o raiaistancia entre dois pontds it e
0 plp édadgor:

Q p T p TO
Q VC.
Portantopo0 plp é interior & circunferéncia, po  ¢.
Vamos avaliar (02). Um ponto € exterior a circunferéncia se a disththciponto ao centro da
circunferéncia é maior que o raio
A distancia entre dois ptos 6 Tim e0 ¢lt é dada por:

Q C T ¢ TO

Q Npe chp g
Portantopo0 ¢lt é exterior & circunferéncia, pdisp  C.
Vamos avaliar a alternativa (03). Um ponto pertence a uma circunferéncia se a dis&ncia
igual ao raia ou se satisfaz a equacao.

A distancia entre dois pontas Tim e0 Wch ¢ é dada por:

-

Q N T Mg mo
Q Mo+ Q C.
Portanto, o pontd  Vc/IC esta sobre a circunferéncia, pais i .
Também podemos verificar se o podto Mich ¢ satisfaz a equacd &  T.
Vi ne .
Portanto, o pontd  WVIch/IC  esta sobre a circunferéncia, pas i .
Vamos avaliar a alternativa (04). Um ponto é exterior a circunferéncia se a dididoganto

ao centro é maior que o raio
A distanda entre dois ponto® Tt e0 ulp é dada por:

Q v T p TO

Q V¢ @ vt w
Portanto, o pont® vip é exterior & circunferéncia, pai, @ ¢.
A soma das alternativas corretqgs € ¢ 0 1 p T
Questéo 6:
Dadas uma retae uma circunferénciade centra@d @ ho e raior, ambas no mesmo plano,
ha trés casos possiveis para a posicao relativassitreComplete o quadro.
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d>r
5 \\
\\M
\‘\
sé tangente & circunferéncia s éexteriora circunferéncia. s é secante &
circunferéncia.

Quadroll. Posicao relativa entre uma reta e uma circunferéncia
Fonte: Questéo adaptada de Leonardo (2013).

Da observacgao dos trés casos acima, serddistancia do pontG a retas, concluimos que:
1 SeQ i,entdd, T 0 (sé tangente a circunferénciy
I Sed>r,entdo . [ I (séexteriora circunferéncia);
1 Sed<r,entdd , | 0 (s ésecant& circunferéncia).

Observacédo: A escrita em vermelho ndo estara no material do absnefudantesdeveréo
preencher os espacos.

Questéo 7:

Dadas duas circunferéncias, em quantos pontos elas se interceptam?

Dica: Compare a distancibentre seus centro€§; e Cz, com 0s raios das circunferéncias.

Circunferéncias secante| Circunferénciasangentes.

Circunferénciaglisjuntas.

d 1s Qi1 i.

A v
([ e

ExterioresQ i i.

ExterioresQ i [

InterioresQ g s

Interiorest Qg s

Dois pontos em comum

Um ponto em comum.

Nenhumponto em comum.

Quadrol2: Posicao relativa entre duas circunferéncias
Fonte: Questao adaptada de Leonardo (2013).

Observacéo: A escrita em vermelho ndo estara no material do aluno, os estudantes deverao

preencher os espacos.
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Ressaltaremos que, pasaber quantos sdo 0s pontos comuns entre duas circunferéncias, basta
saber seus raios e a distancia entre seus centros. E, para saber quais sdo esses pontos, € precisc
resolver o sistema formado pelas equacdes a elas associadas.

Questéao 8:

Se duas circueféncias sdo tangentes. E possivel tracar um tridngulo cujos vértices sejam o
ponto de tangéncia e os centros das circunferéncias?

ResolucdoNao € possivel, pois os pontos séo colineares.

Questao 9:
Verifigue se as circunferéncias ® Yw Tew WO O©Q WEPOSsSUuem pontos
comuns.
ResolugcdoPara saber se existem pontos em comuns vamos determinar os@eetio® 0s
raiosi ei de cada circunferéncia
@ o Y T1(01).
A equacéao geral de uma circunferéncia é dada por:
O O COOCW O 6O 1 1
|0 Pt @ T.
CO Tt QO T
Portanto, o centré da equacéo (01)@& Tthr .
Oraioé® @ | T T T T 1T
Daequacdd w 0@ w@ T (02), temos
W oGt W PO
CO Tt O
Portanto, o centrd da equacéo (02)& p dr .
Oraioéd o | w@e po T i wet i cvg i1 epixo
Vamos calcular a distancibentre os centros:
Q PO T m TMot PO pg
Logo, T p¢ st pilx @ entdo,m p ¢ ptx pe as circunferéncias sdo disjuntas
interiores e NA0 possugrontos em comum.

Atividade 1: Sugest&o de jogh Capturando pontos.

Posteriormente, para a fixacdo dos conceitos estudados neste encontro, iremos propor
aos alunos uma adaptacao do jogo Capturando pontos.

Dividiremos a sala em duplas e cada integrante@beca um tabuleiro no qual marcara
10 pontos no plano cartesianos quais podem ficar em qualquer posicdo desde que dentro
dos limites, pontos (x,y) comé6 © O -66 (e , posteri@®mefte entregard a seu
adversario.A duplastambénreceberdcalgumas equacdes de circunferéncias quais serao
diferentes para cada integrante. Cada aludevera encontrar o centro e o raio das
circunferéncias e deserntta@s no tabuleiro e indicar a seu adversario quantos pontos capturou.
Os pontos serdo capturadgsiando estiverem no interior da circunferéncia ou pertencem a
ela. Vence o jogador que conseguir captysemeiro 5 pontos de seu oponentecaso restar
pouco tempo da aula para o desenvolvimento do jogo, vencera o jogador que capturar mais
pontos do seadversarioO tabuleiro sera conforme figura 80.

26 A atividade é uma adaptacao de Amador (2010). Disponivel : em
<http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/cadernospde/pdebusca/producoes_pde/2009 _uem_matematica_
md_eliana_peres_amadpdf>. Acesso em: 22 ago. 2018.


http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/cadernospde/pdebusca/producoes_pde/2009_uem_matematica_md_eliana_peres_amador.pdf
http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/cadernospde/pdebusca/producoes_pde/2009_uem_matematica_md_eliana_peres_amador.pdf
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Figura79. Plano cartesiano
Fonte: Acervo das autoras.

a4

Material necessario: lapis, papel, compasso e desenho de um plano cartesiano impresso.
NUmero de participantes: dois.

Regras:

i Cada jogador marcara na malha de eixo 10 pontos, os quais podem ficar em qualquer

posi¢do desde que dentro dos limites, pont@s ¢om- 6

entregard a sua malha a seu adversario.
1 Cada jogador recebera equacbesidrinferéncias e este devera encontrar 0s centros e
os raios destas. Bpdsdevedesenhdas em sua malha e anunciar a seu adversario
quantos pontos capturou.
I Os pontos serdo capturados quando estiverem no interior da circunferéncia ou
pertencem a ela.
1 Vence o jogador que conseguir capturar primeiro 5 pontos de seu oponente.

As equacdes serdo as seguintes:

Aluno 01:
1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)w

)

eeeeeeeee
e &e&8e8e8e8e8eet

EEEEEEECE
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1o o c¢w T T Tmondew phc el o
Aluno 02:

1) @ ¢ T Tmonde® Tim el ¢.

2) 0 © T® TO X T onded che el p.

3w O o T p@ monded  th el «c.

4w © e Tw w monded® oh ¢ ei c.

5) @ ® Yo U ¢ Y mondew Tt el ¢

6) ® ® Yw Ccw po mondew Thpei ¢

7)o © W p¢ mondew T el ¢.

8w ® ¢ @0 w Tmonde® ofo el o.

9 w ® (w Y ¢ P mondew® ThT ei c.

1000 & Yo p¢ monded mh T el ¢

1o © ¢o @ o Tmondew oh o el o
7. Avaliacao:

A avaliacdo se desenvolvera no decorrer das aulas por melisdevacao direta dos
alunos no desenvolvime& das atividades e dos variostrumentos davaliacao utilizados,
tais como, a paxipacdo durante a resolucdo gosblemas por meio das respostas orais, a
socializaca dos grupos, a apresentacadonsa e os registros e analises individuais nas folhas.
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Curitiba: SEED Pr., 2009. V.2.

DEPOSITPHOTOS. llustracdo em vetor roda de bicicleta. Disponivel em:
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illustration.htm. Acesso em: 15 ago. 2018.

LEONARDO, Fabio Martins deConexdes com a MatematicaVol. 3. 2 ed. Sdo Paulo:
Moderna, 2013.

PXHERE.Roda gigante London EyeDisponivel emxhttps://pxhere.com/pt/photo/887724
Acesso em: 15 ago. 2018.

RIBEIRO, JacksonMatematica: ciéncia, linguagem e tecnologiavol.3. 1 ed. Sao Paulo:
Scipione, 2010.

VECTORSTOCK. Soccer field icon outline style vectorimage Disponivel em:
<https://lwww.vectorstock.com/royaHlyee-vector/soccefield-icon-outline-style-vector
953174%. Acesso em: 15 ago. 2018.
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2.5.3.1Relat6rio

RELATORIO DA APLICACAO DATERCEIRA AULA SOBRE GEOMETRIA
ANALITICA

No dia vinte e dois de setembro de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual do
Oeste do Parana para a realizacdo do sétimo encontro, do segmedtresedo PROMAT.

Neste dia estavam presentes 13 alunos, sendo a maioria meninas. A aula ocorreu na sala 41
como de costume.

Chegamos na sala cerca de quinze minutos antes do horario de inicio da aula, a fim de
unirmos as carteiras de modo a formar gsugmm quatro integrantes cada, assim, conforme os
estudantes chegavam iam preenchendo os lugares organizados por nés. A primeira atividade
tinha o intuito de que os alunos identificassem, a partir de algumas representacdes, uma
circunferéncia, seu centro, raio, uma corda e o diametro. Nesta questdo, um grupo havia
confundido a corda da circunferéncia com secante, na socializacdo explicamos que a corda é
apenas um segmento, enquanto a secante é uma reta e definimos esses conceitos. Para os dem:
conceitosndo houeramequivocos. De improviso, decidimos utilizar o aparelho multimidia
para projetar as representagfes, o qual utilizamos também para a socializagdo das demais
atividades.

Na segunda questdo, havia uma imagem de circunfernérstrandoo raio, ocentro e
um ponto H, pertencente a circunferéndia item a) solicitava a equacdo reduzida da
circunferéncia, porém, a maioria dos estudantes ndo se empenhou emlaeddbse trés
grupos presentes na aula, um deles nem tentou resolver e, ao cobreabersna pesquisando
na internet com o uso do aparelho celular; outro grupo ja iniciou pesquisando a questdo na
internet; apenas o Ultimo grupo desenvolveu o solicitado na questdo, porém, com certa
dificuldade, necessitando de uma estagiaria ao lado sanartiovidas. Socializamos com a
turma este item, para entdo formalizar a equacao reduzida da circunferéncia, a qual seria
utilizada no item b). Para o item b), onde deveriam determinar a equacao reduzida da
circunferéncia deraio 3 e centro {,1), os estdantes ndo demostraram dificuldades e
participaram da socializacadrigura 8Q. Acreditamos que seria mais proveitoso se
houvéssemos iniciado com uma questdo que possuisse valores, pois despertaria um maior
interesse dos alunos, diferentemente do ocoaido 0 caso genérico.

N

A- ) sy

=2 Vix-a+(y

R 2 (c-oaly

Figura80. Estudante determinando a equacéo reduzida da circunferéncia
Fonte: Acervo das autoras.
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Na sequéncia, encaminhamos a terceira questdo, determinando primeiramente a equacao
geral da circunferéncia fiente da turma, pois a questdo exibia a equacdo geral de uma
circunferéncia e solicitava que fossem obtidos o centro e o raio da mesma. Os estudantes até
iniciaram a atividade, mas poucos a concluiram, optamos entédo por+lasoivguadro com a
participacdo dos alunos, visto que a dificuldade era notdria. Na questdo seguinte, havia uma
imagem de um campo de futebol, com trés pontos representando jogadores, um deles dentro da
circunferéncia do centro de campo, o segundo ponto sobre a circunferénaizacefora dela.

O objetivo era analisar as posi¢des desses jogadores em relacdo a circunferéncia. Os estudante
ndo demonstraram dificuldades e, no momento da socializacdo, definimos os trés casos de
posicao entre ponto e circunferéncia.

A atividade cinco,adaptada de um vestibular da Universidade Federal da Paraiba,
solicitava a analise de quatro itens, 0s quais tratavam da posicao relativa entre ponto e
circunferéncia. Para esta atividade, primeiro os estudantes deveriam encontrar, a partir da
equacao gat da circunferéncia, o centro e o raio. Entdo, com essas informagdes, deveriam
analisar os pontos dados para verificar se eram exteriores, interiores ou pertencentes a
circunferéncia. Varios alunos se empenharam em resolver esta questdo e participaram
ativamente no momento de socializacdo da mesma.

Com atividades semelhantes a questdo quadrouestdo seidefinimos os trés casos
de posicao relativa entre reta e circunferémcirea questdo setes cinco casos de posicao
relativaentre duas circunferéncidduranteas socializacdes, definimos cada caso.

Dando sequéncia ao nosso planejamento, encaminhamos o jogo (adaptado do jogo
Capturando Pontos) para fixacao dos conceitos abordados neste encontro. Para isso, a turma foi
dividida em duplas e cada integrante recebeu um tabulepesentadoss eixos do plano
cartesianoNo tabuleiro, o alundeveria marcar dez pontos quaisquer, desde que G
@, entregando em seguida o tabuled® adversario. Junto com o tabuleiro, recatmeoito
equacOes gerais de circunferéncias, as quais deveriam determinar o centro e raio e fepresenta
las notabuleiro utilizandoos pontos escolhidos pelo adversario. O objediracapturar os
pontos que o colega anotounde considerados capturados mantos que ficarem sobre uma
circunferéncia ou dentro dela. Vémeste jogo quem captuesmseprimeiro cinco dos pontos
escolhidos pelo adverséario. Apenas seis alunos participaram do jogo, pois, o restante precisava
se retirar devido ao horéario de saftta transporte coletivo, utilizado para retornar as suas
residéncias. Os estudantes gostaram do jogo, participaram com entusiasmo, resolvendo cada
equacdao para obter o centro e o r&igira 8).
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Figura81. Alunos jogando a ad&ag;do do jogo capturando pontos
Fonte: Acervo das autoras.

Para os poucos alunos que permaneceram até o final da aula, encaminhamos as questde:
oito e nove do planejamento, as quais visavam fixar os conteldos vistos neste encontro.
Percebemos que os alunos ndo costumam trazer o material das aulas anteriorasalmogue
dificultando a resolugcéo de algumas questdes, que necessitavam de conceitos vistos na aula
anterior. Um dos grupos, especialmente nesta aula, estava muito disperso, para as préximas
aulas cogitaremos a divisédo do grupo em duplas.
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2.6 MODULO 4 i ANALISE COMBINATORIA

2.6.1 Pano de aula do dia 29/09/2@&

PLANO DE AULA - 8ZzENCONTRO
1. Publico-Alvo:

Alunos do2=e 3=zano do Ensino Médida Rede Publica de Ensiecalunos dos anos
iniciais de graduacao, inscritos no projeto.
2. Tempo de execucéo:

Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1.0bjetivo Geral:

Levar os alunos a aprender conceitos basicos sobre contagem e permutacao.
3.2.0bjetivos Especificos:

Ao se trabalhar corandlise combinatorjabjetivase que o aluno seja capaz de:

1 Identificar e uizar o principio fundamental da contagem;
1 Compreender o conceito de permutacéo;
1 Aplicar as técnicas de contagem para resolver problemas.
4. Conteudo:
Andlise combinatoria.
5. Recursos Didéticos:

Material do aluno, calculadorguadrq giz, jogo Set enaterial em EVA para montar
sanduiches
6. Encaminhamento:

Recepcionaremos os estudantes na sala de aula, onde as carteiras estardo organizadas
de modo a formar grupos de quatro alunésciaremos a aula com o jogo do Set (jogo
combinatério), descrito natividade 1, com o intuito de motivar e identificar conhecimentos
prévios dos estudantes.

Atividade 1:
Jogo do Se¥’

Regras: O objetivo do jogo é identificar ulSET de 3 cartas entre as 12 colocadas sobre a
mesa. Cada carta tem quatro caracteristipgsyariam da seguinte forma:

a) Formas: cada carta contém simbolos nas formas ovais, de ondas ou Igsangos

b) Cores: os simbolos estdo em vermelhos, verde oy lilas

c) Quantidade: cada carta contém um, dois ou trés simholos

d) Textura: os simbolos sao sélidos, hachdos ou transparentes
Um SET consiste em 3 cartas cujas caracteristicas, avaliadas individualmente, sédo iguais ou
diferentes em todas elas. Em outras palavras: o simbolo deve ser igual nas 3 cartas ou diferente
em todas elas, a cor deve ser igual nas 3 cartas ou diferente em tgdasstim por diante.
Veja alguns exemplos &ETna Figura 82
Jogo: Um dos jogadores, o crupi€, embaralha as cartas e coloca 12 sobre a mesa, formando um
retangulo de 4x3 cartas, de modo que elas possam ser vistas por todos 0s participantes.
1 N&o ha tunos: quando um jogador encontra G@ET, ele 0 anuncia em voz alta gritando

i S E & @jogo é suspenso. Depois de um jogador anumcE ,Thénhum outro jogador

podera anunciar outi®ETaté que se avalie®ETem curso.
1 CadaSETdeve ser validado pelos oo jogadores. SeSETestiver correto, o jogador que

0 encontrou recebe essas cartas que serdo substituidas por 3 cartas novas do baralho, dt

modo que haja novamente 12 cartas sobre a mesa. Se um jogaddr §riEa€ tiver se

27 Adaptado de SET GAME, (2018).
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equivocado, néo recebers eartas e perderd 3 das cartas que ganhou anteriormente, que
devem ser colocadas de lado.

Se em algum momento os jogadores concordarem que néo existe r&fhantre as 12

cartas sobre a mesa, colocam3 cartas adicionais sobre a mesa. Quando o pr&&mo

for encontrado essas cartas ndo serao substituidas por outras 3, a menos que novamente na
exista nenhum SET.

O jogo continua até que o baralho acabe. No final do jogo, podem sobrar cartas que nédo
formam nenhunSET Ganha o jogador que tivacumulado mais cartas.

Curiosidade: com 12 cartas sobre a mesa, a probabilidade de existir um SET € de 97%. Com
15 cartas sobre a mesa, a probabilidade aumenta para 99,96%.

DOEEI T
0 ]1066
0 | 441200

Figura82. Exemplos de SET
Fonte: SET GAME, (2018).

Apdso jogo, daremos inicio a Atividade 2, a qual trata de uma tarefa de Modelagem
Matematica, em que prevé que os estudantes utilizem o Principio Fundamental da Contagem
para solucionar a situacaproblema apresentada.

Atividade 2:

A Frota Brasileira de Veiculos

Primeiramente distribuiremos uma folha impressa com o seguinte recorte de (feitjciaa

83):
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Frota de veiculos cresce 119% em dez
anos no Brasil, aponta Denatran

Pais fechou ano de 2010 com 64,817 milhdes de veiculos registrados.
Neutralizar todo CO2 exigiria area 11 vezes maior de Mata Atlantica.

Ardilhes Moreira (g+
Do G1, em Sdo Paulo n FACEBOOK &

O total de veiculos no pais mais gue dobrou
nos ultimos dez anos e atingiu 64,8 milhdes
em dezembro de 2010, segundo
levantamento do Departamento Nacional de
Transito (Denatran) divulgado na quinta-feira
(10).

Para neutralizar as emissfes de gas
carbdnico da frota, o Brasil precisana
aumentar em mais de 11 vezes a cobertura

Transito na Rodovia Padre Manoel da Nobrega, em o ]
Sao Paulo (Foto: Guilherme Dionizio/AE ) de Mata Atlantica atualmente existente no

territario nacional, de acordo com cruzamento
de dados do Denatran realizado por
pesquisador da Universidade Catdlica de Brasilia (UCB) a pedido do G1.

Figura83. Recorte de noticia
Fonte: MOREIRA, (2018).

Evolugao do total da frota na década

70 64.817.974
&0 59.361.642

50

40

30

5o 29.503.503

10

0
O NI & P> H oA D OO
Fonte: Denatran ARTE G1

Figura84. Grafico da evolucao do totah frota
Fonte: MOREIRA, (2018).

Dando sequéncia a atividade, encaminharemos o questionamento a seguir, com o intuito de
levar os estudantes a utilizarem o principio fundamental da contagem para calcular quantos
veiculos poderiam ser emplacados com placaspostas por duas letras e quatro algarismos.
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Todo Veiculo tem uma Placa

Para identificar os veiculos, o DETRAN de cada estado e do Distrito Federal registra
todos os veiculos automotores. Cada veiculo é identificado com uma placa que possui trés letras
e quatro algarismos, como mostrado abaixo:

CASCAVEL - PR

ABC - 1234

Figura85. Exemplo de placa atual de veiculos automotores
Fonte: Acervo das Autoras.

S5P-S5AD0 PAULO

AB-1951

Ha algum tempo, as placas dos veiculos possu
apenas duas letras e quatro algarisiffogura 86.
Como vocé ja sabe, isso mudou!

1. Por que as placas de veiculos passaram a ter 3

letras e 4 algarismos? Figura86. Exemplo de placa antiga
Fonte: CANCELIER (2018).

ResolucdoPara entender o motivo que fez as placuo
passeem a ter 3 letras e 4 algarismos, devemos calcular quantos carros poderiam ser
emplacados com as placas antigas, que possuiam 2 letras e 4 algarismos.
Dessa forma, temos para a primeira letra 26 possibilidades e para a segunda letra também 26
possibilidags, da mesma maneira, para o primeiro algarismo temos 10 possibilidades, para o
segundo, terceiro e quarto algarismos também sdo 10 possibilidades para cada um.
Para determinar a quantidade possivel de placas com essa combinacdo, devemos rasltiplicar
possibilidades de cada conjunto

COCOPMPTPT PTL @X @ TMMET
Como o caso com 0000 éadmitido, temos que retirar todas as comtiea de placas com
final 0000:

COPCPpP p P P QX8

Portanto, com o modelo antigo de placas, psElemplacar apenas 6 760 Q0&/6 = 6 759
324 de veiculos automotores. Como vimos no recorte da matéria, em 2010 o total de veiculos
registrados no DENATRAN era de 64,8 milhdes, quase 10 vezes mais veiculos do que se
poderia emplacar com o0 modelo de placa composta por 2 letrasaidnatgs.

2. Qud a quantidade maxima de plaaksveiculos que podem ser confeccionadas no Brasil
na forma atual?
ResolucdoCom a mesma ideia de resolugéo da questéo anterior, devemos calcular a quantidade
possivel de placas compostas por 3 letras e fisiyas.
Assim, temos 26 possibilidades para cada uma das trés letras e 10 possibilidades para cada un
dos quatro algarismos.
Para determinar a quantidade possivel de placas com essa combinacéo, devemos rasltiplicar
possibilidades de cada conjunto
COPCPCOPMPTMPT PT P XXPMNIZT
Como o caso com 0000 éadmitido, temos que retirar todas as comfiiea de placas com
final 0000:
COCOPCOP p p P PYXB
Portanto, com o modelo atual de placas, pgElemplacar 175 760 00®76 = 175 742 424
veiculosautomotores, cerca de 169 000 000 a mais do que no antigo modelo.
Formalizagao:
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Principio Fundamental da Contagem:Considere que um acontecimento ocorra el

duas etapas sucessivA% B. SeA pode ocorrer den maneiras e se, para cada ulda,

pode ocorrer da maneiras, o numero de maneiras de ocorréncias do acontecimel
a  E.

Encaminharemos a situaggwoblema a seguir, a fim de facilitar a visualizacdo da situacao
com material manipulavel, visto que pesketambém construir a arvede possibilidades, em
casos de contagem mais simples como este. Também serdo entregues recortes®em EVA
(Figura 87) para que os alunos simulem a situagioblema.

Figura87. Material manipulavel para auxiliar na resoluca@tigdade
Fonte: Acervo das autoras.

3. Quantas possibilidades de sanduiches, diferentes, podemos montar com 2 tipos de pé&o
(francés e integral), 3 tipos de recheio (hamburguer, calabresa e presunto) e incluindo ou
nao queijo?

ResolucédoNeste caso podemosrtstruir a arvore de possibilidades:

28 Acetatovinilo de etileno: espuma sintética, de custo acessivel. Muito usada para artesanato, produtos infantis,
material escolar e para a confeccao de esteiras para absorgdo de ingppcdtisande artes marciais e esportes.
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[ com queijo —>[ fccq

T~ o
sem queijo |[—>

/,[ com queijoj—»[ fpcg
S

pao francés I présunto

sem queijo ——>[ fpsq ]
/,[ com queijo J——> [ fh éqj
-
T 3
sem queijo fhsq
/,[com queucU—»[ lccqj

{ sem queijo [ icsq

__»| com queijo i p cq

\ sem queijo —> ipsq
/, com queuo]—»@ ihcq ]
sem queijo ih sq

pao integral

Figura88. Arvore de possibilidades da atividade
Fonte: Leonardo, (2013).

Observando o diagrama acinfliigura 88), podemos perceber que temos, novamente, uma
situacao em que utilizee do principio fundamental da contagem para resal\i@endo:

¢ 0 ¢ p@
Portanto, ha 12 possibilidades de sanduiches diferentes, com essas op¢des de montagem.

Atividade 3:
Dandosequéncia as atividades, encaminharemos alguns problemas para definir os conceitos
de permutacgéo simples e permutacédo com repeticao.
4. Quantos sdo os anagramas da palavra MATRIZ?
OBS: Anagrama de uma palavra € qualquer agrupamento, com ou sem signifitedqeia
transposicao de suas letras.
ResolucdoPara a primeira letra temos 6 possibilidades: M, A, T, R, | e Z. Com uma letra ja
escolhida para ser a primeira, temos apenas 5 possibilidades para a segunda. Da mesma maneir
temos 4 possibilidades pardediceira letra, 3 para a quarta, 2 para a quinta e 1 para a sexta e
ultima letra. Pelo Principio Fundamental da Contagem, devemos multiplicar as possibilidades
de cada letra, obtendo:

v T 0 ¢ p XGart
Isso se chama permutacéo, os elementos sdo semprerassneles apenas trocam de posicao.
Por isso 0 nome permutacao (permutar significa trocar os elementos que formam um todo, com
a finalidade de obter nova configuracéo), por exemplo, permutacdo com os elementos 123
seria: 123, 132, 231, 213, 321 e 312.
Fomalizacéo:
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4 )
Dado um conjunto de elementos, chamsepermutacdo simplesdosn elementos
qualquer sequéncia (agrupamento ordenado) desdementos.
O € € p € ¢ 8 o0 ¢ pouL EA

J

N\(

O fatorial de um nimero naturalé representado pé®\ | e mrof sa:t ofr i a |

definido por:
T ¢.A ¢t ¢ p & ¢ 8 0 ¢ p pad&
T PA p;
T A »p.

- J

5. Quantos sdo os anagramas que se pode formar com as letras da palavra OURO?

Resolucdo:Pela permutacdo simples que acabamos de definir, terfefosg 1 Porém,
devemos observaue ao permutar as duas letrgmn@o teremos um novo anagrama, mas sim
0 mesmoVamos escrever todos o0s casos, diferenciando para eta

OURO - OUOR - OOUR - OORU - ORUO - OROU - UORO - UOOR - UROO - RUOO -
ROUO - ROOU - OURO - OUOR - OOUR - OORU - ORUO - OROU - UORO - UOOR -
UROO - RUOO - ROUO - ROOU.

Devemos entjaescartar os anagramas repetidos que g#da;. Dessa forma, temos
VA pqTm
CA ¢
6. Quantos sdo os anagramas que se pode formar com as letras daApa@RA?

Resolucdo:Pela permutacio simples que acabamos de definir, teriadnop ¢.mPorém,
devemos observar que ao permutar as duas letras A, ndo teremos um novo anagrama, mas Sin
0 mesmo. Devemos entdo descartar os anagramas repetidos queAsecadessa forma,

temos:

A

pgTm
A ¢ 8B

J‘)lC

Formalizacao:

4 )

Permutacdo com repeticdoO numero de permutacdesdelementos, dos quads é
de um tipog € de um segundo tipo, £., de um késimo tipo, é indicado por
0 "B eédado por:
hoBR EA 3
EAEA 8 ¢tA
- J

7. Quantos sdo os anagramas que se pode formar com as letras da palavra ARARA?

0

Resolugcdo:Da mesma forma que na questdo anterior, devemos descontar 0s anagramas
repetidos que obtemos ao permutar as letrassgoeste caso as trés letras A e as duas letras
R. Assim temos
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VA pcmpgm
0A A © ¢ pc

Lista Complementar:

1. ?%(Adaptada dENEM (2013) Um banco solicitou aos seus clientes a criagdo de uma senha
pessoal de seis digitos, formada somente por algaridm@sa 9, para acesso a conta
corrente pela internet.

Entretanto, um especialista em sistemas de seguranca eletrénica recomendou a direcdo do
banco recadastrar seus usuarios, solicitando, para cada um deles, a criagdo de uma nova
senha com seis digitos, rpgtindo agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos
algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra mailscula era considerada distinta de
sua versado minuscula. Além disso, era proibido o uso de outros tipos de caraoteres.

0 especialista feesta recomendacdo? Quantas senhas poderiam ser criadas antes da
recomendacao? E depois?

Resolucdo:Antigamente, havia 10 possibilidades pardacaligito (algarismos de 0 a 9).

Totalizando em

P PTM PM PTM PT PT P T PTTNET
Apébs a recomendacédo do espdista além dessas 10 possibilidades, outras 52 seriam possiveis,
sendo as 26 letras mindasculas e as 26 maiusculas do alfgsetando entdo a totalizar
PC ®C ®GC ®C ®C @C OC LV EMAOL Y&

O especialista pediu a alteracdo para que seja possivel fonmatimero muito maior de

senhas, dificultando assim a descoberta de alguma senha.

2. Quantos sao os anagramas que se pode formar com as letras da palavra AMOR?

ResolucaoPelo Principio Fundamental da Contagem, devemos multiplicar as possibilidades
de cadasdtra, obtendo:

T 0 ¢ p GB
3. Quantos sdo os anagramas que se pode formar com as letras da palavra UNIOESTE?

Resolucdo: Bvemos descontar os anagramas repetidos que obtemos ao permutar as letras
iguais, neste caso as duas letras E. Assim temos:

YA 1T1T0QT
L a1

4. (Adaptado dEENEM (2013) Um arteséo de joias tem a sua disposi¢cao pedras brasileiras
de trés cores: vermelhas, azuis e verdes. Ele pretende produzir joias constituidas por uma
liga metélica, a partir de um molde no formato de um losango n@cagieecom pedras nos
seus vértices, de modo que dois vértices consecutivos tenham sempre pedras de cores
diferentes. AFigura 90ilustra uma joia, produzida por esse arteséo, cujos vertices A, B, C
e D correspondem as posicdes ocupadas pelas pedras. Gemndm informacdes
fornecidas, quantas joias diferentes, nesse formato, o arteséo podera obter?

2 As questdes 1 e 4 foram adaptadas de DESCOMPLICA, 2018.
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C ()

c

Figura89. llustracéo da joia
Fonte: Descomplica, (2018).

ResolucdoPara a confeccao das joias temos duas situacdes a considerar:

12 situag&o: As pedras colocadas em A e C séo de cores diferentes. Existem 3 possibilidades de
escolha para A, 2 possibilidades para C e 1 possibilidade para cada um dos pontos B e C. Total
de resultados da situacdoc’Y: o ¢ p p ©.

22 Situacdo: As pedras colocadas em A e C sdo de mesma cor. Existem 3 possibilidades de
escolha para A, 1 possibilidade para C, 2 possibilidades para B e 2 possibilidades para D. Total
de resultados da situacdoc2: o p ¢ ¢ P ¢

Assim, o artesdo produzigh p ¢ p oias diferentes.

7. Avaliacao:

Os estudantes ser&o avaliadoslecorrer das aulgsor meio @ observacéao dos alunos
no desenvolvimato das atividades propostasa partcipacdo durante a resolucdo dos
problemasna socializa¢d dos gruposna apresentacao dos calculos no quadas registros
e andlises individuais.
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2.6.11 Relaté6rio

RELATORIO DA APLICACAO DA PRIMEIRA AULA SOBRE ANALISE
COMBINATORIA

No dia vinte e nove de setembro de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual do
Oeste do Parana para a realizacdo do oitavo encontro, do segundo semestre, do PROMAT.
Neste dia estavam presentes 9 alunos, sendo a maioria meninas. A aula ocorrdl masea
de costume.

Chegamos na sala cerca de quinze minutos antes do horario de inicio da aula, a fim de
unirmos as carteiras de modo a formar grupos com quatro integrantes cada, assim, conforme os
estudantes chegavam iam preenchendo os lugares orgenizaat nos. Enquanto
aguardavamos a chegada dos alunos entregamos aos presentes as cartas do jogo Set para que
alunos manipulassemas, explicamos as quatro caracteristicas de cada carta, as regras do jogo
e por meio de projecdo exemplificamos algunsTSSEEmM seguida, solicitamos que eles
jogassene cada uma das estagiarias auxiliou os grupos na validacédo dos SETs. Permitimos que
0S grupos jogassem por cerca de uma hora, inicialmente alguns alunos demoram um pouco para
identificar os SETs, mas com o teomassaram a identificar mais rapidamente. Um dos grupos,
quando possuiam dificuldades para os identificar os SETs, separavam as cartas com as mesma:
caracteristicas para facilitar a visualizacdo. O jogo foi muito proveitoso e motivou a turma, que
demostro gostar de jogainformamos a turma que no final do encontro os estudantes que
participassem das resolucdes e correces das atividades seriam contemplados com chocolates
isso motivodos a participar assiduamente de cada atividade proposta. A Fjiuatea os
alunos jogando:

===

mrm

namy

@ |

Figura90. Alunos jogando SET
Fonte: Acervo das Autoras.
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Posteriormente encaminhamos a atividade dois a qual tratava de uma tarefa de
Modelagem Matematica, cuja resolucdo envolvia Prindipiodamental da Contagem. Esta
atividade induzia os grupos a refletir sobre a mudanca que ocorreu no emplacamento de carros.
Até a década de noventa as placas de veiculos possuiam duas letras e quatro algarismos e apa
passaram a ter trés letras e quatgamdmos, o objetivo da atividade era que os alunos
argumentassem sobre 0s motivos que acarretou tal mudanca. Alguns grupos identificaram que
a nova versao de placas possibilitaria um namero maior de combinacfes e emplacamentos.
Afirmamos que o raciociniestava correto e indagaras como poderiamos garantir que a
nova forma possibilitaria um namero maior de combina¢des. Em geral, para resolver a atividade
0s grupos identificaram que poderiam multiplicar as possibilidades para cada letra e para cada
namerqg apenas um dos grupos indagms se tratava de um arranjo ou combinacdo. Um dos
grupos sugeriu que para as combinacfes dos numeros contariamos do zero até nove mil
novecentos noventa e nove, entdo teriamos essa quantidade de possiblidades para os ultimos
digitos, porém salientamos que poderiamos incluir o zero, totalizando dez mil possibilidades
para os quatro algarismos, que quando multiplicado pelas combinacdes das letras resultaria seis
milhdes setecentos e sessenta mil placas. Um dos grupos aprestat@solucdo nguadro
como ilustra a Figura 91

alag-les4)’

&

(e

Figura91: Aluno apresentalo a resolucdo da atividade dois
Fonte: Acervo das autoras.

Ja era chegada a hora do intervalo, dessa forma comunicamos que eles estavam liberados
eque voltariamos com a discussao da atividade. As dez horas retornamos e informamos a turma
qgue nos préximos sabadabas seis e trezenao haveam encontros, devido as eleicbes e ao
recesso, respectivamente. Dado o recado, retomamos a correcdo daeatividacluimos com
o auxilio da turma que a mudanga nas placas ocorreu devido ao aumento na demanda de
emplacamentos de carros. Ressaltamos que segundo o DENATRAN néo é admitido placas com
final 0000, por isso era necessario retirar do total a quantidtadembinacdes cujo final era
este, apenas um grupo identificou essa restricdo, mas solicitaram nosso auxilio, pois ndo sabiam
como determinar quantas seriam as placas com este final.

A préxima questéo solicitava que os alunos determinassem quantas agiebinle
placas poderiam ser feitas com o novo modelo, a@ndodificuldade para chega@daolucéo,
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porém quando uma aluna resolveu no quadro retirou do tatelsema quantidade de placas
comfinal 000Q Ressaltamos que 0 novo modelo péssiais uma lgae portanto deveriamos
multiplicar este resultado por vinte e s@araapos retirar do total. Os alunos indagairzws
sobre o ano em que o DETRAN realizou a mudanga, porém ndo soubemos informar com
precisdo tal informacdoTambém surgam comentariosse com o0 passar dos anos seria
necessario mudar novamente a forma devido ao aumento na demanda de emplacamentos,
afirmamos que possivelmente isso devera acontecer e incentivamos a reflexdo sobre o impacto
ambiental que o aumento de veiculos caushin@a duna indagotnos se as combinacgdes de
placas dos veiculos que ndo estavam mais em circulacdo poderiam ser utilizadas nos veiculos
gue serao fabricadesafirmamos que isso ndo ocgroegue resulta em uma demanda maior de
combinacdes de placas. Finalizande$inindo o Principio Fundamental da Contagem.
Posteriormente encaminhamos uma situgré@blema na qual os grupos deveriam
determinar quantas possibilidades de sanduiches, diferentes, podemos montar com 2 tipos de
pao, 3 tipos de recheio e incluindo qaeu nao Para facilitar a compreenséo e visualizacao
da situacédo entregamos aos grupos um material manipulavel que permitia a simulacéo de cada
situacdo. Os grupos rapidamente resolveram a atividade sem dificukdami®sdamos uma
aluna para expor suasolucdo no quadro, a qual representou a situagéo por meio da arvore de
possibilidades e também utilizando o Principio Fundamental da geomteonforme ilustra a
Figura 92

Figura92: Alunos manipulando material que ilustraimiacaeproblemae aluna explanando sua resolugéo
Fonte: Acervo das autoras.

Em seguida na atividade trésencaminhamos alguns problemas para definir os
conceitos de permutacao simples e permutagcéo com repeticdo. A quarta questao solicitava que
os alunosdeterminassem quantos anagramas poderiamos formar com a palavra matriz
Explicamos nos grupos que anagrama de uma palavra € qualquer agrupamento, com ou sem
significados, obtido pela transposicao de suas |ldix@snplificamos como resolver utilizando
o Pincipio Fundamental da Contagem e solicitamos que um dos alunos explanasse sua
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resolwgdo conforme ilustra a Figura .98po6s, definimos permutacdo simples e fatorial de um
namero natural.

Figura93: Aluno resolvendo a atividades
Fonte: Acervo das autoras.

Para definir permutacéo com repeticdo solicitamos que os alunos encontrassem quantos
anagramas poderiamos formar com as palavras ouro e amora. Ressaltamos nos grupos comc
proceder agor@ que agalavras possamletras repgdas Para melhor explicaescrevemos
no quadro os anagramas da palavra oy a participacdo da turmiaentificamos que
apenas permutando as letrasde lugar teriamos o mesmo anagrarRar esse motivo
deveriamos retirar esses casos.

A questaosete solicitava que 0s alunos encontrassem quantos anagramas poderiamos
formar com a palavra arar@s alunos resolveram rapidamente e dois deles se dispuseram para
expor a suas resolucdes no qugghigura 94). Anbos dividiram cinco fatorial por trés faitl
e dividiram este resultado por dois fatorialConfirmamos que estava ometo.

Figura94: Resolucao da questéo sete
Fonte: Acervo das autoras.

n A A .. ~
Um dos grupos de forma errbnea escreved,  — afirmamos que ndo podemos

proceder dessa forma e caso realizamos a divisdo obteriamos como resultado menos que uma
palavra, fato que néo faz sentido. Apés, definimos permutacdo com repeticdo e solicitamos que
0S grupos resolvessem a lista complementar que envolvia os conceitiaslestnaquela aula.

As atividades dois e trés, que tratavam de anagramas, foram rapidamente resolvidas pelos
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grupos. Nas atividades um e quatro, dois grupos solicitaram nosso auxilio paralessavé
assim que as terminaram entregamos 0 jogo Set pagrupos para que eles jogassem
novamente

Apenas, um grupo ndo concluiu as atividades propostas por que passaram a maior parte
da aula discutindo sobre politica. Em linhas gerais, o encontro foi muito proveitoso, os alunos
desenvolveram as atividades postas e o fato de oferecer chocolates os motivou ainda mais a
participar da aula.
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2.6.2 Plano de aula do dia 20/10/2018

PLANO DE AULA - 9=ENCONTRO
1. Publico-Alvo:

Alunos do2=e 3=zano do Ensino Médida Rede Publica de Ensiecalunos dos anos
iniciais de graduacao, inscritos no projeto
2. Tempo de execugao:

Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1.0bjetivo Geral:

Levar os alunos a aprender conceitos basicos sobre arranjos e combinacoes.
3.2.0bjetivos Especificos:

Ao se trdalhar comandlise combinatorjabjetivase que o aluno seja capaz de:

91 Diferenciar as técnicas de contagem: arranjo simples e com repeticao,
combinacgao simples e com repeticéao;
1 Aplicar as técnicas de contagem para resolver problemas.
4. Conteudo:
Andlise combinatoria.
5. Recursos Didéticos:
Material do alunoguadro e giz.
6. Encaminhamento:

Organizaremos as carteiras de modo gue os estudantes, conforme forem chegando, se
relinam em grupos de quatro pessoas para que o trabalho seja colaborativo e todos participem
no desenvolvimento das atividad&sn seguidairemospropor aatividade 1 Destiraremos
alguns minutos para que eles resotvo problemaque abordara arranjo simples

Atividade 1: (Sousa (2011)Xrampeéo e viceampedo do Campeonato Brasileiro 2010

Iniciaremos a aula questionando aos alunos se eles gostam de futebol e acompanham o
Campeonato Brasileiro. Em seguida, informaremos queampeonatdrasileiro de 2010 foi
deddido na ultima rodada. Perguntaremostdrma os nomes dos times que ficaram nesta
situacdo. A turmgse souber, respondeFuminense, Cruzeiro e CorinthiarRosteriormente,
solicitaremos que eles determinem quantoguais seriam 0s possiveis resultadpara
campedo e viceampedo.

Esperamos que a turma percetpae podemos ter n times para formarem grupos de p
elementosonde n € maior ou igual aga ordemtambém importacaracterizando a situacao
como um arranjo simples
ResolucaoResolvendo por arranjo simples temos:

. A
(O A Q.
Utilizando a arvore de possibilidades para determinar quais sdo 0s possiveis resultados, temos:
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Campeio Vice - campedo

Figura95. Arvore de possibilidades
Fonte: Souza (2011).

ApoGs a esolucdo, com base na atividade deduziremos a férmula para arranjo
simples.

Relembrando o Principio Fundamental da Contagem temos para a posicdo de campeéao
trés possibilidades e para a ge&ecampedo temos duas possibilidades, ja que a posi¢ao de
campedo ja foi utilizadaAssim temosno totalo ¢ @ possibilidades.

Denominando o namero de times como n, € cCOMo queremos OrgEnizid pares
chamemos p, logo temos:

E € N p.

Multiplicando e dividindo por¢ 1} Aobtemos:

A

A
Que é a formula para calcular o numero de arranjos simples.
Posteriormenteformalizaremos o conceito de arranjo simples e como determinar o
namero de arranjos simples.

Formalizacao:
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4 )

Dado um conjunto com elementos, chamse arranjo simples doselementos, tomado
p ap, qualquer agrupamento ordenado (sequéncig)alementos distintos, escolhidc
entre osn possiveis. Indicae por0 ; 0 nimero de arranjos simples delements
tomadosp ap. O calculo do nimero de arranjos simples € dado por:

0 f —wEGNQmNQQH n Ee.

- J

Atividade 2:
Iremos propor aos alunos que resolvam a questéo 1.

Questado 1:(Experimentoteca (20184s letras em codigo Morse sao formadas por sequéncias
de tra-os (1) e pontos ( . ), sendo permit.i
letras podem ser representadas:

a) Usando exatamente 3 simbolos?
ResolucdoPara cada um dos trés simbolos temos duas possibilidades, au seja, ¢
C Y possibilidades.

b) Usando no maximo 8 simbolos?
ResolucdoVariando a quantidade de simbolos, temos as seguintes possibilidades:

T Com 1 s2mbolo Y 2 possibilidades;

f Com 2 s 2 @exd possilid¥des;

f Com 3 s2mbolos Y 2j = 8 possibilidades;
f Com 4 s 2 mbdeé possibilidades;

f Com 5 s 2 qmb&2possibilidades;

f Com 6 s 2 qmb®&4possibilidades;

f Com 7 s 2 mbd28opassibifidades;

f Com 8 s 2 mb@36passibifidades.

Portanto, com no maximo 8 simbolos obterengos T Y p@ o0¢ @OT

PC Y ¢uL e v p possibilidades.

Apods a resolucao da atividadessaltaremos que o nimero de arranjos com repeticdo
pode ser deduzido pelo Principio Fundamed&iContagem.

Posteriormente,formalizaremos o0 conceito de arranjo com repetighocomo
determinar o nUmero de arranjos com repeticao
Formalizagao:

Cada sequéncia ordenada formada por r elementos selecionados entre os m el

ndo necessariamenthstintos (os elementos podem ser repetidos), emi qué , é

chamada de arranjo com repeticao. Indiea Y o nimero de arranjos com repetic

demelementos tomadasar. O célculo do niumero de arranjos com repeticao é dadc
0Yy, &

. ' Y,

Atividade 3: (Sousa (2011)Ym aperto de méo... uma conduta ética no esporte

Iniciaremos esta atividade conversando com a turma sobre o tema transversal ética,
perguntando se alguém sabe o que & wwonduta ética nos esportes. Exemplificaremos
citando & gentileza de umatleta, numa competicdo de esporte coletivo como o futebol, ao
estender a mao para auxiliar um adversario a se levantar ou o cumprimento do vencedor ao
vencido ao término de uma partigar exemplo.
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Posteriormente, solicitarenrsum voluntario,e que o0 mesmo se levante, perguntando
Ihe quantos cumprimentos ele pode fagerestivesse sozinho na s#aperase que a turma
respondague uma pessoa nao pode cumprimentar outras caso esteja sozinha em um ambiente.
Em seguida, solicitamos outro voluntario. Questionaremssbre o nimero cumprimentos
gue podem seeitos por duas pessoas. Espseque a turma respondan.

Assim, solicitaremos que 0s grupos obtenham o maionero de apertos de méo
possivepara trés e quatro pessoas.

Essa atividade tratse de uma combinacdo, ja que estamos interessados em determinar
guantas sdo as combinac¢des possiveis de duas pessoas em um total de trés e quatro, em que
ordem néo importa.

Assim, para trés pessoas temos:

o A ~

0j ~— O apertos de méo.
Para quatro pessoas temos:

« A ~

0j T (Papertos de mao.

ApoOs a resolucdo da atividadeessaltaremos que em uma combinacdo simples
queremos obter o nimero de arranjos simples e retirar os agrupamentos que sao iguais, ja que
em uma coimnacao simples a ordem dos agrupamentos ndo importa. Também, o nimero de
agrupamentos que sdo iguais é a permutacao de p elementos.

Posteriormenteformalizaremos o conceito de comédgdo simples e como determinar
0 numero de combinacdes simples
Formalzacao:

/

Dado um conjunto comm elementos, chamse combinagcdo simples daselementos,
tomadosp a p, qualquer agrupamento nao ordenado (subconjuntop éeementos
escolhidos entre aspossiveis. Indicae pord ; 0 nimero de combinagbes simplesd
elementos tomadgsap. O célculo do nimero de combinagdes simples € dado por:
o A ¥ o, x > 3 \
0 h A AwseN&h]N&Qn €8

- J

Atividade 4:
Iremos propor aos alunos que resolvam a questéo 2.

Questao 2 (Experimentoteca (2018Ym menino estd em um parque de diversdes, onde ha 4
tipos de brinquedos:
C1 chapéu mexicano
Fi trem fantasma
M i montanha russa
R roda gigante
O menino resolve comprar 2 bilhete3ual é o nimero total de
possibilidades de compra dos bilhetes, sabesedgue ele pode
comprar 2 bilhetes iguais para ir num mesmo brinquedo?
ResolucdoE possivel resolver este problema enumerando todas as
possibilidades. Sao elas:

Figura96. Montanha

Fonte: Experimentotec CC, CF, CM, CR, FFEM, FR, MM, MR, RR.

(2018). Observe que ai estéo listadas todas as possibilidades e que CF é igual
a FC, ndo importando a ordem do primeiro com o segundo bilhete,
mas incluindo repeticdes. Se ndo fossem permitidas repeticdes o resultadotderia @
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(neste calculo ndo se inclui a hipotese do menino comprar dois bilhetes repetidos). O niumero
correto de possibilidadespért @ 1T (quatro repeticdes foram adicionadas).
Outra resolucdoSejam
@ o numero de bilhetes de C (chapéu mexicano),
@ o0 numerade bilhetes de F (trem fantasma),
@ 0 numero de bilhetes de M (montanha russa) e
@ 0 numero de bilhetes de R (roda gigante).
Como o numero total de bilhetes que o menino quer comprar é 2, temos
O 0w 0 w ¢38
O numero de solugdes inteiras e naoatiggs desta Ultima equacd®& ¢ ph p
6 vlo p Ttcomo mostra o Quadr@la seguir:

W w W W
CcC 2 0 0 0
CF 1 1 0 0
CM 1 0 1 0
CR 1 0 0 1
FF 0 2 0 0
FM 0 1 1 0
FR 0 1 0 1
MM 0 0 2 0
MR 0 0 1 1
RR 0 0 0 2

Quadrol3. Possibilidades
Fonte: Experimentoteca (2018).

ApoOs a resolucdo da atividadéormalizaremos o conceito de combinacdo com
repeticdo e como determinar o numero de combinac¢des com repeticao.
Formalizacgéo:

/Cada sequéncia ndo ordenada formada ptementos selecionados emmelemento;

ndo necessariamente distintos (os elementos podem ser repetidos), em queé

chamada de combinacdo com repeticdo. Irsiéda 'Y, 0 nimero de combinagées co

repetcdo dem elementos tomadosar. O célculo do nimero de combinagdes ¢

repeticdo é dado por:

\ oYy, O R X 5 /

Em seguida, iremos propor questdes que envolvem os conceitos trabalhados nesse

encontro.

1. (ENEM (2009))°Doze times se inscreveram em um torneio de futebol amador. O jogo
de abertura do torneio foi escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times
para compor o Grupo A. Em seguida, entre os times do Grupo A, foram sorteados 2 times
para realizao jogo de abertura do torneio, sendo que o primeiro deles jogaria em seu
préprio campo, e 0 segundo seria 0 time visitante. A quantidade total de escolhas
possiveis para o Grupo A e a quantidade total de escolhas dos times do jogo de abertura
podem ser caliladas através de:

a) Uma combinacdo e um arranjo, respectivamente.

b) Um arranjo e uma combinacéo, respectivamente.

30 Disponivel em: #ttp://educacao.globo.com/provas/en2@09/questoes/165.htmlAcesso em: 12 set. 2018.
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c) Um arranjo e uma permutacao, respectivamente.
d) Duas combinagdes.
e) Dois arranjos.

ResolucadoProblemas nos quais sao escolhidos alguns elememtws den grupo, tratae de

arranjo ou combinacao, caso a ordem de escolha importesérd@arranjo; caso a ordem de
escolha ndo importe, combinacdo. Problemas de permutacdo ocorrem quando os elementos ja
estdo previamente definidos e deve ser calcutaddmero de maneiras de ordéos Seréo
escolhidos 4 times dentre 12 times para definir o grupo A, como a ordem de escolha nao
importa, tratase de uma combinacdo. Para o jogo de abertura, devem ser escolhidos dois dentre
0s quatro times que formam augo A, sendo que o primeiro joga em seu proprio campo e o
segundo como visitante, logo a ordem de escolha importasgata um arranjdResposta

correta: alyma combinagao e um arranjo, respectivamente.

2. (UFPA (2007)F! No cartdo da megsena existe apgdo de aposta em que o apostador
marca oito niumeros inteiros de 1 a 60. Suponha que o apostador conhe¢a um pouco de
Andlise Combinatéria e que ele percebeu que € mais vantajoso marcar um determinado
namero de cartdes, usando apenas 0s oito numeros, dequedse 0s seis nUmeros
sorteados estiverem entre os oito nimeros escolhidos, ele ganha, além da sena, algumas
quinas e algumas quadras. Supondo que cada aposta seja feita usando apenas seis
namerosguala quantidade de cartes que o0 apostador deveagpos

ResolugdoQueremos determinar o nimero de cartdes, cada um com seis numeros, escolhidos

entre oito. Observe que a ordem n&o importa, logo-$etke uma combinagédo simples:

. A ~
6r —— — ¢ Yartdes.

3. (ENEM (2017)y? Um brinquedo infantil camimiocegonha é formado por uma carreta
e dez carrinhos nela transportados, conforiffigara97.

OO OGO
/| | cocooco

l R AT Aoy

Figura97. Brinquedo infantil
Fonte: Reproducdo/ Enem.

No setor de produgdo da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita adgintdas os
carrinhos para que o aspecto do brinquedo figue mais atraente. Sao utilizadasasaretes

branco, laranja e verdeendoque cada carrinho € pintado apenas de uma cor. O caminhdo
cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que entcémaimhdecegonha deve haver

pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis. Mudanc¢a de posi¢cdo dos
carrinhos no caminhagegonha nado gera um novo modelo do brinqu€don base nessas
informagdes, quantos sdo os modelos distintos do bdiegoaminhdecegonha que essa
empresa podera produzir?

st Disponivel em:
<http://www.profcardy.com/exercicios/lista.php?a=An%C3%Allise%20Combinat% C3%B3a@sso em: 12
set. 2018.

82 Disponivel em: Hittps://10vendematematica.blogspot.com/2017/11/combircmaaepeticacenem
2017.htmb. Acesso em: 12 set. 2018.
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ResolucaoPor determinacao da empresa deve haver pelo menos um carrinho de cada cor, entao
vamos fixar um carrinho de cor amarela, um carrinho de cor branca, um carrinho de laranja e
um carrinho de cor verde. Dessa forma, ainda restam seis carrinhos os quais poté&hoss
com uma das quatro cores, podendo rdpsti
Sabemos ainda, que a quantidade de carrinhos de cor amarela, mais a quantidade de
carrinhos de cor branca, mais a quantidade de carrinhos de cor laranja, mais a quantidade de
carrinhos de cor verdieve ser igual a seis, ou de outra forma:
0 0 0 w (1)
Como ndo sabemos quantos carrinhos sao de cada cor voulobate@. Como segue
000000 (2
Observe a equa-«o (1), tenho as quatro
temosque di spor o0s 3 @0 msaaitsi sdfea zfendd oe mat ri eg ucad drfi
cores como sendo uma disposi¢ao ordenada, ou seja:
o M
|l sso significativa, na equa-«o (2), gue
guant i € desquatda dofsinal simbolizara a quantidade de carrinhos amarelos. Depois,
a quant iCéda deex | cedtreo tpersi mei ro e o segundo sin
quantidade de carrinhos brancos e assim sucessivamente. Como segue o0 exemplo:
06 66 06 60 o
A expressao acima significa que existem um carrinho amarelo, dois carrinhos brancos,
dois carrinhos laranja e um carrinho verde. Para determinarmos quantos sdo os modelos
distintos do brinquedo devemos permutar o0s nove elementos, sendo eles
6RMmBBh h h |, dessa forma temos:
v oA @A
Quando temos uma permutacéo cuja soma dos elementos repetidos é igual ao nimero

total de elementos podemos reescrever como sendo uma combinagéo, como segue:
A A

0, — O0fp — UWT
A A A A
Portanto, essampresa podera produ8i4¢ modelos distintos do brinquedo caminhdo
cegonha.

4. (FUVEST (2018))*® Doze pontos sdo assinalados sobre quatro segmentos de reta de
forma que trés pontos sobre trés segmentos distintos nunca sao colineares, como na
Figura98.

33 Disponivel em
<https://lwww.etapa.com.br/etaparesolve/etaparesolve/2018/Fuvest/1Fase_300/correcao/conhecimentosgerais/26.
pdf>. Acesso em: 12 set. 2018.
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Figura98. Os pontos
Fonte: Reproducéo/ Fuvest.

Qual onumero de triangulos distintos que podem ser desenhados com 0s vértices nos pontos
assinaladd3 .
Resolu¢doO numero de maneiras de escolher 3 dos 12 pontos da figura é A—AA: 220.

Como h& 4 pontos alinhados em dois dos segmentos, temas; . Portanto séo 8

maneiras de escolher 3 pontos alinhados. Assim, o nimero de triangulos possiyeis|é

¢ p.C

5. (ENEM (2015))** Uma familia composta por sete pessoas adultas, apds decidir o

itinerario de sua viagem, consultowite de uma empresa aérea e constatou que o voo
para a data escolhida estava quase lotadd-igNaa 99, disponibilizada pel®ite, as
poltronas ocugdas esto marcadas com X e psltronas disponiveis sdo as mostradas
em branco.

B

—— ) E————————————————————————
24 9 9 W
83
3 B B

DAL DR X
XXX IR
P 5 I B S
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Figura99. Avido
Fonte: Reproducéo/ Enem.

Qual o niumero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo?
ResolucdoNeste caso tratse de um arranjsimples, pois a ordem importa entdo temos

\ ® | [ @

&«

EA
EAA
A

6rn

Portanto, é possivel acomodar a familia de 181440 modos distintos nesse voo.
6. (FUVEST (2013)}° Vinte times de futebol disputam a Série A do Campeonato
Brasileiro, sendo seis deles paulistas. Cada time joga duas vezes contra cada um dos seus

adversarios. A porcentagem de jogos nos quais 0s dois oponentes sdo paulistas é:

0

34 Disponivel em: #ttps://descomplica.com.br/gabaritaem/questoes/2015/segurdia/umafamilia-
compostgpor-setepessoasadultasaposdecidiro-itinerario-de-suaviagemp. Acesso em: 12 set. 2018.
35 Disponivel em: kttp://educacao.globo.com/provas/fuv@tl3/questoes/24.html Acesso em: 12 set. 2018.
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a) menor que 7%.
b) maiorque 7%, mas menor que 10%.
¢) maior que 10%, mas menor que 13%.
d) maior que 13%, mas menor que 16%.
€) maior que 16%.
Resolu¢édoO numero total de jogos é dado por:

5 EA
"E QA

5 5 —o
h ¢mcA

0 p Oy
O numero de jogos nos quais os daises sdo paulistas é dado por:

. EA
0 p —_—
h € NA

A
6 F —
) ® GA

Op OT

Portanto, a porcentagem é dada por:
— prmbPxWw

Logo, a alternativa correta éog maior que 7%, mas menor do que 10%.

7. (UFRN (2000))*® Em virtude de uma crise financeira, ufabrica dispde de apenas
quatro vigilantes para ocuparem sete postos de vigilancia. Considerando que, em cada
posto, fica, no maximo, um vigilante e que o posto da entrada principal ndo pode ficar
desguarnecido, indique a opc¢éo correspondente ao niumerangéras distintas de que
o chefe de seguranca pode dispor para distribuir os vigilantes. Obs.: Duas maneiras sao
ditas idénticas se, em ambas, 0s vigilantes ocupam 0s mesmos postos e cada posto é
ocupado pelo mesmo vigilante; caso contrario, sao ditastds

ResolucdoVamos dispor vigilantes em postos e vigilantes diferentes em postos diferentes

€ uma alteracdo de ordem, por isso tsatale um arranjo.
N A
. 0 f A
© A . . . .. ~ . .
Ofr — T Para distribuir um vigilante no postoajndo pode ficadesguarnecido.

0 f —2 p ¢.1ara distribuir nos 6 postos restantes os trés vigilantes restantes.

Como para cada uma das 4 opgdes para o primeiro, pasios 120 opgdes para 0S postos
restantes,
E T pCmUT YT
8. De quantos modos podemos comprar 3 sorvetesuma loja que os oferece em 5
sabores?

Resolucdo:Como ndo ha restricdo quanto a repeticdo, pardicar de quantos modos
podemos comprar 3 sorvetes dentre os cinco sabores calculamos:

0'Yy, O B . - gV

36 Disponivel em: kttp://matematicaparaoenem.com.br/site/anal@ebinatoria3-arranjo®. Acesso em: 12 set.
2018.
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Portantg podemos comprar 3 sorvetes de 35 modos.

7. Avaliacao:

A avaliagdo dosestudantesse desenvolverd no decorrer das aulas por meio da
observacao direta dos alunos no desenvolvimdas atividades e dos variastrumentos de
avaliacao utilizados, tasomo, a partipacao durante a resolucéo gosblemas por meio das
respostas orais, a socializagdos grupos, a apresentacaolowsa e 0s registros e analises
individuais nas folhas.
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2.6.2.1Relato6rio

RELATORIO DA APLICACAO DA SEGUNDA AULA SOBRE ANALISE
COMBINATORIA

No dia vinte de outubro de 2018, nos reunimos na Universidade Estadual do Oeste do
Parana para a realizacdo do nono encontro, do segundo semestre, do PROMAT. Neste dia
estavam presentes 10 alunos, sendo a maioria meninas. A aula ocorreu na sala 43aavido a
41 estar sendo utilizada para um evento.

Chegamos na sala cerca de quinze minutos antes do horario de inicio da aula, a fim de
unirmos as carteiras de modo a formgEpos com quatro integrantes cada, assim, conforme os
estudantes chegavam iam preenchendo os lugares organizados por ndés. Enquanto
aguardavamos a chegada dos alunos entregamos aos presentes o material do aluno. Assim
iniciamos a primeira atividade questiando aos alunos se eles acompanhavam os jogos de
futebol e em especial o Campeonato Brasileiro. Os alunos responderam que ndo acompanhavam
muito, entretanto, alguns até manifestaram torcer para algum time. Assim, comentamos que 0
Campeonato Brasileiro d010 foi decidido somente na Ultima rodada e os questionamos se
eles saberiam quais foram os trés times que poderiam ser campedo. Os alunos manifestaram
nao saber e nem se ariscaram a dar palpites, assim solicitamos que eles buscassem ess:
informac&o nariternet, como mostra a figur@@

Figural00. Alunos buscando informacéo na internet
Fonte: Acervo das autoras.

Entdo os alunos encontraram que os trés times eram Fluminense, Cruzeiro e Corinthians.
Em seguida, questionamos a eles o seguinte: Quantos e quais seriam 0s possiveis resultados
para campedo eice-campedo? Deixamos algum tempo para que eles respondessem e
posteriormente realizamos a correcao da atividade na lousa com a participacdo dos alunos como
mostra a Figurd0l. As estratégias dos alunos para responder a questéo foram a utilizacdo do
Prindpio Fundamental da Contagem e a construcao da arvore de possibilidades.
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FiguralOl Aluna expondo sua resolucao
Fonte: Acervo das autoras.

Posteriormente, questionamos aos alunos se eles saberiam dizer em qual técnica de
contagem o questionamento feito a eles se enquadrava. Eles ndo souberam responder entéc
dizemos que se tratava de um arranjo simples e assim o caracterizamos e preenchemos a
definicdo presente no material dos alunos. Também utilizamos a resolucdo que usava o
Principio Fundamental da Contagem para deduzir a formula do nimero de arranjos simples.

Em seguida, solicitamos que os alunos realizassem a atividagdguidesra comxia
por uma questao que possuia dois itens e tratava do cédigo Morse. Osré@lariesdo muito
conhecimento sobre o cédigo Maorselacionaram ao alfabeto e disseram que haveriam 26
letras. Assim, explicamos que eles deveriam pensar da seguinte foreaseda formar
palavras com trés simbolos, sendo gaesimbolosseriam 0 {) e o (.) e ess podriamse
repetir Entdo os alunos compreenderam e utilizaram o Principio Fundamental da Contagem
para resolver tal questdo. No segundo item percebemos glu@as nao se atentaram a palavra
Aino m8xi moo e al gunmlawag@amoaosimbois. Onidosgruposindp ar a
realizou os calculos e afirmava ser infinito o0 nimero de letras com no maximo oito simbolos.
Apds a maioria dos alunos terem terado de resolver a questdo, a corrigimos na lousa e a
resolucdo do segundo item foi apresentada por uma aluna, como mostra a@2gura
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Figural02 Aluna apresentando sua resolugéo para o segundo item da questéo 1
Fonte: Acervalas autoras.

Posteriormenteiniciamos a atividade trés questionando aos alunos o que seria uma
conduta ética nos esportes particular em um jogo de futebol. Um aluno citou o exemplo do
juiz marcar uma falta e esta decisdo ser aceita pelos jogadot@s.t&mbém citamos que o
gesto de auxiliar o adversario a se levantar apés uma falta também seria um exemplo.
Questionamos também o que seria uma conduta ética apds a derrota em um jogo entao eles nos
disseram que seria cumprimentar seus colegas e adoersdssim solicitamos por um
voluntario e solicitamos ao mesmo que se levagtperguntandéhe quantos cumprimentos
ele podea fazer se estivesse sozinbm um ambiente. Ele respondeu entdo que ndo haveriam
cumprimentos. Entretanto, um de seus caegf@mou que ele poderia cumprimentar a si
mesmo, assim afirmamos que isso ndo era valido. Em seguida, swigcibaitro voluntario.
Questionanos sobre 0 nimero cumprimentos que podem gmisfpbr duas pessoas como
mostra a Figurd03.
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Figural03 Alunos se cumprimentando
Fonte: Acervo das autoras.

Assim alguns alunos responderam, porém o mesmo aluno o qual disse que uma
pessoa poderia cumprimentar a si mesfea as observacdes de que eles poderiam se
cumprimentaambos com a mao direib@ com a méo esquerda e também um com a méo direita
e 0 outro com a méo esquerda e weesa, sendo assim quatro cumprimer®escebemos que
tais observacdes eram ditas em tom de brincadeira e assim afirmamos que isso ndo era vali
gue considerariamos apenas um cumprimento independente da mao utdizauha,
sdicitaremos que 0s grupos chegass® numero de apertos de mao para trés e quatro pessoas
apresentando uma formula que valeria para um numeecapertos de mao.

Os dunos ndo conseguiram estabelecer tal férnmilentdo solicitamos que eles
avaliassem se tal problema era um arranjo. Eles verificaram que ndo e um aluno sugeriu que
tratavase de uma combinacdo, pois a ordem dos agrupamentos ndo importava. Assim,
confirmamos que tratavae de uma combinacdo simples, a caracterizamos e auxiliamos 0s
alunos a completar a definicdo em seus materiais. Também deduzimos a férmula para calcular
0 numero de combinagfes simples a partir da formula do niumero de arranjos retirando 0s
agrupamentos repetidos ja que em uma combinacao simples a ordem néo importa.

Posteriormentesolicitamos que os alunos realizassem a atividade quatro a qual era
composta por uma questdo que envolvia combinacdo com repeticdo. Os alunos a resolveram
listando as possibilidades como mostra a Figoda

Figural04. Aluna apresentando sua resolucéo para a questdo 2
Fonte: Acervo das autoras.

Explicamos que esggroblema tratese de uma combinagdo com repetiegentéo a
caracterizamos e auxiliamos os alunos a preencher a definicdo em seus materiais. A férmula



153

para o célculo do numero de combinacdes com repetiealo a sua complexidadsd foi
apresentada a@unos.

Em seguida, solicitamos que os alunos respondessem a lista complemgotar
objetivo era de acordo com cada caracteristica das técnicas de contagereles
determinassem quais problemas poderiam ser resolvidogaenuma delagiouve tempo
para que os alunos resolvessem apenas as questdes 1 e 2, as quais corrigimos na lousa.

Ao final da aula agradecemos a presenca dos alunos e a oportunidade que nos deram de
poder estar Ihes ensinando. Desejamos a todos que possam conseguir as vagasrpas 0S
superiores desejados. Entdo pedimos se eles gostariam de nos dizer alguma coisa. Uma alune
nos agradeceu pela paciéncia e disponibilidade para explicar os contedudos sempre que eles
possuiam duvidas. Em seguida, realizamos a confraternizacdo jotdacoen as demais
turmas do projeto.
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2.6.3 Plano de aulanao aplicado

PLANO DE AULA - 10=ENCONTRO
1. Publico-Alvo:
Alunos do Ze Eano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino e alunos dos anos
iniciais de graduacao, inscritos no projeto.
2. Tempo de execucao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
3.1. Objetivo Geral:

Aplicar corretamente os métodos de resolucdo de probabilidade para resolver problemas
gue os envolvem.

3.2. Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com probabilidade, objetseaque o aluno seja capaz de:

1 Introduzir/relembrar conceitos importantes no estudo de probabilidades (espaco
amostral, eventos independentes, eventos equiprovaveis) através de uma atividade
pratica de tabulacao;

1 Mostrar que o estudo de probabilidades, jomrgate com a andlise combinatéria e a
estatistica, fornecem valiosas ferramentas na avaliagdo e previsdo de fendémenos
cientificos e sociais;

1 Compreender e resolver situagdes problemas que envolvem o estudo de probabilidade.

4. Conteudo:
Probabilidade.
5. Recursos Didéticos:

Material do aluno, dados, moedas, saco de tecido escuro e bolinhas, quadro e giz.
6. Encaminhamento:

Recepcionaremos os estudantes na sala de aula, como de costume, onde estardo
organizados em grupos de quatro alunos, devido a disposicdo das carteiras feita pelas
professoras antes do inicio da aula. As seguintes atividades seréo trabalhadas com os alunos
resolvendeas cada um em seu material.

As professoras acompanhardo as discussdes entre os estudantes e conforme forem
concluindo, seréo feitas as socializacées das resolu¢cdes e formalizacdo no. quadro

Os conceitos e definigbes contidos neste planejamfartom extraidos ou séo
adaptacOes de Paiva (2013), Ribeiro (2010) e Souza (2013).

Atividade 13"

Para introduzir o conteudo de probabilidade, iremos propor um jogo que, além de
utilizar os conceitos relacionados ao contetdo, possui regras simples. Pomisgremos
com um jogo de apostas utilizando dois dados.

12 Etapa: Como o jogo funciona?

Em cada rodada, os alunos do grupo devem apostar em um numero entre 1 e 12. Isso
mesmo, 0 himero um entra nas apostas! Apesar de ser impossivel chegar a esssaalar
dos nameros obtidos no lancamento de dois dados, € importante que os alunos cheguem a ess:
concluséo sozinhos.

37 Baseado nos trabalhos de Ribeiro (2018) e Santos (2018).
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Dois alunos ndo devem apostar em um mesmo numero. Por isso, iremos sugerir uma
ordem para que eles apostem, alternando o primeiro aliahar sua aposta. Proporemos que
o aluno mais novo diga a primeira aposta, e a cada nova rodada, o aluno a esquerda inicie.

Em seguida, um dos alunos lanca os dois dados (iremos sugerir que o lancamento

também seja alternado entre os alunos). O valodwlgt o resultado da soma dos nameros
obtidos nos dois dados.

Ganha o jogador que acertar a soma obtida nos dados.

Os alunos estardo organizados em grupos com quatro integrantes cada. Serdo entregues
dois dados e o material do aluno onde eles devemreegist valores que sairem e as apostas
gue cada integrante do grupo fizer. Vejamos o exemplo abaixo:

NuUmeros para a aposta Qual o
namero
sorteado?
Rodadal 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
p N
¢ N
oN
TN
U N

Quadrol4. Registro das apostas
Fonte: Acervo das autoras.

Apos explicarcomo funcionara o jogo, faremos uma breve simulacdo entre nés,
professoras. Cada uma escolherda um namero para a aposta. Escreveremos 0s nomes (ou a
iniciais dos nomes) das apostadoras na tabela. Se a professora A escolher 3, a professora B
escolher 7, anpfessora C escolher 10 e a professora D escolher 4, o quadro ficara assim:

Numeros para a aposta Qual o

ndmero
sorteado?

Rodada| 1 | 2 | 3 | 4 | 5|6 |7 |8| 9|10 11| 12

p N A|D B C

Quadrol5. Simulacéo de apostas 1
Fonte: Acervo das autoras.

Em seguida, um dos jogadores lanca os dois dados somando os valores obtidos.
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"0

FiguralO5 Soma sete no dado
Fonte: Acervo das autoras.

Neste exemplo, obtemos soma 7. Logo, a professora B ganhou a aposta. Instruiremos
0s estudantes a anotarem o valor sorteado em cada rodada na tabela, como abaixo:

NUmeros para a apta Qual o
ndamero
sorteado?

Rodada] 1 | 2 3 4 | 5|67 |8 9]|10]| 11 12

p N A | D B C 7

Quadrol6. Simulacéo de apostas 2
Fonte: Acervo das autoras.

Perguntaremos aos alunos fAquaks®e oj ongd ?
deixaremeos jogar. Solicitaremos que joguem ao menos 10 rodadas. Os alunos podem se
envolver na atividade e acabar jogando muito mais, por isso, deixaremos espaco na folha para
que registrem outras rodadas.

22 Etapa: Sistematizacédo do expeento:

Depois que 0s grupos registrarem as apostas e definirem o jogador vencedor,
perguntaremos qual é o pior valor para se apostar. Esperamos que os alunos digam que o0 numerc
um é a pior aposta, pois nao é possivel obter soma um no lancamentodaeldgis

Voltaremos entéo, a pergunta inicial: qual € o melhor nimero para se apostar nesse
jogo? Nesse momento, espsrque 0s alunos apontem o nimero obtido com maior frequéncia
durante o jogo. Por isso, 0s grupos provavelmente apontardo valores eferent

Registraremos na lousa a quantidade de vezes que cada soma foi obtida.

Veja o exemplo abaixo:

NUmeros para a aposta
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
0 4 8 2 10 7 8 5 4 7 1 2

Quadrol7. Registro dos nimeros maecorrentes
Fonte: Acervo das autoras.

Observando o Quadid®, é provavel que os alunos apontem o 5 como a melhor aposta,
pois essa soma foi obtida no maior nimero das rodadas.



157

Por isso, conduziremos a discussao questionando sobre as possibilidadebtde se
soma 5 no langamento de dois dados. Provavelmente o alunos indicardo apenas duas
possibilidades, sair 1 e 4 ou entdo 2 e 3. Explicaremos que h& 4 possibilidades: sair 1 no primeiro
dado e 4 no segundo, sair 4 no primeiro dado e 1 no segundo; sgirilheiro dado e 3 no
segundo; e finalmente, sair 3 no primeiro dado e 2 no segundo.

Vamos registrar os valores com&@ado; Zdado), logo, a soma cinco € obtida nos
casos (1, 4), (4, 1), (2,3) e (3, 2).

Juntamente com os alunos registraremos todassagbilidades no quadro. Uma forma
de registro adequada para a discusséo foi feita a seguir:

Numeros para a aposta

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1,1)](1,2)|(2,2)1(2,3)|(3,3)| (3,4)| (4,4)| (4,5)| (5,5)| (5,6)]| (6, 6)
2,1)1(1,3)[(3,2)|(2,4)| (4,3)| (3,5)| (5,4)| (6,4)| (6,5)
3,1)(1,4)|(4,2)((2,5]|(5,3)](3,6)| (4,6)
4,1)](1,95|65,2))|(2,6)| (®6,3)
(5,1)| (1,06)| (6, 2)
(6,1)

Quadrol8. Registro e todas amssibilidades
Fonte: Acervo das autoras.

Esse tipo de registro possibilita uma visualizagéo rapida da melhor aposta para o jogo
(que é 0 7).

32 Etapa: Sistematizac@o dos contetdos abordados.

Levantaremos as informacgBes anotadas pelos alunos e esclErexerpossiveis
davidas. Em seguida, a partir dos dados recolhidos no jogo, explicitaremos 0s principais
conceitos relacionados.

Formalizagao:

4 N
Define-seexperimento aleatériocomo aialquer processo de observacao que pode

repetido a vontade em condi¢c@slogasgcom a condicédo de que o resultado ndo po

sa previsto antes de cada umastes realizagdes.
\. y,

4 N

Espaco amostralé o onjunto de tods os resultados possiveis de experimento

\ J

4 )
Em teoria das probabilidades, @wventoé um conjuntale resultados (um subconjuntc

do espaco amostral) ao qual é associado um valor de probabilidade.
\. J

Classificacdes de eventos:

Evento simplesé a classificacdo dada quando € formado por apenas um numero.
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A = {5} representa um evento simples do lancameletam dado, cuja face é divisivel
por 57 nenhum outro nimero presente em um dado é divisivel por 5.

Agora, se ao lancarmos dois dados, dispomos saber qual seria a probabilidade de a soma
dos numeros das duas faces que ficaram para cima ser igual aXg?dasacteriza ugvento
impossive|] uma vez que a soma maxima de dois dados € 12, com as duas faces 6 viradas para
cima. Esse evento pode ser representado como A = {}.

Considere o grupo A = {2, 4}, que tem como evento a ocorréncia de face superior de
um dado par, inferior ou igual a 4, e o grupo B = {4, 6}, que tem como evento a ocorréncia da
face do dado para cima sendo igual ou superior a 4 e par. O conjunto C = {4}, representa a
interseccdodos conjuntos A e B, sendo que contém apenas 0s elemeats&a@oomuns aos
outros dois grupos. Podemos represeiitar:0. 68

Considere o grupo A = {1,3}, tendo como evento a ocorréncia de face superior de um
dado impar e menor ou igual a 3, B = {3, 5}, 0 evento compreendendo a ocorréncia de face
superior impar enaior ou igual a 3. O grupo C = {3, 5}, que representa o evento de ocorréncia
de numeros impares na face superior, queu@i@ dos conjuntos A e B. Isso pode ser
representado da seguinte formia: 0 Y68

Se A={1, 2, 3, 6} representa o eventoad®rréncia da face superior no lancamento de
um dado de um namero divisor de 6 e B = {5}, que tem como evento de ocorréncia 0s nimeros
de um dado que séo divisores d&A® B sdo dois grupasmutuamente exclusivosuma vez
que ndo possuem elementos em comiBepresentamos comQ 6 z38

Seja A = {1, 3, 5}, tendo como evento a ocorréncia de face superior igual a um nimero
impar. Seu eventcomplementar® u = {2, 4, 6} quando se tra

Exemplificaremos a probabilidade com alguns casuindicaremos a probabilidade
de obter a soma 7, a probabilidade de obter uma soma par, etc.

Utilizaremos, como exemplos, as somas possiveis no lancamento de dois dados,
retomando a atividade um. Por exemplo, observamos que as somas 2 e 12 sdo eventos
simples, pois s6 podem ocorrer de uma forma, sendo elas, respectivamente, 1+1 e 6+6; 0 que
exemplifica dois eventos que sao equiprovaveis, enquanto que as outras somas possiveis sao
eventos compostos. Exemplo, a soma 3 ocorre de duas maneiras difereates, 482 e
2+1, e a soma 4 ocorre de trés formas diferentes, que séo elas 1+3, 2+2 e 3+1, sendo o evento
soma 3 e 0 evento soma 4 ndo equiprovaveis.

Formalizacao:

/Sejam'O um espaco amostral equiprovavel, finito e ndo vazio,uen evento déO., A\
probabilidade de ocorrer algum element@deindicada por P(A) e definida por:

S8 OTAQIGBY QaMdRE G@ei NWNHBO & O

n 076 Qi GMa Qa QB @2 | £ 0

ou
076 QIGQ Bia o kUl IQ Q|
076 Qi GE OTMQI 0 & g & WEA QI
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Depois da sistematizacdo, proporemos exercicios para que o alunos apliqguem os
conhecimentos trabalhados.

1) Duas moedas e dois dadtsjos diferentes entre si, foram lancados simultaneamente. Qual

€ 0 numero de possibilidades de resultados para esse experimento?
ResolucaoPara calcular o numero de possibilidades de resultados de um experimento nesses
moldes, multiplique o nimero de vitsidos possiveis de cada objeto em observacédo. No caso
de cada moeda, 2 resultados, e de cada dado, 6 resultados:

2.2:6-6 = 4-36 = 144.

2) Qual é a probabilidade de, no lancamento de 4 moedas, obtermos cara em todos o0s
resultados?

Resolucao: Primeiramente, éecessario encontrar o namero total de possibilidades de

resultados:

2:2-2:2=16.

Posteriormente, devemos encontrar o numero de possibilidades de obter cara em todos os
resultados (evento A). So existe uma possibilidade de que isso aconteca.

Por fim,
006 —=0,0625.

Multiplicando 0,0625 por 100, para obter um percentual, teremos 6,25%.
Atividade 238

Com o intuito de abordar probabilidade condicional, realizaremos indagacdes e
proporcionaremos que os estudantes reflitam sobre como proceder, a partgudlizacéo e
manipulacdo de materiais concretos.

1=Momento: Os estudantes deverdo discutir, em grupos, a melhor maneira de
distribuir quatro bolinhas, duas vermelhas e duas amarelas, nos dois sacos, propiciando a uma
pessoa, que nao viu as bolinhasesecolocadas nestes, a maior probabilidade de pegar uma
bolinha vermelha em uma tentativa. Definiremos que nenhum dos sacos pode ficar vazio e que
nenhuma das quatro bolinhas pode ficar fora dos sacos.

Ressaltaremos que o0s dois sacos ndo permitem que se observem, pelo volume, quantas
bolinhas ha dentro deles.

Os alunos devem descrever no material do aluno, a distribuicdo escolhida e calcular a
probabilidade de sucesso naquela situacdo escolhida. N@sdiece resolucdo da atividade,
sera elaborada no quadro, com a participacéo dos alunos, uma arvore de possibilidades.

38 Adaptado de Ribeiro (2018).
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1" Escolha (d,:, SﬂCD:l P2 Escolha I:da bl:l],&:l Probabiidade d= cada
stuac &o

Sacocom |I'1 o0 Eclniha l. = l. (508%)
IV B Vermelha L )
Probabhdade de - T -
- + === (0T

retirar izma boleha

14
vermelha =
Bobnha  |[1 —_
/ Vermela ||z = :—Fnlzi_-f.'-:a.
1 &

Frobabibdade de cada cor

=y

Sace com

We2a

= (50%)
3

+ Bobnhas 1 2 1 Sp— Probabiidade de retrar] [ 1 =
H las = o= - (@337 —— . X Cm 33,35
funarelas 1 3 3 uma bolinha amarela 3

Figura106. Arvore de possibilidades para a melhor distribuicio escolhida
Fonte: Ribeiro (2018).

Nestemomento, utilizaremos um saco de tecido preto e quatro bolinhas idénticas,
sendo que uma delas sera marcada com caneta para diftaetasédemais. E importante que
os alunos nao consigam distingaipelo tato das outras bolinhas. A atividade que api@s®s
a seguir é uma aplicacdo, com material concreto, de uma questéo da segunda fase do nivel 3 de
6NOlimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas (OBMEP):

3) André, Bianca, Carlos e Dalva querem sortear um livro entre eles. Para issaracnltés
bolas brancas e uma preta em uma caixa e combinaram que, em ordem alfabética de seus

nomes, cada um tiraria uma bola, sem dewav@ caixa. Aquele que tirasse a bola preta
ganharia o livro.

a) Qual a probabilidade de André ganhar o livro?
b) Qual a probabilidade de Dalva ganhar o livro?

Iniciaremos a atividade selecionando quatro alunos e listando em ordem alfabética seus
nomes no quadro. Em seguida, diremos aos estudantes que sera feito um sorteio em que a turme

deverd julgar se as regras sastgs, ou seja, permitiam probabilidades iguais de vitéria para
cada concorrente.

Mostraremos as quatro bolinhas idénticas, indicando que uma delas estd marcada com
um fAXO0, representando a bolinha que dar 8§ o
edudantes que cada aluno, dos quatro alunos escolhidos para o sorteio, ira retirar uma bolinha
do saco, sendo que as retiradas ocorrem uma por vez e na ordem que os nomes foram listados.

Apos a realizacéo do sorteio, que pode ser repetido algumas vezstionguemos a
turma se o mesmo ¢€ justo.

Caso haja muitas dificuldades apresentadas pelos estudantes, sugeriremos a utilizacao
de um problema correlato mais simples, o qual seria: propor uma situacao de sorteio similar a

anterior, com apenas duas bolinhasem saco e com dois jogadores, retirando uma bolinha
de cada vez.

Assim como no momento anterior, na discussdo e resolugdo desta atividade, sera

elaborada no quadro, com a participacdo dos alunos, uma arvore de posssbdaadea
apresentada na Figut@8
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Figura107. Arvore de possibilidades
Fonte: Acervo das autoras

Concluiremos que:

a) Para André ganhar o livro ele deve retirar a bola preta. Como a caixa contém quatro bolas
das quais apenas uma é preta, a probabilidade de ele retirar bola-preta é

b) Para Dalva ganhar o livro, André, Bianca e Carlos devem retirar bolas brancas. Como
inicialmente a caixa contém 3 bolas brancas, a probabilidade de André retirar uma bola

branca &. Supondo que André tire uma bola branca, sobrardo na caixa 2 bolas brancas e 1

preta; assim, a probabilidade de Bianca tirar uma bola brarc®@ mesmo modo, se
André e Bianca tirarem bolas brancas, a probabilidade de Carlos tirar uma bola branca sera
-. Assim, a probabilidade de André, Carlos e Bianca tirarem bolas braréa$Hé -,

gue € a probabilidade de Dalva ganhar o livro.
Mostraemos que raciocinio semelhante mostra que a probabilidade de qualquer um dos amigos

ganhar o livro &, ou seja, 0 sorteio é justo e a ordem em que eles retiram as bolas ndo tem
importancia.

Formalizacao:

/ A probabilidade de um eventoocorrer, dad@ue um outro eventd ocorreu, é \
chamadarobabilidade condicionaldo eventa dadod.
Com dois eventos) e 0, a probabilidade condicional dedado6 é denotada por
0 09 , e calculada como:

00y ——8

- J













