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1. INTRODUÇÃO 

 

Este trabalho contém uma descrição de todos os planos de aulas preparados e dos 

momentos em que exercemos a prática docente. Além disso, apresentamos aqui uma teoria 

relacionada ao uso das tecnologias digitais que esteve 100% presente no desenvolvimento desse 

PROMAT, devido ao fato de as aulas terem acontecido no formato remoto.  

Todas as aulas foram realizas dessa forma, sem a necessidade de um local específico 

e tendo cada um dos estagiários, orientadores e alunos em suas respectivas casas. Devido a esse 

fator, tivemos pela primeira vez a presença de alunos de outros estados, como por exemplo, o 

Pará.  

A preparação dessas aulas começou no ano de 2020 sem o início oficial da disciplina 

de metodologia II. Os alunos que se matricularam para cursar a disciplina (que foi cancelada 

devido à pandemia de COVID-19) em 2020 se mostraram a favor de realizar essa preparação 

para adiantar alguns trabalhos. No entanto, a maioria das aulas foram preparadas considerando 

o formato presencial, tendo que sofrer alterações no ano de 2021. Além disso, nesse período 

houve algumas mudanças, como a composição dos grupos de estágio e a troca de orientadores. 

Buscamos, na medida do possível, mesmo com as referidas condições, trazer aos 

alunos diversas maneiras de apresentar o conteúdo para tornar as aulas mais dinâmicas e prender 

a atenção dos discentes para que não ficassem dispersos, uma vez que não tínhamos a 

possibilidade de contato direto com eles.  Para isso, utilizamos de muitos aplicativos, e modos 

diferentes de apresentar o conteúdo previsto para as aulas. Trouxemos também questões 

presentes em provas do Exame Nacional do Ensino Médio ï ENEM, em vestibulares e até em 

provas de concursos.  

Embora já tivéssemos atuado no PROMAT durante o Estágio supervisionado I, essa 

experiência foi totalmente nova, trazendo muitos desafios, mas também agregando à nossa 

experiência como futuros professores.  
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2. PROMAT  

 

O Programa de Acesso e de Permanência de Estudantes da Rede Pública de Ensino em 

Universidades Públicas: Um Enfoque à Área de Matemática ï PROMAT, trata-se de um Projeto 

de Ensino institucional do Colegiado do Curso de Licenciatura em Matemática que visa atender 

alunos da rede pública estadual de ensino, tanto do município de Cascavel, quanto dos 

municípios vizinhos interessados. O PROMAT tem por objetivo o entendimento de conteúdos 

matemáticos, de modo que promova o acesso e permanência de estudantes nas universidades 

públicas.  

As aulas são ministradas por alunos estagiários do Curso de Licenciatura em 

Matemática, sendo o primeiro semestre conduzido por estudantes do Estágio Supervisionado I 

e o segundo semestre por estudantes do Estágio Supervisionado II. Todos os anos, no primeiro 

semestre letivo, são abordados conteúdos de Matemática ensinados no Ensino Fundamental. 

No segundo semestre letivo são abordados conteúdos matemáticos inerentes ao Ensino Médio.  

As atividades são direcionadas aos estudantes concluintes do Ensino Médio 

preferencialmente, mas havendo vagas, pessoas interessadas em aprender Matemática, da 

comunidade em geral, são bem-vindas. Essas atividades utilizadas no projeto possuem 

metodologias apropriadas, referenciais teóricos para auxílio, materiais confeccionados pelos 

próprios alunos para execução de atividades e também utilização de tecnologias disponíveis, 

para que possamos proporcionar um vínculo entre o aluno e a matemática.  
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2.1. Opção Teórica e Metodológica 

 

Devido a pandemia do COVID-19 houve a necessidade de se adotar o ensino remoto 

emergencial, que é caracterizado como uma modalidade de ensino que aproxima professores e 

alunos no momento que não é possível o atendimento presencial, e para que as atividades 

escolares não sejam interrompidas (MORAES, 2020). 

Desse modo, foi necessária a utilização das tecnologias digitais para que os professores 

executassem as aulas e os alunos pudessem acompanhá-las, continuando o processo de ensino 

e aprendizagem. Com isso, o uso das tecnologias digitais, se tornou ainda mais presente nessa 

modalidade. Conforme Leite et al (2020)  

no ensino remoto os docentes relatam que modelos educativos 

indiscriminadamente se adaptaram ao uso de ferramentas das Tecnologias 

Digitais da Informação e Comunicação - TDIC. Para permitir a transmissão 

de videoconferência e compartilhamento de tela com os estudantes. (LEITE. 

F; LEITE. E, 2020, p.66). 

A realização das atividades foi disposta em dois formatos, momentos síncronos e 

momentos assíncronos. O formato síncrono se constitui com aulas remotas, ao vivo, com 

horários agendados e obedecendo um calendário acadêmico previamente elaborado; no formato 

assíncrono, por sua vez, os alunos assistem aulas gravadas ou realizam atividades em horários 

diferentes das aulas com horários marcados, como realizar listas de exercícios ou trabalhos 

(MORAES, 2020).  

Em ambos os formatos, podemos citar algumas tecnologias utilizadas, como o uso de 

equipamentos como celulares e computadores, além de plataformas como o Google Classroom, 

que funciona como uma sala de aula virtual. O Google Classroom possibilita ñdisponibilizar 

recados, materiais, atividades com prazo para entrega, vídeos, bem como verificar as atividades 

entregues, possibilitando o retorno atrav®s de um feedback individual para cada alunoò. 

(SCHWANZ; FELCHER, 2020, p.96). 

Essa modalidade de ensino, entretanto, se constituiu inicialmente como um obstáculo 

para os professores, que não faziam ideia de como manter o aluno concentrado e ter a interação 

dele na maior parte da aula síncrona: 

A aula dinâmica e participativa esperada na forma remota, revelou-se bisonha 

e emudecida, com câmeras e microfones dos estudantes desligados. A 

compreensão diversificada e contextualizada proporcionada pelas mídias 

digitais, manifestou-se com excessos de conteúdo. Afinal, nem professores, 

nem educandos tinham roteiros práticos estruturados razoáveis para 
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acompanharem o ensino incluindo material e suporte pedagógico mediados 

pela tecnologia. (LEITE. F; LEITE E., 2020, 62-63). 

Na tentativa de melhorar a interação dos alunos nos momentos de aula síncrona, alguns 

professores buscaram encontrar meios diferentes do habitual. Nesse momento, o uso das 

tecnologias de informação se fez necessário, aumentando consideravelmente seu uso na forma 

de diversos aplicativos, tais como aplicativos de quiz, nuvem de palavras, quadro 

compartilhado, entre outros.  

É impossível repensar o processo de ensino e aprendizagem sem o uso das 

tecnologias da informação, pois tais tecnologias já habitavam esse processo e 

paulatinamente ganhavam maior notoriedade e aplicações a cada dia. Assim, 

a pandemia apenas acelerou a inserção e amplificou sua necessidade. Fato 

irreversível e que poderá mudar os encontros presenciais pós-pandemia. 

(FERNANDES et al, 2020, p.83). 

Para conhecer alguns aplicativos que podem ser utilizados como ferramenta de ensino 

nas aulas, falaremos um pouco sobre algumas das diversas ferramentas tecnológicas que 

passaram a ser bastante utilizadas por professores, e que utilizamos durante o estágio. 

¶ Canva, Power point: são ferramentas que possibilitam a criação e apresentação 

de slides, tanto para as aulas síncronas como para a gravação de vídeos. 

¶ Geogebra: essa ferramenta já vinha sendo muito utilizado no escopo do ensino 

de matemática, e nos permitiu a criação de gráficos 2D e 3D, formas geométricas, pontos, retas, 

além de muitas outras funções. 

¶ Google Meet, Jitsi Meet: aplicativo utilizado para realizar as aulas síncronas. 

Disponibilizamos os links para acesso aos vídeos via grupo do Whatsapp. 

¶ Google Forms:  é um serviço gratuito para criar formulários online. Nele, é 

possível produzir pesquisas de múltipla escolha, fazer questões discursivas, solicitar avaliações 

em escala numérica, entre outras opções. Ela foi utilizada na última aula do PROMAT para 

avaliar nossa performance como professores e o que poderíamos melhorar. 

¶ Jamboard: é um quadro interativo que permite que todos que tiverem acesso 

possam colocar ou movimentar objetos, escrever, entre outros recursos. Ele também serve para 

apresentar algo aos alunos sem permitir que eles possam participar. Esse aplicativo foi utilizado 

em vários momentos como atividade prévia na definição de conceitos.  

¶ Mentimeter: é uma plataforma com várias funções como criação de 

apresentações, tradução, nuvem de palavras, entre outros. Utilizamos o recurso de nuvem de 

palavras em tempo real nesse aplicativo para entender a opinião dos alunos a respeito de algo. 
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¶ Nearpod: aplicativo utilizado para os alunos responderem os questionamentos 

durante as aulas síncronas, sem a necessidade de se identificarem. 

¶ Quizizz: é um aplicativo que possibilita a criação de quiz com imagens, na forma 

de múltipla escolha e de questão dissertativa. Ele entrega dados após a finalização do quiz, 

apresenta o ganhador, quantos acertos cada aluno fez, entre outros dados.  

¶ Survio: esse aplicativo cria pesquisas da mesma forma que o Google Forms. Ele 

possibilita também a criação de questões de múltipla escolha ou dissertativas. Foi utilizado em 

nossas aulas para que os alunos respondessem algumas perguntas norteadoras da aula.  

¶ Youtube: plataforma de compartilhamento de vídeos, que utilizamos para postar 

as videoaulas elaboradas para os alunos, a partir de um canal, chamado MateMatica, criado para 

este fim. 

Além desses, há muitos outros aplicativos que começaram a ser utilizados para melhorar 

a interação e aprendizado nos momentos de aula síncrona, e em alguns casos em aulas 

assíncronas. Portanto, é muito relevante o uso das tecnologias nas aulas de matemática, para 

tornar as aulas mais interessantes e o conhecimento mais acessível para os alunos no momento 

de pandemia, porém sempre com foco no aprendizado dos alunos. 
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2.2. Cronograma 

 

Encontro Data Conteúdos 

1 29/05 Seno, cosseno, tangente no triângulo retângulo 

2 12/06 
Circunferência; tipos de funções, domínio e imagem, 

período e função (seno, cosseno, tangente).  

3 19/06 Relações trigonométricas 

4 26/05 

Coordenadas cartesianas no plano, distância entre dois 

pontos, ponto médio de um segmento, pontos 

colineares 

5 03/07 
Equação geral e reduzida da reta, posições relativas 

entre duas retas no plano. 

6 10/07 
Equação geral e reduzida da circunferência, posições 

relativas envolvendo ponto, circunferência e reta. 

7 17/07 Princípio fundamental da contagem 

8 24/07 Permutação, arranjo e combinação 

9 31/07 Probabilidade 
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2.3. Módulo 1 ï Trigonometria  

 

2.3.1. Plano de aula ñSeno, cosseno e tangente no tri©ngulo ret©nguloò. 

 

PLANO DE AULA ï 1º ENCONTRO ï 29/05/2021 

 

Clemilton, Eduarda e Natalia 

 

 

Público-Alvo:  

Alunos do 3º ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino pertencentes ao Núcleo Regional 

de Educação de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matemática da Unioeste e demais 

interessados na aprendizagem de Matemática inscritos no projeto. 

 

Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 2 horas e 30 minutos, tendo início às 9h00 e se encerrando as 

11h30. 

 

Conteúdo:  

Seno, cosseno e tangente no triângulo retângulo. 

 

Objetivo Geral:  

¶ Conhecer e aplicar as relações trigonométricas no triângulo retângulo. 

 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com seno, cosseno e tangente no triângulo retângulo, objetiva-se que o aluno 

seja capaz de: 

¶ Identificar no triângulo retângulo: cateto oposto, cateto adjacente e hipotenusa. 

¶ Aplicar o conceito de razão a fim de identificar as relações trigonométricas no triângulo 

retângulo. 

¶ Conhecer ângulos notáveis e suas relações no triângulo retângulo. 

 

Recursos Didáticos:  

Slide, Aplicativo Nearpod, Aplicativo Jitsi Meet, Quizziz. 

 

Encaminhamento metodológico:  

1. Dinâmica de apresentação 
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Para a dinâmica de apresentação, vamos inicialmente nos apresentar aos alunos e em seguida, 

chamaremos um de cada vez para se apresentar, pediremos para que se possível liguem a câmera e 

mencionem os seguintes itens: 

¶ Nome. 

¶ Cidade onde mora. 

¶ Escola em que estuda. 

¶ Matéria que mais gosta e a que menos gosta. 

¶ A coisa que mais gosta de fazer nas horas livres. 

¶ Um sonho. 

 

2. Avaliação diagnóstica 

A avaliação diagnóstica será feita por meio de um quiz no aplicativo Quizziz, contendo dezessete 

questões no formato de múltipla escolha (Anexo I). Essas questões abordam conceitos básicos dos 

conteúdos que serão contemplados durante o período do segundo semestre do PROMAT.  

 

3. Apresentação das relações trigonométricas no triângulo retângulo 

Primeiramente apresentaremos slides com o desenho do triângulo retângulo ὃὄὅ, 

identificando seus catetos e a hipotenusa. Explicaremos que o cateto oposto de um ângulo menor do que 

90º é o lado oposto a este ângulo e que o cateto adjacente é o lado do triângulo que forma o ângulo. 

Conforme a figura abaixo. 

Figura 1: Triângulo Retângulo. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Em seguida, mostraremos nos slides um triângulo retângulo que está dividido e formando, 

assim, três triângulos retângulos. Pediremos para identificarem os vértices, os catetos e a hipotenusa.  
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Figura 2: Triângulo retângulo dividido em três partes. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Na sequência, mostraremos os triângulos separados e com suas medidas, enumerando-os em 

triângulo 1, 2 e 3. 

Triângulo 1 ï DBE 

¶ DB = 12 cm 

¶ EB = 15 cm 

¶ ED = 9 cm 

Figura 3: Triângulo 1. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Triângulo 2 ï FBG 

¶ FB = 16 cm 

¶ GB = 20 cm 

¶ GF = 12 cm 

Figura 4: Triângulo 2. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Triângulo 3 ï ABC 

¶ AB = 20 cm 

¶ CB = 25 cm 

¶ CA = 15 cm 
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Figura 5: Triângulo 3. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Posteriormente, faremos os seguintes questionamentos utilizando o aplicativo Nearpod, no 

qual podem enviar anonimamente suas respostas: 

¶ O que vocês podem concluir a partir destes triângulos? 

¶ Eles possuem alguma característica em comum? Se sim, quais? 

Espera-se que os alunos vejam que as medidas dos lados dos triângulos são proporcionais e que 

seus ângulos são iguais, chegando à ideia de que os triângulos são semelhantes.  

Em seguida, para os triângulos 1, 2 e 3, calcularemos a razão entre o cateto oposto e a 

hipotenusa, a razão entre o cateto adjacente e a hipotenusa, e a razão entre o cateto oposto e o cateto 

adjacente. 

Razões entre o cateto oposto ao ângulo ὄ e a hipotenusa nos três triângulos: 

0,6
25

15

CB

CA

0,6
20

12

GB

GF

0,6
15

9

EB

ED

==

==

==

 

Razão entre o cateto adjacente ao ângulo ὄ e a hipotenusa: 

0,8
25

20

CB

AB

0,8
20

16

GB

FB

0,8
15

12

EB

DB

==

==

==

 

Razão entre o cateto oposto e adjacente ao ângulo ὄ: 
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0,75
20

15

AB

CA

0,75
16

12

FB

GF

0,75
12

9

DB

ED

==

==

==

 

 Utilizando o aplicativo Nearpod questionaremos o motivo das razões entre os lados 

correspondentes de cada um dos triângulos serem o mesmo valor e explicaremos que são relações 

trigonométricas, ou seja, em todo triângulo retângulo podemos considerar as razões trigonométricas 

seno, cosseno e tangente, tomando como referência um dos ângulos não retos: 

hipotenusa

 BĔ a oposto cateto
 BĔsen =  

hipotenusa

 BĔ a adjacente cateto
 BĔ cos =  

BĔ a adjacente cateto

 BĔ a oposto cateto
 BĔ tg =  

Em seguida, apresentaremos um triângulo equilátero ὃὄὅ de lado ὥ, denotaremos nos slides os 

ângulos desse triângulo e, na sequência, a altura relativa ao segmento BC dividindo o ângulo = e o 

segmento BC em dois.  

Figura 6: Triângulo equilátero. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Calcularemos o valor da altura em função de Á e observaremos que o triângulo foi dividido em 

dois, destacando uma das metades.   

Para calcular a altura do triângulo equilátero vamos relembar que podemos utilizar a seguinte 

fórmula: Ὤ
Ѝ

, sendo Ὤ a altura e ὰ a medida do lado do triângulo. 

Assim, a altura Ὤ do nosso triângulo será:  

Ὤ
ὥЍσ

ς
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Figura 7: Triângulo proveniente da divisão em dois do triângulo equilátero de lado ╪. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

  

A partir deste triângulo encontraremos o seno, cosseno e tangente dos ângulos de 30º e 60º.  

Seno de 30º e de 60º: 

2

3

a

2

3a

60°sen 

2

1

a

2

a

30°sen 

==

==

 

 

Cosseno de 30º e de 60º: 

2

1

a

2

a

60° cos

2

3

a
2

3a

30° cos

==

==

 

 

Tangente de 30º e de 60º: 
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3

2

a
2

3a

60° tg

3

3

2

3a

2

a

30° tg

==

==

 

 Em seguida, realizaremos o processo análogo para o ângulo de 45º, utilizando um quadrado de 

lado a.  

Figura 8: Quadrado de lado ╪. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Calcularemos o valor da diagonal em função de Á e observaremos que o quadrado foi dividido 

em dois, formando dois triângulos retângulos, destacaremos um destes.   

Para calcular a diagonal do quadrado vamos utilizar o teorema de pitágoras, logo temos o 

seguinte: 

Ὠ ὥ ὥ ςὥ 

Ὠ ὥЍς 

 

Figura 9: Divisão do quadrado de lado ╪. 

 
Fonte: Dos autores. 
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A partir desse triângulo encontraremos seno, cosseno e tangente do ângulo de 45º. 

Seno de 45º: 

1
a

a
45° tg

2

2

2a

a
45° cos 

2

2

2a

a
45°sen 

==

==

==

 

Em seguida, apresentaremos a tabela trigonométrica para os alunos.  

 

Quadro 1: Ângulos notáveis. 

  

30º 

 

45º 

 

60º 

Sen 
2

1
 

2

2
 

2

3
 

Cos 
2

3
 

2

2
 

2

1
 

Tg 
3

3  1 3  

                                                     Fonte: Elaborado pelos autores. 

Após a apresentação da tabela trigonométrica, vamos trabalhar exercícios para que eles 

entendam como funciona e onde aplicar o conhecimento recém adquirido. 

 

4. Aplicações das relações trigonométricas no triângulo retângulo 

Nesse momento vamos mostrar aos alunos algumas situações da vida real em que se utiliza as 

razões trigonométricas. Para isso, apresentaremos imagens nas lâminas para ilustrar as situações abaixo. 

¶ Astronomia: utiliza no cálculo da distância entre dois planetas, entre planetas e satélites e 

outros. 

¶ Topografia: utiliza na determinação da altura de morros, montanhas e colinas. 

¶ Construção civil: utiliza no cálculo da altura da tesoura de um telhado, na determinação do 

comprimento de uma rampa. 

 

5. Resolução de problemas  
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Realizaremos a correção de exercício de ENEM e vestibular relacionados aos conteúdos 

abordados durante esta aulas (Anexo II). 

 

Avaliação: 

A avaliação acontecerá de forma contínua, por meio da participação, realização das atividades 

propostas e a resolução de exercícios.  

Referências 
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Anexo I 

1- Em um triângulo retângulo, seno de um ângulo  " é calculado por ίὩὲ "  
   Á "

. Se 

for falso justifique. F  

Resposta: Falso, porque o seno é calculado por ίὩὲ "  
   Á "

. 

2- Cosseno não é uma função. Se for falso justifique.  F  

Resposta: Falso, cosseno é uma função. 

3- A tangente de φπЈ é igual a Ѝσ. Se for falso justifique.  V  

Resposta: Verdadeiro. 

4- O cosseno de σπЈ, τυЈ e φπЈ é respectivamente: (C)  

a) ȟ
Ѝ
 Ὡ 
Ѝ
Ȣ 

b) 
Ѝ
ȟ Ὡ 

Ѝ
Ȣ 

c) 
Ѝ
ȟ
Ѝ
 Ὡ Ȣ 

d) Ѝσȟ
Ѝ
 Ὡ Ȣ 

 

5- Seno de  é igual a: (D)  

a) π 

b)  

c) ρ 

d) 1 

 

6- Esse retângulo possui 6 vértices. Se for falso justifique. (F)  
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7- O vértice C do retângulo é denotado por: (C)  

 

a) ὼ ψ e ώ χ 

b) ὼ ς e ώ ψ 

c) ὼ χ e ώ ψ 

d) ὼ ς e ώ ρ 

 

8- Dado dois pontos ὃρȟφ e ὄυȟω então o ponto médio de ὃ e ὄ é encontrado por: (C)  

a) ὓ ȟ   

b) ὓ ȟ   

c) ὓ ȟ   

d) ὓ ȟ   

 

9- Tomando uma reta no plano cartesiano sendo ‌ a medida do ângulo formado pela reta r e pelo eixo 

x sempre no sentido anti-horário. Pode-se dizer que ‌ é respectivamente: (B)  
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a) ‌ ωπЈ e πЈ‌ ωπЈ 

b) ωπЈ‌ ρψπЈ e πЈ‌ ωπЈ 

c) πЈ‌ ωπЈ e ωπЈ‌ ρψπЈ 

d) ωπЈ‌ ρψπЈ e ‌ πЈ 

 

10- Assinale a alternativa que apresenta uma equação geral da reta: (C)  

a) ώ τὼ φ 

b) ώ ς άὼ σ 

c) σὼ ςώ υ π 

d) ώ ὼ ρ 

11- A equação ὼ ρ ώ ς σ é a equação reduzida de uma circunferência. Se for falso, 

justifique sua resposta. V 

Resposta: Verdadeiro. 

12- Dada a equação ὼ ρ ώ ς ω de uma circunferência, é CORRETO afirmar que essa 

circunferência: (B)  

a) Possui centro ρȟς e raio igual a σ. 

b) Possui centro ρȟς e raio igual a σ. 

c) Possui centro ρȟς e raio igual a ω. 

d) Possui centro ρȟς e raio igual a ω. 

13-  O valor de τȦ é igual a: (D) 
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a) 16 

b) 8 

c) 36 

d) 24 

14- De quantos modos três pessoas podem ficar em uma fila indiana? (C)  

a) 3 modos. 

b) 9 modos. 

c) 6 modos 

d) 2 modos. 

15- O valor de 
Ȧ

Ȧ
 é igual a: (A)  

a) 20 

b) 5 

c) 25 

d) 30 

16- A quest«o ñQuantos n¼meros de tr°s algarismos distintos podem ser formados, dispondo dos 

algarismos 1, 2, 3, 4 e 5?ò ® um problema de: (A)  

a) Arranjo.  

b) Combinação. 

17- Se jogarmos um dado de φ faces, a probabilidade de obtermos υ é: (D)  

a)  

b) ρ 

c)  

d)  
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Anexo II 

1. No triângulo retângulo seguinte, calcule a medida x, indicada: 

 

a)  

Resolução: Como o nosso ângulo é de σπЈ e temos a hipotenusa igual a ρς e o cateto oposto 

ao ângulo igual a ὼ, vamos utilizar seno. Logo: 

ίὩὲ σπЈ
ὼ

ρς

ρ

ς

ὼ

ρς
 

ςὼ ρς ὼ
ρς

ς
φ 

 

2. Determine as medidas de ὼ e ώ no triângulo a seguir: 

a)  

Resolução: Para descobrir o valor de ὼ vamos utilizar a tangente de σπЈ. Logo: 

ὸὫ σπЈ
ὼ

υπ

Ѝσ

σ

ὼ

υπ
 

σὼ υπЍσ ὼ
υπЍσ

σ
 

Agora vamos encontrar o valor do ângulo ώ. Para isso observamos que o triângulo retângulo 

menor tem ângulos de ωπЈ, φπЈ e σπЈ. Assim, o triângulo maior tem ângulos iguais a ωπЈ, σπЈ e ώ σπЈ 

e ώ σπЈφπЈ. Logo ώ σπЈ. 
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b)  

 

Resolução: Como o nosso ângulo é de φπЈ e temos a hipotenusa igual a ρπ ὧά e o cateto 

adjacente ao ângulo de φπЈ igual a ὼ, vamos utilizar cosseno. Logo: 

ÃÏÓφπЈ
ὼ

ρπ

ρ

ς

ὼ

ρπ
 

ςὼ ρπ ὼ
ρπ

ς
υ ὧά 

Agora vamos utilizar a tangente: 

ὸὫ φπЈ
ώ

υ
Ѝσ

ώ

υ
 

ώ υЍσ ὧά 

 

3. Um triângulo equilátero tem ρψ ὧά de altura. Determine a medida aproximada de seus lados. 

Resolução: A altura do triângulo equilátero divide ele em dois triângulos retângulos. Assim, 

tomando um desses triângulos temos o seguinte: 

Figura 10: Ilustração do problema 3. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 
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 Tomando a hipotenusa do triângulo retângulo como ὼ, vamos utilizar seno do ângulo de φπЈ. 

ίὩὲ φπЈ
ρψ

ὼ

Ѝσ

ς

ρψ

ὼ
 

ὼЍσ σφ ὼ
σφ

Ѝσ
 

ὼ
σφЍσ

σ
ρςЍσ ὧά 

ὼ ρςЍσ ὧάḙςρ ὧά 

Portanto, a medida dos lados do triângulo equilátero é aproximadamente ςρ ὧά. 

 

4. Vamos imaginar um projétil que foi lançado formando com o solo um ângulo de τυЈ. Depois de 

percorrer ρȢπππ ά em linha reta, a que altura estava do chão? 

Resolução: Para auxiliar na resolução, vamos fazer um esboço para os alunos entenderem 

visualmente o que está acontecendo no problema: 

Figura 11: Ilustração do problema 4. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

Para calcular a altura Ὤ do foguete vamos utilizar ίὩὲ τυЈ. Logo: 

ίὩὲ τυЈ
Ὤ

ρπππ
ᵼ
Ѝς

ς

Ὤ

ρπππ
ᵼὬ υππЍς άȢ 

Portanto, temos Ὤḙχπχ άȢ 

 

5. (ENEM - LIBRAS 2017) A famosa Torre de Pisa, localizada na Itália, assim como muitos outros 

prédios, por motivos adversos, sofrem inclinações durante ou após suas construções. 

Um prédio, quando construído, dispunha-se verticalmente e tinha φπ metros de altura. Ele sofreu 

uma inclinação de um ângulo ‌ e a projeção ortogonal de sua fachada lateral sobre o solo tem largura 

medindo ρȟψπ metro, conforme mostra a figura. O valor do ângulo de inclinação pode ser determinado 

fazendo-se o uso de uma tabela como a apresentada. 
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Uma estimativa para o ©ngulo de inclina­«o Ŭ quando dado em grau, é tal que 

a) 0 Ò Ŭ < 1,0 

b) 1,0 Ò Ŭ < 15 

c) 1,5 Ò Ŭ < 1,8 

d) 1,8 Ò Ŭ < 2,0 

e)  2,0 Ò Ŭ < 3,0 

Resolução: Primeiramente, vamos ilustrar o problema acrescentando uma informação importante 

presente no enunciado. 

Figura 12: Ilustração do problema 7. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

Podemos observar que o prédio forma um triângulo retângulo com largura igual a ρȟψπ ά,  

hipotenusa igual a φπ ά e altura igual a ὼ. 

Assim, temos o seguinte: φπ ρȟψπ ὼ ὼ Ѝσφππσȟςτ συωφȟχφḙ

υωȟωχσ ά 
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Subtraindo φπυωȟωχσ temos uma diferença de πȟπςχ metros na altura do prédio. Logo pela 

tabela temos que ‌ está entre ρȟυ que possui ίὩὲπȟπςφ e ρȟψ que possui ίὩὲπȟπσρ, portanto ρȟυ

‌ ρȟψ. Alternativa C. 

6. (Unesp) Três cidades,  ὃ, ὄ e ὅ são interligadas por estradas, conforme mostra a figura. 

 

As estradas ὃὅ e ὃὄ são asfaltadas. A estrada ὅὄ é de terra e será asfaltada. Sabendo-se que 

ὃὅ tem σπ Ὧά, que o ângulo entre ὃὅ e ὃὄ é de σπЈ, e que o triângulo ὃὄὅ é retângulo em ὅ, a 

quantidade de quilômetros da estrada que será asfaltada é: 

a) σπЍσ 

b) ρπЍσ 

c) 
Ѝ

 

d) ψЍσ 

e) 
Ѝ

 

Resolução: De acordo com os dados apresentados pelo problema, temos a seguinte ilustração: 

Figura 13: Ilustração do problema 6. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Com base nesses dados, para descobrir a quantidade de quilômetros da estrada ὄὅ vamos usar 

a tangente no ângulo de σπЈ. 

ὸὫ σπЈ
ὼ

σπ

Ѝσ

σ

ὼ

σπ
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σὼ σπЍσ ὼ
σπЍσ

σ
 

ὼ ρπЍσ ὧάḙρχȟσ ὧά 

Alternativa B.  

 

7. Um barco parte para fazer a travessia mais curta possível de um rio. No entanto, a correnteza o 

arrastou para ςτ ά além do local previsto para a sua chegada. De onde chegou, avista-se o ponto de 

partida sob um ângulo de φπЈ com a margem em que está. Qual é a largura (r) do rio? 

Resolução: Para resolver vamos apresentar um esboço do problema que facilite a visualização 

dos alunos. 

Figura 14: Ilustração problema 5. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Para calcular a largura do rio vamos utilizar a tangente de φπЈ. Portanto: 

ὸὫ φπЈ
ὶ

ςτ
ᵼЍσ

ὶ

ςτ
 

ὶ ςτЍσ ά. 

Logo, o rio possui ςτЍσ metros de largura, ou seja, aproximadamente τς ά. 

 

PROBLEMA 8: No desenho abaixo está representado o instante em que um satélite de órbita 

baixa transmite o sinal para uma antena receptora. 
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Qual é a distância S que esse sinal de satélite deve percorrer para chegar até a antena receptora? 

a) 457,3 km 

b) 703,9 km 

c) 1000 km 

d) 1292 km 

e) 1539,5 km 

Resolução: Para resolver esse problema vamos utilizar seno de υχЈ, logo: 

ίὩὲ υχЈ
ψσω

Ὓ
πȟψσω

ψσω

ί
 

ψσω

ρπππ

ψσω

Ὓ
ψσωϽὛ ψσωϽρπππ 

Ὓ
ψσωϽρπππ

ψσω
ρπππ Ὧά 

A distância que o sinal do satélite deve percorrer é de ρπππ Ὧά. Alternativa C.  

8. (Fatec-SP-Adaptado) De dois observatórios, localizados em dois pontos ὢ e ὣ da superfície da Terra, 

é possível enxergar um balão meteorológico ὄ, sob ângulos de τυЈ e φπЈ. Desprezando-se a curvatura 

da Terra, se σπ Ὧά separam ὢ e ὣ, a medida Ὤ da altura, em quilômetros, do balão à superfície da Terra 

é:  

a) σπρυЍσ 

b) σπρυЍσ 

c) φπσπЍσ 
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d) τυρυЍσ 

e) τυρυЍσ 

Resolução: O problema pode ser ilustrado da seguinte maneira: 

Figura 15: Ilustração do problema 9. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Disso, temos que ὢὅ σπὣὅ. Vamos primeiramente usar a tangente de τυЈ. Logo: 

ὸὫ τυЈ
Ὤ

σπὣὅ
ρ

Ὤ

σπὣὅ
 

Ὤ σπὣὅ 

Agora, utilizando a tangente de φπЈ temos: 

ὸὫ φπЈ
Ὤ

ὣὅ
Ѝσ

Ὤ

ὣὅ
ὣὅЍσ Ὤ 

ὣὅ
Ὤ

Ѝσ

ὬЍσ

σ
 

 

Substituindo o valor de ὣὅ encontrado em função de Ὤ na igualdade encontrada acima temos o 

seguinte: 

Ὤ σπ
ὬЍσ

σ
Ὤ
ὬЍσ

σ
σπ

σὬ ὬЍσ

σ
σπ 

σὬ ὬЍσ ωπ ὬϽσ Ѝσ ωπ 

Ὤ
ωπ

σ Ѝσ
 

Ὤ
ωπ

σ Ѝσ
Ͻ
σ Ѝσ

σ Ѝσ

ωπϽσ ωπЍσ

σϽσ σ

σϽωπσπЍσ

σϽσ ρ

ωπσπЍσ

ς
 

Ὤ τυρυЍσ Ὧά 
 

a medida Ὤ da altura, em quilômetros, do balão à superfície da Terra é de τυρυЍσ Ὧά, 

aproximadamente ρω Ὧά. Alternativa D.  

9. (EPCAR ï 2012) Uma coruja está pousada em R, ponto mais alto de um poste, a uma altura h do 

ponto P, no chão. Ela é vista por um rato no ponto A, no solo, sob um ângulo de 30°, conforme mostra 
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figura abaixo. O rato se desloca em linha reta até o ponto B, de onde vê a coruja, agora sob um ângulo 

de 45° com o chão e a uma distância BR de medida de φЍς metros. 

 

Com base nessas informações, estando os pontos A, B e P alinhados e desprezando-se a 

espessura do poste, pode-se afirmar então que a medida do deslocamento AB do rato, em metros, é um 

número entre: 

a) 3 e 4    

b) 4 e 5    

c) 5 e 6    

d) 6 e 7   

Resolução: Passo 1: Encontrar a medida da altura do poste Ὤ. 

ίὩὲ σπЈ
Ὤ

φЍς

Ѝς

ς

Ὤ

φЍς
 

φЍςϽЍς ςϽὬ φϽς ςϽὬ 

Ὤ
φϽς

ς
φ άὩὸὶέί 

Passo 2: Utilizando primeiramente o ângulo de σπЈ temos o seguinte: 

ὸὫ σπЈ
Ὤ

ὃὖ

Ѝσ

σ

Ὤ

ὃὖ
 

ὃὖЍσ σὬ ὃὖ
σὬ

Ѝσ

σЍσὬ

σ
 

ὃὖ ὬЍσ φЍσ 

Passo 3: Utilizando o ângulo de τυЈ temos o seguinte: 

ὸὫ τυЈ
Ὤ

ὄὖ
ρ

Ὤ

ὄὖ
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ὄὖ Ὤ φ 

Temos então que ὃὄ ὃὖ ὄὖ, logo 

ὃὄ φЍσ φ φϽЍσ ρ 

ὃὄḙτȟσω 

Alternativa B.  
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2.3.1.1. Relatório 

 

Aos vinte e nove dias do mês de maio de dois mil e vinte e um, reuniram-se online via 

Jitsi Meet, nós estagiários do quarto ano da disciplina de Metodologia e Estágio Supervisionado 

II do curso de Licenciatura em Matemática e os alunos inscritos no projeto PROMAT, para 

desenvolver o primeiro encontro. A professora orientadora Marieli, esteve presente na sala de 

aula online acompanhando toda a aula.  

Iniciamos a aula desejando boas-vindas para os alunos e explicando como ocorreriam 

as aulas, passando informações sobre a forma de acesso, a contabilização da presença, entre 

outras. Salientamos que caso tivessem qualquer dúvida ou comentários durante a aula poderiam 

falar utilizando o áudio da chamada e escrevendo no chat. 

Na sequência, começamos a apresentação de slides, com o procedimento da dinâmica 

inicial, com intuito de nos apresentarmos para os alunos e conhecê-los. Na dinâmica era 

necessário falar o nome, cidade onde residiam, escola em que estudavam, matéria que mais 

gostavam e a que menos gostavam, além de contar sobre o que mais gostavam de fazer nas 

horas livres e sobre um sonho que gostariam de realizar.  

Figura 16: Dinâmica primeiro encontro. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Iniciamos a dinâmica nos apresentando e, na sequência, todos os alunos presentes se 

apresentaram também. A maioria dos alunos pediram para se apresentarem e falaram as 

informações com o microfone. Aqueles que não conseguiram utilizar o microfone, enviaram 

suas respostas via chat, e realizamos a leitura para todos acompanharem. Algo interessante nas 

apresentações foi a diversidade dos locais que os alunos residiam, havendo muitos alunos de 

outras cidades do Paraná, e também de outros estados do país.  
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A dinâmica inicial conseguiu criar uma proximidade com os alunos e deixá-los mais 

seguros para interagirem e participarem das aulas. Após a dinâmica, disponibilizamos um link 

de um quiz, para responderem algumas perguntas sobre os conteúdos que seriam estudados no 

PROMAT, explicando que esse seria o ñMomento Quizizzò. Ap·s todos acessarem o link, 

iniciamos o quiz, e os alunos tiveram entre um e três minutos para responder, dependendo da 

complexidade de cada questão. A maioria dos alunos apresentou dificuldades nas questões, 

comentando que não se lembravam ou não estudaram alguns dos conteúdos abordados no quiz. 

Explicamos que todos esses conteúdos seriam abordados e que realizaríamos exercícios para 

que pudessem se recordar. 

Figura 17: Momento Quizizz primeiro encontro. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Prosseguindo a aula, retomamos os slides explicando o conteúdo de trigonometria no 

triângulo retângulo, explicando inicialmente o que é um triângulo retângulo e suas principais 

características e, posteriormente, utilizamos três retângulos para trabalhar as relações de seno, 

cosseno e tangente. 

No decorrer da explicação, mencionamos as características comuns entre os triângulos 

retângulos, e pedimos para responderem no Nearpod, disponibilizando um link para isso. No 

entanto, apenas três alunos utilizaram o link, os demais preferiram responder no chat ou 

utilizando o microfone, relatando que assim conseguiam responder mais rápido e de forma mais 

fácil os questionamentos dos professores. 
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Figura 18: Slide do momento nearpod. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Dando continuidade à aula, resolvemos dois exercícios. O primeiro deles solicitava 

encontrar a medida de um lado de um triângulo retângulo, e o segundo pedia para encontrar a 

medida de um lado e de um ângulo de outro triângulo retângulo. Realizamos a correção 

apresentando os slides e escrevendo a resolução com a mesa digitalizadora. Os alunos 

participaram, interagindo conosco durante a resolução dos exercícios.  

Figura 19: Resolução do problema 1 utilizando a mesa digitalizadora. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Ao tentarmos disponibilizar o link de presença online, via formulário do Google, os 

alunos não conseguiram acessar, sendo necessário anotarmos o nome de todos que estavam 

presentes. Informamos que para a próxima aula resolveríamos o problema, de modo que 

conseguissem acessar a lista de presença. 
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Finalizamos a aula explicando que pretendíamos apresentar mais exercícios, e que na 

aula seguinte concluiríamos as resoluções. Desejamos um bom final de semana e uma boa 

semana para todos, pedindo que retornassem na próxima aula, que ocorreria em 12 de junho. 

A experiência de uma aula síncrona do PROMAT foi bastante diferente de uma aula 

presencial: a apresentação tomou mais tempo do que esperávamos, devido a isso não 

conseguimos cumprir com todo o planejamento da aula; mas esse momento foi satisfatório, 

contribuindo com o engajamento e interesse dos alunos no decorrer da aula. 
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2.3.2.  Plano de aula ñCircunfer°ncia; tipos de fun­»es; dom²nio e imagem; per²odo e 

fun­«o (seno, cosseno, tangente)ò. 

 

PLANO DE AULA ï 2º ENCONTRO ï 12/06/2021 
 

Clemilton, Eduarda e Natalia 

 

 

Público-Alvo:  

Alunos do 3º ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino pertencentes ao Núcleo Regional 

de Educação de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matemática da Unioeste e demais 

interessados na aprendizagem de Matemática inscritos no projeto. 

 

Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 2 horas e 30 minutos, tendo início às 9h00 e se encerrando as 

11h30. 

 

Conteúdo:  

Circunferência, tipos de funções, domínio e imagem, período e função (seno, cosseno, tangente) 

 

Objetivo Geral:  

¶ Conhecer as três principais funções trigonométricas e suas características. 

 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com as funções seno, cosseno e tangente e com as relações trigonométricas, 

objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Identificar e apresentar três representações semióticas das funções. 

¶ Entender a construção das três funções trigonométricas principais. 

¶ Observar as características das funções por meio do gráfico. 

 

Recursos Didáticos:  

Slides, Aplicativo Jitsi Meet, Geogebra, Quizizz. 

 

Encaminhamento metodológico:  

 

1. Resolvendo problemas. 

Iniciaremos a aula trabalhando alguns problemas (Anexo I) relacionados ao conteúdo de 

trigonometria no triângulo retângulo para que os alunos relembrem o que foi trabalhado na aula anterior. 

2. Circunferência trigonométrica 
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Iniciaremos explicando que uma circunferência trigonométrica é uma circunferência orientada, 

centrada em zero, cujo raio é 1 unidade de comprimento e o sentido positivo é anti-horário. 

Figura 20: Orientação de uma circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Na sequência, associaremos a circunferência trigonométrica a um sistema de coordenadas 

cartesianas ortogonais, sendo ὃ o ponto ρȟπ a origem dos arcos da circunferência. 

Figura 21: Circunferência trigonométrica. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Explicaremos que estes eixos dividem a circunferência em quatro, ou seja, os quatro quadrantes, 

numerados nas figuras abaixo.  

Figura 22: Os quadrantes de uma circunferência trigonométrica. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Em seguida, explicaremos que arcos congruentes são dois arcos diferentes que iniciam em ρȟπ 

e terminam no mesmo ponto, conforme o exemplo apresentado abaixo. 

Figura 23: Arcos congruentes. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

3.  Ideia de seno, cosseno e tangente 

Consideraremos ὢ um ponto da circunferência trigonométrica, ponto final do arco ὼ. 

Analisaremos as coordenadas do ponto ὢ: 

Figura 24: Analisando as coordenadas do ponto x. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Logo, ὢὧέίὼȟίὩὲὼ e nessas condições temos: 

ίὩὲὼέὶὨὩὲὥὨὥ ὨὩ ὢ 

ÃÏÓὼ ὥὦίὧὭίίὥ ὨὩ ὢ 

Para encontramos o valor da tangente utilizaremos a semelhança de triângulos: 

ὸὫὼ

ρ

ίὩὲὼ

ὧέίὼ
 

ὸὫὼ
ίὩὲὼ

ὧέίὼ
 

Na sequência apresentaremos a circunferência trigonométrica com o seno, cosseno e a tangente. 
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Figura 25: Valores das funções na circunferência trigonométrica. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

4. Função Seno 

4.1 Gráfico da função Seno 

Vamos construir o gráfico da função Ὢὼ ίὩὲὼ a partir de uma tabela de valores para ὼ. 

Partindo da observação do círculo trigonométrico, juntamente com os alunos, preencheremos a tabela. 

Para cada valor de x vamos questionar os alunos até chegarem a uma conclusão.  

Quadro 1 : Valores incompletos da função seno 

ὼ π “

τ
 

“

ς
 

σ“

τ
 

“ υ“

τ
 
σ“

ς
 
χ“

τ
 
ς“ 

ÓÅÎὼ 0  ρ  π  ρ  π 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

Ao apresentarmos essa tabela, vamos relembrar eles sobre como escrevemos esses ângulos em 

graus. E como passamos de graus para radianos. 

 

Tabela 2: Valores da função seno. 

ὼ π “

τ
 

“

ς
 

σ“

τ
 

“ υ“

τ
 
σ“

ς
 
χ“

τ
 
ς“ 

ÓÅÎὼ 0 Ѝς

ς
 

ρ Ѝς

ς
 

π Ѝς

ς
 

ρ Ѝς

ς
 
π 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

Logo após faremos a seguinte pergunta para estimular uma reflexão nos alunos: ñEm quais 

quadrantes a função seno ® positiva? E negativa?ò 
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Figura 26: Círculo trigonométrico ï seno. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Esperamos que os alunos respondam que a função seno é positiva nos quadrantes 1 e 2 e negativa 

nos quadrantes 3 e 4. 

 

Figura 27: Sinais de Seno. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Veremos a representação do gráfico no Software Geogebra e conversaremos um pouco sobre a 

função. 
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Figura 28: Gráfico da função seno 

 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Para uma melhor visualização das transformações no gráfico da função seno vamos representar 

as seguintes funções: 

 

Ͻ█● ▼▄▪● 

█ ● ▼▄▪● 

█● ▼▄▪●
 

█
●

▼▄▪
●

 

 

4.2 Características da função Seno 

Inicialmente utilizaremos a função Ὢὼ ίὩὲὼ, e a partir da análise do seu gráfico no Software 

Geogebra definiremos juntamente com os alunos suas características. Para definir seu domínio 

olharemos para o eixo x da função e para definir sua imagem observaremos o eixo y. 

Domínio:  

Contradomínio:  

Imagem: ȟ  

Período: Ⱬ 
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Figura 29: Período da função seno 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Após identificadas as características, trabalharemos com alguns problemas que relacionem a 

função seno. 

PROBLEMA 1: Em um sistema predador-presa, o número de predadores e de presas tende a 

variar periodicamente com o tempo. Considere que, em determinada região, onde leões são os 

predadores e zebras são as presas, a população de zebras tenha variado de acordo com a função dada 

por:  

ὤὸ ψυπτππϽίὩὲ
“ὸ

τ
ȟ 

Sendo o tempo ὸ medido em anos, a partir de janeiro de ςπππ ὸ πȢ 

a) Qual era a população de zebras em janeiro de ςπππ? 

Resposta: Em janeiro de ςπππ temos ὸ π logo: 

ὤπ ψυπτππϽίὩὲ
“π

τ
 

ὤπ ψυπτππϽίὩὲπ ὤπ ψυπτππϽπ 

ὤπ ψυπ 

Portanto, em janeiro de ςπππ existiam ψυπ zebras. 

b) Sabendo que a população máxima de zebras atingida foi ρȢςυπ, determine a primeira vez 

em que isso ocorreu.  

Resposta: 

ρȢςυπψυπτππϽίὩὲ
“ὸ

τ
 

ρȢςυπψυπ

τππ
ίὩὲ
“ὸ

τ

τππ

τππ
ίὩὲ
“ὸ

τ
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ίὩὲ
“ὸ

τ
ρ 

Os momentos em que a função seno é igual a ρ são em  e . Como queremos a primeira vez 

em que a população de zebras foi ρȢςυπ vamos utilizar . Logo: 

“ὸ

τ

“

ς
“ὸς“ 

ὸ
ς“

“
ς 

Como o tempo é medido em anos então a primeira vez em que a população de zebras atingiu 

ρȢςυπ foi em ςππς. 

 

5. Função Cosseno 

5.1 Gráfico da função Cosseno. 

Inicialmente passaremos uma tabela com os valores de x e alguns valores de cos x já preenchidos 

pedindo para que os alunos respondam os valores que não foram fornecidos para cos x. Durante o 

processo ajudaremos os alunos, analisando o círculo trigonométrico para reflexão. 

Quadro 3: Valores incompletos da função cosseno. 

ὼ π “

τ
 

“

ς
 

σ“

τ
 

“ υ“

τ
 
σ“

ς
 
χ“

τ
 
ς“ 

ὧέίὼ 1    -1    1 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

Quadro 4: Valores da função cosseno. 

ὼ π “

τ
 

“

ς
 

σ“

τ
 

“ υ“

τ
 
σ“

ς
 
χ“

τ
 
ς“ 

ὧέίὼ ρ Ѝς

ς
 

π Ѝς

ς
 

ρ 1 π Ѝς

ς
 
ρ 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

Vamos novamente fazer a seguinte reflex«o: ñEm quais quadrantes a fun­«o cosseno ® positiva? 

E negativa?ò. Nesse momento espera-se que os alunos respondam que os quadrantes 1 e 4 são positivos 

e os quadrantes 2 e 3 são negativos.  

Induziremos os alunos a refletirem a partir da tabela recém preenchida para chegarem na solução 

da pergunta feita acima. 
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Figura 30: Sinais da função cosseno 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Com a tabela preenchida, pediremos aos alunos que construam o gráfico da funçãoὪὼ

ὧέίὼ. Feito isso, com o auxílio do Software Geogebra representaremos a função e conversaremos com 

os mesmos sobre sua forma e suas características.  

 

Figura 31: Gráfico da função Cosseno. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Feito o gráfico da função, relembraremos os alunos em quais momentos a função Ὢὼ ὧέίὼ 

é positiva e em quais é negativa relembrando a conclusão chegada na observação do círculo 

trigonométrico. 

 

5.2 Características da função Cosseno 

Seguindo a mesma linha de raciocínio utilizada para a função seno utilizaremos a função Ὢὼ

ὧέίὼ, e a partir da análise do seu gráfico no Software Geogebra definiremos juntamente com os alunos 
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suas características. Para definir seu domínio olharemos para o eixo x da função e para definir sua 

imagem observaremos o eixo y. 

Domínio:  

Contradomínio:  

Imagem: ȟ  

Período: Ⱬ 

 

Figura 32: Períodos da função Cosseno 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Para finalizar o assunto relacionado a função cosseno e para uma melhor visualização das 

transformações no gráfico da função cosseno vamos representar as seguintes funções: 

 

Ȣ█● ╬▫▼● 

█ Ȣ● ╬▫▼● 

Ȣ█●
╬▫▼●

 

█ Ȣ● ╬▫▼
●

 

Feito isso vamos apresentar aos alunos um problema para que eles definam suas características 

utilizando o mesmo processo feito nas funções anteriores. 

PROBLEMA 2: Encontre o domínio, contradomínio, a imagem e o período de Ὢὼ . 

Resposta: Primeiramente vamos ver quais os valores da função para os ângulos de 

πЈȟσπЈȟτυЈȟφπЈȟωπЈȟρσυЈȟρψπЈȟςςυЈȟςχπЈȟσφπЈ. 
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Quadro 5: Valores de cosseno. 

ὼ π “

τ
 

“

ς
 

σ“

τ
 

“ υ“

τ
 
σ“

ς
 
χ“

τ
 
ς“ 

ὧέίὼ ρ Ѝς

ς
 

π Ѝς

ς
 

ρ 1 π Ѝς

ς
 
ρ 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

Tabela 6: Valores da função cosseno dividida por dois. 

ὼ π “

τ
 

“

ς
 

σ“

τ
 

“ υ“

τ
 
σ“

ς
 
χ“

τ
 
ς“ 

ὧέίὼ

ς
 

ρ

ς
 Ѝς

τ
 

π Ѝς

τ
 

ρ

ς
 

ρ

ς
 

π Ѝς

τ
 
ρ

ς
 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

Podemos observar a partir dos quadros acima que quando o cosseno é dividido por 2 a única 

coisa que muda é a sua imagem, portanto temos o seguinte: 

Domínio:  

Contradomínio:  

Imagem: ȟ  

Período: ς“ 

 

PROBLEMA 3: Em certa cidade litorânea, a altura Ὤ da maré (em metros), em função do tempo 

ὸ, é dada pela função Ὤὸ ς πȟυϽÃÏÓ Ͻὸ, na qual o tempo é medido em horas, a partir da meia-

noite.  

a) Qual a altura da maré às φ horas da manhã? (ὸ π representa meia noite) 

Resposta: Considerando que o tempo é medido a partir da meia noite, basta substituirmos ὸ por 

φ na função. Logo: 

Ὤφ ς πȟυϽÃÏÓ
“

σ
Ͻφ 

Ὤφ ς πȟυϽÃÏÓς“ Ὤὸ ς πȟυϽρ 

Ὤφ ςȟυ άȢ 

b) Qual o primeiro momento do dia em que a maré atingiu a altura de ς metros? 

Resposta: Agora, vamos substituir a altura Ὤ por ς tendo o seguinte: 

ς ς πȟυϽÃÏÓ
“

σ
Ͻὸ ς ς πȟυϽÃÏÓ

“

σ
Ͻὸ 

π

πȟυ
ÃÏÓ

“

σ
Ͻὸ ÃÏÓ

“

σ
Ͻὸ π 
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Como o ÃÏÓϽὸ π então, Ͻὸ pode ser  ou . Utilizando  temos o seguinte: 

“

σ
Ͻὸ

“

ς
ὸ

“
ς
“
σ

“

ς
Ͻ
σ

“
 

ὸ
σ

ς
ρȟυ 

Utilizando  temos o seguinte: 

“

σ
Ͻὸ

σ“

ς
ὸ

σ“
ς
“
σ

σ“

ς
Ͻ
σ

“
 

ὸ
ω

ς
τȟυ 

A maré atingi a altura de ςά as ρ Ὤ σπ min e as τ Ὤ σπ min. Portanto, a maré atingiu a altura 

de ςά pela primeira vez à ρ Ὤ σπ min. 

 

6. Função Tangente 

Inicialmente vamos retomar a relação entre seno, cosseno e tangente já vista no início da aula. 

ὸὫ ‌
ίὩὲ ‌

ÃÏÓ‌
 

Faremos ent«o a seguinte pergunta para uma reflex«o: ñEm que quadrantes a função tangente é 

positiva? E negativa?ò. Para isso vamos retomar os sinais em cada quadrante da função seno e cosseno. 

1º quadrante: Vamos utilizar o ângulo de . Logo: 

ίὩὲ  e ÃÏÓ
Ѝ

, portanto ὸὫ 
Ѝ

Ͻ
Ѝ Ѝ

Ѝ
. POSITIVO. 

Explicaremos disso que quando fazemos a divisão de dois números positivos o valor da divisão 

é positivo, portanto, como o seno e o cosseno dos ângulos do primeiro quadrante são positivos temos a 

tangente positiva. 

2º quadrante: Relembraremos que no segundo quadrante seno é positivo e cosseno é negativo 

portanto a tangente será negativa. 

3º quadrante: Relembraremos que no terceiro quadrante seno é negativo e cosseno é negativo 

portanto a tangente será positiva. 

4º quadrante: Relembraremos que no quarto quadrante seno é positivo e cosseno é negativo 

portanto a tangente será negativa. 
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Figura 33: Sinais da tangente no círculo trigonométrico 

 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

 

6.1 Gráfico da função Tangente. 

Novamente pediremos aos alunos que preencham a tabela de valores para a função tangente. 

Encontraremos os valores da tangente utilizando a relação ὸὫ ὼ
 

. 

Quadro 7: Valores da função tangente. 

ὼ π “

τ
 

“

ς
 

σ“

τ
 

“ υ“

τ
 

σ“

ς
 

χ“

τ
 

ς“ 

ὝὫὼ π ρ  ɵ ρ π ρ  ɵ ρ π 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

Logo após juntamente com os alunos construiremos a ideia do gráfico, e o apresentaremos no 

Software Geogebra. 

Figura 34: Gráfico Função Tangente 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 



55 

 

 

 

6.2 Características da função Tangente. 

Domínio: Ὧ“ȟὯᶰῶ 

Para explicar o domínio da tangente vamos retomar o quadro que fizemos para entender por que 

essa função não é contínua como as funções seno e cosseno. 

Contradomínio:  

Imagem: ÐȟÐ 

Período: “ 

Para finalizar o assunto teórico relacionado a função tangente e para uma melhor visualização 

das transformações no gráfico vamos representar as seguintes funções: 

 

Ȣ█● ◄▌● 

█ Ȣ● ◄▌ ● 

Ȣ█●
◄▌●

 

█ Ȣ● ◄▌
●

 

 

Após identificadas as características, trabalharemos com alguns problemas que relacionem a 

função seno. 

PROBLEMA 4: Determinar o domínio da função f, tal que Ὢὼ ÔÁÎ ὼ  . 

Resposta: De acordo com a restrição do domínio para a função tangente, temos:  

ὼ  
“

τ
 
“

ς
Ὧ“ ὼ 

“

τ
Ὧ“ȟὯɴ  ᴚ 

Logo, 

Ὢ  ὼɴ ᴙ  ὼ 
“

τ
Ὧ“ȟὯᶰᴚ  

PROBLEMA 5: Qual o domínio da função real f tal que Ὢὼ ÔÁÎςὼȩ 

Resposta: Façamos ςὼ ὸȢ Sabemos que existe a tangente de t se, e somente se,  

ὸ
“

ς
Ὧ“ȟὯ ɴ  ᴚ 

Então: 

ςὼ 
“

ς
Ὧ“ ὼ 

“

τ
Ὧ
“

ς
ȟὯᶰ ᴚȢ 

Logo, 

Ὢ  ὼɴ ᴙ  ὼ 
“

τ
Ὧ
“

ς
ȟὯᶰᴚ  
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7. Resolução de problemas sobre trigonometria na circunferência 

Resolveremos questões de Enem e Vestibular (Anexo II) juntamente com os alunos para que 

entendam como funcionam as questões relacionadas com funções trigonométricas nessas provas. 

 

8. Momento Quizizz 

Nesse momento vamos passar um quiz para os alunos utilizando a plataforma Quizizz com um 

total de quatro questões (Anexo III) relacionadas ao conteúdo trabalhado em aula, para assim observar 

o que eles conseguiram aprender do conteúdo do dia. 

 

Avaliação: 

A avaliação acontecerá de forma contínua, por meio da participação, realização das atividades 

propostas e a resolução de exercícios.  
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Anexo I  

 

3.  Um triângulo equilátero tem ρψ ὧά de altura. Determine a medida aproximada de seus lados. 

Resolução: A altura do triângulo equilátero divide ele em dois triângulos retângulos. Assim, 

tomando um desses triângulos temos o seguinte: 

 

Figura 35: Ilustração do problema 3. 

 
Fonte: Elaborado pelos autores. 

 Tomando a hipotenusa do triângulo retângulo como ὼ, vamos utilizar seno do ângulo de φπЈ. 

ίὩὲ φπЈ
ρψ

ὼ

Ѝσ

ς

ρψ

ὼ
 

ὼЍσ σφ ὼ
σφ

Ѝσ
 

ὼ
σφЍσ

σ
ρςЍσ ὧά 

ὼ ρςЍσ ὧάḙςρ ὧά 

Portanto, a medida dos lados do triângulo equilátero é aproximadamente ςρ ὧά. 
 

7.  Um barco parte para fazer a travessia mais curta possível de um rio. No entanto, a correnteza o 

arrastou para ςτ ά além do local previsto para a sua chegada. De onde chegou, avista-se o ponto de 

partida sob um ângulo de φπЈ com a margem em que está. Qual é a largura (r) do rio? 

Resolução: Para resolver vamos apresentar um esboço do problema que facilite a visualização 

dos alunos. 
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Figura 36: Ilustração problema 7. 

 
Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

Para calcular a largura do rio vamos utilizar a tangente de φπЈ. Portanto: 

ὸὫ φπЈ
ὶ

ςτ
ᵼЍσ

ὶ

ςτ
 

ὶ ςτЍσ ά. 

Logo, o rio possui ςτЍσ metros de largura, ou seja, aproximadamente τς ά. 

 

9. (EPCAR ï 2012) Uma coruja está pousada em R, ponto mais alto de um poste, a uma altura h do 

ponto P, no chão. Ela é vista por um rato no ponto A, no solo, sob um ângulo de 30°, conforme mostra 

figura abaixo. O rato se desloca em linha reta até o ponto B, de onde vê a coruja, agora sob um ângulo 

de 45° com o chão e a uma distância BR de medida de φЍς metros. 

 

Com base nessas informações, estando os pontos A, B e P alinhados e desprezando-se a 

espessura do poste, pode-se afirmar então que a medida do deslocamento AB do rato, em metros, é um 

número entre: 

e) 3 e 4    

f) 4 e 5    

g) 5 e 6    

h) 6 e 7   
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Resolução: Passo 1: Encontrar a medida da altura do poste Ὤ. 

ίὩὲ σπЈ
Ὤ

φЍς

Ѝς

ς

Ὤ

φЍς
 

φЍςϽЍς ςϽὬ φϽς ςϽὬ 

Ὤ
φϽς

ς
φ άὩὸὶέί 

Passo 2: Utilizando primeiramente o ângulo de σπЈ temos o seguinte: 

ὸὫ σπЈ
Ὤ

ὃὖ

Ѝσ

σ

Ὤ

ὃὖ
 

ὃὖЍσ σὬ ὃὖ
σὬ

Ѝσ

σЍσὬ

σ
 

ὃὖ ὬЍσ φЍσ 

Passo 3: Utilizando o ângulo de τυЈ temos o seguinte: 

ὸὫ τυЈ
Ὤ

ὄὖ
ρ

Ὤ

ὄὖ
 

ὄὖ Ὤ φ 

Temos então que ὃὄ ὃὖ ὄὖ, logo 

ὃὄ φЍσ φ φϽЍσ ρ 

ὃὄḙτȟσω 

Alternativa B.  
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Anexo II 

 

1. Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo, a High Roller, situada em Las Vegas. A 

figura representa um esboço dessa roda-gigante, no qual o ponto A representa uma de suas cadeiras: 

 

 
 

A partir da posição indicada, em que o segmento OA se encontra paralelo ao plano do solo, 

rotaciona-se a High Roller no sentido anti-horário, em torno do ponto O. Sejam t o ângulo 

determinado pelo segmento OA em relação à sua posição inicial, e f a função que descreve a altura do 

ponto A, em relação ao solo, em função de t. 

 

Após duas voltas completas, f tem o seguinte gráfico: 

 

 
 

A expressão da função altura é dada por 

a) Ὢὸ  ψπίὩὲὸ  ψψ 

b) Ὢὸ  ψπὧέίὸ  ψψ 

c) Ὢὸ  ψψ ὧέίὸ ρφψ 

d) Ὢὸ  ρφψίὩὲὸ  ψψ ὧέίὸ 

e) Ὢὸ  ψψ ίὩὲὸ  ρφψὧέίὸ 
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Resolução:  

I) Primeiramente, ao olhar para o gráfico podemos observar que o gráfico é de uma função seno. 

sen(t) 

II)   Analisando ainda o gráfico, observamos que o ciclo começa na altura de 88 metros e termina 

na altura de 88 metros.  E que a altura mais baixa em que ele chega é de 

ψψ ρφψ ψψ ψψ ψπ ψ ÍÅÔÒÏÓ. 

III)  Vamos fazer uma tabela: 

T f(metro) sen(t)  

“2 168 1 

2“ 88 0 

4“ 88 0 

 

Para t=“2, 

168=88+kĀ1k=80 

Para t=2“,4“ 

88=88+kĀ0 

Vemos que se k=80 o resultado ainda é 88. 

Disso temos o seguinte: 

F(t)=88+sen(t)Ā80 

Alternativa A.  

 

2. (FGV-SP) Uma empresa prevê para os próximos 24 meses (a partir de janeiro de ςππρ) a 

quantidade mensal vendida de determinado produto através da função 

ὗ σπτϽίὩὲ , onde ὗ é a quantidade e ὸ vale ρ para janeiro de ςππρ, ὸ vale ς para 

fevereiro de ςππρ e assim por diante. 

a) Qual o período da função? 

b) Para que valores de ὸ a quantidade é máxima? Para que valores de ὸ a quantidade é mínima? 

Resolução:  

O per²odo ® dado por: ὴ ρςȢ 

c) Para que valores de ὸ a quantidade é máxima? Para que valores de ὸ a quantidade é mínima? 

 

Para x ser máxima, temos que:  

ÓÉÎὼ ρȟὰέὫέ ὼ
“

ς
ς“ Ὧ“ȟὧέά Ὧᶰᴚ  

Então, 
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“Ȣὸ

φ

“

ς

“

ς
ςὯ“

“Ȣὸ

φ

“

ς
ςȢ“Ȣὸ φȢὯȢ“ ςȢὸ φὯ ὸ ρςὯ Ὡ ὧέάέ ρρ ὸ 

ςτȟέὦὸὩάέί έί ὺὥὰέὶὩί ὨὩ ρς Ὡ ςτ άὩίὩί 

O que corresponde ao mês de Dezembro. 

 

Para x ser mínima, temos que:  

ÓÉÎὼ ρȟὰέὫέ ὼ
σ“

ς
ςὯ“ȟὧέά Ὧᶰᴚ  

Então, 

“Ȣὸ

φ

“

ς

σ“

ς
ςὯ“

“Ȣὸ

φ
“ ςὯ“ 

ὸ ρςὯ φ e como 1ρ ὸ ςτȟέὦὸὩάέί έί ὺὥὰέὶὩί ὨὩ φ Ὡ ρψ άὩίὩίȢ 

O que corresponde ao mês de Junho. 

 

3. (UNIOESTE-2018) Em uma área de proteção ambiental existe uma população de coelhos. Com o 

aumento natural da quantidade de coelhos, há muita oferta de alimento para os predadores. Os 

predadores com a oferta de alimento também aumentam seu número e abatem mais coelhos. O número 

de coelhos volta então a cair.  

Forma-se assim um ciclo de oscilação do número de coelhos nesta reserva. Considerando-se que 

a população ὴὸ de coelhos fica bem modelada por ὴὸ ρπππςυπϽίὩὲ , sendo ὸ π a 

quantidade de dias decorridos, e o argumento da função seno é medido em radianos, pode-se afirmar 

que 

a) a população de coelhos é sempre menor ou igual a 1000 indivíduos.  

b) em quatro anos a população de coelhos estará extinta.  

c) a população de coelhos dobrará em 3 anos.  

d) a quantidade de coelhos só volta a ser de 1000 indivíduos depois de 360 dias.  

e) a população de coelhos atinge seu máximo em 1250 indivíduos. 

 

Resolução: 

Note que o valor do seno varia apenas entre - 1 e 1, possuindo os seguintes valores: 

 

ÓÉÎπ ς“ πȠ ÓÉÎρ ; ÓÉÎ“ π ȠÓÉÎ  ρ. 

 

Vamos então analisar cada letra da questão: 

 

a) A população de coelhos é sempre menor ou igual a 1000 indivíduos. Incorreto. Pois a população 

de coelhos pode ser maior do que 1000ȟ quando o seno assume valor negativo. 

b) Em quatro anos a população de coelhos estará extinta. Incorreto. A população nunca será extinta, 

pois o valor mínimo é 750 coelhos, quando o seno é igual a -1.  
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c)  A população de coelhos dobrará em 3 anos. A população nunca dobrará, pois o valor máximo é 750 

coelhos, quando o seno é igual a 1. 

d) A quantidade de coelhos só volta a ser de 1000 indivíduos depois de 360 dias. Incorreto. A população 

de coelhos novamente igual a 1000 após 180 dias, quando temos o valor de seno igual a zero.  

e) A população máxima é de 1250 coelhos, quando o valor do seno é igual a -1. Correto. 

 

4. (UF-PA) O menor valor positivo de ὼ que satisfaça a equação ςίὩὲὼ ρ π é: 

a)  

b)  

c)  

d)  

e) “ 

Resolução: 

ςίὩὲὼ ρ π  ςίὩὲὼ ρ ίὩὲὼ
ρ

ς
 

ὼ ὯȢς“ έό ὼ ὯȢς“  

ὒέὫέȟὥ άὩὲέὶ ίέὰόëÞέ ὴέίὭὸὭὺὥ ïȡὼ
“

φ
  

Alternativa A.  
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Anexo III  

1. (UEPB 2005) O valor de ÃÏÓρςππЈ é igual ao valor de: 

a) ὧέί σπЈ 

b) ɀ ὧέί φπЈ 

c)  ɀ ίὩὲ φπЈ 

d) ɀ ὧέί σπЈ 

e)  ὧέί τυЈ 

Resolução: Primeiramente vamos fazer a divisão de  ρςππЈ por σφπЈ. 

ρςππ

σφπ
ḙσȟσσ 

Ou seja, 

ρςππЈσϽσφπЈρςπЈ 

ρςπЈ ςЈ 1ÕÁÄÒÁÎÔÅ ÃÏÓÓÅÎÏï ὲὩὫὥὸὭὺέ 

ρςπЈ  ωπЈσπЈ . 

Então temos que: 

ÃÏÓρςππЈ ÃÏÓρςπЈ  ÃÏÓσπЈ  
Ѝσ

ς
 

Alternativa D. 

 

2. O conjunto da imagem da função seno corresponde ao intervalo: 

a) ᴙ 

b) ρȟρ 

c) ρȟρ 

d) ρψπЈȟρψπЈ 

Resolução: Alternativa C , pois ρ ÓÅÎὼ ρȢ 

 

3. Calcule ÃÏÓ  e ÓÅÎȢ  
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a) ÃÏÓ
Ѝ

 , ίὩὲ 
Ѝ

 

b)  ÃÏÓ π, ίὩὲ  

c) ÃÏÓ ρ, ίὩὲ ρ 

d)   ÃÏÓ , ίὩὲ 
Ѝ
  

Resolução:  

ὧέί
“

τ
ÃÏÓτυЈ

Ѝς

ς
 

e 

ίὩὲ 
“

τ
ίὩὲτυЈ 

Ѝς

ς
 

Alternativa A.  

 

4. (Esaf/Processo Seletivo Simplificado/2008) Se ὼ é um arco do segundo quadrante e seno de ὼ é 

igual a , então a tangente de ὼ é igual a:  

a) 
Ѝ

 

b) 
Ѝ

 

c) 
Ѝ

 

d) 
Ѝ

 

e)  

Resolução: 

Sabemos que ίὩὲ σπЈ  . Logo a ὸὫ σπЈ
Ѝ

 . Mas como o arco está no segundo quadrante, 

o ângulo correspondente é o de 150°. Também sabemos que a tangente no segundo quadrante é 

negativa, portanto, ὸὫ ρυπЈ
Ѝ

.  

Alternativa C.  
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2.3.2.1. Relatório 

 

Aos doze dias do mês de junho de dois mil e vinte e um, reuniram-se online via Jitsi 

Meet, nós estagiários do quarto ano da disciplina de Metodologia e Estágio Supervisionado II 

do curso de Licenciatura em Matemática e os alunos inscritos no projeto PROMAT, para 

desenvolver o segundo encontro. A professora orientadora Marieli, esteve presente na sala de 

aula online acompanhando toda a aula.  

Iniciamos a aula desejando bom dia para os alunos e explicando que continuaríamos os 

exercícios da aula anterior, retomando o conteúdo proposto. Trabalhamos com o problema 3 da 

lista, resolvendo passo a passo a questão e pedindo para que os alunos ajudassem no processo.  

Logo após, começamos o conteúdo da aula iniciando com o tema circunferência. Vale 

ressaltar que esse conteúdo foi passado aos alunos alguns dias antes no grupo do Whatsapp da 

turma, como forma de conteúdo assíncrono, porém, como é um tema importante e a 

probabilidade de muitos alunos não terem visto o material era grande, resolvemos retomar na 

aula síncrona. Ao finalizar essa parte, a estagiária Natalia começou a mostrar as funções seno, 

cosseno e tangente na circunferência.  

Figura 37: As funções na circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Foi necessário explicar mais de uma vez pois alguns alunos estavam um pouco confusos, 

porém ao final eles entenderam perfeitamente. A estagiária Natalia prosseguiu com o conteúdo 

e mostrou então porque ὸὫ ὼ
 

, porém nesse momento, ela se confundiu um pouco e 

precisou da intervenção da estagiária Eduarda para explicar, fazendo com que a estagiária 
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Natalia relembrasse o processo.  Para finalizar essa etapa, foi realizado um exemplo de ângulos 

suplementares, questionando qual seria o valor do ίὩὲ ςτπЈ. 

Em seguida, a estagiária Eduarda compartilhou sua tela e começou a aprofundar o 

assunto, entrando na função seno e suas especificações. Para isso, ela começou preenchendo a 

tabela de valores de seno juntamente com os alunos, instigando-os a pensarem em qual seria 

cada um dos valores. Além disso, ela concluiu com eles os sinais de seno nos quatros quadrantes 

da circunferência e realizou a construção do gráfico. A seguir, apresentamos três imagens que 

ilustram o processo.  

Figura 38: Tabela de valores da função seno preenchida no momento da aula. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Figura 39: Os sinais dos quadrantes na função seno. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Figura 40: Construção do gráfico de seno. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Ao finalizar essa etapa, a estagiária abriu o geogebra para mostrar aos alunos a função 

seno e suas transformações.  

No momento em que a estagiária estava mostrando a transformação de ίὩὲ  ela se 

confundiu um pouco, pois não estava conseguindo colocar mais de uma função no geogebra, 

assim, no ocorrer da transformação ela não se atentou e achou que estava fazendo algo errado, 

prejudicando um pouco o desenvolvimento da aula nesse momento. Por fim, ela conseguiu 

visualizar e retomou a aula normalmente.  

Para finalizar essa etapa da função seno, a estagiária Eduarda então juntamente com os 

alunos, escreveu quais são o domínio, contradomínio, imagem e período. No contradomínio e 

na imagem alguns alunos responderam de forma equivocada, mas após algumas observações 

entenderam essas características.  

Figura 41: Características da função seno. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores.  
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Vale ressaltar que realizar esse processo de construção com os alunos foi muito 

interessante, pois possibilitou a eles um entendimento melhor da função. Também, nas 

transformações eles entenderam bem o processo. O ponto negativo nessa parte foi que levou 

mais tempo do que estava previsto, restando cerca de 30 minutos para o estagiário Régis 

explicar a função cosseno e impossibilitando de realizarmos a apresentação da função tangente 

e os problemas previstos para que os alunos vissem a aplicação desses dados.  

Entrando no assunto da função cosseno, estava previsto a realização do mesmo processo 

feito na função seno, porém devido à falta de tempo, a orientadora Marieli pediu para que ele 

pulasse algumas etapas. O estagiário Régis então preencheu a tabela juntamente com os alunos 

e encontrou os sinais de cada quadrante para a função cosseno. A etapa da construção da função 

no gráfico foi pulada, sendo ela apenas apresentada no Geogebra. Em todo momento das aulas, 

todos os estagiários contribuíam nas considerações para facilitar o entendimento do aluno.  

Devido à falta de tempo para completar o que estava previsto no plano de aula, a 

orientadora Marieli sugeriu que gravássemos vídeos, apresentando a função tangente e a 

resolução dos problemas que não foram realizados. Os vídeos foram colocados no canal do 

Youtube ñMate M§ticaò criado por n·s e disponibilizados aos alunos no Whatsapp, porém 

houve pouca visualização por parte dos alunos. Abaixo apresentamos imagens dos dois vídeos. 

Figura 42: Vídeos produzidos para complementar a aula. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Como visto, o vídeo em que foram resolvidos alguns problemas teve 5 visualizações e 

o vídeo que apresenta a função tangente apenas 2 visualizações.  
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2.3.3. Plano de aula ñRela­»es trigonom®tricasò. 

 

PLANO DE AULA ï 3º ENCONTRO ï 19/06/2021 

 

Clemilton, Eduarda e Natalia 

 

Público-Alvo:  

Alunos do 3º ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino pertencentes ao Núcleo Regional 

de Educação de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matemática da Unioeste e demais 

interessados na aprendizagem de Matemática inscritos no projeto. 

 

Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 2 horas e 30 minutos, tendo início às 9h00 e se encerrando as 

11h30. 

 

Conteúdo:  

Relações trigonométricas. 

 

Objetivo Geral:  

¶ Aplicar as relações trigonométricas. 

 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com as funções seno, cosseno e tangente e com as relações trigonométricas, 

objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Deduzir as relações trigonométricas. 

¶ Aplicar as relações na resolução de problemas. 

¶ Conhecer a trigonometria para triângulos quaisquer. 

 

Recursos Didáticos:  

Slides, mesa digitalizadora, Google Meet, Quizizz. 

 

Encaminhamento metodológico:  

1. Recepção 

Iniciaremos a aula explicando que foi disponibilizado um material complementar relacionado 

aos conteúdos que estamos aprendendo agora e que trabalharemos nesta aula as relações trigonométricas 

para prosseguirmos com o conteúdo. 

2. Relações Trigonométricas. 
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Para apresentar as relações trigonométricas iremos fazer uma dedução utilizando a semelhança 

de triângulos retângulos e uma relação métrica (utilizado na primeira relação apresentada aqui). 

Figura 43: Círculo trigonométrico. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Utilizando o Teorema de Pitágoras, segundo o qual, em um triângulo retângulo, a soma dos 

quadrados das medidas dos catetos é igual ao quadrado da medida da hipotenusa, vamos deduzir a 

relação trigonométrica fundamental. Considerando o triângulo retângulo OYX temos o seguinte: 

ὣὢ ὕὣ ὕὢ ᵼ ίὩὲὼ ὧέί ὼ ρĮᵼίὩὲὼ ὧέίρ 

ü ὸὫὼ  

Considerando que ὸὫ ὼ
 

  e utilizando os triângulos retângulos ὕὣὢ e ὕὃὝ, semelhantes 

pelo caso AA, temos: 

ὃὝ

ὕὃ

ὢὣ

ὕὣ
 

ᵼ
ὃὝ

ρ

ίὩὲ ὼ

ÃÏÓὼ
ὸὫ ὼ 

ᵼὃὝ ὸὫ ὼ 

Na sequência, realizaremos o seguinte exemplo:  

Sabendo que ίὩὲ ὼ  e ὼɴ ςΞ  quadrante, calcule ÃÏÓὼ e ὸὫ ὼ. 
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Figura 44: Localização do segundo quadrante. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Calcularemos primeiro o valor de ÃÏÓὼ utilizando a relação ίὩὲὼ ὧέίὼ ρ: 

ίὩὲὼ ὧέίὼ ρ 

ᵼ
σ

υ
ὧέίὼ ρ 

ᵼ
ω

ςυ
ὧέίὼ ρ 

ᵼὧέίὼ ρ
ω

ςυ
 

ᵼὧέίὼ
ςυω

ςυ
 

ᵼὧέίὼ
ρφ

ςυ
 

ᵼὧέίὼ
ρφ

ςυ
 

ᵼὧέίὼ
Ѝρφ

Ѝςυ
 

ᵼὧέίὼ
τ

υ
 

Como o arco está no ςΞ quadrante, o cosseno é negativo, logo ὧέίὼ . 

Em seguida encontraremos o valor de ὸὫ ὼ: 

ὸὫ ὼ
ίὩὲὼ

ὧέίὼ
 

ᵼὸὫὼ

σ
υ
τ
υ
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ᵼὸὫὼ
σ

υ
Ͻ
υ

τ
 

ᵼὸὫὼ
ρυ

ςπ
 

ᵼὸὫὼ
σ

τ
 

Logo, ὧέίὼ  e ὸὫὼ . 

Prosseguiremos apresentando as funções cotangente, secante e cossecante. 

ü ὧέὸὫ ὼ  

Pediremos que observem que a ὧέὸὫ ὼ
 

 é o inverso da ὸὫ ὼ
 
 , logo podemos 

escrever a ὧέὸὫ ὼ da seguinte maneira: 

ὧέὸὫ ὼ
ρ

ὸὫ ὼ
  

As funções ÓÅÃὼ e ὧέίίὩὧ ὼ também são escritas a partir das funções ίὩὲ ὼ e ÃÏÓὼ: 

ü ίὩὧὼ  

ü ὧέίίὩὧ ὼ . 

Realizaremos o seguinte exemplo:  

Sendo que ίὩὲ ὼ  e “ ὼ  calcule ÓÅÃὼ. 

Calcularemos primeiro o valor de ÃÏÓὼ utilizando a relação ίὩὲὼ ὧέίὼ ρ: 

ίὩὲὼ ὧέίὼ ρ 

ᵼ
ρ

τ
ὧέίὼ ρ 

ᵼ
ρ

ρφ
ὧέίὼ ρ 

ᵼὧέίὼ ρ
ρ

ρφ
 

ᵼὧέίὼ
ρυ

ρφ
 

ᵼὧέίὼ
Ѝρυ

τ
 

Como no σΞ quadrante o valor de cosseno é negativo temos que ὧέίὼ
Ѝ

. 

Para encontrar o valor da ίὩὧὼ devemos substituir o valor de cosseno na equação: 

ίὩὧὼ
ρ

ὧέίὼ
 

ᵼίὩὧὼ
ρ

Ѝρυ
τ
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ᵼίὩὧὼ ρϽ
τ

Ѝρυ
 

ᵼίὩὧὼ
τ

Ѝρυ
 

ᵼίὩὧὼ
τ

Ѝρυ
Ͻ
Ѝρυ

Ѝρυ
 

ᵼίὩὧὼ
τЍρυ

Ѝρυ
 

ᵼίὩὧὼ
τЍρυ

ρυ
 

 

3. Trigonometria: Resolução de triângulos quaisquer 

Para trabalhar trigonometria em um triângulo qualquer vamos relembrar seno e cosseno de 

ângulos obtusos. Relembramos os alunos que: 

ü ίὩὲ ωπЈρ e ÃÏÓωπЈπ 

ü Senos de ângulos obtusos são exatamente iguais aos senos dos suplementares desses ângulos: 

ίὩὲὼίὩὲρψπЈὼ 

Exemplo: ίὩὲ ρςπЈ; o suplementar de ρςπЈ é φπЈ, logo ίὩὲ ρςπЈίὩὲ φπЈ
Ѝ

. 

ü Cossenos de ângulos obtusos são opostos aos cossenos dos suplementares desses ângulos: 

ὧέίὼÃÏÓρψπЈὼ 

Exemplo: ÃÏÓρςπЈ, o suplementar de ρςπЈ é φπЈ, logo ÃÏÓρςπЈ ÃÏÓφπЈ . 

Utilizaremos o Problema 1 para apresentar a Lei dos Senos para os alunos. 

Problema 1: Uma empresa de fornecimento de energia, ao instalar a rede elétrica numa fazenda, 

precisou colocar dois postes em lados opostos de um lago para permitir a passagem da fiação. Com isso 

surgiu um pequeno problema: para fazer o projeto da rede, seria necessário saber a distância entre os 

postes, e a presença do lago impedia a medição direta dessa distância. 

Um dos engenheiros posicionou-se em um local onde era possível visualizar os dois postes e 

medir a distância entre eles. Com um aparelho apropriado, ele mediu o ângulo entre a linha de visão 

dele e os postes, obtendo ρςπЈ. Um auxiliar mediu a distância do poste mais afastado do engenheiro e 

obteve ρππ ά. Um outro auxiliar mediu o ângulo entre a linha do poste mais próximo do engenheiro e 

a linha entre os postes, obtendo τυЈ. Com essas informações o engenheiro sorriu, pois poderia calcular 

a distância entre os postes. Como o engenheiro realizou esse cálculo? 
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Figura 45: Ilustração do problema 1. 

 

Fonte: (Dante, 2005). 

 

Explicaremos que para resolver esse problema utilizaremos a Lei do Senos, apresentada abaixo: 

Em qualquer triângulo ὃὄὅ, as medidas dos lados são proporcionais aos senos dos ângulos 

opostos, ou seja: 

Figura 46: Triângulo qualquer. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

ὥ

ίὩὲὃ

ὦ

ίὩὲὄ

ὧ

ίὩὲὅ
 

Com isso retomaremos a resolução do problema 1, partindo de sua representação: 
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Figura 47: Triângulo do Problema 1. 

 

Fonte: Adaptado de Dante (2005). 

Aplicando a Lei dos Senos: 

ρππ

ίὩὲ τυЈ

ὼ

ίὩὲ ρςπЈ
 

ᵼ
ρππ

Ѝς
ς

ὼ

Ѝσ
ς

 

ᵼ
ρππ

Ѝς

ὼ

Ѝσ
 

ᵼЍςὼ ρππЍσ 

ᵼὼ
ρππЍσ

Ѝς
 

ᵼὼ
ρππЍσ

Ѝς
Ͻ
Ѝς

Ѝς
 

ᵼὼ
ρππЍφ

ς
 

ᵼὼ υπЍφ 

ᵼὼ ρςςȟτχ ά 

Logo, a distância entre os postes é de aproximadamente ρςςȟτχά. 

Na sequência questionaremos se teríamos outra equação para responder questões como essa do 

problema do engenheiro. Explicaremos que para responder questões assim podemos utilizar também a 

Lei dos Cossenos: 

Em qualquer triângulo ὃὄὅ (Figura 5), o quadrado da medida de um lado é igual à soma dos 

quadrados das medidas dos outros dois lados menos duas vezes o produto das medidas desses lados pelo 

cosseno do ângulo que eles formam, ou seja, 

ὥ ὦ ὧ ςὦὧϽÃÏÓὃ 

ὦ ὥ ὧ ςὥὧϽÃÏÓὄ 

ὧ ὥ ὦ ςὥὦϽÃÏÓὅ 
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Figura 48: Representação de um triângulo qualquer. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Problema 2: Retomando a situação do engenheiro de calcular a medida dos postes, consideremos 

agora que ele encontrou apenas o ângulo de ρςπЈ, a distância dele com o poste mais afastado ρππά e a 

distância dele e do poste mais próximo que é σφȟφπάȢ Qual é a distância entre os postes? 

Figura 49: Triângulo do Problema 2. 

 

Fonte: Adaptado de Dante (2005). 

 

Resolvendo o problema utilizando a Lei dos Cossenos: 

ὼ ρππ σφȟφπ ςϽρππϽσφȟφπϽÃÏÓρςπЈ 

ᵼὼ ρππππρστπχσςπϽ
ρ

ς
 

ᵼὼ ρππππρστπσφφπ 

ᵼὼ ρυπππ 

ᵼὼ Ѝρυπππ 

ᵼὼ υπЍφ 

ᵼὼ ρςςȟτχά 

Logo, utilizando a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos conseguimos encontrar a distância entre 

os postes. 
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4. Lista de exercícios  

Após trabalhadas todas as definições e teoria do conteúdo resolveremos os exercícios da lista 

entregue a eles (Anexo I) como uma forma de aplicação do conteúdo recém estudado. A cada resolução 

perguntaremos se tiveram dúvidas ou dificuldade na realização dos exercícios.  

 

5. Momento Quizizz 

Para finalizarmos a aula realizaremos um quiz (Anexo II) referente aos conteúdos do primeiro 

módulo do Promat, utilizando a plataforma Quizizz. Disponibilizaremos o link para os alunos acessarem 

e na sequência apresentaremos as questões para todos responderem juntos. 

 

Avaliação: 

A avaliação acontecerá de forma contínua por meio da participação e resolução de exercícios. 

 

Referências 

SILVA, Claudio Xavier da; BARRETO, Benigno. Matemática aula por aula. São Paulo: FTD, 2005. 

DANTE, Luiz Roberto. Matemática, volume único. São Paulo: Ática, 2005. 
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Anexo 1: 

1. (UEM ï 2018 - MODIFICADA) Seja ὃὄὅ um triângulo e sejam ‌ȟ‍ e ‎ as medidas dos seus 

ângulos internos relativos aos vértices ὃȟὄ e ὅ, respectivamente. Suponha ‌  ρςπЈ e ÃÏÓ‍
Ѝ

. 

Assinale o que for correto e some o número das alternativas verdadeiras.  

01)  ÃÏÓ‌ π.  

02) O lado ὄὅ é o maior lado do triângulo ὃὄὅ.  

04) Se ὃὅ mede Ѝς ὧά, então ὄὅ mede Ѝσ ὧά.  

08) Se ὃὄ mede σ ὧά e ὄὅ mede ςЍς ὧά, então ὃὅ mede υ ὧά.  

Resolução:  

Utilizando o ângulo ‌  ρςπЈ e o fato de que ÃÏÓ‍
Ѝ

, temos que ‍ τυЈ. Como a soma 

dos ângulos internos de um triângulo qualquer é 180Ј, descobrimos que o terceiro ângulo só pode ser de 

15Ј. Com base nos dados apresentados pelo problema, temos o seguinte triângulo: 

 

 

Agora já podemos analisar as alternativas: 

01) FALSO. Basta analisar o círculo trigonométrico, e veremos que o ângulo de 120Ј se encontra no 

2Ј quadrante, onde o cosseno sempre é negativo. 

02) VERDADEIRO. Note que no triângulo dado, ‌ ‍  ‎ ou 120Ј τυЈ  ρυЈ, e nas 

propriedades de um triângulo o lado oposto ao maior ângulo sempre terá a maior medida. 

04) VERDADEIRO. Para isso iremos utilizar a Lei dos Senos: 

ὥ

ίὩὲ θ

ὦ

ίὩὲ ‍
 

ὥ

ίὩὲ ρςπЈ

Ѝς

ίὩὲ τυЈ
 

ὥ

Ѝσ
ς

Ѝς

Ѝς
ς

 ὥȢ
Ѝς

ς
ЍςȢ
Ѝσ

ς
  

ὥȢ
Ѝ

ЍςȢ
Ѝ
 ὥ Ѝσ. 

08) FALSO. Para isso iremos utilizar a Lei dos Cossenos: 

ὦ= ὥ+ὧ ςȢὥȢὧȢÃÏÓ‍  ὦ= σ+ ςЍς ςȢσȢςЍςȢÃÏÓτυЈ 

 ὦ= 9+ψ ρςЍςȢ
Ѝ

 ὦ= 17  
Ȣ

ὦ= 17  12 ὦ= 5 ὦ= Ѝυ cm 

Somando as alternativas corretas temos que ς τ φȢ Logo, a resposta é 6. 

 



80 

 

2. (Mackenzie ï SP - Adaptado) Três ilhas, A, B e C, aparecem num mapa, em escala ρȡρπȢπππ ὧά, 

como na figura. 

 

Das alternativas, a que melhor aproxima a distância entre as ilhas ὃ e ὄ é: 

a) ςȟσ Ὧά 

b) ςȟρ Ὧά 

c) ρȟω Ὧά 

d) ρȟτ Ὧά 

e) ρȟχ Ὧά  

Resolução:  

No triângulo ABC da figura temos que 

 ὅ ρψπЈρπυЈσπЈ ὅ ρψπЈρτπЈὅ τπЈ 

Aplicando a Lei dos Senos temos: 

 Ј  Ј
 

Ѝ
 ὃὄȢ ρςȢ

Ѝ
φЍς ὃὄ ρςЍς ὃὄḙ

ρςȢρȟτρττ ὃὄḙρφȟωχ cm 

Observe que o resultado está em centímetros, então vamos utilizar a escala dada: 

ὃὄḙρφȟωχ . 10000 ὃὄḙρφωȢχππ cm ὃὄḙρȟφωχ km 

Logo, a alternativa correta é a letra e). 

 

3. (UNIOESTE ï 2020) A figura abaixo é um setor circular de raio σπ centímetros que representa uma 

fatia de pizza. Pretende-se efetuar um corte nessa fatia de pizza de modo que cada uma das duas partes 

resultantes tenha a mesma área. Este corte é representado, na figura, pela reta ὶ e será perpendicular à 

reta ί, a qual é a bissetriz do ângulo ὄὃὅ. Sabendo que o ângulo ὅὃὈ mede ‌ (em radianos), então é 

CORRETO afirmar que a medida do segmento ὃὉ em centímetros é: 
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a) ρυ ὧέὸὫ ‌Ȣ 

b) ρυ ς‌ ὧέὸὫ ‌Ȣ 

c) ρυ Ѝὸὥὲ ‌Ȣ 

d) ρυ Ѝς‌ ὸὥὲ ‌Ȣ 

e) ρυ Ѝὧέί ‌Ȣ 
 

Resolução:  

Como sabemos que a reta s é a bissetriz do ângulo ὄὃὅ temos que os ângulos ‌ Ὡ ‌ são iguais, 

assim como os segmentos de reta ὦὩ ὦȟ como na figura abaixo: 

 

 

 

Temos que a área de um setor circular é calculada pela fórmula: 

ὃ
“ὶȢ‌

σφπ
 

Como ‌ Ὡ ‌ são iguais, temos que ‌ Ὡ ‌ ς‌, como “ ὶὥὨρψπЈ Ὡ r=30cm  vamos 

substituir na fórmula: 

ὃ
ρψπȢσπȢς‌

σφπ

ρψπȢωππȢς‌

σφπ

σςτπππ‌

σφπ
ωππ‌ ὧά 
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Vamos calcular a área do triângulo que denominaremos de ὃ . Observe que como 

ὦὩ ὦ são iguais a medida da base FG do triângulo equivale a 2ὦ: 

ὃ
ςὦȢὃὉ

ς
 

Note que ÔÁÎ ‌ , temos que ὦ ÔÁÎ‌ȢὃὉ. Substituindo na fórmula anterior temos 

que: 

ὃ ÔÁÎὦȢὃὉ ᵼ ὃ ÔÁÎὦȢὃὉ  

Para descobrir a área da outra região obtida ao dividir o setor temos que subtrair da área total 

circular a área do triângulo, isto é: 

 

ὃ ὃ  ὃ ὃ ωππ‌  ÔÁÎὦȢὃὉ 

 

Como pelo enunciado do problema as duas áreas devem ser iguais, temos: 

 

ὃ ὃ ÔÁÎὦȢὃὉ ωππ‌  ÔÁÎὦȢὃὉ ÔÁÎὦȢὃὉ ÔÁÎὦȢὃὉ

ωππ‌ ςȢÔÁÎὦȢὃὉ ωππ‌ ÔÁÎὦȢὃὉ ÔÁÎὦȢὃὉ τυπ‌

ὃὉ  

Como ὧέὸὫ ὦ , 

ὃὉ τυπ‌ȢὧέὸὫ ὦ ὃὉ  τυπ‌ȢὧέὸὫ ὦ 

ὃὉ  ρυȢςȢ‌ȢὧέὸὫ ὦ ὃὉ  ρυςȢ‌ȢὧέὸὫ ὦ 

Assim, a resposta correta é a letra B). 

 

4. (Vunesp) A expressão , com ίὩὲ—ρ, é igual a: 

a) ίὩὲ— 

b) ίὩὲ—ρ 

c) ὸὫ—ẗὧέί— 

d) 1 

e)  

Resolução:  

Vamos utilizar a relação trigonométrica ÓÅÎʃ ÃÏÓʃ ρ que implica em ÃÏÓɗ ρ

ÓÅÎɗ, disso temos o seguinte: 

ὧέί—

ρ ίὩὲ—

ρ ίὩὲ—

ρ ίὩὲ—

ρ ίὩὲ—

ρ ίὩὲ—
ẗ
ρ ίὩὲ—

ρ ίὩὲ—

ρ ίὩὲ—ẗρ ίὩὲ—

ρ ίὩὲ—
 

ᵼ ρ ίὩὲ—.   

Alternativa B. 
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5. (ENEM - 2007) Para se calcular a distância entre duas árvores, representadas pelos pontos ὃ e ὄ, 

situadas em margens opostas de um rio, foi escolhido um ponto ὅ arbitrário, na margem onde se localiza 

a árvore ὃ. As medidas necessárias foram tomadas, e os resultados obtidos foram os seguintes: ὃὅ 

 χπ ά, ὄὃὅ  φςЈ e ὃὅὄ  χτЈ. 

 

Sendo ÃÏÓςψЈ  πȟψψ, ίὩὲ χτЈ  πȟωφ e ίὩὲ ττЈ  πȟχπ, podemos afirmar que a distância 

entre as árvores é: 

a) 48 metros 

b) 78 metros 

c) 85 metros 

d) 96 metros 

e) 102 metros 

Resolução: 

 A situação do problema pode ser representada pelo seguinte triângulo: 

 

O exercício apresenta o valor dos seguintes ângulos ὄὃὅ  φςЈ e ὃὅὄ  χτЈ. Como a soma 

dos ângulos internos de um triângulo qualquer é ρψπЈ temos que o ângulo ὃὄὅρψπЈφςЈ

χτЈ ττЈ. 
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Utilizando a lei dos senos para encontrar a distância ὃὄ, representada pela incógnita ὼ, temos: 

χπ

ίὩὲ ττЈ

ὼ

ίὩὲ χτЈ
 

Do enunciado temos que ίὩὲ χτЈ  πȟωφ e ίὩὲ ττЈ  πȟχπ, substituindo na equação: 

χπ

πȟχπ

ὼ

πȟωφ
 

ρππ
ὼ

πȟωφ
 

ὼ ωφά 

Portanto a alternativa correta é d) ωφά. 
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Anexo II 

1. Quanto é o valor da soma dos ângulos internos de qualquer triângulo? (30 seg) 

a) 180° 

b) 170° 

c) 200° 

d) 190° 

Resposta: alternativa A. 

 

2. Em um triângulo retângulo, seno de um ângulo  B é calculado por ίὩὲ B  
   a B

. (30 

seg) 

Resposta: Falso, porque o seno é calculado por ίὩὲ B  
   a B

. 

 

3. A tangente de φπЈ é igual a Ѝσ. Se for falso justifique.  (30 seg) 

Resposta: Verdadeiro. 

 

4. O cosseno de σπЈ, τυЈ e φπЈ é respectivamente: (45 seg) 

e) ȟ
Ѝ
 Ὡ 
Ѝ
Ȣ 

f) 
Ѝ
ȟ Ὡ 

Ѝ
Ȣ 

g) 
Ѝ
ȟ
Ѝ
 Ὡ Ȣ 

h) Ѝσȟ
Ѝ
 Ὡ Ȣ 

Resposta: Alternativa C. 

5. (UEPB 2005) O valor de ÃÏÓρςππЈ é igual ao valor de: (120 seg) 

a) ÃÏÓσπЈȢ 

b) ÃÏÓφπЈ 

c) ίὩὲ φπЈ 

d) ÃÏÓσπЈ 

e) ÃÏÓτυЈ 

Resposta: Primeiramente vamos fazer a divisão de  ρςππЈ por σφπЈ. 

ρςππ

σφπ
ḙσȟσσ 

Ou seja, 
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ρςππЈσϽσφπЈρςπЈ 

ρςπЈ ςЈ 1ÕÁÄÒÁÎÔÅ ÃÏÓÓÅÎÏï ὲὩὫὥὸὭὺέ 

ρςπЈ  ωπЈσπЈ . 

Então temos que: 

ÃÏÓρςππЈ ÃÏÓρςπЈ  ÃÏÓσπЈ  
Ѝσ

ς
 

Alternativa D.  

 

6. O conjunto da imagem da função seno corresponde ao intervalo: (45 seg) 

e) ᴙ 

f) ρȟρ 

g) ρȟρ 

h) ρψπЈȟρψπЈ 

Resposta: Alternativa C , pois ρ ÓÅÎὼ ρȢ 

 

7. Calcule ÃÏÓ  e ÓÅÎȢ  (45 seg) 

e) ÃÏÓ
Ѝ

 , ίὩὲ 
Ѝ

 

f)  ÃÏÓ π, ίὩὲ  

g) ÃÏÓ ρ, ίὩὲ ρ 

h)   ÃÏÓ , ίὩὲ 
Ѝ
  

Resposta:  

ὧέί
“

τ
ÃÏÓτυЈ

Ѝς

ς
 

e 

ίὩὲ 
“

τ
ίὩὲτυЈ 

Ѝς

ς
 

Alternativa A.  

 

8. (Esaf/Processo Seletivo Simplificado/2008) Se ὼ é um arco do segundo quadrante e seno de ὼ é igual 

a , então a tangente de ὼ é igual a:  (3 min) 

f) 
Ѝ
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g) 
Ѝ

 

h) 
Ѝ

 

i) 
Ѝ

 

j)  

Resposta: 

Sabemos que ίὩὲ σπЈ  . Logo a ὸὫ σπЈ
Ѝ

 . Mas como o arco está no segundo quadrante, 

o ângulo correspondente é o de 150°. Também sabemos que a tangente no segundo quadrante é 

negativa, portanto, ὸὫ ρυπЈ
Ѝ

.  

Alternativa C.  

 

9. Calcule o valor de ὥ, lembrando que ÃÏÓφπЈίὩὲ σπЈ  . 

ὥ  ÓÅÃφπЈÃÓÃσπЈ 

 

a) ὥ  

b) ὥ ρ 

c) ὥ τ 

d) ὥ  

e) ὥ π 

Resolução:  

ὥ  ÓÅÃφπЈÃÓÃσπЈ  ὥ
ρ

ÃÏÓφπЈ

ρ

ίὩὲ σπЈ
 

 ὥ
ρ

ρ
ς

ρ

ρ
ς

 ὥ
ρ

ρ
Ȣ
ς

ρ

ρ

ρ
Ȣ
ς

ρ
 ὥ ς ς 

 ὥ τ 

Alternativa C.  

10. Qual é a medida de ὼ no triângulo abaixo: 
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Figura 50: Triângulo questão 10. 

 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

a) ρ 

b) ς 

c) σ 

d) τ 

Resposta: 

ὼ

ίὩὲ σπЈ

ςЍς

ίὩὲ ρσυЈ
 

ὼ

ρ
ς

ςЍς

Ѝς
ς

 

ὼϽ
ς

ρ
ςЍςϽ

ς

Ѝς
 

ςὼ τ 

ὼ
τ

ς
 

ὼ ς 

Alternativa B.  
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2.3.3.1. Relatório 

 

Relatório ï 3º Encontro 

 

Aos dezenove dias do mês de junho de dois mil e vinte e um, reuniram-se online via 

Google Meet, nós estagiários do quarto ano da disciplina de Metodologia e Estágio 

Supervisionado II do curso de Licenciatura em Matemática e os alunos inscritos no projeto 

PROMAT, para desenvolver o terceiro encontro. A professora orientadora Marieli, esteve 

presente na sala de aula online acompanhando toda a aula.  

Iniciamos a aula desejando bom dia para os alunos e explicando que esta aula seria 

gravada, que as gravações não seriam divulgadas e nenhum deles seria exposto, apenas 

gravaríamos para a realização de trabalhos dentro da disciplina de estágio.  

Em seguida, apresentamos os slides e o conteúdo proposto para esta aula sobre Relações 

Trigonométricas, no qual apresentamos todas as relações e como poderiam ser representadas 

graficamente. Apresentamos alguns exemplos para encontrar valores da tangente, cotangente, 

secante e cossecante utilizando as relações, conforme a imagem abaixo.  

Figura 51: Exemplos trabalhados. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Na sequência, continuamos a aula com uma situação problema para calcular a distância 

entre dois postes. Entre estes postes havia um rio, e eram conhecidos a distância que o 

engenheiro estava observando de uns dos postes e dois ângulos do triângulo formado pelo ponto 

que ele observava e cada um dos postes. Explicamos que para resolver esta situação poderíamos 

utilizar a lei dos senos, enunciamos esta lei e resolvemos o problema a utilizando. 

 

 

 

 



90 

 

Figura 52: Resolução do problema com a Lei dos Senos. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Explicamos que existe também a Lei dos cossenos, enunciamos esta lei e apresentamos 

um problema similar utilizando a Lei dos cossenos, no qual o engenheiro possuía a medida de 

dois lados e um ângulo e gostaria de descobrir a distância dos dois postes que estavam separados 

pelo rio. 

Na sequência, iniciamos a resolução de exercícios do ENEM e de vestibulares, o 

primeiro exercício resolvido era da Universidade Estadual de Maringá, adaptado, no qual 

utilizando os conceitos de relações trigonométricas apresentados na aula. Era necessário relatar 

qual alternativa era falsa ou verdadeira, e foi utilizada a representação geométrica dos dados 

enunciados no problema para facilitar a resolução. 

Figura 53: Resolução do primeiro exercício do ENEM. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

O segundo exercício utilizava conceitos da lei dos senos e escala para ser resolvido. Ele 

mostrava a situação problema de três ilhas que aparecem em um mapa formando um triângulo, 

com o intuito de descobrir a distância entre duas ilhas, sabendo dois ângulos e um lado. 
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O terceiro problema apresentado na aula foi uma questão do vestibular da Universidade 

Estadual do Paraná de 2020, que apresentava o problema de um setor circular, divido por uma 

bissetriz, nos eixos cartesianos, com o intuito de descobrir a medida do ponto central do setor 

até o ponto de origem do plano cartesiano. Esse problema foi mais longo e sua resolução 

envolveu mais passos. Consequentemente, os alunos sentiram um pouco de dificuldade para 

entender, e foi explicado que nem todos os problemas de vestibular tem este grau de dificuldade. 

Para finalizar a aula, realizamos um quiz utilizando o aplicativo Quizziz com perguntas 

relacionadas aos conteúdos abordados no primeiro módulo do Promat. Colocamos questões 

mais fáceis e que poderiam ser resolvidas rapidamente, devido as especificidades de um quiz. 

No geral, os alunos tiveram alguma dificuldade para responder as questões. Conforme 

apresentado na imagem a seguir, apenas um aluno acertou a resposta da seguinte questão, 

mostrado em verde. 

Figura 54: Respostas da questão 5 do quiz. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

O conteúdo abordado neste módulo é complexo e, juntamente com as adaptações na 

metodologia adequada para as aulas do modo remoto, tornaram estes encontros mais difíceis. 

Observamos a necessidade de responder mais exercícios para os próximos encontros. 
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2.4. Módulo 2 ï Geometria Analítica 

 

2.4.1.  ñCoordenadas cartesiana no plano; dist©ncia entre dois pontos; ponto m®dio de um 

segmento; pontos colinearesò. 

 

PLANO DE AULA ï 4º ENCONTRO ï 26/06/2021 

 

Clemilton, Eduarda e Natalia 

 

 

Público-Alvo:  

Alunos do 3º ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino pertencentes ao Núcleo Regional 

de Educação de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matemática da Unioeste e demais 

interessados na aprendizagem de Matemática inscritos no projeto. 

 

Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 2 horas e 30 minutos, tendo início às 9h00 e se encerrando as 

11h30. 

 

Conteúdo:  

Coordenadas cartesianas no plano, distância entre dois pontos, ponto médio de um segmento, 

pontos colineares. 

 

Objetivo Geral:  

¶ Determinar posições e medidas de elementos geométricos através da Geometria Analítica. 

 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com coordenadas cartesianas no plano, distância entre dois pontos, ponto médio 

de um segmento, pontos colineares, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Identificar as coordenadas em um plano cartesiano; 

¶ Calcular a distância entre dois pontos a partir de problemas cotidianos; 

¶ Encontrar o ponto médio de um segmento qualquer; 

¶ Identificar pontos colineares e não colineares. 

 

Recursos Didáticos:  

Google meet, Slides. 

 

Encaminhamento metodológico:  
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1. Coordenadas cartesianas no plano 

Iniciaremos o módulo de Geometria Analítica explicando o que é um plano cartesiano. 

Apresentaremos um plano cartesiano igual ao da imagem abaixo. 

Figura 55: Plano cartesiano. 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

Em seguida, pediremos para escreverem os pontos presentes no plano cartesiano: ὃ σȟς, 

ὄ σȟτ, ὅ φȟς, Ὀ ςȟσ, Ὁ υȟυ, Ὂ πȟς, Ὃ υȟπ  Proporemos também que 

identifiquem no plano cartesiano os seguintes pontos: Ὄ ςȟςȟὍ πȟφȟὐ πȟπ e ὑ

σȟς. Após todos concluírem realizaremos a correção coletivamente. 

Em seguida, explicaremos que esse é o plano cartesiano, formado por dois eixos, eixo das 

ordenadas e eixo das abcissas, perpendiculares entre si e que se interceptam em um ponto de origem. 

Explicaremos que podemos localizar um ponto no plano cartesiano utilizando um par ordenado, que são 

as coordenadas desse ponto. Utilizaremos a imagem abaixo para entenderem melhor o que foi explicado. 

Figura 56: Plano Cartesiano Geral. 

 
Fonte: Acervo dos autores. 

 



94 

 

Após isso, vamos explicar que os eixos ὼ e ώ dividem o plano cartesiano em quatro quadrantes 

numerados no sentido anti-horário, como na imagem abaixo. 

Figura 57: Quadrantes do sistema cartesiano. 

 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

Na sequência, proporemos que resolvam a seguinte questão: 

1- Observe o retângulo ὃὄὅὈ representado no plano cartesiano e responda: 

Figura 58: Retângulo no Plano Cartesiano. 

 
Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

a) Quais são as coordenadas dos vértices desse retângulo? 

ὃ ςȟρȟὄ ςȟψȟὅ χȟψ e Ὀ χȟρ 

b) Escreva as coordenadas de dois pontos que estão no interior desse retângulo? 

Exemplo: τȟτ e σȟχ. 
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c) Qual é a área desse retângulo? 

ὃ υ χ συ. 

 

2. Distância entre dois pontos 

Na sequência proporemos que resolvam o seguinte problema: Um táxi parte do ponto ὃ e move-

se σ Ὧά a leste atingindo o ponto B. Em seguida, move-se τ Ὧά para o norte atingindo o ponto ὅ. Qual 

a distância entre os pontos ὃ e ὅ? 

Incentivaremos os alunos a colocarem os dados que tem do problema em um plano cartesiano, 

como na imagem abaixo, construindo um triângulo retângulo. 

Figura 59: Trajeto do táxi. 

 

Fonte: Acervo dos autores. 

 

Pediremos que notem que nesse triângulo retângulo a medida que queremos descobrir é a 

hipotenusa e que podemos utilizar o teorema de Pitágoras para resolver o problema. Resolução:  

ὃὅ ὃὄ ὄὅό 

ᵼὃὅ σ τ 

ᵼὃὅ ω ρφ 

ᵼὃὅ ςυ 

ᵼὃὅ Ѝςυ 

ᵼὃὅ υ 

Chegando no resultado, explicaremos que conseguimos resolver o problema. Questionaremos, 

no entanto, como podemos generalizar esse cálculo da distância entre dois pontos. Utilizaremos a 

seguinte imagem para generalizar e encontrar como calcular a distância entre dois pontos. 
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Figura 60: Distância entre dois pontos. 

 
Fonte: Acervo dos autores. 

 

Nesse, a distância entre os pontos ὃ e ὄ corresponde à hipotenusa do triângulo ὃὄὅ. A distância 

dos pontos ὃ e ὅ é ὼ ὼ e a distância dos pontos ὄ e ὅ é ώ ώ, em valores absolutos, então 

utilizaremos Pitágoras para concluir. 

Ὠὃȟὄ ὼ ὼ ώ ώ ᴾὨὃȟὄ ὼ ὼ ώ ώ  

 

3. Ponto médio de um segmento 

Para discutir o ponto médio de um segmento, proporemos que resolvam o seguinte problema: 

Em certo trecho de uma estrada em linha reta será instalada uma placa equidistante das extremidades. A 

placa é representada no plano cartesiano abaixo (em azul), e as extremidades são representadas pelo 

ponto ὃ e ὄ (em rosa). Qual será a posição que a placa deve ser colocada? 

Figura 61: Imagem da estrada. 

 

Fonte: Acervo dos autores. 

 



97 

 

Explicaremos que para resolver esse problema teremos que encontrar o ponto que fica no meio 

do segmento, ou seja, o ponto médio desse segmento. Utilizaremos a imagem abaixo para explicar como 

encontrar o ponto médio de um segmento. 

Figura 62: Ponto médio. 

 

Fonte: Acervo dos autores. 

 

Dados dois pontos distintos ὃ ὼȟώ  e ὄ ὼȟώ , poderemos obter as coordenadas do 

ponto médio do segmento, cujas coordenadas são ὓ ὼȟώ . Para isso, utilizaremos o Teorema de 

Tales: 

Definição (Teorema de Tales): Se duas retas transversais intersectam um feixe de retas paralelas, 

então a razão entre dois segmentos quaisquer de uma transversal é igual à razão dos segmentos 

correspondentes da outra. 

¶ ᴾρ ᴾὼ ὼ ὼ ὼ ᴾςὼ ὼ ὼ ᴾὼ  

¶ ᴾρ ᴾώ ώ ώ ώᴾςώ ώ ώᴾώ  

Logo, as coordenadas do ponto M são: 

ὓ
ὼ ὼ

ς
ȟ
ώ ώ

ς
 

Agora, resolveremos o problema das coordenadas em que a placa deve ser colocada na estrada. 

As coordenadas da placa devem ser: 

ὼ
ὼ ὼ

ς

χ σ

ς

τ

ς
ς 

ώ
ώ ώ

ς

ω ρ

ς

ρπ

ς
υ 

Logo o ponto procurado é ὓ ςȟυ. 

 

4. Pontos Colineares 

Explicaremos que três pontos são colineares caso exista uma reta que passe por esses três pontos. 

Os pontos ὃ ὼȟώ , ὄ ὼȟώ  e ὅ ὼȟώ  são colineares somente se: 
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ὼ ώ ρ
ὼ ώ ρ
ὼ ώ ρ

π 

Vamos utilizar o problema anterior, da placa, para verificar se o determinante resulta em zero. 

Utilizando os pontos ὃ σȟρ, ὄ χȟω e ὓ ςȟυ, temos: 

σ ρ ρ
χ ω ρ
ς υ ρ

  

ᵼ χϽυϽρ σϽωϽρ ςϽρϽρ σϽρϽυ ρϽχϽρ ρϽωϽς  

ᵼσυςχς ρυχ ρψ  

ᵼψ ρχχ ρψ  

ᵼςυςυ π 

 

5. Lista de exercícios  

Após trabalhadas todas as definições e teoria referentes à coordenadas cartesianas no plano, 

distância entre dois pontos, ponto médio de um segmento e pontos colineares, resolveremos os 

exercícios da lista entregue a eles (Anexo I), como uma forma de aplicação do conteúdo recém estudado. 

A cada resolução perguntaremos se tiveram dúvidas ou dificuldade na realização dos exercícios.  

 

Avaliação 

A avaliação acontecerá de forma contínua, por meio da participação, realização das atividades 

propostas e a resolução de exercícios.  
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Anexo I 

1. (UFPI) A medida do perímetro do triângulo cujos vértices são os pontos ρȟρ, ρȟσ e ςȟσ é: 

a) σ Ѝυ 

b) σ ςЍυ 

c) σ σЍυ       

d) σ τЍυ       

e) σ υЍυ 

Resolução: 

Para encontrarmos esse perímetro, devemos apenas calcular a distância entre os vértices desse 

triângulo e somar esses valores. Considerando ὃ ρȟρ, ὄ ρȟσ e ὅ ςȟσ. 

 

Assim, para o lado ὃὄ, temos: 

Ὠὃȟὄ ὼ ὼ ώ ώ  

 ρ ɀ ρ  σ ɀ ρ  

 π ς  

Ѝπ τ 

Ѝτ 

ς 

Para o lado ὃὅ, temos: 

Ὠὃȟὅ ὼ ὼ ώ ώ  

 ς ɀρ  σɀρ  

 ρ  ρ  

Ѝρ  τ 

Ѝυ 

Para o lado ὅὄ, temos: 

Ὠὅȟὄ ὼ ὼ ώ ώ  
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 ρ ɀ ς  σ ɀ σ  

ρ π  

Ѝρ π 

Ѝρ 

ρ 

Somando os três lados para encontrar o perímetro: 

ὃὄ ὃὅ ὄὅ ς Ѝυ ρ σ Ѝυ 

Alternativa A. 

 

2.  (UFES) Sendo A (3, 1), B (ï2, 2) e C (4, ï4) os vértices de um triângulo, ele é: 

a) equilátero. 

b) retângulo e isósceles. 

c) isósceles e não retângulo. 

d) retângulo e não isósceles. 

e) n.d.a. 

Resolução: 

Representaremos o triângulo no plano cartesiano e na sequência calcularemos a distância entre 

cada vértice do triângulo. 

 

Ὠὃȟὄ ὼ ὼ ώ ώ  

ς σ ς ρ  

υ ρ  

Ѝςυρ 

Ѝςφ 

υȟρ 
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Ὠὃȟὅ ὼ ὼ ώ ώ  

τ σ τ ρ  

ρ υ  

Ѝρ ςυ 

Ѝςφ 

υȟρ 

 

Ὠὅȟὄ ὼ ὼ ώ ώ  

ς τ ς τ  

φ φ  

Ѝσφσφ 

Ѝχς 

φЍς 

ψȟτω 

 

Como o triângulo tem dois lados iguais, ele é isósceles. Utilizaremos o teorema de Pitágoras 

para verificar se o triângulo é retângulo: 

ὬὭὴέὸὩὲόίὥ ὧὥὸὩὸέό ὧὥὸὩὸέό 

ᵼ Ѝχς Ѝςφ Ѝςφό 

ᵼχς ςφςφ 

ᵼχς υς 

Logo, este triângulo é isósceles e não retângulo, alternativa C. 
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3. (ENEM - Libras 2017) Foi utilizado o plano cartesiano para a representação de um pavimento de 

lojas. A loja ὃ está localizada no ponto ὃ ρȟς.  No ponto médio entre a loja ὃ e a loja ὄ está o 

sanitário Ὓ localizado no ponto ὛυȠρπ. Determine as coordenadas do ponto de localização da loja B. 

a) σȟφ 

b) φȟσ 

c) σȟφ 

d) ωȟρψ 

e) ρψȟω 

Resolução:  

Como Ὓ υȟρπ é ponto médio do segmento ὃὄ podemos encontrar o valor do ponto ὄ. 

Ὓ
ὼ ὼ

ς
 

ᵼυ
ρ ὼ

ς
 

ᵼυ ς ρ ὼ 

ᵼρπ ρ ὼ 

ᵼὼ ρπρ 

ᵼὼ ω 

 

Ὓ
ώ ώ

ς
 

ᵼρπ
ς ώ

ς
 

ᵼρπς ς ώ 

ᵼςπ ς ώ 

ᵼώ ςπς 

ᵼώ ρψ 

 

Logo, ὄ ωȟρψ, alternativa D.  

4. (ENEM 2013) Nos últimos anos, a televisão tem passado por uma verdadeira revolução, em termos 

de qualidade de imagem, som e interatividade com o telespectador. Essa transformação se deve à 

conversão do sinal analógico para o sinal digital. Entretanto, muitas cidades ainda não contam com essa 

nova tecnologia. Buscando levar esses benefícios a três cidades, uma emissora de televisão pretende 

construir uma nova torre de transmissão, que envie sinal às antenas ὃ, ὄ e ὅ, já existentes nessas cidades. 

As localizações das antenas estão representadas no plano cartesiano: 
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A torre deve estar situada em um local equidistante das três antenas. 

O local adequado para a construção dessa torre corresponde ao ponto de coordenadas 

a) φυ Ƞ συ 

b) υσ Ƞ σπ 

c) τυ Ƞ συ 

d) υπ Ƞ ςπ 

e) υπ Ƞ σπ 

Resolução: 

Pelo plano cartesiano podemos observar em quais pontos as cidades estão. Logo: 

Cidade ὃ: σπȠςπ 

Cidade ὄ: χπȠςπ 

Cidade ὅ: φπȠυπ 

Para resolver esse problema, primeiramente precisamos encontrar os pontos médios de ὃὄ, ὃὅ 

e ὄὅ. 

Ponto médio do segmento ὃὄ:  

ὓ
σπχπ

ς
Ƞ
ςπςπ

ς

ρππ

ς
Ƞ
τπ

ς
υπȠςπ 

Observamos que a partir do ponto médio de ὃὄ sabemos que quando ὼ υπ temos um ponto 

equidistante em ὃ e ὄ. Agora, precisamos então apenas encontrar a coordenada ώ do ponto.  

Sendo o ponto denominado por ὓυπȟώ . Vamos utilizar a fórmula de distância entre dois 

pontos para as distâncias de ὃὓ e ὅὓ. 

ὃὓ ὅὓ 

ᵼ υπσπ ώ ςπ φπυπ υπώ  

ᵼ τππώ ςπ ρππυπώ  

ᵼτππώ ςπ ρππυπώ  
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ᵼσππ υπώ ώ ςπ 

ᵼσππςυππρππώ ώ τπώ τππώ  

ᵼσππςρππφπώ  

ᵼ φπώ σππςρππρψππ 

ᵼώ
ρψππ

φπ

ρψπ

φ
σπ 

Logo, o ponto que é equidistante das cidades ὃȟὄ e ὅ é: υπȟσπ. 

 

5. (FGV-SP) No plano cartesiano, ὓσȟσ, ὔχȟσ e ὖτȟπ são os pontos médios respectivamente dos 

lados ὃὄ, ὄὅ e ὃὅ de um triângulo ὃὄὅ. A abscissa do vértice ὅ é: 

a) 6 

b) 7 

c) 8 

d) 9 

e) 0 

Resolução: 

O problema quer saber a abscissa do vértice C, ou seja, o valor de ὼ. 

ὔχȟσ é o ponto médio de ὄὅ. 

Logo: 

ὼ ὼ

ς
ȟ
ώ ώ

ς
χȟσ 

ᵼ
ὼ ὼ

ς
χ ὼ ὼ ρτ ὼ ρτὼ 

ὖτȟπ é o ponto médio de ὃὅ. 

Logo: 

ὼ ὼ

ς
ȟ
ώ ώ

ς
τȟπ 

ᵼ
ὼ ὼ

ς
τ ὼ ὼ ψ ὼ ψ ὼ 

Disso temos que: 

ρτὼ ψ ὼ 

ᵼ ὼ ψ ὼ ρτ ὼ φ 

ᵼὼ ὼ φ 

ὓσȟσ é o ponto médio de ὃὄ. 

Logo: 

ὼ ὼ

ς
ȟ
ώ ώ

ς
σȟσ 
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ᵼ
ὼ ὼ

ς
σ ὼ ὼ φ ὼ φ ὼ 

Portanto: 

ὼ φ φ ὼ 

ᵼςϽὼ π ὼ π 

Disso, sabemos que  

ὼ π φ φ 

Também,  

ὼ ρτφ ψ 

Portanto, a abscissa do vértice ὅ é igual a ψ. Alternativa C.  

 

6. (Esaf/AFNT/1996) Uma ferrovia será construída para ligar duas cidades ὅ e ὅ, sendo que essa 

última localiza-se a ςπ Ὧά a leste e a ςπ Ὧά ao sul de ὅ.No entanto, entre essas duas cidades existe 

uma grande lagoa que impede a construção da ferrovia em linha reta. Para contornar a lagoa, a estrada 

deverá ser feita em dois trechos, passando pela cidade ὅ, que está a ρφ Ὧά a leste e a ρψ Ὧά ao sul de 

ὅ. O comprimento, em Ὧά, do trecho entre a cidade ὅ e a cidade ὅ é igual a: 

a) 
Ѝ

 

b) 
Ѝ

 

c) 
Ѝ

 

d) ςЍυ 

e) τЍυ 

 

7. (UFMG) Determine o valor de □ para que os pontos ὃȡ ςά ρȟς, ὄȡɀφȟɀυ e ὅȡπȟρ sejam 

colineares. 

 

Resolução: 

Sabemos que três pontos são colineares se o determinante da matriz associada às coordenadas 

dos pontos é igual a zero. Então, 

 

ςά ρ ς ρ
φ υ ρ
π ρ ρ

π 

 

Utilizando a regra de Sarrus, vamos calcular esse determinante, de modo que seja igual a zero. 

 

ςά ρ ς ρ
φ υ ρ
π ρ ρ

ςά ρ ς
φ υ
π ρ

 

 

ςά ρȢ υȢρ ςȢρȢπ ρȢ φȢρ ρȢ υȢπ ςά ρȢρȢρ ςȢ φȢρ π 
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ρπά υ π φ π ςά ρ ρς π 

ρπά ρρ ςά ρρ π 

ρπά ρρςά ρρ π 

ρςά π 
ά π 

Logo, para que os três pontos sejam colineares o valor de m deve ser igual a zero. 
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2.4.1.1. Relatório 

Relatório ï 4º Encontro 

 

Aos vinte e seis dias do mês de junho de dois mil e vinte e um, reuniram-se online via 

Google Meet, nós estagiários do quarto ano da disciplina de Metodologia e Estágio 

Supervisionado II do curso de Licenciatura em Matemática e os alunos inscritos no projeto 

PROMAT, para desenvolver o terceiro encontro. A professora orientadora Marieli, esteve 

presente na sala de aula online acompanhando toda a aula.  

Iniciamos a aula desejando bom dia para os alunos e explicando que esta aula seria 

gravada, que as gravações não seriam divulgadas e nenhum deles seria exposto, apenas 

gravaríamos para a realização de trabalhos dentro da disciplina. Iniciamos a aula explicando o 

que é um plano cartesiano, no qual mostramos um plano com alguns pontos e fomos 

questionando os alunos sobre as coordenadas de cada ponto.  

Em seguida, utilizando o Jamboard, quadro interativo, mostrando um plano cartesiano 

e algumas figurinhas, para colocarem nos pontos que enunciamos, conforme a imagem abaixo. 

Apresentamos também no Jamboard um retângulo no plano cartesiano, para encontrarem as 

coordenadas dos vértices, a medida dos lados e a área. 

Figura 63: Atividade no Jamboard após interação dos alunos. 

 

Fonte: Jamboard ï elaborada pelos autores. 

 

Prosseguimos o conteúdo com o problema do deslocamento de um táxi por três pontos 

do plano cartesiano, formando um triângulo, e pedindo para descobrir a distância entre dois 

pontos, que é a hipotenusa deste triângulo.  

 

 



108 

 

 

Figura 64: Resolução do problema do táxi utilizando o teorema de Pitágoras. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Utilizando este exercício, generalizamos o cálculo da distância entre dois pontos e 

prosseguimos com o conteúdo, abordando um problema da colocação de uma placa no meio de 

dois pontos de uma estrada, por meio do qual explicamos o conceito de ponto médio. Utilizando 

o mesmo exemplo do ponto médio, mostramos que os três pontos do problema eram colineares, 

ou seja, estavam na mesma reta. 

Na sequência realizamos a resolução dos exercícios. O primeiro exercício solicitava 

encontrar o perímetro de um triângulo, dados os seus vértices. Realizamos a representação no 

plano cartesiano dos pontos e calculamos o valor dos lados utilizando a distância entre dois 

pontos e, ao encontramos todas as medidas das distâncias, adicionamos para solucionar o 

problema. O próximo problema resolvido foi similar, sendo dados os vértices de um triângulo 

e perguntado se o mesmo era retângulo, isósceles ou equilátero.  

O terceiro problema utilizava o conceito de ponto médio na resolução, sobre a 

construção de um sanitário, ao meio de duas lojas. O quarto problema era do ENEM, e em sua 

resolução era necessário decidir o local adequado de uma torre que fosse equidistante de três 

pontos dados na questão. Sua resolução é ilustrada na figura a seguir. 

 

 

 

 

 

 

 



109 

 

Figura 65: Resolução de um problema do ENEM. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

A última questão resolvida nesta abordava o contexto de uma ferrovia e queria saber a 

distância em quilômetros de um ponto a outro. Finalizamos a aula explicando que teríamos 

outras aulas sobre geometria analítica e desejamos uma boa semana para todos. 
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2.4.2. Plano de aula ñEqua­«o geral e reduzida da reta; posi­»es relativas entre duas retas 

no planoò. 

 

PLANO DE AULA ï 5º ENCONTRO ï 03/07/2021 

 

Clemilton, Eduarda e Natalia 

 

 

Público-Alvo:  

Alunos do 3º ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino pertencentes ao Núcleo Regional 

de Educação de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matemática da Unioeste e demais 

interessados na aprendizagem de Matemática inscritos no projeto. 

 

Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 2 horas e 30 minutos, tendo início às 9h00 e se encerrando às 

11h30. 

 

Conteúdo:  

Equação geral e reduzida da reta, posições relativas entre duas retas no plano. 

 

Objetivo Geral:  

¶ Determinar posições e medidas de elementos geométricos através da Geometria 

Analítica. 

 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com as equações de uma reta e com as posições relativas entre duas retas no 

plano, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Identificar inclinação e coeficiente angular de uma reta; 

¶ Encontrar a inclinação e o coeficiente angular de uma reta; 

¶ Conhecer duas formas possíveis para a equação de uma reta; 

¶ Identificar e reconhecer as formas apresentadas para a equação da reta. 

 

Recursos Didáticos:  

Google Meet, Slides. 
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Encaminhamento metodológico:  

1. Conhecendo a reta 

Vamos iniciar apresentando uma parte do v²deo ñAs linhas para crian­as ï Geometria para 

crian­asò, que fala sobre as posições de linhas, por exemplo linhas horizontais, obliquas, paralelas, 

perpendiculares, entre outras. 

Na sequência, vamos explicar que as linhas mostradas no vídeo, são retas. Explicaremos que 

uma reta é formada por infinitos pontos, logo a reta é infinita. Mostraremos no Geogebra como criar 

uma reta, como na imagem abaixo. 

Figura 66: Reta. 

 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Na sequência, introduziremos um exemplo sobre a cana de açúcar, que relaciona a quantidade 

necessária de cana para a produção do açúcar. Para a produção de ρὯὫ de açúcar são necessários ρςȟυὯὫ 

de cana de açúcar. Para obter esse e outros resultados utilizamos a função linear ώ ρςȟυὼ. 

Quadro 1: Coordenadas. 

● ◐ 

π π 

ρ ρςȟυ 

ς ςυ 

σ σχȟυ 

τ υπ 

Fonte: Ribeiro (2010). 
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Fonte: Ribeiro (2010). 

 

Pediremos aos alunos que notem que essa função pode ser representada por uma reta. 

 

2. Inclinação da reta 

Vamos relembrar a parte do vídeo que mostra as linhas horizontais, verticais e obliquas, para 

entender o que é a inclinação de uma reta, ou seja, o ângulo formado pela reta em relação ao eixo ὼ do 

plano cartesiano. Formalizaremos essa ideia com a definição e exemplos, e então retomaremos os 

exemplos do vídeo para identificarem as retas.  

Definição: Tomamos uma reta ὶ no plano cartesiano, sendo ‌ a medida do ângulo formado pela 

reta ὶ e pelo eixo ὼ, sempre no sentido anti-horário. Denominamos ‌ a inclinação da reta ὶ. 

Serão apresentadas as seguintes imagens de retas: 

Figura 68: Inclinação da reta. 

 

ωπЈ‌ ρψπЈ                                  πЈ‌ ωπЈ 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

 

 

 

Figura 67: Gráfico. 
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Figura 69: Inclinação da reta 90º. 

 

‌ ωπЈ 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

 

Figura 70: Inclinação da reta 0º. 

 

‌ πЈ 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

3. Coeficiente angular de uma reta. 

Nesse tópico definiremos coeficiente angular e apresentaremos os exemplos abaixo.  

Definição: Seja r uma reta de inclinação a em relação ao eixo ὼ. O Coeficiente angular ou a 

declividade de uma reta ὶ é o número real ά que expressa a tangente de sua inclinação, ou seja: 

ά ὸὫ‌ 

Utilizaremos as retas do tópico 2. Inclinação da reta, para verificar o intervalo para o coeficiente 

angular. 
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Figura 71: Coeficiente angular. 

 

             Para ‌ πЈ, temos                                     Para ωπЈ‌ ρψπЈ, 

             ά ὸὫ ‌ ὸὫ πЈπ                              temos ὸὫ‌πO ά π 
 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

4. Equação geral da reta 

Introduziremos o assunto resolvendo um problema do ENEM: 

1. (ENEM-2019-Adaptada) Uma empresa, investindo na segurança, contrata uma firma para instalar 

mais uma câmera de segurança no teto de uma sala. Para iniciar o serviço, o representante da empresa 

informa ao instalador que nessa sala já estão instaladas duas câmeras e, a terceira, deverá ser colocada 

de maneira a ficar equidistante destas. Além disso, ele apresenta outra informação: 

 

(i) um esboço em um sistema de coordenadas cartesianas, do teto da sala, onde estão inseridas as 

posições das câmeras ρ e ς, conforme a figura: 

Figura 72: Gráfico câmeras questão 1. 

 

Fonte: ENEM. 
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Qual relação o instalador deve utilizar para a instalação da câmera? 

Resolução:  

Como a Câmera σ deve ser instalada de forma a ficar equidistante das demais câmeras já 

instaladas, e estamos trabalhando com retas, então o ponto em que a câmera σ vai ser instalada será o 

ponto médio de uma reta formada pelas câmeras ρ e ς. Analisando o gráfico temos os seguintes pontos:  

Câmera 1: σȟρ  

Câmera 2: ςȟτ  

Câmera 3: ὼȟώ  

Também, podemos concluir que as câmeras ρ, ς e σ são colineares. Assim podemos montar o 

seguinte determinante: 

σ ρ ρ
ς τ ρ
ὼ ώ ρ

π 

Disso temos:  

ρςὼ ςώ τὼ σώ ς π 

ὼ τὼ ςώ σώ ρςς π 

σὼ ώ ρπ π 

Logo a relação escolhida pelo instalador foi σØÙ ρπ π. 

Em seguida, definiremos Equação Geral da reta e mostraremos como chegamos nela fazendo 

relações com a resolução feita no problema trabalhado. 

São dados os pontos ὃὼȟώ , ὄὼȟώ  e ὖὼȟώ pertencentes a reta ὶ. 

 

Figura 73: Reta no plano para e dedução da equação geral. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Pela condição de alinhamento para os pontos ὃ, ὄ e ὖ, podemos escrever o seguinte: 

ὼ ώ ρ
ὼ ώ ρ
ὼ ώ ρ

π 

ώ ώ ὼ ὼ ὼ ώ ὼώ ὼώ π 

Como as únicas variáveis são ὼ e ώ, sendo os outros elementos números reais, podemos escrever 

da seguinte forma: 

ώ ώ ὥ 

ὼ ὼ ὦ 

ὼώ ὼώ ὧ 

Sendo ὥȟὦ π, obtemos assim a equação geral da reta: ὥὼὦώὧ π. 

 

5. Equação reduzida da reta 

Retomaremos a questão do Enem adaptada sobre a instalação das câmeras.  

Figura 74: Gráfico câmeras resolução. 

 

Fonte: ENEM. 

 

Nesse exemplo, o resultado obtido foi a equação geral da reta σὼ ώ ρπ π. Pediremos 

para notarem que podemos isolar a coordenada y nessa equação, obtendo: 

σὼ ώ ρπ π 

ώ σὼ ρπ 

A equação encontrada, ώ σὼ ρπ, é chamada de equação reduzida da reta e pode ser 

generalizada como, ώ άὼ ὲ, sendo m o coeficiente angular, n o coeficiente linear e y e x 

coordenadas de um ponto qualquer da reta.  

Na sequência, compararemos a equação reduzida e a função afim.  
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Quadro 2: Comparação da equação reduzida com a equação afim. 

Equação reduzida da reta Função Afim 

ώ άὼ ὲ 

m= coeficiente angular 

n= coeficiente linear 

ώ ὥὼ ὦ 

a= coeficiente angular 

b= coeficiente linear 

Gráfico da equação da reta: 

 

Gráfico da função afim: 

 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

6. Posições relativas entre duas retas no plano 

Apresentaremos o diagrama da imagem abaixo para introduzir as posições de duas retas no 

plano, explicando cada nomenclatura para os alunos.  

Figura 75: Posições de duas retas no plano. 

 

Fonte: Elaborado pelos autores. 

 

7. Lista de exercícios  
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Após trabalhadas todas as definições e teoria referentes a equação geral e reduzida da reta e 

posições relativas entre duas retas no plano, resolveremos os exercícios da lista entregue a eles (Anexo 

I), como uma forma de aplicação do conteúdo recém estudado. A cada resolução perguntaremos se 

tiveram dúvidas ou dificuldade na realização dos exercícios.  

 

Avaliação 

A avaliação acontecerá de forma contínua, por meio da participação, realização das atividades 

propostas e a resolução de exercícios.  

Referências 

MODERNA (Org.). Matemática: Construção e significado. São Paulo: Moderna, 2005. DCL. 

Q CONCURSOS (Org.). Questões ENEM de Matemática: Geometria Analítica. 

Disponível em: https://www.qconcursos.com/questoes-do-enem/disciplinas/matematica-

matematica/geometria-analitica/questoes Acesso em: 12 março. 2021. 

RIBEIRO, Jackson. Matemática: ciência, linguagem e tecnologia - volume 3. 1ª edição. São Paulo: 

Scipione, 2010. 
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Anexo I 

 

1. (UEM 2012 ï Modificada) Sejam ώ ὖὼ e ώ ὗὼ equações de retas. Em uma cadeia alimentar, 

suponhamos que ὖὼ representa o número de plantas de capim necessárias para manter a cadeia em 

função do número de insetos que se alimentam de capim, e que Qὼ representa o número de insetos 

necessários em função do número de sapos. Considerando esses dados, assinale o que for correto e some 

seus respectivos valores. 

 

02)  Para ὖὼ χὼ χ e ὗὼ ςσὼ ω, se tivermos τȢωππ plantas de capim, podemos ter σπ sapos 

alimentando-se de insetos.  

04) O coeficiente angular da reta ώ ὖὼ é positivo.  

08) Sendo ὖὼ υὼ τ, se o número de insetos duplicar, então a quantidade de plantas de capim 

necessárias também irá duplicar.  

 

Resolução: 

02) Primeiramente vamos substituir o valor de τȢωππ plantas na equação ὖὼ. 

τωππχὼ χ 

τψωσχὼ 

ὼ
τψωσ

χ
 

ὼ φωω 

Logo φωω insetos conseguem se alimentar com τȢωππ plantas de capim. 

Agora vamos substituir o valor de σπ sapos na outra equação. 

ὗὼ ςσϽσπω φωπω φωω 

Concluímos então que se tivermos τȢωππ plantas de capim, podemos sim ter σπ sapos 

alimentando-se de insetos. Logo a alternativa é VERDADEIRA.  

 

04) ώ ὖὼ é do tipo ώ ὥὼ ὦ sendo ὥ o coeficiente angular da reta e ὼ o número de insetos que 

se alimentam de capim. Se ὥ for negativo a reta é decrescente, ou seja, conforme aumenta a quantidade 

do número de insetos menor a quantidade de capim necessários para alimentar os insetos. Como isso 

não é possível então não tem como o coeficiente ser negativo. Logo a alternativa é VERDADEIRA . 

 

08) Sendo ὖὼ ώ υὼ τ, se o número de insetos duplicar, então teremos uma equação do tipo 

ὖςὼ υϽςὼ τ ρπὼ τ ώ. 

Agora se o número de plantas duplicar teremos ςϽὖὼ ςϽώ ςϽυὼ τ ρπὼ ψ.  

Como ρπὼ τ ρπὼ ψ então a afirmação é FALSA . 

A soma dos dados corretos equivale a ς τ φ. 
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2. (ENEM 2016) Para uma feira de ciências, dois projéteis de foguetes, A e B, estão sendo construídos 

para serem lançados. O planejamento é que eles sejam lançados juntos, com o objetivo de o projétil B 

interceptar o A quando esse alcançar sua altura máxima. Para que isso aconteça, um dos projéteis 

descreverá uma trajetória parabólica, enquanto o outro irá descrever uma trajetória supostamente 

retilínea. O gráfico mostra as alturas alcançadas por esses projéteis em função do tempo, nas simulações 

realizadas. 

 

Com base nessas simulações, observou-se que a trajetória do projétil B deveria ser alterada para 

que o objetivo fosse alcançado. 

Para alcançar o objetivo, o coeficiente angular da reta que representa a trajetória de B deverá: 

a) diminuir em 2 unidades. 

b) diminuir em 4 unidades. 

c) aumentar em 2 unidades. 

d) aumentar em 4 unidades. 

e) aumentar em 8 unidades. 

Resolução: 

O coeficiente angular de uma reta é calculado como 

ά
ώ ώ

ὼ ὼ
 

A trajetória ὄ atual passa pelos pontos πȟπ e φȟρς, portanto: 

ά
ρςπ

φ π

ρς

φ
ς 

Se alcançar o objetivo, a trajetória irá passar pelos pontos πȟπ e τȟρφ, portanto: 

άᴂ
ρφπ

τ π

ρφ

τ
τ 

Logo, para alcançar o objetivo, o coeficiente angular da reta que representa a trajetória de 

ὄ deverá aumentar duas unidades. Alternativa C. 
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3. (UNIOESTE 2018) Duas retas ώ ὥὼ e ώ ὦὼὧ, com ὥȟὦ e ὧ constantes reais, encontram-se no 

ponto σȟς. Sabe-se ainda que ὦ σὥ. Assim, é CORRETO afirmar que as equações das retas são: 

a) ώ ὼ e ώ ςὼ ψ. 

b) ώ ὼ e ώ σὼ ς. 

c) ώ ὼ e ώ σὼ ς. 

d) ώ ὼ e ώ σὼ σ. 

e) ώ σὼ e ώ ωὼ ς. 

Resolução: 

Utilizando a equação ώ ὥὼ devemos substituir as coordenadas dadas σȟς 

ώ ὥὼ 

ᵼς ὥϽσ 

ᵼὥ
ς

σ
 

Na sequência, utilizamos a relação que o problema nos fornece: 

ὦ σὥ 

ᵼὦ σϽ
ς

σ
 

ᵼὦ ς 

Agora aplicamos as coordenadas dadas σȟς na equação ώ ὦὼὧ: 

ώ ὦὼὧ 

ᵼς ὦϽσ ὧ 

Substituímos o b pelo número que encontramos 

ς ςϽ σ ὧ 

ᵼὧ  ψ 

Logo, temos as equações: 

ώ
ς

σ
ὼ 

 ώ ςὼ ψ 

ALTERNATIVA A.  

 

4. (ENEM 2018) A quantidade x de peças, em milhar, produzidas e o faturamento y, em milhar de reais, 

de uma empresa estão representados nos gráficos, ambos em função do número t de horas trabalhadas 

por seus funcionários. 
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O número de peças que devem ser produzidas para se obter um faturamento de R$ 10.000,00 

é: 

a) ςȢπππ  

b) 2.500 

c) τπȢπππ 

d) υπȢπππ 

e) ςππȢπππ 

Resolução: 

Relacionar ὼὸ com o ὸ, obtendo: 

ὼὸ ςπὸ 

E relacionar ώὸ com ὸ: 

ώὸ τὸ 

Ou seja, se o faturamento for ρπȢπππ, logo 

ώὸ ρπȢπππ 

ᵼώὸ τὸ ρπȢπππ 

ᵼὸ ςȢυππ 
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Substituindo ὸ ςȢυππ em ὼὸ: 

ὼςȢυππ ςπϽςȢυππυπȢπππ 

Portanto tem-se υπȢπππ peças, ALTERNATIVA D . 

 

5. (UFRGS 2017) Os pontos A, B, C, D, E e F determinam um hexágono regular ABCDEF de lado 1, 

tal que o ponto A tem coordenadas (1,0) e o ponto D tem coordenadas (-1,0), como na figura abaixo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

A equação da reta que passa pelos pontos B e D é 

a) ώ Ѝσὼ 

b) ώ
Ѝ Ѝ

Ȣ  

c) ώ
Ѝ Ѝ

Ȣ 

d) ώ
Ѝ Ѝ

Ȣ 

e) ώ
Ѝ Ѝ

Ȣ 

Resolução:  

Sabendo que ὃὄὅὈὉὊ é um hexágono regular de lado 1 e que os pontos A e D têm coordenadas 

(1,0) e (-1,0), respectivamente, pode-se determinar que o ponto B tem coordenadas (ÃÏÓφπЈ Ὡ ίὩὲ φπЈ), 

ou seja, ὄ ȟ
Ѝ

. 

Então, a equação da reta que passa pelos pontos B e D é dada por 

ώ π

Ѝσ
ς π

ρ
ς ρ

ὼ ρȢ 

Resolvendo essa equação, tem-se  

ώ

Ѝσ
ς
ρ ς
ς

ὼ ρᵼώ

Ѝσ
ς
σ
ς

ὼ ρᵼώ
Ѝσ

ς
Ȣ
ς

σ
ὼ ρ 

ᵼώ
Ѝσ

σ
Ȣὼ ρᵼώ

Ѝσ

σ
ὼ
Ѝσ

σ
 

Resposta correta: Alternativa B.  
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6. (UFRGS 2017) As retas de equações ώ ὥὼ Ὡ ώ ὼ ὦ interceptam-se em um único ponto cujas 

coordenadas são estritamente negativas. Então, pode-se afirmar que  

a) ὥ π Ὡ ὦ πȢ  

b) ὥ π Ὡ ὦ πȢ 

c) ὥ ρ  Ὡ ὦ πȢ 

d) ὥ π Ὡ ὦ πȢ 

e) ὥ ρ Ὡ ὦ πȢ 

Resolução: 

A equação ώ ὥὼ representa a família de retas que passam pela origem do sistema de 

coordenadas cartesiano e a equação ώ ὼ ὦ representa a família de retas paralelas com coeficiente 

angular igual a ρ, portanto decrescentes. Para que as retas se interceptem em um único ponto cujas 

coordenadas sejam estritamente negativas, tem-se que ὥ π Ὡ ὦ π. 

Resposta correta: Alternativa D.  

 

7. Eduardo está subindo uma escada de uma casa com pé direito duplo que possui um ângulo de 

inclinação de σπΞ. No χΞ degrau Eduardo fica a uma altura de ρ metro do chão.  

a) Qual será a altura do chão quando Eduardo estiver no ρχΞ degrau? (Dica: Utilize de ferramentas 

estudadas nessa aula). 

b) Quando Eduardo estiver há uma altura de ώ ρ do chão, em qual degrau ele vai estar? 

Resolução:  

Quando Eduardo está no sétimo degrau temos um ponto, sendo esse ponto ὃ χȟρ, 

analogamente seguindo o mesmo raciocínio, quando Eduardo estiver no décimo quarto degrau temos 

um segundo ponto ὄ ρτȟς, assim quando ele estiver no ρχΞ degrau teremos então um terceiro ponto, 

sendo esse ὅ ρχȟώȢ  

Para encontrarmos a altura de Eduardo em relação ao chão no ρχΞ degrau precisamos saber em 

que função foi construída a escada. Assim, sabendo que ela possui um ângulo de 30º podemos utilizar a 

fórmula do coeficiente angular.  

ά
ώ ώ

ὼ ὼ
 

ᵼά
ώ ρ

ρυχ
 

ᵼ ρυχά ώ ρ 

ᵼψά ώ ρ 

ᵼψά ρ ώ 

Como, 

ά ὸὫ‌ 

ᵼά ὸὫσπЈ 
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ᵼά
Ѝσ

σ
 

Logo, 

ψά ρ ώ 

ᵼψϽ
Ѝσ

σ
ρ ώ 

ᵼώ υȟφς άὩὸὶέί 
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2.4.2.1. Relatório 

Relatório ï 5º Encontro 

 

Aos três dias do mês de julho de dois mil e vinte e um, reuniram-se online via Google 

Meet, nós estagiários do quarto ano da disciplina de Metodologia e Estágio Supervisionado II 

do curso de Licenciatura em Matemática e os alunos inscritos no projeto PROMAT, para 

desenvolver o terceiro encontro. A professora orientadora Marieli, esteve presente na sala de 

aula online acompanhando toda a aula.  

Iniciamos a aula desejando bom dia para os alunos e explicando que esta aula seria 

gravada, que as gravações não seriam divulgadas e nenhum deles seria exposto, apenas 

gravaríamos para a realização de trabalhos dentro da disciplina de estágio.  

Iniciamos apresentando o v²deo ñAs linhas para crian­as ï Geometria para crian­asò, 

para introduzir o conteúdo de Reta e, quando concluímos o vídeo, questionamos se eles sabiam 

o que é uma reta. A maioria dos alunos associou o conceito de reta com uma linha infinita. 

Apresentamos três postulados para explicar o que é uma reta. Mostramos um exemplo 

envolvendo a produção de açúcar com base na quantidade de cana-de-açúcar e, para 

exemplificar como é uma reta, utilizamos o Geogebra para mostrar a reta do exemplo. 

Na sequência, continuamos o conteúdo explicando as possíveis inclinações de uma reta 

com os eixos cartesianos. Utilizamos um problema adaptado do ENEM de 2019 sobre a posição 

de três câmeras de segurança para apresentar a equação geral da reta, conforme a imagem a 

seguir. 

Figura 76: Problema introdutório do conteúdo de equação geral da reta. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Utilizando o mesmo exemplo, explicamos que a equação geral encontrada pode ser 

escrita na forma reduzida, enunciamos como é a forma reduzida da equação da reta, e 

explicamos as diferenças e semelhanças da equação da reta e função afim. Prosseguimos o 

conteúdo explicando as posições relativas entre duas retas, mostrando a representação 

geométrica de cada uma das posições. 

Na sequência, iniciamos a resolução de problemas do ENEM e de vestibulares. A 

primeira questão era do vestibular da Universidade Estadual de Maringá de 2012, sobre uma 

cadeia alimentar, envolvendo equações da reta.   

Figura 77: Resolução de problemas ï parte 1. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

A segunda questão era do ENEM de 2016, sobre a intersecção de dois projéteis que 

foram lançados, a terceira questão era da Universidade Estadual do Oeste do Paraná de 2018, e 

tinha o intuito de descobrir qual era a reta ώ de acordo com as informações fornecidas. 

Figura 78: Resolução de problemas ï parte 2. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

O quarto problema resolvido era do vestibular da Universidade Federal do Rio Grande 

do Sul de 2017, que apresentava um hexágono regular e propunha que encontrassem a equação 

da reta que passa por dois pontos do hexágono. O próximo problema era do mesmo vestibular, 
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no qual eram apresentadas duas equações e necessário descobrir o ponto em que as coordenadas 

fossem negativas. Buscamos plotar no Geogebra para visualizarem melhor as retas do 

problema. O último problema resolvido envolvia a inclinação de uma escada. 

Para finalizar a aula, enviamos um link do Nearpod para responderem o que estavam 

achando das aulas, se os encontros estavam atingindo suas expectativas, e se tinham alguma 

sugestão de melhoria. Os alunos pediram para realizarmos mais exercícios e apresentarmos 

alguns que fossem mais fáceis para interpretação. Ainda assim, relataram estar gostando das 

aulas e da interação dos professores com eles. 
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2.4.3. Plano de aula ñEqua­«o geral e reduzida da circunfer°ncia; posi­»es relativas 

envolvendo ponto, circunfer°ncia e retaò. 

 

PLANO DE AULA ï 6º ENCONTRO ï 10/07/2021 

 

Clemilton, Eduarda e Natalia 

 

 

Público-Alvo:  

Alunos do 3º ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino pertencentes ao Núcleo Regional 

de Educação de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matemática da Unioeste e demais 

interessados na aprendizagem de Matemática inscritos no projeto. 

 

Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 2 horas e 30 minutos, tendo início às 9h00 e se encerrando às 

11h30. 

 

Conteúdo:  

Equação geral e reduzida da circunferência, posições relativas envolvendo ponto, circunferência 

e reta. 

 

Objetivo Geral:  

¶  Identificar equações de uma circunferência e discutir posições relativas entre ponto e 

circunferência, entre reta e circunferência. 

 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com as equações de uma circunferência e com as posições relativas envolvendo 

ponto, circunferência e reta objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Identificar uma circunferência e a diferenciar de círculo; 

¶ Deduzir e aplicar a equação reduzida e geral da circunferência; 

¶ Identificar as posições relativas entre ponto e circunferência; 

¶ Identificar as posições relativas entre reta e circunferência. 

 

Recursos Didáticos:  

Slides, Google Meet.  

 

Encaminhamento metodológico:  

1. Definição da circunferência 
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Inicialmente vamos perguntar aos alunos se sabem o que é um círculo e uma circunferência, e 

qual a diferença entre os dois. Explicaremos que a circunferência seria todos os pontos do contorno e 

círculo é a união dos pontos do contorno com os pontos do seu interior. Mostraremos as seguintes 

imagens do círculo e da circunferência:  

Figura 79: Circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

 

Figura 80: Círculo. 

 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Na sequência, falaremos de algumas características da circunferência, como a existência do raio 

e dos pontos pertencentes à circunferência, e apresentaremos a definição de circunferência. 

Definição: Dados um ponto fixo ὅ e uma distância ὶ, a circunferência ‗ é o lugar geométrico 

dos pontos ὖ do plano cartesiano que estão a uma mesma distância ὶ de ὅ. 
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Figura 81: Circunferência definição. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

2. Equação reduzida da circunferência 

Problema 1: A circunferência abaixo possui seu centro no ponto ὅ ςȟσ e raio de medida σ. 

Quais as coordenadas dos pontos ὖ, ὗ, Ὑ e Ὓ?  

Figura 82: Circunferência de raio 3. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

 Pediremos para os alunos resolverem este problema e em seguida, realizaremos a correção 

utilizando o software Geogebra. Sendo ὖ ρȟσ, Ὓ ςȟφ, Ὑ υȟσ e ὗ ςȟπ. 
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Figura 83: Circunferência de raio 3 representada no Geogebra. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Com base na resolução do problema acima, juntamente com os alunos vamos refletir. ñComo 

vocês encontraram as coordenadas dos pontos do problema?ò, ñUsaram alguma f·rmula? Qual?ò. 

Apresentaremos aos alunos a equação reduzida da circunferência: 

ὼ ὼ ώ ώ ὶ 

Onde: ὼȟώ  é o centro da circunferência, ὶ é o raio, ὼ e ώ são pontos quaisquer da 

circunferência. 

 

3. Equação geral da circunferência 

Perguntaremos o que ocorrerá se calcularmos os quadrados da equação reduzida da 

circunferência, ou seja, como ficará a equação. Explicaremos que realizaremos o cálculo.  

ὼ ὥ ώ ὦ ὶ 

ᵼ ὼ ὥẗὼ ὥ ώ ὦẗώ ὦ ὶ 

ᵼὼ ὼὥ ὥὼ ὥ ώ ώὦ ὦώὦ ὶ 

ᵼὼ ώ ςὥὼςὦώὥ ὦ ὶ π 

Logo, a equação geral da circunferência é: 

ὼ ώ ςὥὼ ςὦώὥ ὦ ὶ π 

Também chamada de equação normal da circunferência. 

Problema 2: Determine a equação normal da circunferência com centro no ponto ὕ σȟρ 

e raio σ. 

Neste caso ὥ σ, ὦ ρ e ὶ σ. 

ὼ ὥ ώ ὦ ὶ 

ᵼ ὼ σ ώ ρ σ 

ᵼ ὼ σẗὼ σ ώ ρẗώ ρ σ 

ᵼὼ σὼ σὼ σ ώ ώ ώ ρ σ 
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ᵼὼ ώ ςϽσὼ ςώ σ ρ σ π 

ᵼὼ ώ φὼ ςώ ω ρ ω π 

ᵼὼ ώ φὼ ςώ ρ π 

Logo a equação normal da circunferência é ὼ ώ φὼ ςώ ρ π. 

 

4. Posições relativas entre um ponto e uma circunferência 

Explicaremos que existem três possíveis posições de um ponto em uma circunferência: interno, 

externo e pertencente a circunferência. Analisaremos as posições do um ponto ὖ ὼȟώ em relação à 

circunferência ‗ de centro ὅ e raio ὶ. Analisaremos as posições desse ponto em relação a circunferência, 

comparando a distância Ὠ do ponto ὖ ao centro da circunferência, com o raio da circunferência. 

Caso 1: Pertencente 

Ὠ ὶ, ou seja, o ponto pertence à circunferência. 

Figura 84: Ponto P pertencente a circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

Caso 2: Interno 

Ὠ ὶ, ou seja, o ponto é interior à circunferência.  

Figura 85: Ponto P interno a circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Caso 3: Externo 

Ὠ ὶ, ou seja, o ponto é exterior à circunferência. 

Figura 86: Ponto P externo a circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Para um melhor entendimento dos alunos, iremos utilizar a imagem abaixo para encontrarem as 

posições de pontos na circunferência. Colocaremos os pontos ὃ, ὄ e ὅ neste cruzamento, considerando 

o cruzamento como uma circunferência.  

Figura 87: Pontos no cruzamento de carros. 

 

Fonte: https://amainsider.com/road-rules-refresher-traffic-circles-roundabouts/traffic-circles/. 

 

Explicaremos que o ponto ὃ  pertence a circunferência, o ponto ὄ é interno a circunferência e o 

ponto ὅ é externo a circunferência. 
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5. Posições relativas entre uma reta e uma circunferência 

Consideraremos uma reta ί, uma circunferência de raio ὶ e Ὠ a distância do ponto do centro da 

circunferência até a reta, ambos no mesmo plano, há três casos possíveis para a posição relativa entre a 

reta e a circunferência. 

Caso 1: (Ὠ ὶ) ï a reta ί é tangente à circunferência. 

Figura 88: Reta ί tangente a circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Caso 2: (Ὠ ὶ) ï a reta ί é secante à circunferência. 

Figura 89: Reta ί secante a circunferência. 

 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Como exemplo do caso 2 mostraremos cordas de um violão, conforme a imagem abaixo. 

Figura 90: Violão. 

 

Fonte: http://nacaixadecd.com.br/wp/joias-raras-da-mpb-direto-pra-sua-casa/. 

 

Caso 3: (Ὠ ὶ) ï a reta ί é exterior à circunferência. 

Figura 91: Reta ί externa a circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

6. Resolução de exercícios 

Após trabalhadas todas as definições e teoria referentes a equação geral e reduzida da 

circunferência, posições relativas entre ponto e circunferência, e posições relativas entre reta e 

circunferência, resolveremos os exercícios da lista (Anexo I), como uma forma de aplicação do conteúdo 
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recém estudado. A cada resolução perguntaremos se tiveram dúvidas ou dificuldade na realização dos 

exercícios.  

 

7. Avaliação 

A avaliação acontecerá de forma contínua, por meio da participação, realização das atividades 

propostas e a resolução de exercícios.  

Referências 

MODERNA (Org.). Matemática: Construção e significado. São Paulo: Moderna, 2005. DCL. 

SÓ EXERCÍCIOS (Org.). ENEM:  equação da circunferência. Disponível em: 

<https://soexercicios.com.br/plataforma/questoes-de-vestibular/ENEM/281/-aplicacao-equacao-da-

circunferencia-rec-/1>. Acesso em 04 agosto. 2020.  
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https://soexercicios.com.br/plataforma/questoes-de-vestibular/ENEM/281/-aplicacao-equacao-da-circunferencia-rec-/1
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Anexo I 

1. Verifique quais das circunferências abaixo se interceptam no ponto (3,4). 

‌ȡ ὼ ψ ώ τ ςυ 

‎ȡ ὼ ώ τ ω 

‗ȡ ὼ ς ώ ρφ 

‍ȡ ὼ ώ ςυ 

Resolução: 

Para isto, devemos verificar se as coordenadas do ponto dado (3,4) satisfazem as equações das 

circunferências dadas: 

‌ȡ ὼ ψ ώ τ ςυ 

‌ȡ σ ψ τ τ ςυ  

‌ȡ υ π ςυ 

‌ȡςυπ ςυ 

‌ȡ ςυ ςυ 

Logo, a circunferência ‌ intercepta o ponto dado. 

‎ȡ ὼ ώ τ ω 

‎ȡ σ τ τ ω 

‎ȡ ω π ω 

‎ȡ ω ω 

Logo, a circunferência ‎ intercepta o ponto dado. 

‗ȡ ὼ ς ώ ρφ 

‗ȡ σ ς τ ρφ 

‗ȡ ρ τ ρφ 

‗ȡρ ρφ ρφ 

ᵼ‗ȡρχ ρφ 

Logo, a circunferência ‗ não intercepta o ponto dado. 

‍ȡ ὼ ώ ςυ 

‍ȡ σ τ ςυ 

‍ȡ ω ρφ ςυ 

‍ȡ ςυ ςυ 

Logo, a circunferência ‍ intercepta o ponto dado. 

 

2. (EsSA 2013) Dada a equação da circunferência ὼ ὥό  ώ ὦό  ὶό, sendo ὥȟὦ as 

coordenadas do centro e ὶ a medida do raio, identifique a equação geral da circunferência de centro 

ς ȟσ e raio igual a υ. 

a) ὼό  ώό  ςυ 
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b) ὼό  ώό ɀ τὼώ ɀ ρς  π 

c) ὼό ɀ τὼ  ρφ 

d) ὼό  ώό ɀ τὼ ɀ φώ ɀ ρς  π 

e) ώό ɀ φώ  ω 

Resolução:  

A questão informa que o centro é ςȟσ e o raio é igual a υ. Temos: 

ὼ ɀ ὥό  ώ ɀ ὦό  ὶό 

ᵼ ὼ ɀ ςό  ώ ɀ σό  υό 

ᵼὼό ɀ τὼ  τ  ώό ɀ φώ  ω  ςυ 

ᵼὼɀ τὼ  τ  ώɀ φώ  ω ɀ ςυ  π 

ᵼὼό  ώό ɀ τὼ ɀ φώ ɀ ρς  π 

Logo, a alternativa D é a correta. 

 

3. (ENEM 2014) A figura mostra uma criança brincando em um balanço no parque. A corda que prende 

o assento do balanço ao topo do suporte mede 2 metros. A criança toma cuidado para não sofrer um 

acidente, então se balança de modo que a corda não chegue a alcançar a posição horizontal. 

 

Na figura, considere o plano cartesiano que contém a trajetória do assento do balanço, no qual 

a origem está localizada no topo do suporte do balanço, o eixo X é paralelo ao chão do parque, e o eixo 

Y tem orientação positiva para cima. A curva determinada pela trajetória do acento do balanço é parte 

do gráfico da função: 

a) Ὢὼ Ѝς ὼ 

b) Ὢὼ Ѝς ὼ 

c) Ὢὼ ὼ ς 

d) Ὢὼ Ѝτ ὼ 

e) Ὢὼ Ѝτ ὼ 

Resolução: 
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A trajetória desse balanço forma uma semicircunferência com centro na origem e raio ς, já 

que a corda que prende o balanço tem tamanho ς m, logo temos que: 

ὼ ὥ ώ ὦ ὶ 

ᵼ ὼ π ώ π ς 

ᵼὼ ώ τ 

ᵼώ τ ὼ 

ᵼώ τ ὼ 

Esses dois valores de ''ώ'' são referentes aos seus possíveis valores, poderá assumir um valor 

negativo ou um positivo. Note no desenho, que a origem do plano se encontra acima da trajetória, logo 

se isso fosse uma função, seus valores seriam negativos, portanto, a equação correta a se escolher para 

representar y é: 

Ὢὼ τ ὼ 

Logo, a resposta do exercício é a alternativa D. 

 

4. Os pontos ὃ σȟτ, ὄ σȟρ, ὅ ςȟρ e Ὀ ὼȟώ são os vértices de um quadrado cuja 

medida da diagonal é o raio da circunferência ‗, que tem centro Ὀ. Determine a equação reduzida de ‗.  

 

Resolução:  

Seja os pontos ὄ σȟρ e Ὀ ςȟτ, calculando a distância entre esses dois pontos, 

descobrindo assim o raio da circunferência: 

Ὠό  ὦ Ὠ ό  ὦ Ὠ ό 

ᵼὨό σ ςό ρ τό  

ᵼὨ  υ  υ  ςυ  ςυ  

ᵼὨό υπ  

ᵼὨ  υЍς  
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Logo o raio da circunferência é υЍς e o centro o ponto Ὀ ςȟτ, então a equação reduzida 

de circunferência é: 

ὼ ς ό ώ τό υЍςό 

ᵼ ὼ ςό ώ τό υπ 

 

5. (ENEM 2013) Durante uma aula de Matemática, o professor sugere aos alunos que seja fixado um 

sistema de coordenadas cartesianas (x, y) e representa na lousa a descrição de cinco conjuntos 

algébricos, I, II, III, IV e V, como se segue:  

I.  é a circunferência de equação ὼ ώ ω; 

II.  é a parábola de equação ώ ὼ ρ, com x variando de -1 a 1; 

III.   é o quadrado formado pelos vértices (-2, 1), (-1, 1), (-1,2) e (-2, 2); 

IV. é o quadrado formado pelos vértices (1, 1), (2, 1). (2, 2) e (1, 2);  

V.  é o ponto (0, 0).  

A seguir, o professor representa corretamente os cinco conjuntos sobre uma mesma malha 

quadriculada, composta de quadrados com lados medindo uma unidade de comprimento, cada, obtendo 

uma figura. Qual destas figuras foi desenhada pelo professor? 

A.  

B.  
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C.     

D.  

E.  

Resolução: 

Pelo Item I sabemos que ὼ ώ ω, podemos escrever a equação evidenciando o valor do 

raio ὼ ώ σ, logo o raio da circunferência é igual a σ, descartando assim as alternativas A e B. 

Pelo Item II temos parábola de equação ώ ὼ ρ, com ὼ variando de ρ a ρ.  

Como o termo que acompanha o ὼό é negativo sabemos que a concavidade da parábola é para 

baixo, eliminando a alternativa C.  

Calculando as raízes dessa parábola teremos: 

ὼ ρ π 

ᵼ ὼ ρ 

ᵼὼ ρ 

ᵼὼ Ѝ ρ 
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Como não temos raiz quadrada de um número negativo no conjunto dos números reais, essa 

parábola não possui raízes, eliminando a alternativa D, restando apenas a alternativa E como correta, 

satisfazendo todos os itens dados pelo professor. 

 

6. Determine a equação da circunferência cujo diâmetro é ὃὄ, tal que ὃ σȟσ e ὄ ρρȟσȢ 

Resolução: 

Primeiro usaremos a fórmula da distância entre os pontos para encontrar a medida do diâmetro 

dado: 

ὃὄ Ὠὃȟὄ ρρσ  σ σ  

Ὠὃȟὄ ψ  π  

Ὠὃȟὄ ψ  

Ὠὃȟὄ ψ 

Lembrando que o raio é o diâmetro dividido por 2, temos: 

ὶ
ψ

ς
ὶ τ 

Agora precisamos achar o centro ὅὢȟὣ  da circunferência, e para isso utilizaremos a 

fórmula do ponto médio entre dois pontos: 

ὅὢȟὣ , com 

ὢ  ὢ  ὢ  ὢ χ 

ὣ  ὣ  ὣ  ὣ σ 

Assim, ὅ χȟσ. 

Portanto, a equação reduzida da circunferência é dada por: 

ὼ ὼ ώ ώ ὶ 

ὼ χ ώ σ τ 

ὼ χ ώ σ ρφ 

Logo a equação da circunferência é ὼ χ ώ σ ρφ. 

 

7. (SEDUC RJ ï CEPERJ 2013). Seja ὼ ɀ ςό  ώ ɀ τό  ψ a equação reduzida de uma 

circunferência. A razão entre a área da circunferência e a área do quadrado inscrito na circunferência, 

nesta ordem, é: 

a)  

b)  

c) “ 
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d)  

e) σ“ 

Resolução:  

Nosso objetivo será descobrir a área da circunferência e do quadrado inscrito, para então 

efetuarmos a divisão. A informação mais importante que a equação reduzida da circunferência nos dá é 

que o raio é igual a Ѝψ. 

Calculando a área da circunferência: 

ὃ  “Ȣὶό  “ȢЍψό  ψ“ 

Vamos descobrir a medida dos lados ὼ do quadrado utilizando o Teorema de Pitágoras. 

 

ςὶ  ὼ  ὼ 

ᵼ ςЍψό  ςὼό 

ᵼτϽψ  ςὼό 

ᵼσς ςὼό 

ᵼὼό ρφ 

ᵼὼ  τ 

Calculando a área do quadrado: 

ὃ  ὼό  τό  ρφ 

Calculando a razão entre a área da circunferência e a área do quadrado: 

ψ“ 

ρφ
 
“

ς
 

Logo, a alternativa correta é a B. 
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8. (UFRGS-2012) O comprimento da corda que a reta r definida pela equação ςὼ  ώ  π determina 

no círculo de centro no ponto ὅ ςȟπ e raio ὶ ς é: 

a) 0 

b) 2 

c) 5 

d) 
Ѝ

 

e) 
Ѝ

 

Resolução:  

Para entendermos o que pede a questão, vamos primeiro representá-la num sistema de 

coordenadas cartesianas: 

 

Precisamos determinar os pontos extremos da corda e calcular a distância entre eles. 

Os pontos correspondem a intersecção da reta com a circunferência. Para determiná-los basta 

relacionar as equações da reta e circunferência. De fato, um deles podemos determinar imediatamente: 

(0,0). 

A equação da reta é dada no enunciado, mas e a equação da circunferência? Esta é fácil de achar, 

pois a equação de uma circunferência é: 

ὼ  ὼέ  ώ  ώέ  Ὑ  

onde: ὼέȟώέ = é o centro e R = raio. 

Assim a circunferência do problema tem como equação: 

ὼ  ς   ώ π   ς 

Vamos agora relacionar as duas equações: da equação da reta temos ώ  ςὼ. Fazendo 

substituição na equação da circunferência obtemos: 

ὼ ς ςὼ ς 

ὼ τὼ τ τὼ τ 

υὼ τὼ π  

ὼυὼ τ π 

As soluções desta última equação são: 

ὼ  π Ὡ ὼ
τ

υ
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 Para ὼ  π ὸὩάέί ώ  π, o que nos dá o ponto (0,0) como um dos extremos da corda. 

Para ὼ  ὸὩάέί ώ , o que nos dá o ponto ȟ  como o outro extremo da corda. 

Resta calcular a distância entre estes dois pontos: 

ὖ πȟπ Ὡ ὖ
τ

υ
ȟ
ψ

υ
 

Ὠ  
τ

υ
π

ψ

υ
π   

Ὠ  
τ

υ

ψ

υ
   

Ὠ  
ρφ

ςυ

φτ

ςυ
   

Ὠ  
ψπ

ςυ
   

Ὠ
τЍυ  

υ
 

A alternativa correta é a letra E. 
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2.4.3.1. Relatório 

Relatório ï 6º Encontro 

 

Aos dez dias do mês de julho de dois mil e vinte e um, reuniram-se online via google 

meet, nós estagiários do quarto ano da disciplina de Metodologia e Estágio Supervisionado II 

do curso de Licenciatura em Matemática e os alunos inscritos no projeto PROMAT, para 

desenvolver o sexto encontro. A professora orientadora Marieli, esteve presente na sala de aula 

online acompanhando toda a aula.  

A aula foi iniciada com a apresentação da estagiária Eduarda que começou falando sobre 

o círculo e a circunferência. Para iniciar, ela perguntou para os alunos se eles sabiam o que é 

um círculo. Como os alunos não estavam respondendo, ela perguntou também o que era uma 

circunferência, sem responder a primeira pergunta. Para resolver esse silêncio a estagiária 

Eduarda resolveu antecipar a atividade dinâmica que estava preparada no Jamboard. Quando 

ela estava fornecendo o link, uma aluna que havia acabado de entrar respondeu o que achava 

que era as duas coisas.  

Na atividade no Jamboard os alunos inicialmente não estavam conseguindo entrar, pois 

precisavam solicitar o acesso, então a estagiária Eduarda modificou as configurações para que 

eles entrassem. Na sequência, apresentamos o quadro interativo antes de os alunos entrarem 

nele. A ideia desse momento era que os alunos colocassem o que eles achavam que eram a 

moeda, o bambolê, o relógio e o anel: exemplos de círculo ou circunferência.  

Figura 92: Atividade do Jamboard antes da interação dos alunos. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Para começar a interação, a estagiária Natalia colocou a palavra circunferência em cima 

da moeda e perguntou para eles se estava certo. Foi então solicitado a eles que, se achassem 

que estava errado, retirassem a palavra e colocassem a palavra certa.  
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Figura 93: Atividade Jamboard. 

 

Fonte: Jamboard - elaborada pelos autores. 

 

Apenas quatro alunos entraram para participar da atividade. Durante sua realização, 

conforme os alunos iam movimentando as palavras em cima das figuras, a estagiária Eduarda 

foi explicando o que era um círculo e uma circunferência. No final da atividade, o quadro 

interativo ficou da seguinte forma: 

Figura 94: Atividade Jamboard finalizada. 

 

Fonte: Jamboard - elaborada pelos autores. 

 

Finalizando essa atividade, a estagiária voltou para a apresentação dos slides e 

apresentou as definições formais de círculo e circunferência. Durante esse momento, uma aluna 

fez a seguinte pergunta: ñA moeda ® um c²rculo, mas pode dizer que tem uma circunfer°ncia?ò, 
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e explicamos que o contorno da moeda é uma circunferência, e o contorno com a sua superfície 

são um círculo. 

Ao finalizar essa etapa a estagiária começou a introduzir o assunto de equação reduzida 

da circunferência, utilizando a fórmula da distância entre dois pontos. Para iniciar tal assunto, 

ela apresentou um problema e pediu para os alunos resolverem. A ideia era que os alunos 

falassem quais eram as coordenadas dos pontos das circunferências que estavam nos eixos x e 

y.  

Figura 95: Problema proposto aos alunos para definir equação reduzida de uma circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Nenhum aluno soube responder, e a estagiária deu um exemplo com um dos pontos, 

porém ainda ficou confuso para eles. Então, para tentar resolver esse problema, foi desenhada 

essa mesma circunferência no Geogebra, que inicialmente seria utilizado só para conferência 

dos resultados obtidos. Ao construir a circunferência, ela mostrou o mesmo ponto que havia 

denotado suas coordenadas antes, assim, os alunos começaram a entender a atividade com o 

auxílio da malha quadriculada e da numeração nos eixos cartesianos. A seguir, apresentamos o 

final da dedução da equação reduzida da circunferência. 

 

 

 

 

 

 

 



150 

 

 

 

Figura 96: Dedução da equação reduzida da circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Finalizada essa etapa, o estagiário Clemilton apresentou a sua tela para começar a falar 

sobre a equação geral da reta, utilizando a equação reduzida para generalizar.  

Figura 97: Dedução da equação geral da circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Após mostrar a definição, o estagiário Clemilton começou a resolver um problema para 

aplicar o que haviam acabado de aprender. Em todo momento, ele estimulou os alunos e foi 

induzindo-os a chegarem em um resultado. 

A estagiária Natalia então compartilhou a tela para falar sobre posições relativas entre 

um ponto e uma circunferência e entre uma reta e uma circunferência. Inicialmente apresentou 

as definições das posições relativas de um ponto e uma circunferência. Feito isso, mostrou uma 

imagem de uma rotatória e perguntou qual a posição do ponto A, como mostra a figura abaixo. 
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Figura 98: Exemplo utilizado para representar as posições relativas entre ponto e circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Um aluno falou que o ponto A era interior a circunferência. Após a resposta do aluno, 

foi feito uma analogia para que eles entendessem as posições. Finalizado esse assunto, a 

estagiária Natalia definiu as posições relativas entre uma reta e uma circunferência utilizando 

algumas imagens como mostramos a seguir: 

Figura 99: Exemplo de reta tangente a circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

 

RETA E 

CIRCUNFERĆNCIA

Ὠ ὶ˄  Ĥ ǆőǔĤίŒ 
ǔĤƖũőƖǔő ķ 
ńŴǆńǚƖŧőǆŖƖńŴĤˉ
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Figura 100: Exemplo de reta secante a circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Figura 101: Exemplo de reta exterior a circunferência. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Os alunos entenderam bem as posições da reta e da circunferência.  

Ao finalizar essa parte da teoria, começamos a resolver os exercícios que foram 

preparados para trabalhar esses conteúdos. Como na aula anterior os alunos pediram alguns 

exercícios mais fáceis, nessa aula, para iniciar a resolução de exercícios, começamos a trabalhar 

com exercícios mais fáceis aumentando a dificuldade conforme os alunos iam entendendo. 

Diferente das outras aulas, nessa, deixamos cerca de 1h e 30 minutos disponíveis para a 

PONTO E 

CIRCUNFERĆNCIA

Ὠ ὶ˄  Ĥ ǆőǔĤίŒ ǌőńĤƖǔő 
ķ ńŴǆńǚƖŧőǆŖƖńŴĤ

PONTO E 

CIRCUNFERĆNCIA

Ὠ ὶ˄  Ĥ ǆőǔĤίŒ 
őǶǔőǆŴơǆ ķ ńŴǆńǚƖŧőǆŖƖńŴĤˉ
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resolução dos problemas. Em toda resolução induzíamos os alunos a ajudarem a responderem, 

sem terem medo de falarem algo que poderia estar errado.  

Em todo momento das aulas, todos os estagiários contribuíam nas considerações para 

facilitar o entendimento do aluno.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



154 

 

2.5. Módulo 3 ï Análise Combinatória 

 

2.5.1. Plano de aula ñPrinc²pio fundamental da contagem, permuta­«o simples e fatorialò 

 

PLANO DE AULA ï 7º ENCONTRO ï 17/07/2021 

 

Clemilton, Eduarda e Natalia 

 

 

Público-Alvo:  

Alunos do 3º ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino pertencentes ao Núcleo Regional 

de Educação de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matemática da Unioeste e demais 

interessados na aprendizagem de Matemática inscritos no projeto. 

 

Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 2 horas e 30 minutos, tendo início às 9h00 e se encerrando às 

11h30. 

 

Conteúdo:  

Princípio fundamental da contagem, permutação simples e fatorial. 

 

Objetivo Geral:  

¶ Compreender e aplicar o princípio fundamental da contagem. 

 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar princípio fundamental da contagem, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

¶ Identificar quando pode aplicar o princípio fundamental da contagem; 

¶ Entender a teoria e a aplicação da Permutação Simples; 

¶ Associar a permutação com fatorial de um número. 

 

Recursos Didáticos:  

Slides, Google Meet, Quizizz. 

Encaminhamento metodológico:  

1. Momento Quizizz 

Iniciaremos a aula revisando os conteúdos do Módulo II, relembrando as equações estudas e 

definições. Realizaremos uma avaliação processual do módulo 2 do PROMAT por meio de um quiz no 

aplicativo Quizziz, contendo oito questões no formato de múltipla escolha (Anexo I). Realizaremos a 

correção das questões durante o quiz, explicando qual é a alternativa correta de cada uma das questões.  
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2. Introdução ao conteúdo do módulo 3 

Mostraremos a seguinte situação problema: Usando as 26 letras de nosso alfabeto (alfabeto 

romano) e os 10 algarismos arábicos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), quantas placas diferentes de automóvel 

podem ser feitas de modo que, em cada uma, existam três letras (não repetidas) seguidas de quatro 

algarismos (não repetidos)? 

Explicaremos que problemas como esse envolvem o cálculo do número de agrupamentos que 

podem ser feitos com os elementos de um ou mais conjuntos, submetidos a certas condições. Esses 

problemas são resolvidos utilizando análise combinatória. 

 

3. Definição do princípio fundamental da contagem 

Apresentaremos o Problema 1, a seguir, e proporemos que tentem resolvê-lo, mostrando a 

resolução na sequência.  

Problema 1 (Adaptado de Dante 2005): Uma pessoa quer viajar de Recife a Porto Alegre, de 

avião, passando por São Paulo. Sabendo que há υ roteiros diferentes para chegar a São Paulo partindo 

de Recife e τ roteiros diferentes para chegar em Porto Alegre partindo de São Paulo, de quantas maneiras 

possíveis essa pessoa poderá viajar de Recife a Porto Alegre? 

Utilizaremos o digrama da imagem abaixo para resolver o Problema 1: 

Figura 102: Possibilidades do problema 1.

 
Fonte: Adaptado de Dante (2005) 

 

Total de possibilidades é: 

ρὃȟςὃȟσὃȟτὃȟυὃȟρὄȟςὄȟσὄȟτὄȟυὄȟρὅȟςὅȟσὅȟτὅȟυὅȟρὈȟςὈȟσὈȟτὈȟυὈ 

Portanto, nas condições do problema, há ςπ maneiras possíveis de viajar de Recife a Porto 

Alegre, passando por São Paulo.  

Apresentaremos então a definição do princípio fundamental da contagem:  

Definição 1: Um acontecimento ocorre nas etapas ὃ e ὄ, sucessivas e independentes. Se ὃ pode 

ocorrer de ά maneiras e se, para cada uma, ὄ pode ocorrer de ὲ maneiras, o número de maneiras de 

ocorrência do acontecimento é άϽὲ. 

Retomaremos o problema anterior, mostrando que poderíamos ter utilizado o princípio 

fundamental da contagem para resolvê-lo, ou seja, άϽὲ υϽτ ςπ. Em seguida, proporemos o 

problema 2. 



156 

 

Problema 2 (Dante 2005): Num restaurante há ς tipos de saladas, σ tipos de pratos quentes e σ 

tipos de sobremesas. Quantas possibilidades temos para fazer uma refeição com ρ salada, ρ prato quente 

e ρ sobremesa? 

Representaremos as saladas por Ὓ e Ὓ, os pratos quentes por ὖ, ὖ e ὖ e as sobremesas por 

ί, ί e ί, conforme mostra o diagrama abaixo: 

Figura 103: Possibilidades do problema 2. 

 

Fonte: Adaptado de Dante (2005). 

 

Portanto, o número total de possibilidades é ςϽσϽσ ρψ. O produto é feito para qualquer 

número de etapas independentes, sempre multiplicamos o número de possibilidades de cada etapa 

 

4. Permutações simples 

Explicaremos que permutar é sinônimo de trocar, e que nos problemas de contagem associamos 

a permutação à noção de misturar. Para introduzirmos o conteúdo de permutação, resolveremos o 

Problema 3. 

Problema 3 (Dante 2005): Quantos números de três algarismos (sem repeti-los num mesmo 

número) podemos formar com os algarismos ρ, ς e σ? 



157 

 

Podemos responder esse problema contando as possibilidades. Assim, teríamos: ρςσ, ρσς, ςρσ, 

ςσρ, σρς e σςρ, concluindo que são seis os números que podem ser formados com os algarismos 1, 2 e 

3. A resolução também pode ser visualizada no diagrama abaixo: 

Figura 104: Possibilidades do problema 3. 

 

Fonte: Adaptado de Dante (2005). 

 

Na sequência, apresentaremos a seguinte definição e resolveremos o problema 4. 

Definição 2: Se temos ὲ elementos distintos, quantas filas podemos formar? Podemos escolher 

o primeiro elemento da fila de ὲ maneiras. Agora, de quantas maneiras podemos escolher o segundo 

elemento da fila? De ὲ ρ maneiras. Prosseguindo desta forma e usando o princípio fundamental da 

contagem, fica claro que o número de agrupamentos ordenados que podemos obter com todos esses ὲ 

elementos é dado por: 

ὲϽὲ ρϽὲ ςϽỄϽσϽςϽρ 

Esses agrupamentos ordenados (diferem pela ordem) recebem o nome de permutações simples. 

Indicamos por ὖ o número de permutações simples de ὲ elementos: 

ὖ ὲϽὲ ρϽὲ ςϽỄϽσϽςϽρ 

Buscando ilustrar a definição 2, apresentaremos o Problema 4 a seguir: 

Problema 4: Quantos são os anagramas (diferentes disposições das letras de uma palavra) da 

palavra ANEL? 
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Há τ possibilidades para a primeira posição, σ possibilidades para a segunda posição, ς 

possibilidades para a terceira posição e ρ possibilidade para a quarta posição. Logo temos, τϽσϽςϽρ

ςτ, ou seja, são ςτ anagramas. 

5. Fatorial de um número 

Explicaremos que o valor ὖ é também conhecido como fatorial do número natural ὲ e é 

indicado como ὲȦ, temos então: 

ὲȦ ὲϽὲ ρϽὲ ςϽỄϽσϽςϽρ 

Sendo ὲ ρ, pois considera-se πȦ ρ. 

Em seguida, resolveremos o Problema 5 sobre fatorial de um número. 

Problema 5: Resolva as seguintes expressões com fatorial: 

a) υȦ 

υȦ 

υϽτϽσϽςϽρ 

ρςπ 

b) 
Ȧ

Ȧ
 

ςπȦ

ρψȦ
 

ςπϽρωϽρψȦ

ρψȦ
 

ςπϽρω 

σψπ 

 

c) 
Ȧ

Ȧ
 

ὲȦ

ὲ ρȦ
 

ὲȦ

ὲ ρϽὲȦ
 

ρ

ὲ ρ
 

 

6. Resolução de exercícios 

Após trabalhadas todas as definições e teoria referentes ao princípio fundamental da contagem, 

permutação simples e fatorial de um número, resolveremos os exercícios da lista (Anexo II), como uma 

forma de aplicação do conteúdo recém estudado. A cada resolução perguntaremos se tiveram dúvidas 

ou dificuldade na realização dos exercícios.  
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7. Avaliação 

A avaliação acontecerá de forma contínua, por meio da participação, realização das atividades 

propostas e a resolução de exercícios.  

Referências 

DANTE, Luiz Roberto. Matemática: Volume único. 1. ed. São Paulo: Ática, 2005. 

RIBEIRO, Jackson. Matemática: ciência, linguagem e tecnologia. São Paulo: Scipione, 2010. 
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Anexo I 

1. Os pontos ὃ ςȟυ, ὄ υȟς, ὅ σȟρ e Ὀ πȟπ estão no primeiro quadrante? (30 s) 

(Resposta: Falso) 

 

2. Calculamos a distância entre dois pontos utilizando qual das equações abaixo: (45 s) (Resposta: 

Alternativa B) 

a) Ὠὃȟὄ ὼ ὼ ώ ώ  

b) Ὠὃȟὄ ὼ ὼ ό ώ ώ ό 

c) Ὠὃȟὄ ὼ ὼ ώ ώ  

d) Ὠὃȟὄ ὼ ὼ ώ ώ  

 

3. Qual é o ponto médio entre os pontos ὃ ρȟς e ὄ υȟς? (1 M) (Resposta: Alternativa D) 

a) ὓ ςȟσ 

b) ὓ ςȟσ 

c) ὓ σȟσ 

d) ὓ σȟς 

 

4. A equação para calcular se três pontos são colineares é a seguinte: (30 s) (Resposta: Verdadeira) 

ὼ ώ ρ
ὼ ώ ρ
ὼ ώ ρ

π 

 

5. Qual é a equação reduzida da reta ὶ, com coeficiente angular igual ρ e coeficiente linear igual a σ? 

(45 s) (Resposta: Alternativa A) 

a) ώ ὼ σ 

b) ώ σ ὼ 

c) ὼ ώ σ π 

d) ώ ρὼ σ 

 

6. Qual dessas são posições relativas entre duas retas? (30 s) (Resposta: Alternativa C) 

a) Secantes 

b) Tangentes 

c) Paralelas 

d) Azuis 
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7. A equação reduzida de uma circunferência de raio ὶ e centro ὅ πȟπ é dada por: (45 s) (Resposta: 

Alternativa D) 

a) ὼ ὥ ώ ὦ ὶ 

b) ὼ ώ ὶ 

c) ὼ ὥ ώ ὦ ὶ 

d) ὼ ώ ὶ 

 

8. Na imagem temos uma circunferência de raio σ e centro ὅ ςȟσ: (45 s) (Resposta: Verdadeira) 

 

 

9. Dada a equação ὼ ρ ώ ς ω de uma circunferência, é CORRETO afirmar que essa 

circunferência: (45 s) (Resposta: Alternativa B) 

e) Possui centro ρȟς e raio igual a σ. 

f) Possui centro ρȟς e raio igual a σ. 

g) Possui centro ρȟς e raio igual a ω. 

h) Possui centro ρȟς e raio igual a ω. 

 

10. Tomando uma reta no plano cartesiano sendo ‌ a medida do ângulo formado pela reta r e pelo eixo 

ὼ sempre no sentido anti-horário. Pode-se dizer que ‌ é respectivamente: (1 m) (Resposta: Alternativa 

B) 
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e) ‌ ωπЈ e πЈ‌ ωπЈ 

f) ωπЈ‌ ρψπЈ e πЈ‌ ωπЈ 

g) πЈ‌ ωπЈ e ωπЈ‌ ρψπЈ 

h) ωπЈ‌ ρψπЈ e ‌ πЈ 
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Anexo II 

 

1. Três alunos chegam atrasados a uma palestra. No auditório, só estão vazias 7 cadeiras. De quantas 

maneiras eles podem ocupar essas cadeiras? 

Resolução:  

Para resolvermos esse problema conseguimos utilizar o princípio fundamental da contagem. A 

primeira pessoa teria 7 possibilidades de escolha, a segunda pessoa teria 6 possibilidades de escolha e a 

terceira pessoa, teria 5 possibilidades. O resultado seria então: 

χϽφϽυ τςϽυ ςρπ ÍÁÎÅÉÒÁÓ 

Reflexão: Se houvesse uma inversão na situação da palestra ï 7 alunos chegam atrasados e só 

há 3 cadeiras vazias no auditório - a quantidade de grupos diferentes de 3 alunos que podem ocupar os 

3 lugares seria a mesma? 

Nesse caso como o problema quer saber a quantidade de grupos diferentes de 3 alunos que 

podem ocupar os 3 lugares, resolvemos da seguinte maneira: 

1ª cadeira: Qualquer um dos 7 alunos podem se sentar. 

2ª cadeira: Qualquer um dos 6 alunos que sobraram podem se sentar. 

3ª cadeira: Qualquer um dos 5 alunos restantes podem se sentar. 

Portanto a resposta fica a seguinte: 

χϽφϽυ τςϽυ ςρπ ÇÒÕÐÏÓ 

Portanto a quantidade de grupos diferentes é a mesma que a quantidade de maneiras de os 3 

alunos se posicionarem nas 7 cadeiras do primeiro caso. 

 

2. (Enem 2014) Um cliente de uma videolocadora tem o hábito de alugar dois filmes por vez. Quando 

os devolve sempre pega outros dois filmes e assim sucessivamente. Ele soube que a videolocadora 

recebeu alguns lançamentos, sendo 8 filmes de ação, 5 de comédia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu 

uma estratégia para ver todos esses 16 lançamentos. Inicialmente alugará, em cada vez, um filme de 

ação e um de comédia. Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugará um filme 

de ação e um de drama, até que todos os lançamentos sejam vistos e sem que nenhum filme seja repetido. 

De quantas formas distintas a estratégia desse cliente poderá ser posta em prática? 

Resolução:  

Para o cliente conseguir alugar os 16 filmes, ele terá que fazer isso em um intervalo de 8 

locações, isso porque ele locará apenas 2 filmes para assistir de cada vez. Vejamos: 

ψϽχϽφϽυϽτϽσϽςϽρ  ψȦ 

Para os filmes de gênero comédia temos 5 locações, portanto: 

υϽτϽσϽςϽρ  υȦ 

Para filmes de drama temos 3: 

σϽςϽρ  σȦ 
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Então temos: 

ψȦϽυȦϽσȦ  

3. (Adaptado Enem 2015) Uma família composta por sete pessoas adultas, após decidir o itinerário de 

sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou que o voo para a data escolhida estava 

quase lotado. Na figura, disponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas estão marcadas com X e as 

únicas poltronas disponíveis são as mostradas em branco.  

 

 
 

O número de formas distintas de se acomodar a família nesse voo é calculado por? 

Resolução:  

Para resolver esse problema podemos fazer da seguinte forma: 

1º membro da família tem 9 possibilidades de escolha. 

2º membro da família tem 8 possibilidades de escolha.  

3º membro da família tem 7 possibilidades de escolha. 

ể 

7º membro da família tem 3 possibilidades de escolha. 

Assim, a resposta será: 

ωϽψϽχϽφϽυϽτϽσ ρψρȢττπ ÆÏÒÍÁÓ ÄÉÓÔÉÎÔÁÓȢ 

 

4. (Enem 2015) A bandeira de um estado é formada por 5 faixas A, B, C, D e E, dispostas conforme a 

figura. 
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Deseja-se pintar cada faixa com uma das cores verde, azul ou amarelo, de tal forma que faixas 

adjacentes não sejam pintadas com a mesma cor. O cálculo do número de possibilidades distintas de se 

pintar essa bandeira, com a exigência acima, é 

a) ρ ς ρ ρ ςȢ 

b) σ ς ρ ρ ςȢ 

c) σ ς ρ ρ σȢ 

d) σ ς ρ ς ςȢ 

e) σ ς ς ς ςȢ 

Resolução:  

Com base nas informações passadas, as possibilidades de cores podem ser distribuídas da 

seguinte forma: 

 

Portanto, o número de possibilidades distintas de se pintar essa bandeira com a exigência é: 

σϽςϽρϽρϽς σϽςϽς ρς ÐÏÓÓÉÂÉÌÉÄÁÄÅÓ 

Alternativa B. 

 

5. Simplifique a expressão: 
Ȧ Ȧ

Ȧ
 

Resolução:  
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ὲ ςȦ ὲ ρȦ

ὲ ρȦ
 

ὲ ςϽὲ ρȦ ὲ ρȦ

ὲ ρȦ
 

ὲ ρȦϽὲ ς ρ

ὲ ρȦ
 

ὲ ς ρ 

 

6. (Enem 2017) O comitê organizador da Copa do Mundo 2014 criou a logomarca da Copa, composta 

de uma figura plana e o slogan ñJuntos num s· ritmoò, com m«os que se unem formando a ta­a Fifa. 

Considere que o comitê organizador resolvesse utilizar todas as cores da bandeira nacional (verde, 

amarelo, azul e branco) para colorir a logomarca, de forma que regiões vizinhas tenham cores diferentes. 

 

De quantas maneiras diferentes o comitê organizador da Copa poderia pintar a logomarca com 

as cores citadas? 

a) 15 

b) 30 

c) 108 

d) 360 

e) 972 

Resolução:  

De acordo com as orientações o número de cores que podemos usar em cada uma das partes são 

as seguintes: 
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Portanto, o comitê organizador da Copa poderia pintar a logomarca com as cores citadas de τϽ

σϽσϽσϽσϽσ ωχς maneiras diferentes. Alternativa E. 

 

7. (U.F.Pelotas-RS) Tomando como base a palavra UFPEL, resolva as questões a seguir. 

a) Quantos anagramas podem ser formados de modo que as vogais estejam sempre juntas? 

Resolução: 

Na palavra UFPEL, temos υ letras e a quantidade de anagramas distintos é dada por  

ὖ υȦ υϽτϽσϽςϽρ ρςπ 

Para sabermos quantos anagramas podem ser formados de modo que as vogais estejam sempre 

juntas, vamos considerar um bloco de vogais, por exemplo, UE.  Então, basta realizar a permutação 

como se tivéssemos apenas quatro itens a serem permutados, logo: 

ὖ τȦ τϽσϽςϽρ ςτ 

Como temos também outro bloco de vogais, EU, o cálculo será análogo ao anterior, basta 

dobrarmos o último resultado. Assim, dos ρςπ anagramas que podem ser formados, apenas τψ 

apresentam as vogais juntas. 

 

b) Quantos anagramas podem ser formados com as letras UF juntas? 

Para calcular quantos anagramas tem as letras UF juntas, o raciocínio é o mesmo do item a, e o 

resultado também é o mesmo. Só que agora estamos considerando os blocos UF e FU. Assim, dos ρςπ 

anagramas que podem ser formados, apenas τψ apresentam letra UF juntas. 

 

c) Quantos anagramas podem ser formados com as letras PEL juntas e nessa ordem? 

Para saber quantos anagramas podem ser formados com as letras PEL juntas, basta considerar 

que essas letras formam um único bloco, e, assim, teremos apenas a permutação de σ elementos, U, F e 

PEL. Como foi fixado que as letras PEL devem aparecer nessa ordem, basta calcular  

ὖ σϽςϽρ φ 

E não se deve analisar outros grupos. 
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8.  Na sua turma do PROMAT, seus professores resolveram fazer um jogo onde o aluno que ficasse em 

1º lugar ganharia R$ 70,00, e o que ficasse em 2º lugar ganharia R$ 50,00. Quantas possibilidades de 

ganhadores temos? 

Resolução:  

Responderemos essa pergunta de acordo com a quantidade de alunos presentes no momento da 

aula. 
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2.5.1.1 Relatório 

 

 

Relatório ï 7º Encontro 

 

Aos dezessete dias do mês de julho de dois mil e vinte e um, reuniram-se online via Jitsi 

Meet, nós estagiários do quarto ano da disciplina de Metodologia e Estágio Supervisionado II 

do curso de Licenciatura em Matemática e os alunos inscritos no projeto PROMAT, para 

desenvolver o sétimo encontro. A professora orientadora Marieli, esteve presente na sala de 

aula online acompanhando toda a aula.  

Esse encontro marcou o início do terceiro e último módulo do PROMAT. Antes de 

iniciar o conteúdo do módulo, o estagiário Clemilton utilizou 15 minutos da aula para realizar 

uma breve revisão dos conteúdos do módulo dois, para que os alunos relembrassem. Em 

seguida, foi feito o Quizizz com dez perguntas referentes ao módulo que havia recém terminado. 

Onze alunos participaram do quiz. Durante sua realização, a cada pergunta que eles respondiam, 

ia aparecendo o número de pessoas que responderem cada uma das alternativas. Ao finalizar o 

tempo de resposta para cada questão, a estagiária Natalia realizava a leitura do problema e 

mostrava para eles qual era a resposta correta, explicando porque era aquela a resposta certa. A 

seguir apresentamos duas imagens, a primeira correspondente aos três primeiros classificados 

e a segunda mostrando o número de acerto dos jogadores/alunos. 

Figura 105: Os três primeiros classificados no Quizizz da aula 7. 

 

Fonte: Quizizz. 
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Figura 106: Número de acerto dos jogadores/alunos. 

 

Fonte: Quizizz. 

Esse último nome está sem nenhuma resposta pois um aluno entrou duas vezes e ficou 

constando um nome a mais no jogo. O quiz foi feito levando em torno de meia hora.  

Os alunos mencionaram que as questões estavam fáceis e o tempo disponibilizado para 

responder cada questão foi um pouco curto. Também, alguns alunos falaram que a música que 

fica tocando ao fundo no momento do quiz deixava-os nervosos.  

Finalizada essa etapa, foram iniciados os conteúdos do módulo três. Iniciamos com o 

problema que apresentaremos na figura a seguir, problema esse que seria trabalhado no decorrer 

da aula. Ao apresentar esse problema a estagiária Natalia perguntou se eles sabiam como a 

pergunta poderia ser respondida, porém os alunos não souberam.  

Figura 107: Problema inicial da aula 7. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores.  

Alguns alunos falaram que possuem dificuldade para responder esses tipos de questões. 

O primeiro conteúdo apresentado foi o Princípio Fundamental da Contagem, pelo estagiário 

Clemilton. Esse conteúdo foi iniciado com a apresentação de um problema. Foi utilizado o 
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problema para chegar no princípio. Primeiramente o estagiário Clemilton encontrou as 

possibilidades sem o uso do princípio, pois o problema apresentava um número baixo de 

possibilidades. 

Figura 108: Resolução do problema 1. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Ao finalizar esse problema, foi apresentado um segundo problema para fixar como 

utilizar o Princípio Fundamental da Contagem. Após a leitura do problema 2, perguntou para 

os alunos se eles sabiam quantas possibilidades seriam e uma aluna respondeu ñ18 

possibilidades?ò fazendo uma pergunta.  Abaixo apresentamos uma imagem do problema 

resolvido. 

Figura 109: Resolução do problema 2. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Em seguida, começamos a falar sobre permutação simples. A estagiária Eduarda então 

compartilhou sua tela para iniciar o assunto. Da mesma forma que foi feito anteriormente, o 

conteúdo foi abordado com o seguinte problema: Quantos números de três algarismos (sem 

repeti-los num mesmo número) podemos formar com os algarismos ρ, ς e σ? 

Para que os alunos respondessem esse problema, foi utilizado o Jamboard. A seguir 

apresentamos uma imagem da atividade proposta.  

Figura 110: Atividade no Jamboard antes da interação dos alunos. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

A ideia da atividade era que os alunos colocassem as bolas de sinucas de 3 em 3 em 

ordens diferentes até que percebessem não ser possível formar mais nenhuma combinação 

diferente. Houve uma grande interação dos alunos nesse momento, cada um montando uma 

combinação diferente. Depois que eles formaram as seis combinações possíveis, começaram a 

tentar formar uma sétima combinação diferente com as bolas de sinuca que haviam sobrado, 

até que perceberam que não estavam conseguindo. Abaixo apresentados a imagem do quadro 

interativo no final da atividade: 

Figura 111: Atividade no Jamboard após a interação dos alunos. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Finalizado essa atividade, a estagiária Eduarda retomou a apresentação dos slides e 

resolveu o exercício, montando a árvore de possibilidades seguidamente da apresentação da 

definição de permutação simples. Em um terceiro momento, a estagiária realizou novamente a 

resolução do problema, dessa vez utilizando a fórmula de permutação simples recém definida. 

Durante a resolução utilizando a definição, um aluno se perdeu pedindo para que explicássemos 

novamente.  

Para fixar como resolver um problema desse tipo utilizando a fórmula, passamos um 

segundo problema pedindo a quantidade de anagramas da palavra ANEL. Primeiramente 

deixamos os alunos tentarem resolver, disponibilizando um tempo de aproximadamente dois 

minutos. Nesse período, uma aluna respondeu que daria 24 anagramas. Os alunos mostraram 

bastante clareza nessa etapa, possibilitando que abordássemos o próximo assunto.  

O terceiro conceito abordado foi fatorial de um número, pela estagiária Natalia. Para 

que ela mostrasse o que é fatorial, foi utilizada a fórmula de permutação simples, apenas 

trocando o ὖ por ὲȦ. Nesse primeiro momento os alunos não entenderam fatorial, sendo 

necessário explicarmos novamente. Para que os alunos entendessem melhor, a estagiária 

Natalia resolveu mais alguns exemplos com eles.  

Figura 112: Resolução dos exemplos e fatorial. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

O exemplo (c) gerou muita dúvida nos alunos, pois não estavam entendendo o que seria 

o ὲ ρ. Após explicar de algumas formas diferentes, eles entenderam e foi possível darmos 

continuidade na aula.  

Finalizado essa etapa, foram iniciadas as resoluções dos problemas de ENEM e 

vestibular. Nesse momento, tínhamos disponíveis para essas resoluções cerca de 45 minutos. 

Os problemas foram resolvidos novamente com a ajuda dos alunos, eles sempre participando, 
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dando informações no chat ou por áudio. Ao finalizar o primeiro problema, foi proposto uma 

reflexão. No referido problema, havia 3 alunos para sentar-se em 7 cadeiras. Já no segundo 

problema havia 7 alunos para sentar-se nas 3 cadeiras disponíveis. A reflexão girava em torno 

do número de possibilidades do segundo problema: haveria o mesmo número de possibilidades 

do problema 1? Um aluno, disse que não seria o mesmo resultado, e que nesse caso a quantidade 

de possibilidades seria 147. O estagiário Clemilton pediu então para o aluno explicar como 

chegou ao resultado. O resultado correto nas duas questões era 210 possibilidades. 

Os alunos se mostraram muito à vontade para responder as perguntas que fazíamos 

durante as resoluções. Em todo momento das aulas, todos os estagiários contribuíam nas 

considerações para facilitar o entendimento do aluno. 
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2.5.2 Plano de aula ñPermuta­«o, arranjo e combina­«oò 

 

PLANO DE AULA ï 8º ENCONTRO ï 24/07/2021 

 

Clemilton, Eduarda e Natalia  

 

Público-Alvo:  

Alunos do 3º ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino pertencentes ao Núcleo Regional 

de Educação de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matemática da Unioeste e demais 

interessados na aprendizagem de Matemática inscritos no projeto. 

 

Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 2 horas e 30 minutos, tendo início às 9h00 e se encerrando às 

11h30. 

 

Conteúdo:  

Permutação, arranjo e combinação. 

 

Objetivo Geral:  

¶ Compreender e aplicar os conceitos e as fórmulas de permutação, arranjo e combinação na 

resolução de problemas. 

 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com permutação, arranjo e combinação, objetiva-se que o aluno seja capaz de:  

¶ Ter domínio do uso das fórmulas apresentadas; 

¶ Identificar e diferenciar situações relacionadas com arranjo ou combinação. 

 

Recursos Didáticos:  

Lista de exercícios, Software Jamboard. 

 

Encaminhamento metodológico:  

1. Permutação com elementos repetidos 

 

Inicialmente vamos perguntar aos alunos quantas permutações podemos fazer com a palavra 

ENEM, e se podemos utilizar o mesmo processo usado nos exemplos anteriores, devido a palavra ser 

constituída por duas vogais E. 

Vamos aconselhar os alunos a escrever todos os anagramas possíveis e comparar se chegaram 

no valor correto por meio de cálculos. Mencionaremos aos alunos que nesse caso a quantidade de 
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permutações não será τȦ pois das τ letras, duas são iguais, logo se invertermos a posição dessas duas, 

teremos o mesmo anagrama.  

A quantidade de anagramas possíveis de fazer com a palavra ENEM equivale a 12 anagramas: 

ENEM, ENME, EMEN, EMNE, EEMN, EENM, NEME, NEEM, NMEE, MENE, MEEN, 

MNEE. 

 Logo após pediremos para que contem quantas permutações são possíveis para a palavra 

BALA. Essa resposta pode ser dada chegando à conclusão de que da mesma forma que a palavra ENEM, 

a palavra BALA possui 4 letras sendo duas delas repetidas. Nesse momento concluiremos que podemos 

formar 12 anagramas e mostraremos outra forma de descobrir isso. 

τȦ

ςȦ

ςτ

ς
ρς 

Após feito esse exemplo, vamos pedir aos alunos que falem uma palavra que tenha uma mesma 

letra repetida três vezes para tentarmos descobrir juntos quantos anagramas podemos formar com a 

palavra. Esclareceremos que tipo de cálculos podemos fazer para chegar nesses resultados, mostrando a 

fórmula generalizada para fazer esse tipo de cálculo. 

Definição: O número de permutações de n elementos, dos quais ὲ é de um tipo, ὲ de um 

segundo tipo, ..., ὲ de um k-ésimo tipo, é indicado por ὖ
ȟ ȟȢȢȢȟ

 e é dado por: 

ὖ
ȟ ȟȢȢȢȟ ὲȦ

ὲȦ ὲȦ ȢȢȢ ὲȦ
 

 

2. Arranjo simples 

Para introduzir esse conteúdo vamos trabalhar com os alunos a situação do semáforo. 

Inicialmente questionaremos se eles sabem o que é um semáforo e mostraremos uma foto. Vamos 

explicar que a ordem em que estão as cores são importantes para que não aconteça nenhum tipo de 

confusão entre os motoristas.  

Figura 113: Semáforo. 

 
Fonte: https://super.abril.com.br/mundo-estranho/quem-definiu-as-cores-do-semaforo/ 

 

Pergunta 1: Se mudarmos as posições das cores do semáforo sem poder repetir a mesma cor 

mais de uma vez, quantos semáforos diferentes teríamos, considerando que ao ter as cores em lugares 

diferentes já temos um semáforo diferente? 
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Mostraremos dois semáforos para que os alunos entendam o que é considerado um semáforo 

diferente, e concluiremos que a ordem em que cada cor está importa na hora da contagem dos semáforos. 

Figura 114: Exemplo de semáforos. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

Veremos então que para a primeira posição podemos ter as cores amarelo, verde e vermelho. 

Para a segunda posição podemos ter as duas cores que não foram escolhidas e para a terceira posição 

podemos colocar a única cor que ainda não foi escolhida. Logo temos σ ς ρ φ semáforos 

diferentes. Após chegarmos a uma conclusão vamos trabalhar com outro problema:  

Pergunta 2: Suponha que no local em que você trabalha, numa escola por exemplo, o diretor 

resolveu sortear entre os professores mais assíduos do semestre dois prêmios, sendo esses um notebook 

para o primeiro lugar e um tablet para o segundo. Imagine então que os quatro professores (Jairo, 

Cristiane, Débora e Emília) foram os mais assíduos do semestre e que o diretor deve escolher dois para 

receber os presentes. Quais são as possíveis formas de distribuir os presentes? Quantas possibilidades 

de ganhadores temos? 

Nesse momento faremos a seguinte reflexão com os alunos: Se os professores sorteados fossem 

Jairo e Cristiane, nessa exata ordem, Jairo receberia o tablet e Cristiane, o notbook. Mas, se os sorteados 

fossem Cristiane e Jairo, nesta exata ordem, Cristiane receberia o tablet e Jairo, o notbook. Portanto, 

podemos considerar duas possibilidades diferentes, logo a ordem importa, pois nos dá possibilidades 

diferentes. 

Então podemos perceber que a possibilidade de ganhadores é τ σ ρς. 

As possíveis formas de distribuir o presente são: 

I. Caso Jairo ganha notebook: (Jairo e Cristiane), (Jairo e Débora), (Jairo e Emília). 

II.  Caso Cristiane ganha notebook: (Cristiane e Débora), (Cristiane e Emília), (Cristiane e Jairo). 

III.  Caso Débora ganha notebook: (Débora e Jairo), (Débora e Cristiane), (Débora e Emília). 

IV.  Caso Emília ganha notebook: (Emília e Cristiane), (Emília e Débora), (Emília e Jairo). 

Vamos perguntar aos alunos se perceberam que no problema do semáforo também importa a 

ordem. A partir disso vamos passar à definição formal de Arranjo. 
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Arranjo: denominam-se combinações de ὲ elementos distintos tomados ὴ a ὴ as sucessões 

formadas de ὴ termos distintos escolhidos entre os ὲ elementos dados. 

Definição: Chama-se de arranjo ὃȟ onde ὲ é o número de elementos e ὴ o número de maneiras 

de arranjo dos elementos (p a p): 

ὃȟ
ὲȦ

ὲ ὴȦ
 

Vamos então aplicar esta fórmula ao problema anterior para encontrar todas as possibilidades 

de ganhadores do notebook e do tablet: 

ὃȟ
τȦ

τ ςȦ

τ σ ςȦ

ςȦ
ρς 

 

3. Combinação simples 

Vamos iniciar com uma versão diferente do problema utilizado para introduzir o assunto de 

arranjo.  

Problema 3: Suponha agora que no local em que você trabalha, numa escola por exemplo, o 

diretor resolveu sortear entre os professores mais assíduos do semestre dois prêmios iguais, dois 

notebooks. Imagine então que os quatro professores (Jairo, Cristiane, Débora e Emília) foram os mais 

assíduos do semestre e que o diretor deve decidir quais dois receberão os notebooks. Quais são as 

possíveis duplas a ganhar o notebook?  

Nesse momento vamos questionar aos alunos qual é a diferença entre os dois problemas e no 

que isso reflete. 

As possíveis duplas a ganhar são: Jairo e Cristiane ou Jairo e Débora ou Jairo e Emília ou 

Cristiane e Débora ou Cristiane e Emília ou Débora e Emília. 

Nesse momento vamos mostrar que acontece a mesma coisa do anterior, porém como a ordem 

não importa então se eu pegar (Jairo e Cristiane) e (Cristiane e Jairo), os dois vão ser a mesma coisa, 

portanto, o número de possibilidades de ganhadores é dividido pela metade. Logo, a quantidade de 

possibilidades de ganhadores é: φ. 

 Feito isso, anunciaremos que estamos trabalhando com combinação simples e definiremos esse 

conceito. 

Definição: Dado um conjunto de elementos, chama-se combinação simples dos n elementos, 

tomados p a p, qualquer subconjunto de p elementos escolhidos entre os n possíveis.  

Após a definição vamos destacar a fórmula utilizada para esse tipo de cálculo: 

ὅȟ
ὲȦ

ὴȦ ὲ ὴȦ
 

Aplicaremos então essa fórmula no problema que estamos trabalhando para um melhor 

entendimento dos alunos. 
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ὅȟ
τȦ

ςȦ τ ςȦ

τ σ ςȦ

ςȦ ςȦ

ρς

ς
φ 

 

Pergunta 4: Você percebeu a diferença quando a ordem dos elementos importa e quando ela não 

importa? Essa é a principal diferença entre arranjos e combinações.  

A partir disso vamos pedir para que os alunos classifiquem todas as questões que vamos 

responder como Arranjo ou Combinação. 

 

4. Resolução de exercícios 

Após trabalhadas todas as definições e teoria do conteúdo pediremos aos alunos que resolvam 

os exercícios da lista entregue a eles (Anexo II) como uma forma de aplicação do conteúdo recém 

estudado. Durante a resolução estaremos ajudando os alunos com possíveis dúvidas para que eles 

tenham a possibilidade de desenvolver mais questões e tirar dúvidas que ainda possam ter sobre o 

conteúdo trabalhado nessa aula.  

 

Avaliação: 

A avaliação acontecerá de forma contínua, por meio da participação, realização das atividades 

propostas e a resolução de exercícios.  
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Anexo I 

 

1. (ITA-SP) Quantos números de seis algarismos distintos podemos formar usando os dígitos 1, 2, 3, 4, 

5 e 6, nos quais o 1 e o 2 nunca ocupam posições adjacentes (juntos), mas o 3 e o 4 sempre ocupam 

posições adjacentes? 

a) 144 

b) 180 

c) 240 

d) 288 

e) 360 

 

Resolução: 

Podemos formar ςȦυȦ números de seis algarismos distintos nos quais o 3 e o 4 sempre ocupam posições 

adjacentes. Podem ainda ser formados ςȦςȦτȦ números que, além das condições acima também tenham 

o 1 e o 2 ocupando posições adjacentes. 

Logo o total de números nos quais o 1 e o 2 nunca ocupam posições adjacentes, mas o 3 e o 4 sempre 

ocupam posições adjacentes é ςȦυȦ ςȦςȦτȦ ρττ. 

 

2. (Imenes e Lellis, 2009, p. 154) Na urna esférica, há cinco bolinhas numeradas de 1 a 5. Vamos sortear 

três delas, uma de cada vez. Mas atenção! A bolinha sorteada uma vez não volta à urna! Nesse sorteio, 

formaremos números de três algarismos. Veja aqueles que começam com o algarismo 1:  

 

a) Quantos são os números começados com 1? 

Resolução: 

Podemos ver pela figura, em que foi feita a árvore de possibilidades, que o número de três 

algarismos começado por 1 é 12, com o conjunto solução sendo Ὓ

ρςσȟρςτȟρςυȟρσςȟρστȟρσυȟρτςȟρτσȟρττȟρυςȟρυσȟρυτ. 

Mas como poderíamos resolver isso apenas algebricamente extraindo apenas os dados do 

problema? Note que esse caso se trata de um arranjo simples com ὲ τ Ὡ ὴ ς. Assim, 
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ὃȟ
ὲȦ

ὲ ὴȦ
 

ὃȟ
τȦ

τ ςȦ
ὃȟ

τȦ

ςȦ
 

ὃȟ
τȢσȢςȦ

ςȦ
ὃȟ τȢσ ὃȟ ρςȢ 

 

b) Quantos números começados com 2 podem ser formados nesse sorteio?  

Resolução: 

Seriam 12 também pois seria um arranjo simples com as mesmas características do anterior. 

 

c) No total, quantos números podem ser obtidos? 

Resolução: 

Utilizando os resultados anteriores, e considerando que são 5 algarismos temos que: υȢρς φπ. 

Porém, caso não tivéssemos os resultados anteriores, bastaria considerar um arranjo simples com ὲ

υ Ὡ ὴ σ tal que, 

ὃȟ
υȦ

υ σȦ
ὃȟ

υȦ

ςȦ
 

ὃȟ
υȢτȢσȢςȦ

ςȦ
ὃȟ υȢτȢσ ὃȟ φπ 

 

3. (Imenes e Lellis, 2009, p. 66) Na ilustração a seguir, do lago até o bosque, passando pela colina, há 

vários caminhos. O caminho vermelho é o 1c.  

 

a) Parte da árvore de possibilidades já está construída. Desenhe a árvore completa. 
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Resolução: 

1a   1b  1c  1d        2a  2b  2c  2d       3a 3b  3c  3d 

 

1       2           3  

 

 

 

 

b) Quantos são os caminhos do lago até o bosque?  

Resolução: 

Basta observar a árvore de possibilidades montada na questão anterior. Como no trajeto inicial temos 4 

possibilidades e 3 possibilidades no trajeto final temos: τȢσ  ρς. 

 

c) Se houvesse nove caminhos do lago até a colina e sete da colina até o bosque, qual seria o total de 

caminhos do lago até o bosque? 

Resolução: 

ωȢχ  φσ. 

 

4. Dez diretores de uma empresa são candidatos aos cargos de presidente e vice-presidente. Quantos 

são os possíveis resultados da eleição? 

Resolução: 

Utilizaremos a fórmula de arranjo, uma vez que a ordem importa, não é a mesma coisa ser presidente 

ou vice: 

ὲ ρπ  

ὴ ς (número de cargos) 

ὃ ȟ

ρπȦ

ρπςȦ

ρπȢωȢψȦ

ψȦ
ρπȢω ωπ 

 

5. Um número de telefone é formado por 8 algarismos. Determine quantos números de telefone 

podemos formar com algarismos diferentes, que comecem com 2 e terminem com 8. 

 

 

Resolução: 
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O número 2 deve ser fixado na 1ª posição e o 8 na última. Restaram, por tanto, 6 posições e 8 

algarismos, pois eles precisam ser diferentes. Considerando que a ordem dos algarismos diferencie 

dois números de telefone, vamos arranjar 8 algarismos 6 a 6. 

 

ὃȟ
ὲȦ

ὲ ὴȦ
 

ὃȟ
ψȦ

ψ φȦ
ὃȟ

ψȦ

ςȦ
 

ὃȟ
ψȢχȢφȢυȢτȢσȢςȦ

ςȦ
ὃȟ ψȢχȢφȢυȢτȢσ ὃȟ ςπρφπȢ 

 

6. De um baralho de 52 cartas, 3 cartas são retiradas sucessivamente e sem reposição. Quantas 

sequências de cartas são possíveis de se obter? 

Resolução: 

A ordem importa, vamos usar Arranjo. 

ὃ ȟ
Ȧ

Ȧ

Ȧ

Ȧ
υςυρυπ ρσςȢφππ possibilidades. 

 

7. Desejamos montar uma comissão de três membros e dispõe-se de cinco pessoas. Quantas comissões 

podem ser formadas? 

Resolução: 

A ordem não importa, vamos usar Combinação. 

ὅȟ
Ȧ

Ȧ Ȧ

Ȧ

Ȧ Ȧ
ρπ comissões. 

 

8. Doze times se inscreveram em um torneio de futebol amador. O jogo de abertura do torneio foi 

escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times para compor o Grupo A. Em seguida, 

entre os times do Grupo A, foram sorteados 2 times para realizar o jogo de abertura do torneio, sendo 

que o primeiro deles jogaria em seu próprio campo, e o segundo seria o time visitante. A quantidade 

total de escolhas possíveis para o Grupo A e a quantidade total de escolhas dos times do jogo de abertura 

podem ser calculadas através de 

a) Uma combinação e um arranjo, respectivamente. 

b) Um arranjo e uma combinação, respectivamente. 

c) Um arranjo e uma permutação, respectivamente. 

d) Duas combinações. 

e) Dois arranjos. 
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Resolução: 

Primeira situação: Como será sorteado aleatoriamente 4 times, se sortearmos primeiro o time 2 

depois o time 7, isso será a mesma coisa que eu sortear o time 7 e depois o time 2 portanto, a ordem não 

importa, temos então uma combinação. 

Segunda situação: Agora, precisa-se sortear dois times dos quatro. Mas nesse caso a ordem 

importa pois o primeiro sorteado vai jogar no seu próprio campo, então se os times que fossem jogar um 

contra o outro fossem o 1 e o 7, se sortear primeiro o 1, o jogo seria no campo do time 1 e se sortear 

primeiro o 7, o jogo seria no campo do time 7. Temos então um arranjo. 

Alternativa A.  
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2.5.2.1 Relatório 

Relatório ï 8º Encontro 

 

Aos vinte e quatro dias do mês de julho de dois mil e vinte e um, reuniram-se online via 

Jitsi Meet, nós estagiários do quarto ano da disciplina de Metodologia e Estágio Supervisionado 

II do curso de Licenciatura em Matemática e os alunos inscritos no projeto PROMAT, para 

desenvolver o oitavo encontro. A professora orientadora Marieli, esteve presente na sala de aula 

online acompanhando toda a aula.  

A aula foi iniciada pela estagiária Natalia as 9h05min com apenas 7 alunos presentes, 

sendo que os outros 6 entraram após o início da aula. Ela começou relembrando os conteúdos 

da aula anterior, retomando os conceitos do princípio fundamental da contagem, permutação 

simples e fatorial.  Logo após, começou a falar sobre permutação com elementos repetidos e 

perguntou para os alunos se teria alguma diferença da permutação simples.  Um aluno disse que 

achava que não tinha nenhuma diferença. 

A estagiária Natalia perguntou então quantas permutações pode-se fazer com a palavra 

ENEM. Nesse momento um aluno pediu para entrar na aula e Natalia teve que interromper para 

aceitar sua solicitação. Nesse exemplo, ela tentou inicialmente resolver da forma como foram 

resolvidas as outras permutações, que não possuíam uma letra repetida, resultando em 24 

permutações repetidas. Ela então sugeriu escreverem juntos as possibilidades de permutações e 

os alunos foram respondendo no chat.  

Figura 115: Respostas do chat. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Os alunos chegaram a 11 permutações, e a décima segunda sendo mencionada pela 

estagiária Natalia. 

Figura 116: Permutações da palavra ENEM. 

 
Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

A estagiária Natalia apresentou a definição e explicou que o resultado não estava dando 

24 porque as letras E se repetiam. Logo após, ela mostrou as palavras BALA e BATATA e 

resolveu através da fórmula.  

Finalizando esse conceito, o estagiário Clemilton continuou a aula, falando sobre arranjo 

simples. Ele iniciou mostrando a imagem de um semáforo e falando sobre suas características. 

Logo após, questionou se os alunos sabiam quantos semáforos teríamos se mudássemos as 

posições das cores do semáforo. Eles não souberam responder. 

Quando o estagiário estava resolvendo o problema, perguntou quantas cores poderiam 

ser escolhidas na primeira opção do semáforo, e dois alunos responderam 3. Feito isso, 

continuaram respondendo para as próximas posições, chegando em 6 possibilidades de 

semáforos diferentes. 

O estagiário apresentou um segundo problema e questionou se haveria diferença entre 

as posições de ganhadores (Jairo, Cristiane) e (Cristiane, Jairo). Um aluno mencionou que sim. 

Foi apresentada então a definição formal de arranjo simples e logo após a fórmula. 

Na sequência, trabalhamos combinação simples. A estagiária Eduarda começou essa 

parte apresentando um problema parecido ao que foi utilizado na parte de arranjo. Os alunos 

então entenderam que nesse caso não divergiria se mudasse a posição dos ganhadores, pois os 

dois estariam ganhando um notebook e na situação anterior divergia, pois um ganhava um 
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notebook e o outro um tablet. Mostramos uma a uma cada possível dupla de ganhadores que 

poderiam ser formadas, sendo apresentada em seguida a definição formal e a fórmula que 

poderia ser utilizada. Como os alunos já estavam se familiarizando com a identificação dos 

valores de ὲ e ὴ da fórmula de arranjo, foi fácil eles entenderem como aplicar a fórmula de 

combinação.  

Realizamos, então, uma pesquisa que consistia em 7 questões. Em cada uma delas, os 

alunos precisavam mencionar se resolveriam o problema com arranjo ou combinação. Alguns 

alunos tiverem dificuldades de entrar no Survio, então foi mantido no arquivo word para que 

todos conseguissem ler as questões e responder em seus cadernos. 

Nove alunos responderam à pesquisa no aplicativo. As questões 1,2, 6 e 7 

caracterizavam problemas de arranjo e as questões 3,4 e 5, problemas de combinação. Os alunos 

acertaram a maioria das questões, porém em algumas houve certa confusão. Na questão 2, como 

exemplo, a resposta correta era arranjo e 6 dos 9 alunos colocaram combinação.  

Figura 117: Combinação ou arranjo ï respostas dos alunos parte 1. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 
 

Figura 118: Combinação ou arranjo ï respostas dos alunos parte 2. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 
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Na questão 3 apenas 1 aluno colocou a resposta contrária da que realmente era. Porém 

na questão 4 houve uma divisão, 5 colocando como combinação e 4 como arranjo. 

Figura 119: Combinação ou arranjo ï respostas dos alunos parte 3. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

 

 
 

Figura 120: Combinação ou arranjo ï respostas dos alunos parte 3. 

 

Fonte: Elaborada pelos autores. 

 

O estagiário Régis começou então a seção de perguntas com uma questão do ITA-SP. 

Ele perguntou se os alunos entenderam, e uma aluna respondeu que sim, dando prosseguimento 

às próximas questões. 

Durante o segundo problema, o estagiário perguntou qual seria a quantidade de 

possibilidades se a bolinha número 2 fosse retirada primeiro. Um aluno respondeu e menciona 

saber responder devido a uma visualização feita anteriormente. 

Durante o terceiro problema, o estagiário Régis foi estimulando os alunos para ajudarem 

na resolução, e eles souberam responder muito bem. Durante o quinto problema, o estagiário 

Clemilton questionou aos alunos se poderia considerar os números 2 e 8 como possibilidades. 
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Os próximos problemas seguiram no mesmo nível, e obteve-se maior participação de 

um ou dois alunos em específico. Estes alunos mostraram ter entendido bem o conceito e como 

classificar se o problema utilizaria arranjo ou combinação. 

No final da aula, desejamos um ótimo final de semana e lembramos eles que o próximo 

encontro seria o último. Os alunos perguntaram se poderiam participar novamente em um outro 

PROMAT e relataram gostar bastante das aulas. 
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2.5.3 Plano de aula ñProbabilidadeò 

 

PLANO DE AULA ï 9º ENCONTRO ï 31/07/2021 

 

Clemilton, Eduarda e Natalia 

 

Público-Alvo:  

Alunos do 3º ano do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino pertencentes ao Núcleo Regional 

de Educação de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matemática da Unioeste e demais 

interessados na aprendizagem de Matemática inscritos no projeto. 

 

Tempo de execução:  

Um encontro com duração de 2 horas e 30 minutos, tendo início às 9h00 e se encerrando às 

11h30. 

 

Conteúdo:  

Probabilidade. 

 

Objetivo Geral:  

¶ Compreender os elementos necessários para se calcular a probabilidade de ocorrência de um 

evento. 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com probabilidade, objetiva-se que o aluno seja capaz de:  

¶ Determinar o espaço amostral e os eventos desse espaço, e calcular o número de elementos 

de ambos os conjuntos; 

¶ Calcular a probabilidade de ocorrência de um evento; 

¶ Calcular a probabilidade da união e interseção de dois eventos; 

¶ Trabalhar com situações-problema que envolvam a teoria das probabilidades. 

 

Recursos Didáticos:  

Software Google Meet, Questionário Survio, Questionário Google, Apresentação de Slides, 

Mentimeter, Quizizz. 

 

Encaminhamento metodológico:  

1. Probabilidade 

Iniciaremos essa aula conversando sobre como podemos prever alguns fenômenos, como por 

exemplo a chance de um dado parar com a face de número 6 para cima, o resultado de uma roleta, a 
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chance que uma pessoa tem de ganhar na mega-sena ou o número de pessoas que podem ganhar na mega 

sena.  

Explicaremos que quando temos essas perguntas, precisamos calcular a probabilidade de um 

evento acontecer. Feito isso, vamos questionar aos alunos o que significa a palavra probabilidade 

utilizando o software Mentimeter, formando uma nuvem de palavras com as respostas. Esperamos que 

os alunos deem suas respostas baseadas em conhecimentos cotidianos, como por exemplo sorte, chance, 

dados, jogos, entre outros. Apresentaremos as definições de probabilidades que constam no dicionário 

online: 

(1) Perspectiva favorável de que algo venha a ocorrer; possibilidade, chance. 

(2) Grau de segurança com que se pode esperar a realização de um evento, determinado pela 

frequência relativa dos eventos do mesmo tipo numa série de tentativas. 

 

2. Espaço amostral e evento 

Vamos trabalhar com um problema que usa como atuante cada aluno presente na aula. Para isso 

vamos ler uma situação problema e após disponibilizar uma imagem mostrando sete chaves enumeradas 

de 1 à 7 e pediremos para os alunos escolherem uma das chaves. Para que eles realizem a escolha das 

chaves vamos disponibilizar um link com a pergunta no aplicativo Survio. Cada chave estará relacionada 

a uma moto. Vamos então fazer algumas perguntas relacionadas ao problema e no final das definições 

mostraremos qual moto cada aluno escolheu e qual delas foi a mais selecionada e a menos selecionada. 

Problema 1: Você foi comprar uma moto em uma revendedora, onde encontrou, do modelo que 

procurava, quatro motos pretas, duas vermelhas e uma branca. Gostando igualmente das três cores e 

sabendo que a única diferença entre as motos era a cor, você decidiu pegar uma chave qualquer.  

a) A chave foi tomada ao acaso? Sendo assim, você poderia saber a cor da moto a ser comprada? 

Sendo respondido esse item do problema 1, definiremos juntamente com os alunos o termo 

experimento aleatório. 

Experimento aleatório: é todo experimento que, quando repetido várias vezes e sob as mesmas 

condições, apresenta, entre as possibilidades, resultados imprevisíveis. 

b) Quanto à cor da moto a ser comprada, seria possível descrever todas as possibilidades de 

resultado? 

Após responder esse item do problema 1, definiremos juntamente com os alunos o que é espaço 

amostral. 

Espaço amostral: (S) de um experimento aleatório é o conjunto de todos os resultados possíveis 

desse experimento. 

c) Há maior chance de você comprar a moto branca ou uma preta? 

Após responder esse item do problema 1, definiremos juntamente com os alunos o que é evento. 

Evento: Denotado por (E), é todo subconjunto do espaço amostral do experimento aleatório. 
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Feito isso, vamos apresentar alguns experimentos aleatórios e pedir para que os alunos 

determinem o espaço amostral. 

Experimento A) Lançar uma moeda três vezes e observar os resultados. 

Para realizar esse experimento pediremos antecipadamente para que os alunos compareçam na 

aula com uma moeda. Vamos então pedir para que cada um jogue sua moeda três vezes e coloque no 

chat quais foram seus resultados.   

Lembraremos os alunos sobre o Princípio Fundamental da Contagem: Um acontecimento ocorre 

nas etapas ὃ e ὄ, sucessivas e independentes. Se ὃ pode ocorrer de ά maneiras e se, para cada uma, ὄ 

pode ocorrer de ὲ maneiras, o número de maneiras de ocorrência do acontecimento é άϽὲ.  

E a partir disso, encontraremos com eles o espaço amostral desse experimento. 

ᴼρΞ ὒὥὲëὥάὩὲὸέȡὅὥὶὥ έό ὧέὶέὥ O ς ὴέίίὭὦὭὰὭὨὥὨὩί 

ᴼςΞ ὒὥὲëὥάὩὲὸέȡὅὥὶὥ έό ὧέὶέὥ O ς ὴέίίὭὦὭὰὭὨὥὨὩί 

ᴼσΞ ὒὥὲëὥάὩὲὸέȡὅὥὶὥ έό ὧέὶέὥ O ς ὴέίίὭὦὭὰὭὨὥὨὩί 

Portanto o ὲὛ ς ς ς ψ. 

As possibilidades são: (K,K,K), (K,K,C), (K,C,K), (K,C,C), (C,C,C), (C,K,K), (C,K,C), 

(C,C,K), sendo K para cara e C para coroa.  

Experimento B) Um casal quer ter três filhos. Quais são as possibilidades? 

Nesse momento vamos apresentar a fam²lia do desenho ñOs incr²veisò como exemplo e 

pediremos para os alunos qual a ordem que eles tiveram os filhos. 

ᴼρΞ ὊὭὰὬέȡὓὩὲὭὲὥ έό άὩὲὭὲέ O ς ὴέίίὭὦὭὰὭὨὥὨὩί 

ᴼςΞ ὊὭὰὬέȡὓὩὲὭὲὥ έό άὩὲὭὲέ O ς ὴέίίὭὦὭὰὭὨὥὨὩί 

ᴼσΞ ὊὭὰὬέȡὓὩὲὭὲὥ έό άὩὲὭὲέ O ς ὴέίίὭὦὭὰὭὨὥὨὩί 

Portanto ὲὛ ς ς ς ψ 

As possibilidades são: (M,F,F), (M,F,M), (M,M,F), (M,M,M), (F,F,F), (F,M,M), (F,M,F), 

(F,F,M), sendo M para menino e F para menina. 

Experimento C) Colocar três pessoas em uma fila indiana. Quais as possibilidades? 

Para esse experimento, vamos mostrar aos alunos uma imagem de uma fila indiana com 3 dos 

super heróis mais conhecidos. 

ᴼρΞ ὒόὫὥὶ Ὠὥ ὪὭὰὥᴼσ ὴέίίὭὦὭὰὭὨὥὨὩί 

ᴼςΞ ὒόὫὥὶ Ὠὥ ὪὭὰὥᴼς ὴέίίὭὦὭὰὭὨὥὨὩί 

ᴼσΞ ὒόὫὥὶ Ὠὥ ὪὭὰὥO ρ ὴέίίὭὦὭὰὭὨὥὨὩ 

Portanto ὲὛ σ ς ρ φ. 

  

3. Definição matemática de probabilidade 

Utilizando o mesmo exercício anterior vamos então fazer a seguinte pergunta aos alunos: Que 

chance existe de Vitor pegar a chave de uma moto vermelha?  
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Feito isso induziremos os alunos a pensarem em quantas motos vermelhas tem, e quantas motos 

são no total. Ou seja, Vitor teria a chance de pegar 2 motos vermelhas entre as 7 motos disponíveis. 

Mostraremos que as duas motos vermelhas correspondem a um evento e que as sete motos 

disponíveis correspondem ao espaço amostral. Assim, definiremos então o que seria a probabilidade de 

um evento acontecer. 

Definição: a probabilidade de ocorrência de um evento, indicada por P(E), é a razão entre o 

número de elementos do evento e o número de elementos do espaço amostral (S): 

ὖὉ
ὲὉ

ὲὛ
 

 

¶ Seja E um evento e S o espaço amostral finito, não-vazio, de um experimento aleatório. 

Então, temos:π ὲὉ ὲὛ, ou  π ὖὉ ρ. 

¶ Se E é um evento impossível, então ὖὉ π 

¶ Se E é um evento certo, então ὖὉ ρ 

Depois da definição vamos trabalhar com mais um problema para fixar o conceito e a forma de 

resolver problemas envolvendo o cálculo de probabilidade. 

Problema 2: Em dois lançamentos de uma moeda, qual é a probabilidade de ocorrer exatamente 

1 cara? 

Vamos primeiramente ver qual é o espaço amostral desse experimento: 

Ὓ ὑȟὑȟὑȟὅȟὅȟὑȟὅȟὅ  

Sabemos então que nosso ὲὛ τ, e observamos também que dentre as 4 possibilidades do 

espaço amostral, em 2 delas ocorre exatamente 1 cara, sendo ὲὉ ς, portanto a probabilidade é: 

ὖ
ὲὉ

ὲὛ

ς

τ

ρ

ς
πȟυπ υπϷ 

Problema 3: Uma urna contém dez bolinhas, sendo quatro delas azuis e seis vermelhas. Ao 

retirar aleatoriamente uma dessas bolas da urna, qual a probabilidade de que ela seja azul? 

Observamos que o número do nosso espaço amostral ὲὛ é 10. Agora, precisamos notar qual 

será o número de possibilidades de nosso evento acontecer. Nesse caso, podemos observar que o evento 

é a retirada da bola azul e temos quatro bolas azuis, portanto ὲὉ τ. Logo: 

ὖ
ὲὉ

ὲὛ

τ

ρπ
πȟτπ τπϷ 

 

a. Cálculo de probabilidade: União e intersecção de dois eventos 

Para trabalhar esse tópico vamos utilizar os resultados de uma pesquisa no aplicativo Survio 

disponibilizada para os alunos alguns dias antes dessa aula.  

Você prefere esportes individuais, esportes coletivos ou os dois?  
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¶ Esportes individuais (Surf, hipismo, esqui, tênis de mesa, atletismo, judô, ciclismo, 

alpinismo, ginástica). 

¶ Esportes coletivos (vôlei, futebol, basquete, beisebol, handebol, futsal).  

Vamos utilizar os dados da pesquisa para definir intersecção e união.  

Probabilidade da intersecção de dois eventos: 

ὖὉ᷊Ὁ ὖὉ  ὖὉ  

Probabilidade da união de dois eventos:  

ὖὉẕὉ ὖὉ  ὖὉ ὖὉ᷊Ὁ  

 

4. Momento Quizizz e formulário google.  

 Nesse momento vamos passar aos alunos um quiz (Anexo II) com perguntas relacionadas ao 

conteúdo estudado nesse último módulo. O intuito é analisar quanto eles conseguiram absorver do 

conteúdo apresentado para eles nas últimas 3 aulas do PROMAT.  

 Ao finalizar o momento do quiz, vamos pedir para que os alunos acessem o link do google 

formulário (Anexo III) disponibilizado via chat e via whatsapp no momento da aula, para que eles 

respondam perguntas que estarão relacionadas ao desempenho do PROMAT e dos professores 

estagiários.  

 

5. Resolução de exercícios 

Após trabalhadas todas as definições e teoria do conteúdo pediremos aos alunos que resolvam 

os exercícios da lista entregue a eles (Anexo II) como uma forma de aplicação do conteúdo recém 

estudado. Durante a resolução ajudaremos os alunos com possíveis dúvidas para que eles tenham a 

possibilidade de desenvolver mais questões e tirar dúvidas que ainda possam ter sobre o conteúdo 

trabalhado nessa aula.  

 

Avaliação: 

A avaliação acontecerá de forma contínua, por meio da participação, realização das atividades 

propostas e a resolução de exercícios.  
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Anexo I 

1. (ENEM 2020) Um apostador deve escolher uma entre cinco moedas ao acaso e lançá-la sobre uma 

mesa, tentando acertar qual resultado (cara ou coroa) sairá na face superior da moeda. 

Suponha que as cinco moedas que ele pode escolher sejam diferentes: 

¶ duas delas t°m ñcaraò nas duas faces; 

¶ uma delas tem ñcoroaò nas duas faces; 

¶ duas delas são normais (cara em uma face e coroa na outra). 

Nesse jogo, qual é a probabilidade de o apostador obter uma face "cara" no lado superior da 

moeda lançada por ele? 

a) 
ρ

ψ
 

b) 
ς

υ
 

c) 
σ

υ
 

d) 
σ

τ
 

e) 
τ

υ
 

Resolução: 

O total de faces das moedas é 10 e total de caras é 6, realizando a probabilidades teremos: 

ὴὉ
ὲὉ

ὲ 

φ

ρπ

σ

υ
 

Logo, a alternativa correta é a C. 

2. (ENEM 2020) Para um docente estrangeiro trabalhar no Brasil, ele necessita validar o seu diploma 

junto ao Ministério da Educação. Num determinado ano, somente para estrangeiros que trabalharão em 

universidades dos estados de São Paulo e Rio de Janeiro, foram validados os diplomas de τπς docentes 

estrangeiros. Na tabela, está representada a distribuição desses docentes estrangeiros, por países de 

origem, para cada um dos dois estados. 

 

A probabilidade de se escolher, aleatoriamente, um docente espanhol, sabendo-se que ele 

trabalha em uma universidade do estado de São Paulo é 

a) 
φπ

τπς
 

b) 
φπ

ςσω
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c) 
φπ

ρππ
 

d) 
ρππ

ςσω
 

e) 
ςχω

τπς
 

Resolução: 

O total de docentes da Espanha é 60 e total docentes em São Paulo 239, realizando a 

probabilidades teremos: 

ὴὉ
ὲὉ

ὲ 

φπ

ςσω
 

Logo, a alternativa correta é a B. 

3.  (FUVEST-2015) De um baralho de 28 cartas, sete de cada naipe, Luís recebe cinco cartas: duas de 

ouros, uma de espadas, uma de copas e uma de paus. Ele mantém consigo as duas cartas de ouros e troca 

as demais por três cartas escolhidas ao acaso dentre as 23 cartas que tinham ficado no baralho. A 

probabilidade de, ao final, Luís conseguir cinco cartas de ouros é:  

a) 
ρ

ρσπ
 

b) 
ρ

τςπ
 

c) 
ρπ

ρχχρ
 

d) 
ςυ

χρρχ
 

e) 
υς

ψρρχ
 

Resolução: 

Das 23 cartas que tinham ficado no baralho, 5 são de ouro. A probabilidade de Luís conseguir 

mais 3 cartas de ouros é 

υ

ςσ
Ȣ
τ

ςς
Ȣ
σ

ςρ

υ

ςσ
Ȣ
ς

ρρ
Ȣ
σ

ςρ

σπ

υσρσ

ρπ

ρχχρ
 

Resposta correta: letra C. 

 

4.  (UFRGS-2018) Considere os números naturais de 1 até 100. Escolhido ao acaso um desses números, 

a probabilidade de ele ser um quadrado perfeito é 

a) 
ρ

ρπ
 

b) 
τ

ςυ
 

c) 
σ

ρπ
 

d) 
ρ

ς
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e) 
ω

ρπ
 

Resolução: 

Quadrados perfeitos são os números que ao se extrair a raiz quadrada o resultado é também um 

número natural. Há 100 números naturais de um até cem. Destes, são quadrados perfeitos 1, 4, 9, 16, 

25, 36, 49, 64, 81 e 100.  

Portanto a probabilidade solicitada é 

ὖὩ
ρπ

ρππ

ρ

ρπ
 

Resposta correta: letra A. 

5. (ENEM 2011) Todo o país passa pela primeira fase de campanha de vacinação contra a gripe suína 

(H1N1). Segundo um m®dico infectologista do Instituto Em²lio Ribas, de S«o Paulo, a imuniza­«o ñdeve 

mudarò, no pa²s, a hist·ria da epidemia. Com a vacina, de acordo com ele, o Brasil tem a chance de 

barrar uma tendência do crescimento da doença, que já matou 17 mil no mundo. A tabela apresenta 

dados específicos de um único posto de vacinação. 

 

Escolhendo-se aleatoriamente uma pessoa atendida nesse posto de vacinação, a probabilidade 

de ela ser portadora de doença crônica é: 

a) ψϷȢ 

b) ωϷȢ 

c) ρρϷȢ 

d) ρςϷȢ 

e) ςςϷȢ 

Resolução: 

De acordo com a tabela apresentada no exercício, temos informações a respeito de cinco tipos 

de público-alvo. O total formado por esses cinco grupos compõe o nosso espaço amostral. Vamos então 

somar e encontrar o total de pessoas vacinadas: 

ὲὛ  τς  ςς  υφ  σπ  υπ 

ὲὛ  ςππ 

 



199 

 

Então o grupo total de vacinados são ςππ pessoas. Precisamos agora do número de casos 

favoráveis, isto é, a quantidade de pessoas portadoras de doenças crônicas que foram vacinadas. De 

acordo com a tabela, esse valor é de ςς pessoas. Vamos então utilizar a fórmula para o cálculo da 

probabilidade: 

ὴὉ
ὲὉ

ὲ 
 

ὴὉ
ςς

ςππ
 

ὴὉ
ρρ

ρππ
 

ὴὉ πȟρρ 

Encontramos a porcentagem que procurávamos, ρρϷ. Portanto, a alternativa correta é a letra C. 

6. (UFRGS-2016) No jogo de xadrez, cada jogador movimenta as peças de uma cor: brancas ou pretas. 

Cada jogador dispõe de oito peões, duas torres, dois cavalos, dois bispos, um rei e uma rainha. 

Escolhendo ao acaso duas peças pretas, a probabilidade de escolher dois peões é de: 

a) 
χ

σπ
 

b) 
χ

ςπ
 

c) 
χ

ρυ
 

d) 
ρτ

ρυ
 

e) 
ρτ

ω
 

Resolução: 

Considerando que o enunciado diz que as peças eram pretas, o Espaço Amostral é composto 

pelas combinações das 16 peças pretas, duas a duas, ou seja 

 

ὅρφȟς
ρφȦ

ςȦρφ ςȦ

ρφȦ

ςȦρτȦ

ρφȢρυȢρτȦ

ρτȦςȦ

ρφȢρυ

ςȢρ

ςτπ

ς
ρςπȢ 

 

O evento e a ser considerado é a escolha de 2 peões, ou seja, combinações de 8 dois a dois, 

 

ὅψȟς
ψȦ

ςȦψ ςȦ

ψȦ

ςȦφȦ

ψȢχȢφȦ

ςȦφȦ

ψȢχ

ςȢρ

υφ

ς
ςψȢ 

Portanto, a probabilidade de escolher dois peões é de 

ὖὩ
ςψ

ρςπ

χ

σπ
Ȣ 

 

Resposta correta: letra A. 
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7.  O sistema de segurança de um aeroporto consiste de duas inspeções. Na primeira delas, a 

probabilidade de um passageiro ser inspecionado é de 
σ

υ
. Na segunda, a probabilidade se reduz para 

ρ

τ
. A 

probabilidade de um passageiro ser inspecionado pelo menos uma vez é igual a 

a) 
ρχ

ςπ
  

b) 
χ

ρπ
  

c) 
σ

ρπ
 

d) 
σ

ςπ
 

Resolução: 

Na primeira etapa de inspeção a probabilidade de não ser inspecionado é 

ρ
σ

υ

υ σ

υ

ς

υ
Ȣ 

Na segunda etapa de inspeção a probabilidade de não ser inspecionado é  

ρ
ρ

τ

τ ρ

τ

σ

τ
Ȣ 

A probabilidade do passageiro não ser inspecionado é 

ς

υ
Ȣ
σ

τ

φ

ςπ

σ

ρπ
Ȣ 

Desta forma, a probabilidade de ser inspecionado pelo menos uma vez é 

ρ
σ

ρπ

ρπσ

ρπ

χ

ρπ
Ȣ 

Resposta correta: letra B. 

 

8. (ENEM 2013) Numa escola com ρςππ alunos foi realizada uma pesquisa sobre o conhecimento 

desses em duas línguas estrangeiras, inglês e espanhol. Nessa pesquisa constatou-se que φππ alunos 

falam inglês, υππ falam espanhol e σππ não falam qualquer um desses idiomas. Escolhendo-se um aluno 

dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele não fala inglês, qual a probabilidade de que esse aluno fale 

espanhol? 

a) 
ρ

ς
 

b) 
υ

ψ
 

c) 
ρ

τ
 

d) 
υ

φ
 

e) 
υ

ρτ
 

Resolução: 
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A partir do Diagrama de Venn montado, temos: 

φππὼ  ὼ  υππὼ  σππ  ρςππ 

ὼ  ρςππ ɀ φππ ɀ υππ σππ 

ὼ  ςππ 

Assim fica o diagrama: 

 

Os alunos que não falam inglês somam:  

σππσππφππ 

A probabilidade de um aluno que não fala inglês falar espanhol é:  

ὴὉ
ὲὉ

ὲ 

σππ

φππ

ρ

ς
 

Logo, a alternativa correta é a A. 

9. (Enem 2015 ï PPL) No próximo final de semana, um grupo de alunos participará de uma aula de 

campo. Em dias chuvosos, aulas de campo não podem ser realizadas. A ideia é que essa aula seja no 

sábado, mas, se estiver chovendo no sábado, a aula será adiada para o domingo. Segundo a meteorologia, 

a probabilidade de chover no sábado é de 30% e a de chover no domingo é de 25%. A probabilidade de 

que a aula de campo ocorra no domingo é de: 

a) υȟπϷ 

b) χȟυϷ 

c) ςςȟυϷ 

d) σπȟπϷ 
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e) χυȟπϷ 

Resolução: 

Queremos que a aula seja realizada no domingo, e para que isto aconteça, precisa chover no 

sábado. Precisamos calcular então a interseção das probabilidades, pois precisamos que chova sábado E 

não chova domingo. 

ὖὃ᷊ὄ
σπ

ρππ
Ͻ
ςυ

ρππ
πȟςςυςςȟυϷ 

Alternativa correta C. 

10. (UEMG-2019) Do conjunto de todas as permutações das letras da palavra PONTA, retira-se uma, 

ao acaso. Qual é a probabilidade de se retirar uma palavra que começa e termina com vogal? 

a) 
ρ

ςπ
 

b) 
ρ

ρπ
 

c) 
ρ

φ
 

d) 
ρ

υ
 

Resolução: 

Como o conjunto de letras da palavra PONTA tem 5 elementos distintos entre si temos que o 

espaço amostral S tem: 

υȦ ρςπ ὩὰὩάὩὲὸέί 

As permutações que poderiam iniciar e terminar com uma vogal seriam 

ὃ     ὕ 

ὕ     ὃ 

Logo,  

σȢςȢρ σȢςȢρ φ φ ρς 

Assim a probabilidade de se retirar uma dessas palavras seria 

ὖὉ
ρς

ρςπ

ρ

ρπ
 

Resposta correta: letra B. 
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Anexo II 

1. O valor de 4! É igual a: 

a. ρφ 

b. ψ 

c. σφ 

d. ςτ 

 

2. De quantos modos três pessoas podem ficar em uma fila indiana? 

a) σ modos. 

b) ω modos. 

c) φ modos. 

d) ς modos. 

 

3. O valor de 
Ȧ

Ȧ
 é igual a: 

a) ςπ 

b) υ 

c) ςυ 

d) σπ 

 

4. A quest«o ñQuantos n¼meros de tr°s algarismos distintos podem ser formados, dispondo dos 

algarismos ρȟςȟσȟτ e υ?ò ® um problema de: 

a) Arranjo 

b) Combinação 

 

5. Se jogarmos um dado de 6 faces, a probabilidade de obtermos υ é: 

a)  

b) ρ 

c)  

d)  

 

6. Qual ® o espa­o amostral dessa situa­«o? ñτ pessoas em uma fila indianaò. 

a) ρυ 

b) ρπ 

c) σπ 

d) ςτ 

v

c

v 

v

c

v 

v

c

v 
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7. A probabilidade de ocorrência de um evento é a razão entre o número de elementos do evento e o 

número de elementos do espaço amostral. 

a) Verdadeiro. 

b) Falso. 

 

8. A quest«o ñDispondo das seguintes esp®cies de frutas (ma­«, mam«o, mel«o, banana, p°ra, uva, 

laranja e melancia), quantos tipos de saladas podem ser formados, contendo três tipos de frutas? " é um: 

a) Arranjo. 

b) Combinação 

 

  

v

c

v 

V

c

v

/

/ 
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Anexo III  

Figura 121: Formulário Google. 

 

Fonte: Google forms. 

 

  
















