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1. INTRODUCAO

Este trabalho contém uma descricdo de todos os planos de aulas preparados e dos
momentosem que exerceosa pratica docente. Além disso, apresentamos aqui uma teoria
relacionadao uso dstecnologiagligitaisque esteve 100% presente no desenvolvimento desse
PROMAT, devidoao fato deas aulas terem acontecido no formamoto.

Todas as aula®ram realizaglessa forma, sem a necessidade de um local especifico
e tendacada um dos estagiarios, orientadores e alunos em suas respectivas casas. Devido a esst
fator, tivemos pela primeira vez a presenca de alunos de outros estados, como por exemplo,
Para.

A preparacdo dessas aulas comego ano de 2020 sem o iniadicial da disciplina
de metodologia Il. Os alunos gae matricularam para cursar a disciplina (que foi cancelada
devido a pandemia de COWII®) em 2020se mostraram a favor de realizar essa pregara
para adiantar alguns trabalhos. No entanto, a maioria das aulas foram prejarsidasando
o formato presencial, tendo que sofrer alteracbes no ano de 2021. Além disso, nesse periodo
houve algumas mudancas, como a composicado dos grupos de eati#igaaale orientadores.

Buscamos, na medida do possiveesmo com aseferidascondicfes trazer aos
alunogdiversasnaneiras dapresentap conteud@aratornaras aulas mais dinamicas e prender
a atencdo dosliscentespara que nao ficassem dispersosja vez que ndo tinhamos a
possibilidade de contato direto com el@ara isso, utilizamos de muitos aplicativos, e modos
diferentes de apresentar o conteldo previsto para as aulas. Trouxemos tgmeb&as
presentes em provas do Exame Nacional do Ensino M&aMEM, emvestibulares e até em
provas de concursos.

Embora ja tivéssemos atuado PROMAT duranteo Estagio supervisionado |, essa
experiéncia foi totalmente nova, trazendo muidesafios,mas também agregan@donossa

experiéncia como futuros professores.
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2. PROMAT

O Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de Ensino em
Universidades Publicas: Um Enfoque & Area de MateniaR€OMAT, tratase de um Projeto
de Ensino institucional do Colegiado do Curso de Licenciatura em Matematica quenditsa a
alunos da rede publica estadual de ensino, tanto do municipio de Cascavel, quanto dos
municipios vizinhos interessados. O PROMAT tem por objetivo o entendimento de conteudos
matematicos, de modo que promova 0 acesso e permanéncia de estudamiegnsatades
publicas.

As aulas sdo ministradas por alunos estagiarios do Curso de Licenciatura em
Matematicasendoo primeiro semestre conduzido por estudantes do Estagio Supervisionado |
e 0 segundo semestre por estudantes do ESagervisionado Il. Todos 0s anos, no primeiro
semestrdetivo, sdo abordados conteidos de Matematica ensinados no Ensino Fundamental.
No segundo semestietivo sdo abordados conteddos mateméticos inerentes ao Ensino Médio.

As atividadessdo direcionadasaos estudantes concluinte® dEnsino Médio
preferencialmente, mas havendo vagasssoas interessadas em aprender Matematica, da
comunidade em geral, sdo be&mdas. Essasatividades utilizadas no projeto possuem
metodologias apropriadas, referenciais ite& para auxilio, materiais confeccionados pelos
proprios alunos para execucdo de atividades e também utilizacdo de tecnologias disponiveis,

para que possamos proporcionar um vinculo entre o aluno e a matematica.



11

2.1.0pcao Teodrica eMetodoldgica

Devido a pandemia do COVHD9 houve a necessidade de se adotar 0 ensino remoto
emergencialque écaracterizado comoma modalidade de ensino que aproxima professores e
alunos no momento que ndo é possivel o atendimento presencial, e pasajivedades
escolares nao sejam interrompidas (MORAES, 2020).

Desse modo, foi necessaria a utilizadae tecntmgias digitaigpara que os professores
executassemsaaulas e 0s alunos pudessem acompalasacontinuando o processo de ensino
e aprendizagm Com isso, 0 uso das tecnologias digitais, se tornou ainda mais presente nessa
modalidadeConforme Leiteet al (2020)

no ensino remoto os docentes relatam que modelos educativos
indiscriminadamente se adaptaram ao uso de ferramergaedaologias
Digitais da Informacdo e ComunicacadDIC. Para permitir a transmisséao

de videoconferéncia e compartilhamento de tela com os estudaBAE.

F; LEITE. E, 2020, p.66).

A realizacdo das atividades foi disposta em dois formatmsnentossincronose
momentosassincrona O formato sincrono se constitui com aulas remotas, ao vivo, com
horérios agendados e obedecendo um calendario académico previamente elaborado; no formato
assincrono, por sua vez, os alunos assistem aulas gravaéasizam atividades em horarios
diferentes das aulas com horarios marcadomo realizar listas de exercicios ou trabalhos
(MORAES, 2020).

Em ambos os formatos, podemos citar algumas tecnologias utilizadas, comdeo uso
equipamentos como celulares e putadores, além de plataformas cont@amgle Classroom
gue funciona como uma sala de aula virt@aGoogle Classroonpp o s si bi | i ta dAdi
recados, materiais, atividades com prazo para entrega, videos, bem como verificar as atividades
entregues, si bilitando o retorno atrav®s de unm
(SCHWANZ; FELCHER, 2020, p.96).

Essa modalidade de ensino, entretanto, se constituiu inicialmente como um obstaculo
para os professores, que ndo faziam ideia de como manter cahogmtrado e ter a interacao

dele na maior parte da aula sincrona

A aula dindmica e participativa esperada na forma remota, reseloisonha

e emudecida, com cameras e microfones dos estudantes desligados. A
compreenséao diversificada e contextualizguaporcionada pelas midias
digitais, manifestotse com excessos de conteudo. Afinal, nem professores,
nem educandos tinham roteiros préaticos estruturados razoaveis para
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acompanharem o ensino incluindo material e suporte pedagdgico mediados
pela tecnologia(LEITE. F; LEITE E., 2020, 653).

Na tentativa de melhorar a interacdo dos alunos nos momentos de aula sincrona, alguns
professores buscaram encontrar meios diferentes do habitual. Nesse momento, 0 uso das
tecnologias de informacgéo se fez necessariogatando consideravelmente seu uso na forma
de diversos aplicativos, tais como aplicativos de quiz, nuvem de palavras, quadro

compartilhado, entre outros.

E impossivel repensar o processo de ensino e aprendizagem sem o uso das
tecnologias da informacao, ipdais tecnologias ja habitavam esse processo e
paulatinamente ganhavam maior notoriedade e aplicactes a cada dia. Assim,
a pandemia apenas acelerou a inser¢do e amplificou sua necessidade. Fato
irreversivel e que poderd mudar os encontros presenciaigapdsmia.
(FERNANDES et al, 2020, p.83).

Para conhecer alguns aplicativos que podenutiemados como ferramentde ensino
nas aulas, falaremos um pouco sobre algumas das diversas ferramentas tecnolégicas que

passaram a ser bastante utilizadas por gsofes, e que utilizamos durante o estagio.

1 Canva Power point sdo ferramentas que possibilitam a criacdo e apresentacao

deslides tanto para as aulas sincronas como para a gravacao de videos.

1 Geogebraessa ferramenta ja vinha sendo muito utilizadostogo do ensino
de matematica, e nos permitiu a criacao de graficos 2D e 3D, formas geométricas, pontos, retas,

além de muitas outras funcoes.

1 Google Meet, Jitsi Meetplicativo utilizado para realizar as aulas sincronas.

Disponibilizamos o$inks para aesso aos videaga grupodo Whatsapp

1 Google Forms: é um servico gratuito para criar formularios online. Nele, é
possivel produzir pesquisas de multipla escolha, fazer questdes discursivas, solicitar avaliacdes
em escala numérica, entre outras opcBksfoi utilizada na ultima aula do PROMAT para

avaliarnossa performanammo professores o que poderiamos melhorar.

i Jamboard é um quadro interativque permite que todos que tiverem acesso
possam colocar ou movimentar objetos, escrever, entre outros recursos. Ele também serve para
apresentar algo aos ahsisem permitir que eles possam participar. Esse aplicativo foi utilizado

em varios momentos como atividade prévia na definicdo de conceitos.

1 Mentimeter € uma plataforma com varias fun¢cdes como criacdo de
apresentacoes, traducédo, nuvem de palavras, @rties. Utilizamos o recurso de nuvem de

palavras em tempo real nesse aplicativo para entender a opinido dos alunos a respeito de algo.
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1 Nearpod aplicativo utilizado para os alunos responderem os questionamentos

durante as aulas sincronas, sem a necessdiase identificarem.

1 Quizizz é um aplicativo que possibilita a criagdo de quiz com imagens, na forma
de multipla escolha e de questédo dissertativa. Ele entrega dados apos a finalizagdo do quiz,
apresenta o ganhador, quantos acertos cada alymmfiezoutros dados.

1 Survia esse aplicativo cria pesquisas da mesma foguea GoogleForms Ele
possibilita também a criacdo de questdes de multipla esmottiasertativa. Foi utilizado em

nossas aulas para que os alunos respondessem algumas pergteatdenas da aula

1 Youtube plataforma de compartilhamento de videos, que utilizamos para postar
as videoaulas elaboradas para os alunos, a partir de um canal, chamado MateMatica, criado para

este fim.

Além desses, h&d muitos outros aplicativosapraecaram a ser utilizados para melhorar
a interacdo e aprendizado nos momentos de aula sincrona, e em alguns casos em aulas
assincronas. Portanto, é muito relevante o uso das tecnologias nas aulas de matematica, pare
tornar as aulas mais interessantesertecimento mais acessivel para os alunos no momento

de pandemia, porém sempre com foco no aprendizado dos alunos.



2.2.Cronograma

Encontro

Data

29/05

12/06

19/06

26/05

03/07

10/07

17/07

24/07

3107

14

Conteudos

Seno, cosseno, tangente no triangulo retangulo

Circunferéncia; tipos de funcdes, dominio e imag
periodo e funcdo (seno, cosseno, tangente).

Relag6es trigopnométricas

Coordenadas cartesianas no plano, distancia entre
pontos, ponto médio de um segmento, pol
colineares

Equacédo geral e reduzida da reta, posicoes rele
entre duas retas no plano.

Equacéo geral e reduzida da circunferéncia, posi
relativas envolvendo ponto, circunferéncia e reta.

Principio fundamental da contagem

Permutacao, arranjo e combinacao

Probabilidade
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2.3.Modulo 17 Trigonometria

23.1. Planode auldi Seno, cosseno e tangente no tri ©n

PLANO DE AULA i1 1° ENCONTRO' 29/05/2021

Clemilton,Eduardee Natalia

Publico-Alvo:

Alunos do 3%no do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino pertencentes ao Nucleo Regional
de Educacao de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste e demais
interessados na aprendizagem de Matematica inscritos no projeto.

Tempo de execucao:
Um encontro com duracdo @ehorase 30 minutos, tendmido as9h00 e se encerrandsa
11h30.

Conteudo:

Seno, cossendtangenteno triangulo retangulo.

Objetivo Geral:

9 Conhecer e aplicar as relacdes trigonométricas no triangulo retangulo.

Obijetivos Especificos:
Ao se trabalhar coreeno, cosseno e tangente no tridngulo retangbietivase que o aluno
seja capaz de:
1 Identificar no triangulo retangulo: cateto oposto, cateto adjacente e hipotenusa.
91 Aplicar o conceitode razdo a fim dédentificar as relagdes trigonométricas no triangulo
retangulo

1 Conhecer angulos notavesuas relacées maangulo retangulo.

Recursos Didaticos:
Slide, AplicativoNearpod Aplicativo Jitsi Meet Quizziz

Encaminhamento metodolégico:

1. Dinamica de apresentacao
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Para a dindmica de apresentacdo, vamos inicialmente nos apresentar aos alunos e em seguida
chamaremos um de cada vez para se apresenderpes para que se possivel liguem a camera e
mencionenos seguinteftens:

 Nome.
Cidade mde mora.
Escola em que estuda.

1

1

I Matéria que mais gosta e a que menos gosta.

1 A coisa que mais gosta de fazer nas horas livres.
1

Um sonho.

2. Avaliagdo diagnostica

A avaliacdo diagnostica sera feita por meio de um goiaplicativoQuizziz contendodezessete
guestdeso formato de multipla escol@nexo 1). Essas questdedordamconceitos basicos dos
conteudos que ser&ontempladosiurante o periodo do segundo semestre do PROMAT.

3. Apresentacao das relagdes trigpnométricas no triangulo retangulo
Primeiramente apresentaremos slidesom o desenho do tridngulo retanguiod O
identificando seus catetos e a hipotenusa. Explicareneasapteto oposto de um angulo menor do que
90° é o lado oposto a este angulo e que o cateto adjacente é o lado do triangulo que forma o angulo.
Conforme a figura abaixo.

Figura 1: Triangulo Retangulo.

B

Hipotenusa Cateto Oposto

A

Cateto Adjacente
Fonte: Elaborad pelos autores.
Em seguidamostraremos nos slides um triangulo retédngulo que esta dividido e formando,

assim, trés triangulos retangulos. Pediremos para identificarem os vértices, os catetos e a hipotenusa.
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Figura 2: Trianguloretangulo dividido em trés partes.
C
G

B
ATTF D B
Fonte: Elaborad pelos autores

Na sequéncia, mostraremos o0s triangulos separados e com suas medidas, enomerando
triangulo 1, 2 e 3.

Triangulo 11 DBE

§ DB=12cm
f EB=15cm
 ED=9cm

Figura 3: Triangulo 1.
E

15¢cm
9cm

D 12cm B

Fonte: Elaborad pelos autores.
Tridngulo 2i FBG

f FB=16cm
 GB=20cm
 GF=12cm

Figura 4: Triangulo 2.
G

20cm
12cm

F 16cm B

Fonte: Elabora pelos autores.
Tridngulo 3i ABC

 AB=20cm
f CB=25cm
f CA=15cm
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Figura 5: Triangulo 3.

C
25cm
15cm
A 20cm B

Fonte: Elaborad pelos autores.
Posteriormente, faremos o0s seguintes questionamentos utilizando o aphtdipmd no
qual podem enviar anonimamente suas respostas:
1 O que vocés podenoncluir a partir destes tridngulos?
1 Eles possuem alguma caracteristica em comum? Se sim, quais?
Esperase que os alunos vejam que as medidas dos lados dos triangulos sao proporcionais e que
seus angulos sédo iguais, chegando a ideia de dtiaragulos sdo semelhantes.
Em seguida, para os triangulos 1, 2 e 3, calcularemos a razdo entre o cateto oposto e a
hipotenusa, a razdo entre o cateto adjacente e a hipotenusa, e a razéo entre o cateto oposto e o catet

adjacente.

Razdes entre o catetoaqto ao anguld e a hipotenusa nos trés triangulos:

ED_9 _,
EB 15
ﬂ: = 1_2 = O’
GB 20
% = E = 0’6
CB 25

Razao entre o cateto adjacente ao anguda hipotenusa:
% e 1_2 - 0,8
EB 15
FB_16_,4
GB 20
E = g) = 0’8
CB 25

Razdo entre o cateto oposto e adjacente ao aagulo
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E2_% g7
DB 12
SPLoors
FB 16
CAL 475
AB 20

Utilizando o apliativo Nearpod questionaremos o motivo das razbes entre os lados

correspondentes de cada um dos tridangulos serem o mesmo valor e explicaremos que séo relacdes

trigonométricas, ou seja, em todo triangulo retdngulo podemos considerar as razdes trigopnométricas

seno, cosseno e tangente, tomando como referéncia um dos angulos néo retos

= catetoopost@a E
E_

hipotenusa
= catetoadjacente 3
osE= :
hipotenusa
- catetooposta B
tg B= P

catetoadjacenta B
Em seguida, apresentaremos um triangulo equilateéraile ladoiy denotaremos nos slides os

angulos desse triangulo e, na sequéncia, a altura relativa ao se@@etlitodindo o &ngulo= e o

segmentdC em dois.
Figura 6: Triangulo equilatero.

B a D 2
Fonte: Elabora@ pelos autores.

Calcularemos o valor da altura em fungéd\@eobservaremos que o tridngulo foi dividido em

dois, destacando uma das metades.
Para calcular a altura do triangulo equilatero vamos relembar queg®dsilizara seguinte

formula:Q 2, senddQa altura era medida do lado do triangulo.

Assim, a altura™Q do nosso triangulo sera:
o
C

0
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Figura 7: Triangulo proveniente da divisdo em dois do triangulo equilatero de|=|ado

A

30°]

als’

60°

B 3 D

Fonte: Elaborad pelos autores.

A partir deste triangulo encontraremos o seno, cosseno e tangente dos angulos de 30° e 60°.

Seno de 30° e de 60°;

a
sen30° = 2 = l
a 2
aV/3
sen60° = 2 - @
a 2
Cosseno de 30° e de 60°;
aV/3
cos30°= 2 - @
a 2
a
cose0° = 2 = E
a 2

Tangente de 30° e de 60°:
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a3 3

2

a3
tg60°=—2_=./3

a

2

Em seguida, realizaremos o processo analogo para o angulo de 45°, utilizando um quadrado de
lado a.

Figura 8: Quadrado de ladé-

a
d
a da
45°
A 3 B

Fonte: Elabora@ pelos autores.

Calcularemos o valor da diagonal em funcad\deobservaremos que o quadrado foi dividido
em dois, formando dois tridngulos retangulos, destacaremos um destes.

Para calcular a diagonal do quadrado vamos utilizar o teorema de pitagoras, logo temos o
seguinte:

Q ® ® QW

Q W

Figura 9: Divisdo do quadrado de lage
C

a{2,

45°
A a B
Fonte:Dos autores.
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A partir desse triangulo encontraremos seno, cosseno e tangente do angulo de 45°.
Seno de 45°:

a 2
sel5°=—=——
a2 2
C0545°:i:£
a2 2
tg450=2=
a

Em seguida, apresentaremos a tabela trigpnométrica para os alunos.

Quadro 1: Angulos notaveis.

30° 450 60°
Sen 1 V2 V3
2 2 2
Cos 3 V2 1
2 2 2
Tg g 1 NE

Fonte: Elaborad pelosautores.

Apoés a apresentacdo da tabela trigonométrianos trabalhar exercicios para que eles
entendam comfuncionae onde aplicar o conhecimento recém adquirido.

4. Aplicacbes das relagBes trigonométricas no triangulo retangulo
Nesse momento vamos mostrar aos alunos algumas situacdes da vida reasemtitioe as
razBes trigonométricaBara isso, apresentaremos imagens nas laminas para ilustrar as situacées abaixo.

9 Astronomia: utiliza no célculo da disténcia entre dois planetas, entre planetas e satélites e
outros.

Topografiautiliza na determinacada altura de morros, montanhas e colinas.

Construcgédo civil: utiliza no célculo da altura da tesoura de um telhado, na determinagdo do
comprimento de uma rampa.

5. Resolucéo de problemas



23

Realizaremos a correcdo de exercicio de ENEM e vestibelacionados aos conteudos

abordados durante esta aulas (Anexo ll).

Avaliacéo:
A avaliacdo acontecera de forma continua, por meio da participacéo, realizacdo das atividades

propostas e a resolucao de exercicios.

Referéncias
DANTE, Luiz RobertoMatematica: Volume Unico. 1. ed. S&o Paulo: Atica, 2005.

PROENEM. Disponivel em: PROENEM (Org.). TRIGONOMETRIA: TRIANGULO
RETANGULO. Disponivel em: https://www.proenem.com.br/enem/matematica/trigonometria

trianguloretangulaf. Acesso em: 2 jul. 2020.

ESTUDA (Org.). QUESTOES. Disponivel em: <https://app.estuda.com/questoes/?id=1804430

Acesso em: 26 mai. 2021.

MODERNA (Org.).Matemética: Construcao e significado. S&o Paulo: Moderna, 2005.

SOUZA, Joamir Roberto; PATARO, Patricia Rosana Mor&fumtade de Saber Matematica, 9° ano
3. ed. Sao Paulo: Ftd, 2015.


https://app.estuda.com/questoes/?id=1804130

Anexo |
1- Em um tridngulo retangulo, seno de um angdulé calculado por Q¢

for falso justifique F

Resposta: Falso, porque o seno é calculado [k

2- Cosseno ndo é uma func&e for falso justifique F

RespostaFalso, cosseno € uma funcao.

3- Atangente dg méligual a/o. Se for falso justifiqueV

Resposta: Verdadeiro.
4- O cosseno de 13 velp tdrespectivamentéC)

o) LH Q-8

d) Vot -8

5- Seno de- é igual a(D)
a)
b) -

c) p

d) 1

6- Esse retangulo possbivértices.Se for falso justifique(F)

24

Se
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7- Oveértice C do retdngulo é denotado &)

a)w Yew X

b)) cewn
w xew Y
dw cen p

8- Dado dois ponto8 php ed vhw entdo o ponto médio dee & é encontrado pofC)

a)b —h—
b) 0 —hA—
c) 0 —h—
d) 0 —h—

9- Tomando uma reta no plano cartesiano sendanedida do angulo formado pela reta r e pelo eixo

X sempre no sentido asttorario.Podese dizer que € respectivament¢B)



26

O
<Y
o

a) | wTmenJ | wTJd
b) wmJ| pYmriJ | wTJ
c) mJ | WwTew T J| pyYyrd

d) wm J| pymryd T1J

10- Assinale a alternativa que apresenta uma equacao geral d&yeta:
aAw Tw ¢

b)w ¢ & w o

C)ow Cw L T

ddw »w p

11- Aequacdow p W C O € a equacao reduzida de uma circunferéncia. Se for falso,

justifique sua respostd.

Resposta: Verdadeiro.
12- Dada a equacda p W q wde uma circunferéncia, € CORRETO afirmar que essa

circunferéncia(B)

a) Possui centro ph ¢ e raio igual &.
b) Possui centroplt e raio igual a.

c) Possui centroplt e raio igual an

d) Possui centro ph ¢ e raio igual a

13- O valor det Aé igual a(D)
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a) 16

b) 8

c) 36

d) 24

14- De quantos modos trés pessoas podem ficar em uma fila ing@na?
a) 3 modos.

b) 9 modos.

c) 6 modos

d) 2 modos.

15 O valor de—ﬁé igual a(A)
a) 20

b) 5

c) 25

d) 30

166 A quest «xo AQuantos n¥%meros de tr°s algari smo:¢

algarismos 1, 2, 3,AA4 e 5?0 ® um probl ema de:
a) Arranjo.
b) Combinacéo

17- Se jogarmos um dado gdaces, a probabilidade de obternwos: (D)
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Anexo Il

1. No tridangulo retangulo seguinte, calcule a medida x, indicada:

C

30°
B

a) A

Resolucdo: Como o0 nosso angulo édeeltemos a hipotenusa igugb ae o cateto oposto

ao angulo igual &y vamos utilizar seno. Logo:

i QemJ— —
pCq pCq

© Nn|o
S

CGw PG W

~

2. Determineas medidas dee wno triangulo a seguir:

Ay
p >
i

h 50 cm

a)
Resolucao: Para descobrir o valorgeamos utilizar a tangente dert lLogo:
o ® W o
oen)— — —
VTt VTt
L o

0w LMo
o
Agora vamos encontrar o valor do anguloPara isso observamos que o triangulo retangulo

menor tem angulos de 1t ¢ Ttelo 1T Assim, o tridangulo maior tem angulos iguais & ¢ ek o T J

ew omnJemlogow oTJ
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10 cm

60°
|

b)

Resolucéo: Como o nosso angulo édeeltemos a hipotenusa igugb at ée o cateto

adjacente ao angulo gemidgual acy vamos utilizar cosseno. Logo:
ATgotJ ® p
pm ¢ pm

. . pT .
) pnw? vwa

Agora vamos utilizar a tangente:

cle.

S
oQmnJ- o
§]

® ulowa

3. Um triangulo equilatero tem ym ade altura. Determine a medida aproximada de seus lados.
Resolucdo: A altura do tridangulo equilatero divide ele em dois tridngulos retdngulos. Assim,

tomando um desses triangulos temagguinte:
Figura 10: llustracdo do problema.

Fonte: Elaborac pelos autores.
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Tomando a hipotenusa do tridangulo retangulo cam@mos utilizar seno do angulo @et J

Vio
l'Qq‘aTth—qJ — p_‘LIJ
q w
_ o
Wo o9 t(p
Vo
o $lo —
w % p lowa

@ pglodae ¢ pod

Portanto, a medida dos lados do triangulo equilatero é aproximadamenie

4. Vamos imaginar um projétil que foi lancado formando com o solo um anguloud®epois de

percorrepdt Tt dr em linha reta, a que altura estava do chao?
ResolucédoPara auxibr na resolugdo, vamos fazer um esbog¢o para 0s alunos entenderem

visualmente o que esta acontecendo no problema:
Figura 11: llustragdodo problemad.

1.000 M altura (h)

Fonte: Elaborada peloautores.

Para calcular a altur& do foguete vamos utilizar Qg v. llogo:

o o e .
i Qe J—t — t 'Q vngas8
PTMTIMTNGC PTTT

Portanto, temo%e x m§ 38

5. (ENEM - LIBRAS 2017)A famosa Torre de Pisa, localizada na Italia, assim como muitos outros
prédios, por motivos adversos, sofrertlinagfes durante ou apds suas construcoes.

Um prédio, quando construido, dispurteaverticalmente e tinkga Tmetros de altura. Ele sofreu
uma inclinacdo de um anguloe a proje¢éo ortogonal de sua fachada lateral sobre o solo tem largura
medindophp Tmetro, conforme mostra a figur@.valor do angulo de inclinaco pode ser determinado

fazendese o uso de uma tabela como a apresentada.
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Angulo o

N (Grau) e
- - 0,0 0,0
: : 1,0 0,017
: : . 1,5 0,026
5 Prédio 18 0,031
- : 2,0 0,034
- - 30 0,052
1,80 m
Uma estimati va par aquamdo@adgamlg@u, éitalqgiencl|l i na- «o

a) 00U<1,0

b) 1, W< ®

c) 1,50U<1,8

d) 1, 8U<2,0

e) 2,000<3,0

Resolucdo: Primeiramente, vamos ilustrar o problema acrescentando uma informacéo importante
presente no enunciado.

Figura 12 llustrac&o do problema 7.

|
|
|
; —— prédio
|
|
|

1.80 m

Fonte: Elabora@ pelos autores.
Podemos observar que o prédio forma um triangulo retangulo com largurapipatia

hipotenusa igual @ T e altura igual a

Assim, temos o seguintg: Tt plp T ® W Mo@miolx T OU dxge

VX @
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Subtraindop Tt v @w X temos uma diferenca d#r ¢ metros na altura do prédio. Logo pela
tabela temos queesta entr@fv que possti ‘Q & Tt ¢ gphpque possti 'Q ¢ i o, portantoplv
| phi Alternativa C.

6. (Unesp) Trés cidadesy, 6 e 6 sdo interligadas por estradas, conforme mostra a figura.

A C

As estrada® O0e 0 0sdo asfaltadas. A estradadé de terra e sera asfaltada. Sabeselque
0 6temo TQG que o angulo entré 6e d 6é deo 1 & que o triangul® & & retangulo | 6, a
guantidade de quildmetros da estrada que sera asfaltada é:
a) 0 Mo
b) p #o

c)—'/I

d) Yo
e) L
ResolucdobDe acordo com os dados apresentados pelo problema, des@ggintdlustracio
Figura 13: llustrac&o do problema 6.

A
30 km c

Fonte: Elabora@ pelos autores.

Com base nesses dados, para descobrir a quantidgdédmetros da estrada Ovamos usar
a tangente no angulo dert J
. w W o
oen)— — —
O O OT
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. — . oMo

ow oo w —
o

© pHohae plond

Alternativa B.

7. Um barco parte para fazer a travessia mais curta possivel de um rio. No entanto, a correnteza o
arrastou parg 1™ além do local previsto para a sua chegada. De onde chegousavisfaonto de
partida sob um angulo dertebm a margem em que esta. Qd&al largura (r) do rio?

ResolucdoPara resolver vamos apresentar um esboc¢o do problema que facilite a visualizagédo
dos alunos.

Figura 14: llustracéo problem&.

Local de
partida

Local de Aonde deveria
chegada chegar

Fonte: Elaborada pelosugores

Para calcular a largura do rio vamos utilizar a tangenge mdPortanto:
i

QT

i ¢ Vioa.

i -
0" J—+ U
QT cT*f o

Logo, o rio possui, ¥io metros de largura, ou seja, aproximadamendg .

PROBLEMA 8:No desenho abaixo esta representado o instante em que uta datélrbita
baixa transmite o sinal para uma antena receptora.
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Considere:
sen 57° = 0,839
cos 57° = 0,545

19 57° = 1,54

Qual é a distancia S que esse sinal de satélite deve percorrer para chegar até a antena receptora’
a) 457,3 km

b) 703,9 km
c) 1000 km
d) 1292 km
e) 1539,5 km
Resolugdo: Para resolver esse problema vamos utilizar seng, dego:

ow . ow
i ‘Qu‘zx\]w“—Y nhpocow,—

YyowyPyow .
p—T[T[T[TY lIJO'ZbY Yo mmm

yopnmm ..
T Yoo PTTE

A distancia que o sinal do satélite deve percorrerg aetQu Alternativa C.

8. (FateeSPAdaptado) De dois observatérios, localizados em dois pare@sda superficie da Terra,
é possivel enxergar um baldo meteorolégicsob angulos de v elg Tt Desprezandse a curvatura
da Terra, se TiQdaseparan e &, a mediddQda atura, em quildmetros, do baldo a superficie da Terra

é:
a)o T p Vo
b) o T p Vo

c) ¢ T o WMo
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dtu p Vo
e)tT v p Vo
Resolucéo: O problema pode ser ilustrado da seguinte maneira:

Figura 15: llustracdo do problema 9.

B

30 km
Fonte: Elaborad pelos autores.

Disso, temos qué& 0 o 1 & 6 Vamos primeiramente usar a tangente de 1ogo:

Q

OUI——r p ———,
Tt WO

om ®O

M om ®O

Agora, utilizando a tangente gerttémos:

e Q - Q .- .

oQRenl—, WMo — wdo 10
AYo) @

w0 —

Vo o

Substituindo o valor dé& éencatrado em funcéo d@na igualdade encontrada acima temos o
seguinte:

Mo . Mo o 'Q Mo

Q — on ——

M on — oT
o _ _c
c QMo wn Vo No owm
. @T
Q —
_ o Vo _ _
o W o Mo wis wiWo cdwmn oo T 0 Wo
o Woo o 0 o cdo p C

Q tu p UoQa

a mediddQda altura, em quildmetros, do bal@o a superficie daBglet v p "o Q4

aproximadamentp ¢ & Alternativa D.

9. (EPCARIT 2012)Uma coruja esta pousada em R, ponto mais alto de um poste, a uma altura h do

ponto P, no chadtla é vista por um rato no ponto A, no solo, sob um angulo de 30°, conforme mostra
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figura abaixoO rato se desloca em linha reta até o ponto B, de onde vé a coruja, agora sob um angulo

de 45° com o chdo e a uma distandRid® medidale @I metros.

A B P

Com base nessas informagfes, estando os pontos A, B e P alinhados e despeeaando
espessura do poste, peseafirmar entdo que a medida do deslocamento AB do rato, em metros, € um
namero entre:
a)3e4d

b)4e5
c)5eb6
d6e7

ResolucdoPasso 1: Erantrar a medida da altura do poste.

i Qe mtJd e — e
07(4 G 07
oc M ¢3Q X ¢IQ

Q ? PG 0O & i

Passo 2: Utilizando primeiramente o anguladetdmos o seguinte:

0 Mo 10Q
OQT[J.,—T' — e
ov g o0V
o o= o« v 0 Q adoQ
oMo o Q oV — ——
Vo o

b0 WMo oo
Passo 3: Utilizando o anguliet v tdmos o seguinte:

0

Q
0QuJ— P =
ovuv ovuv
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Alternativa B.
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2.3.1.1. Relatério

Aos vinte e nove dias do més de maio de dois mil e vinte e um, retseraniine via
Jitsi Meet nos estagiarios do quarto ano da disciplina de Metodologia e Estagio Supervisionado
Il do curso de Licenciatura em Matematica e os alunos inscritos no pPRE@MAT, para
desenvolver o primeiro encontro. A professora orientadora Marieli, esteve presente na sala de
aula online acompanhando toda a aula.

Iniciamos a aula desejando beasdas para os alunos e explicando como ocorreriam
as aulas, passando inforpdas sobre a forma de acesso, a contabilizacdo da presenca, entre
outras. Salientamos que caso tivessem qualquer duvida ou comentéarios durante a aula poderiam
falar utilizando o 4udio da chamada e escrevendo no chat.

Na sequéncia, comegcamos a apresentde&iides, com o procedimento da dinamica
inicial, com intuito de nos apresentarmos para 0s alunos e celosedéa dinamica era
necessario falar o nome, cidade onde residiam, escola em que estudavam, matéria que mais
gostavam e a que menos gostavam, aléngontar sobre o que mais gostavam de fazer nas
horas livres e sobre um sonho que gostariam de realizar.

Figura 16: DinAmica primeiro encontro.

& SUGESTOES PARA SE APRESENTAR:

o NOME.

o (IDADE ONDE MORA.

© [SCOLA EM QUE ESTUDA.

o MATERIA QUE MALS GOSTA E A QUE MENOS GOSTA.

o A (T5A QUE MAIS GOSTA DE FAZER NAS HORAS LIVRES.
o UM SONHO.

Fonte: Elabora@ pelos autores.

Iniciamos a dinamica nos apresentando e, na sequéncia, todos os alunos presentes se
apresentaram também. A maioria dos alunos pediram para se apresentarem e falaram as
informagbes com o microfone. Aqueles que n&o conseguiram utilizar o microfone, enviaram
suas respostas via chat, e realizamos a leitura para todos acompanharem. Algo interessante na:
apresentacoes foi a diversidade dos locais que os alunos residiam, havendo muitos alunos de

outras cidades do Parana, e também de outros estados do pais.
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A dindmica inicial conseguiu criar uma proximidade com o0s alunos e -ttExaais
seguros para interagirem e participarem das aulas. Apés a dindmica, disponibilizamos um link
de um quiz, para responderem algumas perguntas sobre 0s conteudos que seriam mstudados
PROMAT, explicando que esse seria o AMomen
iniciamos 0 quiz, e os alunos tiveram entre um e trés minutos para responder, dependendo da
complexidade de cada questdo. A maioria dos alunos apresentou dificuldadpestées,
comentando que nao se lembravam ou nao estudaram alguns dos contetudos abordados no quiz
Explicamos que todos esses conteudos seriam abordados e que realizariamos exercicios pare
gue pudessem se recordar.

Figura 17: Momento Quizizz primeiro encontro.

PromatSala3  127:40 HO

Poliana
sim

Tomando uma reta no plano cartesiano sendo a a medida
e do angulo formado pela reta 7 e pelo eixo = sempre no

Sim

e L s e s T e g S IS s S

Nattiely Andressa

Simm

A ®@e 060066 @e e e

sim

5 0o®eee

eu acho que sou eu, mas é pq eu entrel
de novo com outro nome

@ ndo excluiu o antigo

O professor Régis nem esta jogando o
quiz, mas esse barulho de bombinha de QUIZIZZ

final me da o maior nervoso também
(]

Fonte: Elaborad pelos autores.
Prosseguindo a aula, retomamos os slides explicando o contetdo de trigonometria no

triangulo retangulo, explicando inicialmente o que é um tridngulo retangulo e suas principais
caracteristicas e, posteriormente, utilizamos trés retangulos para traba#tac@es de seno,
cosseno e tangente.

No decorrer da explicagdo, mencionamos as caracteristicas comuns entre os triangulos
retangulos, e pedimos para responderem no Neargmhrdbilizando um link para isso. No
entanto, apenas trés alunos utilizaram o link, os demais preferiram responder no chat ou
utilizando o microfone, relatando que assim conseguiam responder mais rapido e de forma mais

facil os questionamentos dos profeseso
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Figura 18: Slide do momento nearpod.

ALGUMAS PERGUNTAS ¢

& (0 QUE VOCES PODEM CONCLUIR A PARTER DESTES TRIANGULOS?

@ [LES POSSUEM ALGUMA (ARACTERISTICA EM COMUM SE SIM, QUAISY

LRI SIaR )

Fonte: Elaborad pelos autores.
Dando continuidade a aula, resolvemos dois exercicios. O primeiro deles solicitava

encontrar a medida de um lado de um triangulo retangulsggundo pedia para encontrar a
medida de um lado e de um angulo de outro triangulo retangulo. Realizamos a corre¢ao
apresentando os slides e escrevendo a resolucdo com a mesa digitalizadora. Os alunos
participaram, interagindo conosco durante a resolugd@xiercicios.

Figura 19: Resolucéo do problema 1 utilizando a mesa digitalizadora.

C @ meetjitsi/promat sala3 ™ @ # (i Pausada)

“‘; i Apps € 5ANOA G B IANO @ 2ANO % 3ANO (W) FRIV.COM-TheB.. @ 1ANO-1 @ 2ANO-2 @ 4ANO -1 @ 4ANO-2 @ 4ANO-3 # 2ANO
5 -
=N PROBLEMA 1.
w— NO TRIANGULO RETANGULO SEGUINTE, CALCULE A MEDIDA x, INDICADA:
o (o}
primeira vez que ouvi musica assim S e = v
Matheus Felipe Boroto n 12 TD:’
consegui L - U
.1 & AL
odasr;spzsras do quiz também néo A-AQ = UL e
A= b
Natalia Taques L= ’l J\}

https://forms.gle/YQQUAZChbwXuMg2
6

Link para quiz

©

Slida 20 Aa 4R Derbuiibe (Rracill EUen R YOS L TR R ——— T ]

Fonte: Elaborad pelos autores.
Ao tentarmos disponibilizar tnk de presencanline via formulario doGoogle os

alunos ndaonseguiram acessar, sendo necessario anotarmos o nome de todos que estavam
presentes. Informamos que para a proxima aula resolveriamos o problema, de modo que

conseguissem acessar a lista de presenca.
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Finalizamos a aula explicando que pretendiamos apagseais exercicios, e que na
aula seguinte concluiriamos as resolucfes. Desejamos um bom final de semana e uma boa
semana para todos, pedindo que retornassem na proxima aula, que ocorreria em 12 de junho.
A experiéncia de uma aula sincrona do PROMAT &sthnte diferente de uma aula
presencial: a apresentacdo tomou mais tempo do que esperdvamos, devido a isso nédo
conseguimos cumprir com todo o planejamento da aula; mas esse momento foi satisfatério,

contribuindo com o engajamento e interesse dos alundeaworer da aula.
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23.2. Planodeauldai Ci r cunf er °ncia; tipos de fun-»es;

fun-«o (seno, cosseno, tangente)o.

PLANO DE AULA i 2° ENCONTROT 12/06/2021

Clemilton,Eduardae Natalia

Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino pertencentes ao Nucleo Regional
de Educacdo de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste e demais

interessados na aprendizagem de Matemiitszaitos no projeto.

Tempo de execucao:
Um encontro com duracdo @ehorase 30 minutos, tendamido as9h00 e se encerrandsa
11h30.

Conteudo:

Circunferénciatipos de func¢des, dominio e imagem, perioflmeéo (seno, cosseno, tangente)

Objetivo Geral:

1 Conhecers trés principais fun¢des trigopnométricas e suas caracteristicas.

Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar coras fun¢des seno, cosseno e tangergeng as relagdes trigonomeétricas
objetivase que o aluno sefapaz de:
1 Identificar e apresentar trés representacdes semidticas das fungoes.
1 Entender a construcdo das trés fungdes trigonométricas principais.

9 Observar as caracteristicas das funcéesngin do grafico.

Recursos Didéaticos:
Slides, Aplicativo Jitsi Meet, GeogebraQuizizz

Encaminhamento metodolégico:

1. Resolvendo problemas.
Iniciaremos a aula trabalhando alguns probleifdasexo 1) relacionados ao conteddo de
trigonometria ndriangulo retdngulo para que os alunos relembregpredoi trabalhado na aula anterior.

2. Circunferéncia trigonométrica
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Iniciaremos explicando que uma circunferéncia trigopnométrica € uma circunferéncia orientada,
centrada em zero, cujo raio é 1 unidade deonento e o sentido positivo é ahtrario.

Figura 20: Orientacdo de uma circunferéncia.

+

Fonte: Elaborada pelos autores.

Na sequéncia, associaremos a circunferéncia trigopnométrica a um sistema de coordenadas
cartesianas ortogonais, seritlo ponto pfit a origem dos arcos da circunferéncia.
Figura 21: Circunferéncia trigonométrica.
y

r s

B

Bl

Fonte: Elaborad pelos autores.

Explicaremos gue estes eixos dividem a circunferéncia em quatro, ou seja, 0s quatro quadrantes,
numerados nas figuras abaixo.

Figura 22: Os quadrantes de uma circunferéncia trigonométrica.

y y
A A
n
90°| 8 2 |8
A 0°l A A 0°l A
» X. » X
180° : 0 : 360° " : 0 : 2n
o|B 3r [g
270 ap

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Em seguida, explicaremos que arcos congruentes sdo dois arcos diferentes que iniplam em
e terminammo mesmg@onto, conforme o0 exemplo apresentado abaixo.

Figura 23: Arcos congruentes.

»
>

A

B T +2n

v

v

Fonte: Elaborala pelos autores.

3. Ideia de seno, cosseno e tangente
Consideraremo& um ponto da circunferéncia trigonométrica, ponto final do arco
Analisaremos as coordenadas do p@nto

Figura 24: Analisando as coordenadas do ponto x.

sen
A tg

b
2

tgx

senx

2n

» COS

T 0 GOSX

Fonte: Elaborada pelos autores.

Logo,® @ ¢ fi ¢ ¢ enessas condicdes temos:
i Q¢ @i QQED
AT doi o0 «
Para encontramos o valor da tangente utilizaremos a semelhanca de tridangulos:
0 Qwi Q¢ w
P DEQ
wéEi
Na sequéncia apresentaremos a circunferéncia trigonométrica com o seno, cosseno e a tangente.
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Figura 25: Valores das funcdes na circunferéncia trigopnométrica.

120° n
60°

2
135° 3
3

by \
150°5£ \ X

6

180° 1t

N!a
S

210° 5\
6 /
5T
225°% 47
3
I
240° > S06°

270°

Fonte: Elaborada pelos autores.

4. Funcao Seno
4.1 Grafico da funcdo Seno
Vamos construir o grafico da funcd@w | ‘Q cagpartir de uma tabela de valores para

Partindo da observagéo do circulo trigopnométrico, juntamente com os alunos, preencheremos a tabela.
Para cada valor de x vamos questionar os alunos até chegarem a uma concluséo.
Quadro 1: Valoresincompletosda fungéo seno

s R [Z] £ [ [C[e[r]e

C T T C T
OAdb| O P Tt o Tt
Fonte: Elaborado pelos autores.

-

Ao apresentarmos essa tabela, vamos relembrar eles sobre como escrevemos esses angulos en

graus.E como passamos de graus para radianos.

Tabela 2: Valores da fung&o seno.

@ m | _ | _ o ) A A P S I
C T T G T

OAd| O ic P Vic i Vic P M| m
G C C G

Fonte: Elaborado pelos autores.

Logo apods faremos a seguinte pergunta para estimular uma reflexdo nos fitomagiais

quadrantesafunc@beno ® positiva? E negativa?o
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Figura 26: Circulotrigonométricai seno

A

Sen x

Fonte: Elaborada peloautores.

Esperamos que os alunos respondam que a fungéo seno é positiva nos quadrantes 1 e 2 e negative

nos quadrantes 3 e 4

Figura 27: Sinais de Seno.

+eru. +

Fonte: Elaborad pelos autores.

Veremos a representagéo do grafico no Soft@megebrae conversaremos um pouco sobre a

funcao.
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Figura 28: Grafico da funcdo seno

Fonte: Elaborada peloautores.

Para uma melhor visualizacdo densformacdes no gréafico da fungdo seno vamos representar
as seguintes fungoes:

e v
Be vu--
[ ] [ ]

B- vu-

4.2 Caracteristicas da fungdo Seno

Inicialmente utilizaremos a funcdQw | Q ¢ euwa pair da andlise do seu grafico no Software
Geogebra definiremos juntamente com os alunos suas caracteriBcasdefinir seu dominio
olharemos para o eixo x da fungéo e para definir sua imagem observaremos o €ixoy.

Dominio: \
Contradominio: \l

Imagem: h
Periodo: Z
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Figura 29: Periodo da funcdo seno

2 periodos

1 periodo

-2

Fonte: Elaborada peloautores.

Apoés identificadass caracteristicagrabalharemos com alguns problemas que relacionem a
fungéo seno.

PROBLEMA 1: Em um sistema predaduaesa, o himero de predadores e de presas tende a
variar periodicamente com o tempo. Considere que, em determinada regido, onde ledes sdao os
predadores e zebras sdo as presas, a populacdo de zebras tenha variado denaeoidglocdo dada

por:

- o~ 0
WO yYyuntnd Q—T&h
Sendo o tempomedido em anos, a partir de janeirocda Tat 1T 8
a) Qual era a populagéo de zebras em janei@ tere 1t
Resposta: Em janeiro dett temosd  Ttlogo:
onm Yumntnd Q—%—
Oon yount nd Qu Om  Yumt T
Om Yo
Portantoem janeiro de Tt TEXiStiamy v Zebras.
b) Sabendo que a populacdo méaxima de zebras atingig& foi, Wetermine a primeira vez
em que iSso ocorreu.

Resposta:

0
pg v TYuv T T Q—Te—

VTIYU TT 0O 1T
PEUTYUT 0 LT

mw,.
I Qe
TTIT T T
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Os momentos em que a fungéo seno é igpad@o enm e — Como queremos a primeira vez

em que a populacado de zebragoi®i v yamos utilizar-. Logo:

Como o tempo é medido em anos entdo a primeira vez em que a populacdo de zebras atingiu

P& L fwiem¢g T T ¢

5. Funcéo Cosseno

5.1 Grafico da funcdo Cosseno.
Inicialmente passaremos uma tabela com os valores de x e alguns valores de cos x ja preenchidos

pedindo pea que os alunos respondam os valores que ndo foram fornecidos para cos x. Durante o
processo ajudaremos os alunos, analisando o circulo trigonométrico para reflexao.
Quadro 3: Valores incompletos da fungéo cosseno.

o [ n | . o Tl T X T

I - c
1 -1 1

—
N

€
™M~
S«

Fonte: Elaborado pelos autores.

Quadro 4: Valores da funcéo cosseno.

o [n [T & [F[o[f[ele
C T T C T

WED | p ic Tt ic p 1 T || p
C C C

Fonte: Elaborado pelos autores.

Vamos novamente fazer a seguinte reflex«o:

E n e g aNesse® mofhento espesa que os alunos respondam que os quadrantes 1 e 4 sao positivos

e 0s quadrantes 2 e 3 s#&pgativos.
Induziremos os alunos a refletirem a partir da tabela recém preenchida para chegarem na solucao

da pergunta feita acima.
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Figura 30: Sinais da funcdo cosseno

A

Cos x

Fonte: Elaborada peloautores.

Com a tabelgreenchida, pediremos aos alunos que construam o grafico da"@umcao
@ & ¢ Feito isso, com o auxilio do SoftwaBeogebrarepresentaremos a fungéo e conversaremos com

0S mesmos sobre sua forma e suas caracteristicas.

Figura 31: Grafico dafuncdo Cosseno

/'\ """"""""""""""""""""""

Fonte: Elaborada peloautores.

Feito o gréfico da funcéo, relembraremos os alunos em quais momentos a@encAaD £ ¢

€ positiva e em quais é negativa relembrando a conclusdo chegada na observag&alado

trigonomeétrico.

5.2 Caracteristicas da funcédo Cosseno
Seguindo a mesma linha de raciocinio utilizada para a funcao seno utilizaremos &funcéo

@ € e a partir da analise do seu grafico no Software Geogebra definiremos juntamente com os alunos



51

suas caracteristicaBara definir seu dominio olharemos para o eixo x da funcdo e para definir sua

imagem observaremos o eixo y.
Dominio: \
Contradominio: \I

Imagem: h
Periodo: Z

Figura 32: Periodos da funcdo Cosseno

2 periodos

1 periodo

AT

Fonte: Elaborada peloautores.

Para finalizar o assunto relacionado a funcédo cosseno e para uma melhor visualizagdo das

transformacdes no grafico flancdo cosseno vamos representar as seguintes fungoes:

-2

oo

1L
re Ve

koo

[ ]
I,
re -y

Feitoisso vamospresentaaos alunos um problema para que eles definam suas caracteristicas

utilizando o meso processo feito nas funcdes anteriores.

PROBLEMA 2: Encontre o dominio, contradominio, a imagem e o periodQde —.

Resposta: Primeiramente vamos ver quais os valores da fungdo para os angulos de

nt b nhod vhg Thad TP o BpJY Tt Jg by Tode 1T
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Quadro 5: Valores de cosseno.

N R N R R TR b
C T T C T

QED| p | U | T i p| 1 | m|u| P
C S C

Fonte: Elaborado pelos autores.

Tabela 6: Valores da funcéo cosseno dividida por dois.

3 N A B N i P
C T T C T

WELT P g | m Vic Pl P | P

C S | T T ¢ | g T | ¢

Fonte: Elaborado pelos autores.

Podemos observar a parios quadrs acimaque quando o cosseno é dividido por 2 a Unica
coisa que muda € a sua imagem, portanto temos o seguinte:
Dominio:

Contradominio:

Imagem: -h-

Periodoxg¢*”

PROBLEMA 3: Em certa cidade litoranea, a altifeda maré (em metros), em funcéo do tempo
0, é dada pelafuncd@d ¢ AT © D, naqual otempo é medido em horas, a partir dameia

noite.
a) Qual a altura da maré @horas da manhg® Trepresenta meia noite)

Resposta: Considerando que o tempo é medido a partir da meia noite, basta subsiipgrmos

¢ na fungéo. Logo:

Qe ¢ T gilp
Qe ¢ TMAT O N0 ¢ TP
Qe chas

b) Qual o primeiro momento do dia em que a maré atingiu a altuyadros?

Resposta: Agora, vamos substituir a alt@@or ¢ tendo o seguinte:

¢ ¢ ThAT gil‘) ¢ ¢ ThwAT ga‘)
Ad er Al GCb T

Tty 5}
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Como oAl © mentdo- Ddpode ser ou—. Utilizando- temos o seguinte:

“

“* “ — O.
-» - o = -
o C — C
o
o 2 o
c p
Utilizando— temos o seguinte:
“* ‘ 0“ 0“
ra o
-» — o0 =~ —O
o C - C
o
W
0 — Th
C

A maré atingi a altura ded asp "o ™min e as "o ™Min. Portanto, a maré atingiu a altura

decd pela primeira vez a"Qo mmin.

6. Funcéo Tangente
Inicialmente vamos retomar a relacdo entre seno, cosseno e tangente ja vista no inicio da aula.
i Q¢
01Q —=——:
] AllO
Faremos ent «o a segui ntEmque quadiantestafungaogente u ma

positi va? Pharaisse gmasiret@nd® sinais em cada quadrante da funcao seno e cosseno.

1° quadrante: Vamos utilizar o angulo-dé.ogo:

i Q& -eAi-0“ portantod @ -3 — " pOSITIVO.

|S’|| I

Explicaremos disso que quando fazemos a divisédo de dois nUmeros positilaisda divisao

€ positivo,portanto,como o0 seno e o0 cosseno dos angulos do primeiro quadrante séo positivos temos a

tangente positiva.
2° quadrante: Relembraremos que no segundo quadrante seno € positivo e cosseno € negativo

portanto a tangente serégativa.
3° quadrante: Relembraremos que no terceiro quadrante seno € negativo e cosseno é negativo

portanto a tangente sera positiva.
4° gquadrante: Relembraremos que no quarto quadrante seno é positivo e cosseno € negativo

portanto a tangente sera negativ
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Figura 33: Sinais da tangente no circulo trigonométrico

Tangente

an\
k_

Fonte: Elaborada peloautores.

6.1 Grafico da funcao Tangente.
Novamente pediremosa alunos qugreencham a tabela de valores para a fungéo tangente.

Encontraremos os valores da tangente utilizando a redai@o —.

Quadro 7: Valores da fungéo tangente.

Z N I R R R R I
T C T T C T
YQu T p g p 1 p ® p 11

Fonte: Elaborado pelos autores

Logo ap6s juntamente com os alunos construiremos a ideia do gréfico, e o apresentaremos no
SoftwareGeogebra
Figura 34: Grafico Funcdo Tangente

Fonte: Elaborada peloautores.
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6.2 Caracteristicas da funcadrangente
Dominio: - QR &
Para explicar o dominio da tangente vamos retomar o quadro que fizemos para potenader
essa funcdo ndo é continua como as fun¢des seno e cosseno.
Contradominio:
Imagem: DID
Periodo: “
Para finalizar o assunto teérico relacionado a funcao tangente e para uma melhor visualiza¢ao

das transformacdes no grafico vamos representar as seguintes fungoes:

g o < .
. S 4' °
e h K

1= <

Ap6s identificadass caracteristicagrabalharemos com alguns problemas que relacionem a

fungéo seno.

PROBLEMA 4: Determinar o dominio da fungéo f, tal i OATwn - .

Resposta: De acordo com a restricdo do dominio para a funcdo tangente, temos:

® - — 0 o - Ohy w
T C 1

Logo,

e ora o o QhQ
PROBLEMAS5: Qual o dominio da funcéo real f tal dago O Ackoe

Resposta: Facamagsy 08Sabemos quiexiste a tangente de t se, e somente se,

0 — Qhon v

Entdo:

Logo,



56

7. Resolucéo de problemas sobre trigonometria na circunferéncia
Resolveremos questdds Enem e Vestibular (Anexo Il) juntamente com os alunos gaea

entenédimcomo funcionan as questdeslacionadas com fung¢des trigonométrinassas provas.

8. Momento Quizizz
Nesse momento vamos passar um quiz para os alunos utilizando a pla@fizzecom um
total dequatroquestdegAnexo lll) relacionadas ao contetdo trabalhado em aula, para assim observar

0 que eles conseguiram aprender do conteddtia.

Avaliacéo:
A avaliacao acontecera de forma continua, por meio da participacéo, realizacao das atividades
propostas e a resolucao de exercicios.
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Anexo |

3. Um triangulo equilatero teqm o dde altura. Determine a medida aproximada de seus lados.
Resolucdo: A altura do tridangulo equilatero divide ele em dois tridngulos retdngulos. Assim,

tomando um desses triangulos temaeguinte:

Figura 35: llustragéo do problema 3.

Fonte: Elaborado pelos autores.
Tomando a hipotersa do triangulo retangulo compvamos utilizar seno do angulo det J

e
i ogmal¥ YO PV
) ¢

o o o ;(p
Vo

—0?0 p ok d

@ plowde ¢ add
Portanto, a medida dos lados do triangulo equilatero é aproximadamenie
7. Um barco parte para fazer a travessia mais curta possivel de um rio. No entanto, a correnteza o
arrastou parg 1 além do local previsto para a sua chegada. De ondewhagstase o ponto de
partida sob um angulo detcbm a margem em que esta. Qual é a largura (r) do rio?
ResolucdoPara resolver vamos apresentar um esboc¢o do problema que facilite a visualizagédo

dos alunos
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Figura 36: llustracdo problema

Local de
partida

Local de Aonde deveria
chegada chegar

Fonte: Elaborado peloswdores

Para calcular a largura do rio vamos utilizar a tangenge mdPortanto:

i — i
0" J—t No —
QT qT*f o o1
i ¢ Vioa.

Logo, o rio possui, ¥io metros de largura, ou seja, aproximadamendg .

9. (EPCARI 2012)Uma coruja esta pousada em R, ponto mais alto de um poste, a uma altura h do
ponto P, no chadtla é vista por um rato no ponto A, no solo, sob um angulo de 30°, conforme mostra
figuraabaixo.0 rato se desloca em linha reta até o ponto B, de onde vé a coruja, agora sob um angulo

de 45° com o ch&o e a uma distandRd® medidale @VI¢ metros.

300 45°

A B P
Com base nessas informagdes, estando os pontos A, B e P alinhdesizrezandse a

espessura do poste, peskeafirmar entdo que a medida do deslocamento AB do rato, em metros, € um
namero entre:

e) 3e4

f) 4e5

g 5eb6

h) 6e7
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ResolucéoPasso 1: Encontrar a medida da altura do p&3te

Q ne 'Q
i QamJ — —c —
07§ NS

WG ¢JIQ o ¢JIQ

X

Q @G Qoi €i

Passo 2: Utilizando primeiramente o anguladetdmos o seguinte:

Q Mo Q
olnNl— —
oV o O

C-

f e . .. 0Q 0loQ
oMo o Q ouvL — o

s

60 WMo oMo
Passo 3: Utilizando o angulo deu tdmos o seguinte:

Q Q
0 QuJ+— P ==
60 60
60 Q ¢
Temosentdoqueé & 6 0 6 (logo
66 oo @ @OWo p
o 6e v w

Alternativa B.
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Anexo Il

1. Em 2014 foi inaugurada a maior reg@ante do mundo, idigh Roller, situada em Las Vegas. A
figura representa um esboco desgiagigante, no qual o pon#drepresenta uma de suas cadeiras:

ol
Solo Solo

Disponivel em: Mipsian wikipedia.org. Acasso em: 22 abr. 2014 (adaptado)

A partir da posicao indicada, em que o segm@#se encontra paralelo ao plano do solo,
rotacionase aHigh Rollerno sentido anthoréario, em torno do ponto O. Sejamangulo
determnado pelo segment®@A em relacdo a sua posicéo iniciaf,eefuncdo que descreve a altura do

pontoA, em relagdo ao solo, em fungéotde

Apoés duas voltas completddem o seguinte grafico:

4 f{metro)

168 | -

88| —

0 /2 2n 4 t ('radiano)

A expressao da funcao altura é dada por
a) Q0 yYynQe Yy
b) Q6 YméDd Y
)Q0  Yéd poy
d)"Q0  p@iPQe  PYywéod
e)0d Yy Q& p eapE
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Re®lucao
)  Primeiramente, ao olhar para o grafico podemos observar que o grafico € de uma fungéo seno.
sen(t)
1)) Analisando ainda o gréafico, observamos que o ciclo comeca ha altdénukiros e termina
na altura de88metros. E que a altura mais baixa em que ele chega é de

yy poy Yy Yy wm ¢ [AOOIO
[l)  Vamos fazer uma tabela:

T f(metro) sen(t)
“2 168 1
2 88 0
4" 88 0
Parar="2,
168=288kiA1
Parat=2“,4"
88=88+kA0

Vemos que sk=80 o resultado ainda &8.
Disso temos o seguinte:

F(t)=88+sen(t)A80
Alternativa A.

2. (FGV-SP) Uma empresa prevé para os proximos 24 meses (a partir de jamerong

guantidade mensal vendida de determinado produto através da funcéao

0 omtd Q& - ,onded éaquantidade@valep para janeiro de 1t Ti¢pralec para

fevereiro deg 11 TR@SSIM por diante.
a) Qual o periodo da fungéo?
b) Para que valores des quantidade é maxima? Para que valoresadguantidade é minima?

Resolucado

O pefodo®dado porn — p @

c) Para que valores @ quantidade é maxirfdd@ara que valores da quantidade é minima?

Para x ser maxima, temos que:

ORmJ phy ¢ Q¢ < ¢ Qhné @y

Entao,
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u& “ “ 5 “8‘) “ 5 y y y

— - - — - e E® @ gQ o p& Qhéapp o

2 ¢ ¢ © o < © ¢8 ® 0 P PP
¢t 00 QEaDIOAERD Q¢ 1 Qi Qi

O que corresponde ao méskiezembra

Para x ser minima, temos que:
C e O e
Omd phi € ms? CQhwé AN v
Entéo,
“®» “ o Q- D Q-
® ¢ G ¢ () ¢
0 p& @ecomop O ¢TE OOQ&DIVA EQ@D Yt Qi Ki
O que corresponde ao mésdimho.

3. (UNIOESTE2018) Em uma area de protecao ambiental existe uma populagédo de coelhos. Com o
aumento natural da quantidade de coelhos, ha muita oferta de alimento para os predadores. Os
predadores au a oferta de alimento também aumentam seu nimero e abatem mais coelhos. O nimero
de coelhos volta entéo a cair.

Formase assim um ciclo de oscilagdo do numero de coelhos nesta reserva. Consgkecaredo
a populacaag) 0 de coelhos fica bem modelada ppo pmnnnm VT Q&— , sendod Ta

guantidade de dias decorridos, e o argumento da funcdo seno € nmedaltiamos, podse afirmar
que

a) a populagéo de coelhos € sempre menor ou igual a 1000 individuos.

b) em quatro anos a populagéo de coelhos estara extinta.

c) a populacéo de coelhos dobrard em 3 anos.

d) a quantidade de coelhos s6 volta a ser de 1000 indivigpossdde 360 dias.

e) a populacéo de coelhos atinge seu maximo em 1250 individuos.

Re®lucdo

Note queo valor do seno varia apenas entiee 1 possuindo os seguintes valores:

OBd ¢¢ mOEI p;0FET niME+ p.
Vamos entdo analisar calddra da questao:

a) A populacdo de coelhos € sempre menor ou igual a 1000 individooseto. Poisa populagédo
de coelhos pode ser maior do que 1d@ndo o seno assume valor negativo.

b) Em quatro anos a populacdo de coelhos estaré extiotereto. A populacdo nunca sera extinta
pois o valor minimo é 750 coelhos, quando o seno € igdal a
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c) A populacao de coelhos dobrara em 3 aAgsopulacdo nunca dobrangois o valor maximo € 750

coelhos, quando o seno é igual a 1.
d) A quantidade de coelhos s6 volta a ser de 1000 individuos depois de 3Bdiasto. A populacdo

de coelhos novamente igual a 1000 apds 180 giesdo temos o valor de seno igual a zero.

e) A populacdo maxima € de 1250 coellgpsando o valor do seré igual a1. Correto.

4. (UF-PA) O menor valor positivo de@que satisfaca a equaggio Q& p Té:
a) -
b) -
c) -
d) -
e) "

Resolucao

8;

¢i Q& p 1 ¢i Qe p 1 Q

Yale)

~ ~

O - W Ea — o
b & B0 & & &b ¢ | 0RO

Alternativa A.



Anexo Il
1. (UEPB 2005)0 valor deA T pQ; mdé&igual ao valor de:
a) Wéd
b)z0é@ 1
c) zi QgmJd
dzo0édmd
e) ®éH L J
Resolucdo Primeiramente vamos fazer a divisdogle, dporo @Jn

TUTT .
e olv O
Tt

pcr
)
Ou seja,
penndpoeonpgmnd
penl ¢l OAAOCATAGAO GATQNQMGO QU ¢
pegnlomndo n.d

Entdo temos que:
o o o %
AlpG WIm AlpOgdn A ook <
Alternativa D.

2. O conjunto damagemda funcéo seno corresponde ao intervalo:

a) A

b) pip

c) pip

d) SNUR}NURIN

ResolucdoAlternativa C,pois p OAd p8

3. CalculeA 1-Ge 0 A8

64
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a)Ai-0 L i 4
b) Ai-O mi Q¢ -
c) AT-O p,i Q¢ p
d AT-O0 i ¢ %

Resolucéao

Alternativa A.

4. (Esaf/Processo Seletivo Simplificado/2008)ss®2um arco do segundo quadrante e seroéle

igual a-, entdo a tangente d& igual a:

Resolucao:
Sabemos que Q& mJ-.Logoad ‘@1 J 2 Mas como o arco esta no segundo quadrante,

0 angulo correspondente € o de 150°. Também sabemos que a tangente no segundo quadrante é

negativa, portantay ‘@ v 1 J n

Alternativa C.



66

2.3.2.1. Relatério

Aos dozedias do més dpinho de dois mil evinte e um reuniramse online via Jitsi
Meet nés estagiarios dguartoano da disciplina dMetodologia e Estagio Supervisionado |
do curso de Licenciatura em Matematica e os alumexitos no projeto PROMAT, para
desenvolver gegundaencontro A professoraorientadora Marieliesteve presente sala de
aulaonlineacompanhando toda a aula.

Iniciamos a aula desejando bom dia para os alunos e explicando que continuariamos os
exercicios da aula anterior, retomando o contetdo proposto. Trabalhamos com o problema 3 da
lista, resolvendo passo a passo a questao e pedindo para que 0s alunosranapssEeSSO.

Logo apéscomecamos o contetdo da aula iniciando com o tema circunferéncia. Vale
ressaltar que esse conteudo foi passado aos alunos alguns dias antes noWhaieagga
turma, como forma de conteddo assincrono, porém, como € um tepoatante e a
probabilidade de muitos alunos nédo terem visto o matmaagiranderesolvemos retomar na
aula sincrona. Ao finalizar essa parte, a estagiaria Natalia comecou a mostrar as funcfes seno,
cosseno e tangente na circunferéncia.

Figura 37: As fung¢des na circunferéncia.

SEND, cosseEna € (OORDENADAS DE X

tangente na
circunferéncia

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx ﬂ_

it
* COS

Fonte: Elaborada pelos autores.

Foi necesséario explicar mais de uma vez pois alguns alunos estavam um pouco confusos,
porém ao final eles entenderam perfeitamente. A estagiaria Natalia progsegoicontetdo

e mostrou entdo porque @ ——, porém nesse momento, ela se confundiu um pouco e

precisou da intervencdo da estagiaria Eduarda para explicar, fazendo com que a estagiaria
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Natalia relembrasse o processo. Para finalizar emga feti realizado um exemplo de angulos
suplementaregjuestionandqual seria o valor do Q& 1 1™ J

Em seguidaa estagiaria Eduarda compartilhou sua tela e comecou a aprofundar o
assuntpentrando na funcéo seno e suas especificacdes. Para issmetae preenchendo a
tabela de valores de seno juntamente com os alimstigandeos a pensarem em qual seria
cada um dos valores. Além disso, ela concluiu com eles os sinais de seno nos quatros quadrantes
da circunferéncia e realizou a construcdo déigraA seguir,apresentamos trés imagens que
ilustram o processo.

Figura 38 Tabelade valores da funcédo sepreenchida no momento da aula.

Eo = X° (g0 —1
.--'-""'FFF
& OUAIS 05 VALDRES DE SEND? 7 = % —x

Fonte: Elaborada pelos autores.

Figura 39: Os sinais doguadrantes na fungéo seno.

%

C ij (UAIS QUADRANTES A FUNCAO SEND E POSTTIVAT E NEGATIVA?

:r Amas

Fonte: Elaborada pelos autores.



Figura 40; Construcao do gréfico de seno.

COMD £ 0 GRAFICO DA FUNCAO SENO!

o ) 5w 3w Tw
4 a2 |z |4

a 1 a -1 o
V2 LES V2 e

2 2 2 2
4 1 -~ A -
{ A HI;H\-‘ . /
L/ — AN \ ./
« % 3l ¥ N
T '\} /} a i ¥\\ “"-,?/ﬂ/ 7 Iy @/ .,e_ﬁ
B 4 Gt M

Fonte: Elaborada pelos autores.

Seno e suas transformag(”)es.

visualizar e retomou a aula normalmente.

entenderam essas caracteristicas.

Figura 41: Caracteristicas da fungéo seno.

o 1R . A -\_\, 7]
ConTapomine: | M
IMAGEM: [ - 1 1’? ~ >
g ) Ahdl %

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Ao finalizar essa etapa, a estagiaria abrgeogebrgpara mostrar aos alunos a fungéo

No momento em que a estagidria estava mostrando a transformaicdQ €lela se

confundiuum poucg pois ndo estava conseguindo colocar mais de uma funggeogebra
assim,no ocorrerdatransformacao ela nao se atentou e achou que estava fazendo algo errado,

prejudicando um pouco o desenvolvimento da aula nesse momento. Por fim, ela conseguiu

Para finalizar essa etapa da funcao serestagiaria Eduarda entdo juntamente com o0s
alunos escreveu quais sdo o dominio, contradominio, imagem e periodo. No contradominio e

na imagem alguns alunos responderam de forma equivocada, mas apos algumas observacgoe:
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Vale ressaltar que realizar esse processo de construgcdo com os alunos foi muito
interessantepois possibilitou a eles um entendimento melhor da fungdo. Também, nas
transformacdes eles entenderam bem o processo. O ponto negativo nessa parte foi que levou
mais tempo do que estava previsto, restando cerca de 30 minutos para o estagiario Régis
explicar a funcdo cosseno e impossibilitando de realizarmos a apresentacéo da funcao tangente
e 0S problemas previstos para que os alunos vissem a aplicacao desses dados.

Entrando no assunto da funcéo cosseno, estava previsto a realizacdo do mesmo processc
feito na funcéo seno, porém devido a falta de termamwientadora Marieli pediu para que ele
pulasse algumas etapas. O estagiario Régis entdo preencheu a tabela juntamente com os aluno
e encontrou os sinais de cada quadrante para a funcao cosseno. A edagiraigio da funcao
no grafico foi puladasendo ela apenas apresentad&eogebraEm todo momento das aulas,
todos os estagiarios contribuiam nas consideragdes para facilitar o entendimento do aluno.

Devido a falta de tempo para completar o que estpvevisto no plano de aula, a
orientadoa Marieli sugeriuque gravassemos videagpresentando a funcdo tangente e a
resolucdo dos problemas que nao foram realizados. Os videos foram colocados no canal do
Youtubei Mat e MS8ti cao cr i azhdos go® alunos Adhatsapp Ebiérm p o n i
houve pouca visualizacao por parte dos alunos. Abaixo apresentamossdesyeois videos.

Figura 42 Videos produzidos para complementar a aula.

AESPOGRE. TUIMEIRAMENTE WR0S VIR QUAS B6 LALORES b4 P 1ot o9 DALY 6 WALORIS O FoNAD ML avan
RG5O s s, VS, 0. 96, 108 146 205, Dk W0 p—

N HERRSRENRE BHHOEREGOGE
HoEERERER .
Fungédo Cosseno - Problema : Promat 2021 - Fungéo :
: Tangente

N

5 visualizagoes * ha 2 meses

m

-

2 visualizacoes * ha 2

=
o
w
@
w

Fonte: Elaborada pelos autores.

Como visto, o video em que foram resolvidos alguns problemmasbtvisualizacdes e

o video que apresenta a funcéo tangente apenas 2 visualizac¢des.
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2.3.3. Planodeauld@i Rel a- »es trigonom®tricaso.

PLANO DE AULA 1 3°ENCONTRO i 19/06/2021
Clemilton, Eduarda e Natalia

Pudblico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino pertencentes ao Nucleo Regional
de Educacdo de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste e demais
interessados na aprendizagem de Matematica inscritos no projeto.

Tempo de execucao:
Um encontro com duracdo @horase 30 minutos, tendaico as9h00e se encerrandsa
11h30.

Conteudo:
Relagdes trigonométricas.

Objetivo Geral:

91 Aplicar asrelagfes trigonométricas.

Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar coras fungdes seno, cosseno e tangente e com as relacdes trigongmétricas
objetivase que o aluno segapaz de:
1 Deduzir as relagdes trigonométricas.
1 Aplicar as rela¢des na resolugédo debpgmas.

1 Conhecer a trigopnometria para tridngulos quaisquer.

Recursos Didéaticos:

Slides, mesa digitalizador&oogle MeetQuizizz

Encaminhamento metodolégico:
1. Recepcéo
Iniciaremos a aula explicando que foi disponibilizado um mateoi@plementar relacionado
aos conteudos que estamos aprendendo agora e que trabalharemos nesta aula as relagdes trigonometric:
para prosseguirmos com o conteudo.

2. Relagbes Trigonométricas.
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Para apresentar as relacdes trigopnométricas iremos fazer uma detdizgdimlo a senlbanca
de tridngulos retangulos e uma relacdo métrica (utilizado na primeira relacdo apresentada aqui).
Figura 43: Circulo trigonométrico.
sen

A tg

i
2 . T

sen x

CosS

Fonte: Elaborad pelos autores.

Utilizando o Teorema dPBitagoras, segundo o qual, em um tridngulo retadngulo, a soma dos
quadrados das medidas dos catetos é igual ao quadrado da medida da hip@erassdeduzir a
relacéo trigonométrica fundament@bnsiderando triangulo retangulo OYX temos o seguinte:

[RA) 0 0o+ i Qd WED plt | Q WED p
iU 0 Quw—

Considerando qué @ —— e utilizando os tridngulos retanguldsd ®@ 0 0 ;¥emelhantes

pelo caso AA, temos:

Na sequéncia, realizaremos o seguinte exemplo:

Sabendo que Q® -ewN ¢ Tuadrante, calculd T ¢2 06 @



Figura 44: Localizacdo do segundo quadrante.

sen
A

T
2

» COS

Fonte: Elaborad pelos autores.

Calcularemos primeiro o valor del cftilizando arelacdb ¢ wé w p:

(E o 0o p

o v,
t - WE W
5 p
0 .,
t — WE W
SRV P
. W
t WE W —
p Cu
e, . GU W
t WE W
([t
v, P
t WEW —
(V)
v, po
t WeE | —
(V]
v, Vp @
t WEI W —
Ng v
v, , . T
t WELI W-—
U

Como o arco esta np Huadrante, o cosseno é negativo, lGgd | @ -.

Em seguida encontraremos o valoodé
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clQ
c —lc

=]

i 0 Qw

N
=]

o

i 0 Qw

Logo,wé i w-ed Qo -
Prosseguiremos apresentando as funcdes cotangente, secante e cossecante.
i & @WQ—
Pediremos que observem quevd @'Q—— é o inverso da " ——, logo podemos
escrever @ ¢ @& seguinte maneira:

%y . P
g 0082 5D
As funcBeD Acfe ® £ | iw@mbém sdo escritas a partir das fun¢o@de A | c©
i i o —
i Ol iLQe—.
Realizaremos o seguinte exemplo:

Sendoqué Qd -e* @ — calculeO AcA
Calculaemos primeiro o valor d& | c§tilizando a relacdb o wé w p:
i Do 0éiv p

WE® p

b 0ET

— . . v, W
Como noo ﬂuadrante o valor de cosseno é negativo temos)gue w —.

Para encontrar o valor daQ devemos substituir o valor de cosseno na equagao:
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Vp v
o T
bl —
Mp v
. T WVpu
t 1 Qoo — 00—
Vp vlip v
. Wp v
t i Qoo _p
Mp v
. . TVp L
b i Qoo P
pu

3. Trigonometria: Resolucéo de triangulos quaisquer
Para trabalhar trigonometria em um triangulo qualguer vamos relembrar seno e cosseno de
angulos obtusos. Relembramos os alunos que:
U i QomnIpeAldOnim
U Senos de angulos obtusos s&atamente iguais aos senos dos suplementares desses angulos:
i Qe cd Qp YT
Exemplo:i Q@ ¢ TaJsuplementarde ¢ ¢ mbgoi Q¢ md QgmJ U
U Cossenos de angulos obtusos sdo opostos aos cossenos dos suplementaagulesses
wéEi AT Op o

Exemplo:A T p&; Jro suplementar de ¢ ¢ 1 bgoA T plx -t AT ¢Od -.

Utilizaremos o Problema 1 para apresentar a Lei dos Senos para os alunos.

Problema 1: Uma empresa de fornecimento de energia, ao instalar a redeneléiaiéazenda,
precisou colocar dois postes em lados opostos de um lago para permitir a passagem da fiagdo. Com isso
surgiu um pequeno problema: para fazer o projeto da rede, seria necessario saber a distancia entre os
postes, e a presenca do lago impediaedicédo direta dessa distancia.

Um dos engenheiros posicionea em um local onde era possivel visualizar os dois postes e
medir a distancia entre eles. Com um aparelho apropriado, ele mediu o angulo entre a linha de visédo
dele e os postes, obtengda; iU auxiliar mediu a distancia do poste mais afastado do engenheiro e
obtevep 1t dr. Um outro auxiliar mediu o &ngulo entre a linha do poste mais proximo do engenheiro e
a linha entre os postes, obterde. Lom essas informacgdes o engenheiro sorriu,qualsria calcular

a distancia entre os postes. Como o engenheiro realizou esse calculo?
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Figura 45: llustracdo do problema 1.

Fonte: (Dante, 2005).

Explicaremos que para resolver esse problema utilizaremos a §ends, apresentada abaixo:
Em qualquer triangul® 6 Pas medidas dos lados sdo proporcionais aos senos dos angulos
opostos, ou seja:

Figura 46: Tridngulo qualquer.
A

B 3 C
Fonte: Elaborad pelos autores.

i Q¢ 0 Q¢ o &
Com isso retomaremos a resolucéo do problema 1, partindo de sua representacao:
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Figura 47: Triangulo do Problema 1.
A

Fonte: Adaptado de Dante (261
Aplicando a Lei dos Senos:

pTT @
i QevJi Q@cmJ
PTITT ®

b L T
b o pclt

Logo, a distancia entre os postes é de aproximadameqie ¥ .

Na sequéncia questionaremos se teriamos outra equacgao para responder questdes como essa d
problema do engenheiro. flicaremos que para responder questdes assim podemos utilizar também a
Lei dos Cossenos:

Em qualquer trianguld 6 @Figura 5) o quadrado da medida de um lado é igual a soma dos
guadrados das medidas dos outros dois lados menos duas vezes o prodetiddssdesses lados pelo

cosseno do angulo que eles formam, ou seja,

O O O cOMI0
O O O cOMI0
O O O CcOMIiso
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Figura 48 Representacdo de um triangulo qualquer.

A

B 3 C

Fonte: Elaborad pelos autores.

Problema 2: Retomando a situag&o do engenheiro de calcular a medida dos postes, consideremos
agora que ele encontrou apenas o0 anguf demaldistancia dele com o poste mais afaspadwrte a
distancia dele e do poste mais proximo qued 1 8Qual é a distancia entre os postes?
Figura 49: Triangulo do Problema 2.

A

%%

B
Fonte: Adaptado de Dante (261

Resolvendo o problema utilizando a Lei dos Cossenos:
©w pTnn o@mn P I dp OATp Ht

bW pnnn[ucTTp(ccOrrg

t W PUNMAMEOTTOQQ@T
t W PUTTT
b Mpummm
@ L e
o pcit
Logo, utilizando a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos conseguimos encontrar a distancia entre

0S postes.
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4. Lista de exercicios
Apbs trabalhadas todas as defini¢cdes e teoria do contesdiveremo®s exercicios da lista
entregue a elgg\nexo I)como uma forma de aplicacdo do contetido recém estullaadwola resolucéo

perguntaremos se tiveram duvidas ou dificuldade na realizagéexdrcicios.

5. Momento Quizizz
Para finalizarmos a aula realizaremos um quiz (Anexo Il) referente aos contetdos do primeiro
mddulo do Promautilizando a plataforma Quizizz. Disponibilizaremos o link para os alunos acessarem
e na sequéncia apresentarsras questdes para todos responderem juntos.

Avaliacéo:
A avaliacdoacontecerd@e forma cotinua por meio da participacasesolucao de exerci@o

Referéncias
SILVA, Claudio Xavier daBARRETO, BenignoMatemética aula por aula Sao Paulo: FTDR005.

DANTE, Luiz RobertoMatematica, volume Unico. Sdo Paulo: Atica, 2005.
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Anexo 1:
1. (UEM i 2018- MODIFICADA) Seja® 6 dm triangulo e sejamhf e[ as medidas dos seus
angulos internos relativos aos vértiédsd e ¢, respectivamente. Suponha p ¢ eA 11O M—_.

Assinale o que focorreto e some o nimero das alternativas verdadeiras.
01) ATjO nt

02) O ladod 6é o maior lado do triangul® 6 6

04) Sed dmedelic w ¢ entdad dmedelio & &

08) Sed émedec ® Ged dmedeclic G ¢ entdad Smedev & G

Resolucéo:

Utilizando o angulo p ¢ ed fato de qud 11O M—_, temos qué T u. £omo a soma

doséangulos internos de um tridangulo qualquer éJ188scobrimos que o terceiro angulo s6 pode ser de

15J. Com base nos dados apresentados pelo problema, temos o seguinte triangulo:

A

Agora ja podemos analisar as alternativas:

01) FALSO. Basta analisar oirculo trigonométrico, e veremos que o angulo del $8@ncontra no
2Jquadrante, onde o cosseno sempre é negativo.

02) VERDADEIRO. Note que no triangulo dado, foul2d tTud puyénas
propriedades de um trianguldamo opost@omaior angulsenpre tera anaiormedida

04) VERDADEIRO. Para isso iremos utilizar a Lei dos Senos:

. & Kb Ve Mk o
i Q8 i Q¢ i Qeq¢md QevJ po g C C
q q

- wd- o Vo
08) FALSO. Para isso iremos utilizar a Lei dos Cossenos:
O=DO+0 CCBRAITO d=oc+ch cRUCATTOD J
G=ow paicd- d=17 -2 H=17 12 H=5 {elocm

Somando as alternativas corretas temos;queé  @8Logo, a resposta@
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2. (Mackenziei SP- Adaptado) Trés ilhas, A, B e C, aparecem num mapa, em @spali Tt 61 §

como na figura.

A 12cm  C
Das alternativas, a que melhor aproxima a distancia entre aé ghas:
a) cloQa
b) clpQa
c) phwQa
d) ph "Qa
e) phx Qa
Resolucéo:
No triargulo ABC da figura temos que
0 pyndpnnodmnd 6 pYnptmnlo TmJ
Aplicando a Lei dos Senos temos:

—,—, = — 0& pé& — @i 86 p&c b oe

Pp&T pT T 0bep fw)m

Observe que o resultado estd em centimetros) gatfios utilizar a escala dada:
O 6e p @ x10000 & e p eFoTram O Oe php WM

Logo, a alternativa correta dedra e).

3. (UNIOESTET 2020)A figura abaixo é um setor circular de raigtentimetros que representa uma

fatia de pizza. Pretenge efetuar um corte nessa fatia de pizza de modo que cada uma das duas partes
resultantes tenha a mesma area. Este corte € representado, na figura, ipelaagtgerpendicular a

retai, a qualé a bissetriz do anguéb 6 6Sabendo que o angulo0 ‘@ede (em radianos), entdo é

CORRETO afirmar que a medida do segméni@®m centimetros é:
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a)puL WE O
b)puv ¢ wé o6&
C)p Wid (&8

d)p Wig 0 Q&8
e)p Wi €]18

Resolucéo:
Como sabemos que areta s € a bissidréngulad 0 éemos que os angulps ‘Q  séo iguais,

assim como os segmentos de 8120 scomo na figura abaixo:

Temos que a &rea de um setor circular € calculada pela formula:
13 ‘l$
oQT
Como| Q séo iguais, temos que Q| ¢ ,como“i ®Qp Y 1€3=30cm vamos

&

substituir na formula:

p Y 1y PYUKTEL OCT MMM
oOQT oQTm oQTm

WTTO A
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Vamos calcular area do triangulo quedenominaremode6 . Observe queomo

©'Qw sdo iguais a medida da base FG do triangulo equivale a 2

chd 0
C
Note queD AT — temosqued OAT & OSubstituindo na férmula anterior temos
que:
ol AN Or © OAd & 0

Para descobrir a area datra regiao obtida ao dividirsetortemos quesubtrair da area total
circular a &rea do tridngulo, isto é:

o 0 o) 0 wnn OANSD O
Como pelo enunciado do problema as diraas devem ser iguais, temos:
b 5 OAI®H O wnnm OAIHO OAISHO OAIS O
Wwnn DAADO wonmn OAADHO — OAIDHO 1Tumm
00 —
Como® é¢ a'Q —,

00 TUT8E MQ 00 T UN8E WQ

00 pu&k8 8¢ WQ 00 puCd 8¢ @wQ

Assim, a resposta correta éeta B).

4. (Vunesp) A expressae——, comi Q& -p, é igual a:

a)i Qe —
b)i Q¢ p
c) 0 "Chey &+
d) 1

e) —

Resolucéo
Vamos utilizar a relacéo trigonométri€R[ AT O p que implica emAT & p
OR d, disso temos o seguinte:
WEi— p i ®— p i@—_t_p i Qg p i Qdp i Q¢ —
p I Qe —p I Qe —p I Qe o | Q¢ — p i 88—

t p I Q¢ —

Alternativa B.
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5. (ENEM - 2007) Para se calcular a distancia entre donawes, representadas pelos poricso,
situadis em margens opostas de um rio, foi escolhido um @oatbitrario, na margem onde se localiza

aavore 0. As medidas necessarias foram tomadas, e os resultados obtidos foram os segaiintes:

XTm,000 @celd 66 XrT1.J

A c

SenddA IcOp rhp i Q1 J o @i Qe 1 J mifx mpodemos afirmar que a distancia
entre as arvores é:
a) 48 metros
b) 78 metros
c) 85metros
d) 96 metros
e) 102metros

Resolucéo:
A situacdo do problema pode ser representada pelo seguinte triangulo:
B
62° 74°
A 70m C

O exercicio apresenta o valtos seguintes angulésd 6 ¢ ¢elo 6 6 x 1. Lomo a soma
dos angulos internos de um tridangulo qualquer & Ttemos que o angulo 6 6 p YmJe ¢ J

XtJd 11
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44°

62° 745

A 70m C

Utilizando a lei dos sengmra encontrar a distan@®ag representada pela incognitatemos

X T @
[ QET Jl QT J
Do enunciado temos qiieQ¢ 1 J mho @i Q& 1 J 1Y Tsubstituindo na equagéo:

XTT
mix T mho @
)
pnan(p
W 0@

Portanto a alternativa correta éua}t .
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Anexo I
1. Quanto € o valor dsoma dos angulos internos de qualquer triang302eq)
a) 180°
b) 170°
c) 200°
d) 190°

Respostaalternativa A.

N A A p .oy B
2. Em um triangulo retangulo, seno de um angslé calculado por QB 2

. (30
seqg)

P ;o aB
Resposta: Falso, porque o seno é calculado (0B :

3. Atangente de mtdigual alo. Se for falso justifique (30 seg)
Resposta: Verdadeiro.

4. O cosseno de 113 velp érespectivamenté45 seq)
e) -#- 0”8
H Lhals
g9) L 0-8
h) Vioft- Q-8
Resposta: Alternativa C.

5. (UEPB 2005)0 valor deA T p&; td&igual ao valor dg120 seg)

a) ATo0sl
b) ATgdtJ
c) i QgmJ
d AlTodtd
e) ATt J
Resposta: Primeiramente vamos fazer a divisdp ded poro @Ji

PE T lois o
QT

Ou seja,
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pemmd@emnpgTmd
pcmtIJcdOAAOATAGRO QATAIQM O QU €
pgmlwmndomd

Entdo temos que:
o o o %
AlpQ; T Al pQgJdnt A 1 o0 T
Alternativa D.

6. O conjunto damagemda fung&o seno corresponde ao intervalds seg)

e) A

f) pip

g pip

h)y pufplpmd

RespostaAlternativa C, pois p OAd p8

7. CalculeA 1-Ce O A48 (45 seq)
) AT-0 % i
) AT-O mi Q& -

g AT-O p,i Q¢ p
hy AT-O0 i Q& o

Resposta:

Alternativa A.

8. (Esaf/Processo Seletivo Simplificado/2008&eum arco do segundo quadrante e senoédgual

a-, entdo a tangente dgé igual a: (3 min)

H 4
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Resposta:
Sabemos que Q& mJ-.Logoao @1 J 2 Mas como o arco esta no segundo quadrante,

o angulo correspondente é o de 150°. Também sabemos que a tangente no segundo quadrante é

negativa, portant@ "o 1 J A

Alternativa C.

9. Calcule o valor dé) lembrando qué T ¢gOt Ji Q@ mJ-.

o0 OApAtIJA WA

a)w -

b) & p

W T

do -

e) 0 T
Resolucao:

P P
ATgOtJi QamJ

% OApAmIAATI &

. P P PSS PS
W — —= W =8 =8 (]
p P Y PP © 0
¢ GQ
W T

Alternativa C.

10. Qual é a medida d&no triangulo abaixo:



a) p
b) ¢
c)o
dT

Resposta:

Alternativa B.

Figura 50: Triangulo questédo 10.

A

136° X
15°

2v/2

Fonte: Elaborado pelos autores.

® g
i QemJi Q@gouvJ
443
g

88
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2.3.3.1. Relatério

Relatério T 3° Encontro

Aos dezenovealias do més dpinho de dois mil evinte e um reuniramse online via
Google Meet nos estagiarios dguarto ano da disciplina deMetodologia e Estagio
Supervisionadolldo curso de Licenciatura em Mateméatie os alunofscritos no projeto
PROMAT, para desenvolver &@rceiroencontro A professoraorientadora Marieli esteve
presente naala de aulanline acompanhando toda a aula.

Iniciamos a aula desejando bom dia para os alunos e explicando que seriaul
gravada, que as gravacdes ndo seriam divulgadas e nenhum deles seria exposto, apenas
gravariamos para a realizacédo de trabalhos dentro da disdelesagio

Em seguida, apresentamos os slides e o contetido proposto para estareRkacdes
Trigonométrica, no qual apresentamos todas as relagd@@sno poderiam ser representadas
graficamente. Apresentamos alguns exemplos para encontrar valores da tangente, cotangente,
secante e cossecante utilizando as relagdes, conforme a imagem abaixo.

Figura 51. Exemplos trabalhados.

Q> ¥,

SABENDO QUE sen x = : Ex € 2° QUADRANTE, CALCULE cos X Etg x.

senx 4
tgx = —— ¥ cosx=-<
g cos x 5

. @ — @ &

Fonte: Elaborada pelos autores.

Na sequéncia, continuamos a aula com uma situacao problema para calcular a distancia
entre dois psies Entre estes postdsavia um rio, e eram conhecidoa distancia que o
engenheiro estava observamdauns dos postes e id@ngulos do triangulo formado pelo ponto
que ele observava e cada um dos postes. Explicamos que para resolver esta situagéo poderiamo

utilizar a lei dos senos, enunciamos esta lei e resolvemos o problema a utilizando.
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Figura 52: Resolu¢éo do problema com a Lei dos Senos.

100 x 100V3 V2
= =>x= o —_—
PROSLEMAY sen 45°  sen 120° g V2 2
¥ L, 100 x 100v6
® 1 DX =
v: V3 2
2 g _
100, x =x =50V6
O

v2 ' V3 =>x=~12247m

Fonte: Elaborada pelos autores.

Explicamos que existe também a Lei dos cossenos, enunciamos esta lei e apresentamos
um problema similar utilizando a Lei dos cossemosgualo engenheiro possuia a medida de
dois lados e um angulo e gostaria de descobrir a distancia dos dois posstavgue geparados
pelo rio.

Na sequéncia, iniciamos a resolucdo de exercicios do ENEM e de vestibulares, o
primeiro exercicioresolvido era da Universidade Estadual de Maring@aptadono qual
utilizando os conceitos de relacdes trigopnométricas apressmadiulaEra necessario relatar
qual alternativa era falsa ou verdadee#pi utilizada a representacdo geométrica dos dados

enunciados no problema para facilitar a resolucao.
Figura 53: Resolucao do primeiro exercicio do ENEM

1 1) cosa > 0. FALSO
2) O lado BC ¢ o maior lado do tridngulo ABC. VERDADEIRO

< 1Y - Icy
4)' Se AC mede V2 cm, entdo BC mede V3 cm

a b c

senA  senB  senC

Fonte: Elaborada pelos autores.

O segundo exercicio utilizava conceitos da lei dos senos e escala para ser rédelvido
mostrava a situagéo problema de trés ilhas que aparecem em um mapa formando um triangulo,

com o intuito de descobrir a distaneiatre duas ilhas, sabendo dois angulos e um lado.
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O terceiro problema apresentado na aula foi uma questdo do vestibular da Universidade
Estadual do Paran& de 2020, que apresentava o problema de um setor circular, divido por uma
bissetriz, nos eixos cartasios, com o intuito de descobrir a medida do ponto central do setor
até o ponto de origem do plano cartesiano. Esse problema foi mais |@ugoresolucao
envolveu mais passo€onsequentementes alunos sentiram um pouco de dificuldade para
entenderefoi explicado que nem todos os problemas de vestibular tem este grau de dificuldade.

Para finalizar a aujaealizamos um quiz utilizando o aplicativo Quizziz com perguntas
relacionadas @s conteudos abordados no primeiro modidoPromat.Colocamos queses
mais faceis guepodeiam ser resolvidas rapidamente, devido as especificidades de um quiz.
No geral, os alunos tiveraralguma dificuldade para responder as questdésnforme
apresentado na imagemsaguitf apenas um aluno acertou a respostaseluite questao,
mostrado em verde.

Figura 54: Respostas da questdo 5 dazqui

(UVEPB 2005) O volor de cos 1200° ¢ igual oo valor de:

Quuzizz joinenyquiz com

Fonte: Elaborada pelos autores.

O conteudo abordado neste modulo é complexXantamente conas adaptactasa
metodologia adequada para as aulamnddo remoto, tornaram estes encontros mais dificeis.

Observamos a necessidade de responder mais exercicios para 0s prOXimos encontros.
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2.4.Mddulo 27 Geometria Analitica

241. inCoordenadas cartesiana no plano; distoOr

segmento; pontos colineareso.

PLANO DE AULA T 4° ENCONTRO' 26/06/2021

Clemilton, Eduarda e Natalia

Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino pertencentes ao Nucleo Regional
de Educacdo de Cascavel, alunos do curso dentiatura em Mateméatica da Unioeste e demais

interessados na aprendizagem de Matematica inscritos no projeto.

Tempo de execucao:
Um encontro com duracdo @horase 30 minutos, tendaico as9h00e se encerrandsa
11h30.

Conteudo:
Coordenadas cartesianas no plano, distancia entre dois pontos, ponto médio de um segmento,

pontos colineares

Objetivo Geral:

1 Determirar posi¢cdes e medidas de elementos geométricos através da Geometria Analitica

Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar an coordenadas cartesianas no plano, distancia entre dois pontos, ponto médio
de um segmento, pontos colineam@gjetivase que o aluno seja capaz de:
9 Identificar as coordenadas em um plano cartesiano;
9 Calcular a distancia entre dois pontos a partir del@naoas cotidianos;
1 Encontrar o ponto médio de um segmento qualquer;
1

Identificar pontos colineares e ndo colineares.

Recursos Didaticos:
Google meetSlides

Encaminhamento metodoldgico:
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1. Coordenadas cartesianas no plano
Iniciaremos 0 modulo dé&eometria Analitica explicando o que é um plano cartesiano.

Apresentaremos um plano cartesiano igual ao da imagem abaixo.
Figura 55: Plano cartesiano.

7
8

5

-7 - -5 -+ -3 -z -1 0 1 2 3 4 5 8 7

Fonte:Elaborado peloautores

Em seguida, pediremos para escreverem os pontos presentes no plano caitesianaft, ,

6 oh,6 ¢t,0 ¢ho,O vh v, 0 mit,O vfit  Proporemos também que
identifiguem no plano cartesiano os seguintes poni®s: ch ¢ KO mp W i ed
oh ¢ . Apos todos concluirem realizaremos a correcéo coletivamente.

Em seguida, explicaremos que esse é 0 plano cartesiano, formado por dois eixos, eixo das
ordenadas e eixo das abcissas, perpendiculares entre si e que se interceptam em um fganto de or
Explicaremos que podemos localizar um ponto no plano cartesiano utilizando um par ordenado, que séo
as coordenadas desse ponto. Utilizaremos a imagem abaixo para entenderem melhor o que foi explicado.

Figura 56: Plano Cartesiano Geral.
b v (eixo das ordenadas)

I

‘O (origem) P X (eixo das

abcissas)

Fonte: Acervo dos autores.
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Apos isso, vamos explicar que os eixoswdividem o plano cartesiano em quatro quadrantes
numerados no sentido afmbdrario, como na imagem abaixo.

Figura 57: Quadrantes do sistema cartesiano.

)

2° quadrante 2 1° quadrante

Y

3° quadrante -2 4° quadrante

-3

Fonte: Elaborado pelos autores.
Na sequéncia, proporemos que resolvam a seggiestdo:
1- Observe o retanguld 6 0 f@presentado no plano cartesiano e responda:

Figura 58 Retangulo no Plano Cartesiano.

a

-1 o 1 2 3 4 5 & T a2

-1

Fonte: Elaborado pelos autores.

a) Quais sdo as coordenadas dos vértices desse retangulo?
5 cpf  cwf  xweo xbp
b) Escreva as coordenadas de dois pontos que estao no interior desse retangulo?

Exemplo: th e ofy .
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c) Qual é a &rea desse retangulo?

(@}

U X OU

2. Distancia entre dois pontos
Na sequéncia proporemos que resolvam o seguinte pralilemtzxi parte do pontd e move
sec Qda leste atingindo o ponto B. Em seguida, msee ‘Qdpara o norte atingindo o portio Qual
a distancia entre os ponto® 6?
Incentivaremos os alunos a colocarem os dados que tem do problemaptenaicartesiano,
como na imagem abaixo, construindo um triangulo retangulo.
Figura 59: Trajeto do &éxi.

C

-1 Q 1 2 4

Fonte: Acervo dos autores.

Pediremos que notem que nesse triangulo retangulo a medida que queremos descobrir € a

hipotenusa e que podemos utilizar o teorema de Pitagoras para resolver o problema. Resolucéo:

t 00 U
Chegado no resultado, explicaremos que conseguimos resolver o problema. Questionaremos,
no entanto, como podemos generalizar esse calculo da distancia entre dois pontos. Utilizaremos a

seguinte imagem para generalizar e encontrar como calcular a distaredoespontos.
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Figura 60: Distancia entre dois pontos

Fonte: Acervo dos autores.

Nesse, a distancia entre os port@d corresponde a hipotenusa do trianguld OA distancia
dos ponto® e éw w e a distancia dos pontdse 6 € ® ®, em valores absolutos, entdo

utilizaremos Pitagoras para concluir.

QoM W O O P QoM 0 W W

3. Ponto médio de um segmento
Para disctir o ponto médio de um segmento, proporemos que resolvam o seguinte problema:
Em certo trecho de uma estrada em linha reta sera instalada uma placa equidistante das extremidades. A
placa é representada no plano cartesiano abaixo (em azul), e as exesmadepresentadas pelo
pontoo e 6 (em rosa)Qual serd a posicdo que a placa deve ser colocada?

Figura 61: Imagem da estrada.
Ay

B

v
x

Fonte: Acervo dos autores.
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Explicaremos que para resolver esse problema teremanqaetrar o ponto que fica no meio
do segmento, ou seja, 0 ponto médio desse segmento. Utilizaremos a imagem abaixo para explicar como
encontrar o ponto médio de um segmento.

Figura 62 Ponto médio.
Ay

@
v
x

Fonte: Acervo dos autores.

Dados dois pontos distintas oy ed o o , poderemos obter as coordenadas do

ponto médio do segmento, cujas coordenadad sdo & fo . Para isso, utilizaremos o Teorema de

Tales:
Definicdo (Teorema de Tales): Se duas retas transvertsagectam um feixe de retas paralelas,

entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma transversal é igual a razdo dos segmentos
correspondentes da outra.

T — PO o o woPw o oPow —

P p

Pw 0o oo woPccw o wP o ——

17 — P p

Logo, as coordenadas do ponto M sao:
0 h
C C
Agora, resolveremos o problema das coordenadas em que a placa del@cada na estrada.

As coordenadas da placa devem ser:

Logo o ponto procuradoi® ¢l .

4. Pontos Colineares
Explicaremos que trés pontos sdo colineares caso exista uma reta que passe por esses trés pontos

Osponto® whd ,6 who ed @whd s&o colineares somente se:
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W W p
W W p T
W W p

Vamos utilizar goroblema anterior, da plagaaraverificar se o determinante resulta em zero.

Utilizando os ponto® op,6 xmwed ch,temos:
o p p
X wop
¢ v op

t X3P cwP PP cP PP P
tOUGCX G PUX P

tY pxX X Py
t CLU QU T

5. Lista de exercicios
Apoés trabalhadas todas as definicdesceidaeferentes aanrdenadas cartesianas no plano,
distancia entre dois pontos, ponto médio de um segnemontos colinearesresolveremosos
exercicios da lista entregue a €l&dsexo 1),como uma forma de aplicacdo do contetdo recém estudado.

A cada resolucgéo perguntaremos se tiveram davidas ou dificuldade na realizagdo dos exercicios.

Avaliacéo
A avaliacdo acontecera de forma continua, por meio da participacédo, realizacdo dasstividade

propostas e a resolucao de exercicios.

Referéncias
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Anexo |

1. (UFPI) A medida do perimetro do triangulo cujos vértices s&o os popifps plo e clo é:

a)ao W

b) o ¢l
c) o ol
do T
e) o ulu
Resolucéo:

Para encontrarmos esse perimetro, devemos apenas calcular a distancia entre os veértices desse

triangulo e somar esses valores. Consideréndoplp ,6 plo e6 ¢lo.

B C
3
2
1
l'f".
-1 lu] 1 2 3
-
Assim, para o lado § temos:
QoM W W
pTp ozp
T C
U T
Ut
C
Para o lad® Q temos:
Qo W W O
czp op
P p
Mp 1
Mo

Para o lad@® g temos:
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pPZqQ 020
p T
Vp m
Vip
Y
Somando os trés lados parecontrar o0 perimetro:
66 66 66 ¢ W p o W
Alternativa A.

2. (UFES) Sendo A (3, 1), B2, 2) e C (47 4) os vértices de um triangulo, ele é:
a) equilatero.
b) retangulo e isésceles.
c) isésceles e nédo retangulo.
d) retangulo e nado isosceles.
e) n.d.a.
Resolucao:
Representaremos o triangulo no plano cartesiano e na sequéncia calcularemos a distancia entre

cada vértice do tridngulo.

4 -3 -2 -1 (o] 1 2 3 4 5 £
=
-2
-3
[
-4
Qo 0w 0 W W
¢ O ¢ P
v p
Ngu p
Vg @
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Qohd W W W
T O T p
p v
Mp cu
ic @
uip
Q6h 0 o

Qg

-3 -2 -1 o 1 2 3 4 5
i CB = 8.49

-z
=3

-4

Como o tridngulo tem dois lados iguais, ele € isésceles. Utilizaremos o teorema de Pitagoras
para verificar se o triangulo é retangulo:
TR é 0 Q¢ WICOE OHOMO £
toXe  Vge Vg g
bt XC CPp Qo

t XQ ug
Logo, este triangulo é isosceles e nao retangulo, alternativa C.
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3. (ENEM - Libras 2017) Foi utilizado o plano cartesiano para a representacao pavimento de
lojas. A lojad esta localizada no ponto  phg . No ponto médio entre a lofae a lojad esta o
sanitario 'Ylocalizado no pontdyulp 1t Determine as coordenadas do ponto de localizacao da loja B.
a) oh @

b) ¢h o

c) ofp

d) up W

e) p W

Resolucao:

ComoY ulp 1é ponto médio deegment® Spodemos encontrar o valor do pobto
® o

P W
. 0w W
Y
C
i nc(b
P q
t pPTTC ¢ W

Logo,6  ofp Y alternativa D.
4. (ENEM 2013) Nos ultimos anos, a televisdo tem passado por uma verdadeira revolugédo, em termos
de qualidade de imagem, som e interatividade com o telespectador. Essa transformacédo se deve a
conversao do sinal analégico para o sinal digital. Entretanto, mudtsdesi ainda ndo contam com essa
nova tecnologia. Buscando levar esses beneficios a trés cidades, uma emissora de televisdo pretende
construir uma nova torre de transmissao, que envie sinal as antéra8, ja existentes nessas cidades.

As localizac@s das antenas estao representadas no plano cartesiano:
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¥ (km)
L R R e T I
T B e
e T et S, SR
Y01 U NUES S SO N S S O
e
20 H H ._ H H v B H H
L e s S s S s e
oo e e ey x(km)
10 20 30 40 50 60 70 80 90 '

A torre deve estar situada em um local equidistante das trés antenas.

O local adequado para a construcdo dessa torre corresponde ao ponto de coordenadas

a) gUujov
b) vdlom
C) T Ulov
d vmgmn
e) vTflom
Resolucéo:
Pelo plano cartesiano podemos observar em quais pontos as cidades estdo. Logo:
Cidaded: o 1 T
Cidadeb: x fix 1
Cidaded: ¢ 1 1
Para resolver esse problema, primeiramente precisamos encontrar os pontos ndédiosdle
ed @
Ponto médio do segmentod
O XTCTM T PTOT

0 n vt Tt
¢ | C ¢ o i

Observamos que a partir do ponto médi@ desabemos que quando v Ttemos um ponto

equidistante em e 6. Agora, precisamos entdo apenas encontrar a coordeaadaonto.
Sendo o ponto denominado pir v fty . Vamos utilizar a formula de distancia entre dois

pontos para as distancias@e e 6 0.

o0 00
t VT OTT W ¢ @T LT VT W
t T MMW ¢TI PMMUT W

P TMMEO (M PN U @
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i OTMMM UTT ® W qTm
t OTMTMCULTTP ML W T THANW
t OTITIC P TUTY
it @ ONMMCPMTMPYTT
. pynmmpym
® om
o ¢
Logo, o ponto que é equidistante das cidéd®se 6 é: v to T

5. (FGV-SP) No plano cartesiand, ofo , 0 xfo ed tht so os pontos médios restivamente dos
ladoso G 6 0e0 6de um triangul® 6 OA abscissa do vértiae é:
a) 6
b) 7
c) 8
d) 9
e)0
Resolucéo:
O problema quer saber a abscissa do vértice C, ou seja, o valor de

0 xfo é o ponto médio dé &

Logo:
O 0 W .
h Xlo
G q
()
{ c X O O PT ®W PT W@
0 tht é o ponto médio dé &
Logo:
O OwW W N
h Tt
C C
0w
t c T O 0 U o U w

Disso temos que:

0 ofo é o ponto médio dé &

Logo:
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Portanto:

Disso, sabemos que

Também,

W pPT O Y
Portanto, a abscissa do vért@eé igual aj. Alternativa C.

6. (Esaf/AFNT/1996) Uma ferrovia sera construida para ligar duas cidades , sendo que essa
dltima localizase ac TQda leste e & 1Qdao sul d&d .No entanto, entre essas duas cidades existe
uma grande lagoa que impede a construgédo da feeovianha reta. Para contornar a lagoa, a estrada
devera ser feita em dois trechos, passando pela didadae estd p ¢Qda leste e @ [Qdao sul de

6 . O comprimento, enf)d do trecho entre a cidade e a cidad® ¢é igual a:

d) ¢

e) T/

7. (UFMG) Determine o valor d3J para que os pontdd ¢cd phc , 6d zgfzv edd mip sejam
colineares.

Resolucéo:

Sabemos que trés pontos sdo colineares se o determinante da matriz associada as coordenada:s
dos pontos é igual a zero. Entéo,

¢d p8 VY ¢PBL P8 @ Bp PB vat cad pPpPP B8 0P ™
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pa@ L M @ T CA p PG T
paE pp C4 pp T
paO pp gt pg T
AN
a °
Logo, para que os trés pontos sejam colineares o valor de m deve ser igual a zero.
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2.4.1.1. Relatério
Relatério T 4° Encontro

Aos vinte e seiglias do més drinhode dois mil evinte e um reuniramse online via
Google Meet nés estagiarios dguarto ano da disciplina deMetodologia e Estégio
Supervisionadolldo curso de Licenciatura em Matemética e os alumagitos no projeto
PROMAT, para desenvolver @rceio encontro A professoraorientadora Marieli esteve
presente naala de aulanline acompanhando toda a aula.

Iniciamos a aula desejando bom dia para os alunos e explicando que esta aula seria
gravada, que as gravacdes ndo seriam divulgadas e nenhum deles seria exposto, apenas
gravariamos para a realizacédo de trabalhos dentro da disciplina. Iniciamos a awadxulic
gue € um plano cartesiano, no qual mostramos um plano com alguns pontos e fomos
guestionando os alunos sobre as coordenadas de cada ponto.

Em seguida, utilizando éamboard quadro interativo, mostndo umplano cartesiano
e algumas figurinhagparma colocarem nos pontos que enunciamos, conforme a imagem abaixo.
Apresentamos também @damboardum retangulo no plano cartesiam@ara encontrarem as
coordenadas dos vérticesmedidados lados e a area.

Figura 63: Atividade noJamboardap6s interagédo dos alunos.

Plano Cartesiano Emojis ﬁ] ) cccce 15 : e
Q - efinir plano de fundo  Limpar frame

d v

% 4
o .

B

n 4 ;.; 4

o °

o

L4

Fonte: Jamboard elaborada pelos autores.

Prosseguimos o contetdo com o problema do deslocamento dei yorttrés pontos
do plano cartesiano, formando um tridngulo, e pedindo para descobrir a distancgoisntre

pontos que € a hipotenusa deste triangulo.
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Figura 64: Resolugdo do problema daxt utilizandoo teorema d@itagoras.

PROBLEMAA UTILIZANDO PIIAGOMS:

AC? = AB? + BC?
> ACt =32+ 4
‘| = AC?*=9+16
én / : ={C? =95
4 1 = AC = V25
=2 AC =5/,

Fonte: Elaborada pelos autores.

Utilizando este exercicio, generalizamos o calculo da distandia éais pontos e
prosseguimosomo contetdo, abordando um problema da coloca¢édo de uma placa no meio de
dois pontos de uma estragar meio dajual explicamos o caeitode ponto meédio. Utilizando
0 mesmo exemplo do ponto médio, mostramos que os trés pontos do problema eram colineares,
ou seja, estavam na mesma reta.

Na sequéncia realizamos a resolucdo dos exercl@ipsimeiro exerciciosolicitava
encontrar o perimetrde um triangulo, dados os seus vértiGasalizamosa representacao no
plano cartesiano dos pontos e calculamos o valor dos lados utilizando a distancia entre dois
pontose, ao encontramos todas agedidas daglistincias adicionamospara solucionar o
probdema. O préximo problema resolvid similar, sendodade os vértices de um triangulo
e perguntadseo mesmeera retangulo, isésceles equilatero.

O terceiro problema utilizava conceito de ponto médina resoucaq sobre a
construcdo de um sanitériao meio de duas lojad.quarto problema era do ENEM,em sua
resolucacera necessaridecidiro local adequado de uma torre que fosse equidistante de trés

pontos dados na quest&ua resolucao € ilustrada na figura a seguir.
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Figura 65: Resolugcédo de um problema do ENEM.

b 4 0.QuE 0 PROBLEA QUER SABER!

O local adequado para a construcdo da torre que tenha a mesma distancia entre
as antenas A, Be C.

ytem) M = (50,yy)
e e
80 cl V(50 = 30)% + (v, — 20)2 = /(60 = 50)2 + (50 — y;,,)?
50 . V400 + (yy — 20)2 = /100 + (50 — y,,)?
40
400 + (Y, — 20)* = 100 + (50 — y;,)?
K T i o

300 = (50 — ym)z - (.)’m - 20)2
300 = 2500 — 100y, + yim? + 40y, — 400 — y,,°
300 = 2100 — 60y,

X (km)

1b 2“0 3I0 dlD SJU éO 7“0 BIO
Fonte: Elaborada pelos autores.
A ultima questéo resolvidaestaabordava o contexto de uma ferrovia e queria saber a

distancia em quildmetros de um ponto a outro. Finalizamos a aula explicando que teriamos

outrasaulas sobre geometria analitica e desejamos uma boa semana para todos.
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24.2. Planodeauldi Equa- «0o geral e reduzida da reta;

no planoo.

PLANO DE AULA 1 5° ENCONTRO 03/07/2021

Clemilton, Eduarda e Natalia

Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Epsitencentes ao Nucleo Regional
de Educacao de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste e demais
interessados na aprendizagem de Matematica inscritos no projeto.

Tempo de execucao:
Um encontro com duracdo @ehorase 30 minutg, tendo mido as9h00 e se encerrandsa
11h30.

Conteudo:

Equacéo geral e reduzida da reta, posi¢des relativas entre duas retas no plano.

Objetivo Geral:
1 Determirar posicbes e medidas de elementos geométricos através da Geometria

Analitica.

Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar coras equacdes de uma reta e com as posicdes relativas entre duas retas no
plano,objetivase que o aluno sefapaz de:
1 Identificar inclnacédo e coeficiente angular de uma reta;
1 Encontrar a inclinagéo e o coeficiente angular de uma reta;
1 Conhecer duas formas possiveis para a equacdo de uma reta;
1

Identificar e reconhecer as formas apresentadas para a equacao da reta.

RecursosDidéaticos:
Google MeetSlides
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Encaminhamento metodoldgico:
1. Conhecendo a reta

Vamos 1iniciar apresentando uma i Beométrea padao Vv 2 (
c r i a,mueafaadsobre as posicbes de linhas, por exemplo lhdvémontais, obliquas, paralelas,
perpendiculares, entre outras.

Na sequéncia, vamos explicar que as linhas mostradas no video, séo retas. Explicaremos que
uma reta é formada por infinitos pontos, logo a reta € infiNitsstraremos n&eogebracomo criar
uma reta, como na imagem abaixo.

Figura 66. Reta.

° f: Reta(A,B)

—y=2

+

Fonte: Elaborac pelos autores.

Na sequénciantroduziremosum exemplo sobre a cana de agucar, que relaciona a quantidade
necessaria de cana para a producéo do acglicar. Para a prochigif@elacicar sdo necessagpofn’Q"Q
de cana de aglcar. Para obter esse e outros resultados utilizamos a fungéo linefaca

Quadro 1: Coordenadas.

[ ] q
T
P P
S (QEY
o oW
T LTI

Fonte: Ribeiro (2010).
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Figura 67: Grafico.
4
50 ........................ ’

40

] B 0

30)

CANA DE ACUCAR (Kg)

20
[EY: EEEE

10

0 1 2 3 4 > X
ACUCAR (Kg)

Fonte: Ribeiro (2010).

Pediremos aos alunos que notem que essa funcaeg@odpresentada por uma reta.

2. Inclinagdo da reta

Vamos relembrar a parte do video que mostra as linhas horizontais, verticais e obliquas, para
entender o que € a inclinagdo de uma reta, ou seja, o angulo formado pela reta em relagémdao eixo
plano @rtesiano. Formalizaremos essa ideia com a definicdo e exemptosdoretomaremos 0s
exemplos do video para identificarem as retas.

Definicdo: Tomamos uma retano plano cartesianeendad a medida do angulo formado pela
retai e pelo eixay senpre no sentido artiorario. Denominamas a inclinagéo da refia

Seracapresentadaass seguintes imagens de retas

Figura 68: Inclinagéo da reta.

vA ,-
r\
a
(o] '1:: U/ Py
WTJ| pytmJd mJd | wTJ

Fonte: Elabora pelos autores.
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Figura 69: Inclinacdo da reta0°.

Iy ‘
y r
a
0 X
Y
| Wt J

Fonte: Elaborad pelos autores.

Figura 70: Inclinagéo da reta 0°.

yA

'—1

3 |

mJ

Fonte: Elaborad pelos autores.

3. Coeficiente angular de umaeta.
Nesse tépico definiremos coeficiente angular e apresentaremos os exemplos abaixo.

Definicdo: Sgar uma reta de inclinacdg em relacéo ao eixa O Coeficiente angular ou a
declividade de uma retaé o nimero real que expressa a tangente de sua inclinagao, ou seja:
a 07

Utilizaremos as retas do tépico 2. Inclinacéo da reta, para verificar o intervalo para o coeficiente

angular.
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Figura 71 Coeficiente angular.

y i
r I\
= e

!

=< ¥
O
3 |

Parg T Jtemos Paraw 1t J| pyYTd
a 01 o"J m temosdo 'Q MO & T

Fonte: Elaborad pelosautores.

4. Equagéo geral da reta
Introduziremos o assunto resolvendo um problema do ENEM:
1. (ENEM-2019Adaptada)Uma empresa, investindo na seguranca, contrata uma firma para instalar
mais uma camera de seguranca no teto de uma sala. Para iniciac@ serepresentante da empresa
informa ao instalador que nessa sala ja estdo instaladas duas cameras e, a terceira, devera ser colocad

de maneira a ficar equidistante destas. Além disso, ele apresentafoutnaga

(i) um esbogo em um sistema de coordenadas cartesianas, do teto da sala, onde esté@o inseridas a:
posicdes das camerpi® ¢, conforme a figura:

Figura 72 Gréafico cameraguestéo 1

¥ T Largura da sala (m)
4 S ememcemmcceccceaofy CAmera 2
3+ '
2+ i

i
1 mmmmmemmmmemcemeecpeeeeo--- Camera 1

| : i : > X
0 1 2 3 4
Comprimento da sala (m)

Fonte: ENEM.
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Qual relacdo instalador deve utilizar para a instalacdo da camera?

Resolucdo:

Como a Camera deve ser instalada de forma a ficar equidistante das demais cameras ja
instaladas, e estamos trabalhando com retas, entdo o ponto em que a eairsFrinstalada sera o
ponto médio de uma reta formada pelas cangeeas Analisando o grafico temos os seguintes pontos:

Camera 1:ofp

Camera 2 ch

Camera 3 ofu

Também, podemos concluir que as camprase o sdo colineares. Assim podemaos montar o

seguinte deteninante:

.o

o
C
)

e lxelxe]
b= |

Disso temos:
PC ® CW TW OW ¢ T
W Tw CWw oW pP¢ ¢ T
ow W pT T
Logo a relacéo escolhida pelo instaladol ¢ * U p 1T TU
Em seguida, definiremos Equacdo Geral da reta e mostraremos como chegamos nela fazendo
relacbes com eesolucéo feita no problema trabalhado.

S&o dados os pontd ¢ For ,6 o F ed af pertencentes a reta

Figura 73: Reta no plano para e deduc¢éo da equacao geral.

r

y A

Y b

Y4 Lo_____

Fonte: Elaborada peloautores.
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Pela condicdo de alinhamento para os pcdtdse 0, podemos escrever o seguinte:

W 0w p
@ p T
e  p

.

(A AT T A A ¢ B A (AN (N A 1§
Como as Unicas variaveis <@ew sendo os outros elementos nimeros reais, podesos/er
da seguinte forma:
@ @
AN ®
AT AN AN AR

Sendaifty T, obtemos assim a equacéo geral da ceta: O © TU

5. Equacéoreduzidada reta
Retomaremos a questdo do Enem adaptada sobre a instalagdo das cameras.
Figura 74: Gréfico camerasesolugéo

¥ T Largura da sala (m)
4 eeemnccccceeceaaa iy Camera 2
3T i
2T i

i
{ o smememesamssscsanchacaeeaao i Camera 1

i ! ! : > x
0 1 2 3 4
Comprimento da sala (m)

Fonte: ENEM.

Nesse exemplo, o resultado obtido foi a equacéo gerald ow w p T T Pediremos
para notarem gque podemos isolar a coordenada y nessa eqhaeado
oW W PT T
W ow pT
A equacdo encontradd) ow p Té chamada de equacao reduzida da reta e pode ser
generalizada comop @& @ &, sendo m o coeficiente angular, n o coeficiente linear e y e x
coordenadas de um ponto qualquer da reta.

Na sequéncia, compararemos a equacao reduzida e a funcéo afim.
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Quadro 2: Comparacédo da equacdo reduzida com a equacdao afim.

Equacéo reduzida da reta Funcédo Afim
W aGow ¢ O OW
m= coeficiente angular a= coeficiente angular
n= coeficiente linear b= coeficiente linear
Gréfico daequacéo da reta: Gréfico da fungéo afim:

Y y

r §

a>0

0

Fonte: Elaborado pelos autores.

6. Posices relativas entre duas retas no plano
Apresentaremos o diagrama da imagem abaixo para introduzir as posi¢ées de duas retas no
plano, explicando cada nomenclatura para os alunos.
Figura 75: Posicbes de duas retas no plano.
DUAS RETAS NO PLANO

h 4 h 4

DISTINTAS COINCIDENTES
h 4 v
COPLANARES REVERSAS
l h 4 l v
PARALELAS CONCORRENTES ORTOGONAIS OBLIQUAS
v
lPERPENDICULARES] [ OBLlQUAS]

Fonte: Elaborado pelos autores.

7. Lista de exercicios
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Apos trabalhadas todas as definicBes e taeferentes aquacao geral e reduzida da reta
posicoes relativas entre duas retas no plasmlveremo®s exercicios da lista entregue a éfasexo
), como uma forma de aplicacdo donteldo recém estudadd.cada resolucdo perguntaremos se

tiveram davidas ou dificuldade na realizacdo dos exercicios.

Avaliacéo
A avaliacdo acontecera de forma continua, por meio da participacdo, realizacdo das atividades

propostas e a resolucao de exaps.

Referéncias
MODERNA (Org.).Matemética: Construcao e significado. S&o Paulo: Moderna, 2DQ%..

Q CONCURSOS (Org.QRuestdes ENEM de MatematicaGeometria Analitica

Disponivel em: https://www.gconcursos.com/questaksenem/disciplinas/matematica

matematica/geometrianalitica/questoeAcesso em: 2 marg. 2021.

RIBEIRO, JacksonMatematica: ciéncia, linguagem e tecnologiaszolume 3. 12 edi¢do. S&o Paulo:
Scipione, 2010.


https://www.qconcursos.com/questoes-do-enem/disciplinas/matematica-matematica/geometria-analitica/questoes
https://www.qconcursos.com/questoes-do-enem/disciplinas/matematica-matematica/geometria-analitica/questoes
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Anexo |

1. (UEM 2012 Modificada) Sejancd 0 @ ew U & equagdes de retas. Em uma cadeia alimentar,
suponhamos qué @ representa o nimero de plantas de capim necesséarias para manter a cadeia em
funcdo do numero de insetos que se alimentam de capim, e gueeQresenta o nimero de insetos
necessarios em fug do nimero de sapos. Considerando esses dados, assinale o que for correto e some

seus respectivos valores.

02) Pard) @ X® xed @ ¢ @ « setivermos & 1t ptantas de capim, podemos ¢ersapos
alimentandese de insetos.

04) O coeficiente angulala retacds 0 & é positivo.

08) Sendd) @ uL® T, se o nimero de insetos duplicar, entdo a quantidade de plantas de capim

necessarias também ira duplicar.

Resolucao:
02) Primeiramente vamos substituir o valor@e 1t piantas na equac@o o .
T OO X
T P woxw
. TYywo
w —
X
W QW
Logo @ wimsetos conseguem se alimentar aua 1t ptantas de capim.
Agora vamos substituir o valor detsapos na outra equacao.
0O CAMTwW PWITW @ W
Concluimos entdo que se tivermo8v 11 plantas de capim, podemos sim termsapos

alimentandese de insetos. Logo a alternativilEERDADEIRA.

04)d» 0 o édotipow e cwsendado coeficiente angular da retaow® nimero de insetos que
se alimeram de capim. S@for negativo a reta é decrescente, ou seja, conforme aumenta a quantidade
do nimero de insetos menor a quantidade de capim necessarios para alimentar os insetos. Como isso

ndo é possivel entdo ndo tem como o coeficiente ser negativoaladgernativa ¥ ERDADEIRA .

08) Sendad) @ @ UL T, Sse o numero de insetos duplicar, entdo teremos uma equacéo do tipo
0Dcowo LVXO T pH T @
Agora se o0 nimero de plantas duplicar tereg@s @ ¢ ¢Ouv® T P U
Comopm™ T p 1 Yentdo a afirmgido éFALSA.

A soma dos dados corretos equivate at = @.
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2. (ENEM 2016)Para uma feira de ciéncias, dois projéteis de foguetes, A e B, estdo sendo construidos
para serem lancados. O planejamento € que eles sejam lancados juntos, com o objetivo deBo projétil
interceptar 0 A quando esse alcancar sua altura maxima. Para que isso aconteca, um dos projéteis
descreverd uma trajetéria parabdlica, enquanto o outro ira descrever uma trajetéria supostamente

retilinea. O gréfico mostra as alturas alcancadas porm@sgéteis em funcéo do tempo, nas simulacdes

realizadas.
0 e S g
20 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
16 |- === == qmmmada B e o L -
Y P
P B i e i e e A
E | | i i i i i i | == A
E -l o s e ol o s ol s sk sssmbhssdghcsscsmsblicaccmb e ed
i i i i i i | = H
] i | | ] | ,
i i i : : i i i i T Ej
o ' 1 ) ) | 1 b Tam Do
2 3 a4 s 6 7] 8N 9 10 P
P PRS- M Y EPRPUVR S SN S, W S—
i ] [] ] ] ] ] i ' ]
' ] ] ] ] ] ] i ] ]
i ] ] ] ] 1 1 i i ]
Sk ittt et it Slaliatt ttinie Sttt St it
i i ] 1 1 1 ] i ]
gl il

Com base nessas simulacdes, obseseogue a trajetéria do projétil B deveria ser alterada para
que o objetivo fosse alcancado.
Para alcancar o objetivo, o coeficiente angular da reteeguesenta a trajetoria de B devera
a) diminuir em 2 unidades.
b) diminuir em 4 unidades.
c) aumentar em 2 unidades.
d) aumentar em 4 unidades.

e) aumentar em 8 unidades.

Resolugao:

O coeficiente angulate uma reta é calculado como
W W
W W

A trajetoriad atual passa pelos pontosfit e @ip ¢, portanto:

pcm pgq

¢ ™ ¢
Se alcancar o objetivo, a trajetoria ir4 passar pelos pomfiose Thp @, portanto:

Tt
o PO Ppo

T T T

Logo, para alcancar o objetivo, o coeficiente angular da reta que representa a trajetéria de

0 deverdaumentar duas unidadedternativa C.
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3. (UNIOESTE 2018) Duas retas cew o 6 com&hhe wconstantes reais, encontrae no

ponto oft . Sabese ainda qué o Assim, € CORRETO afirmar que as equacgfes das retas sao:
a)w -wew cw

b) w -wew ow (.

)W -wew ow C.

dw wew ow o

e) 0 owew wy C.

Resolucéo:

Utilizando a guacdan & dlevemos substituir as coordenadas dadias

t ¢ O
v G
P =
o

Na sequéncia, utilizamos a relacdo que o problema nos fornece:

® od

b O o

aPn

t WG
Agora aplicamos as coordenadas dad#is na equaca®d @ ® @
b ¢ QO @
Substituimos o b pelo nUmero que encontramos
C ¢cO0 ®
PP

Logo, temos as equacoes:

ALTERNATIVA A.

4. (ENEM 2018)A quantidadex de pecas, em milhar, produzidas e o faturamgrém milhar de ras,
de umaempresa estao representados nos graficos, ambos em funcdo dotrdertesas trabalhadas

por seus funcionarios.
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80

YA

<<
v

O numero de pecas que devem ser produzidas para se obter um faturamento.@@oRp 10
é
a) ¢t M T
b) 2.500
C)T BITITT
duvginmn
e) ¢ mauT T
Resolucéo:
Relacionaiw 6 com 00, obtendo:
wo ¢mJ
E relacionaw 0 coma:
wo 10
Ou seja, se o faturamento forgt 11, 1Dgo
WO PpPBITT
t WO TO PBIMT

t 0 CAOTIT
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Substituindad ¢® TeMm®o :
WCR® T ¢TEC® ML BT TT
Portanto tersev Bt 1T pecasALTERNATIVAD .

5. (UFRGS2017)0Os pontos A, B, C, D, E e F determinam um hexagono regular ABCDEF de lado 1,

tal que o ponto A tem coordenadas (1,0) e o ponto D tem coorderB@3scomo na figura abaixo

yA
c, 1 B
A
-1 0 1 x
A F

a) ® Wow
o Y- “g
c) W m —_8
do 1 Ug
e) w n_ Vg
Resolucao:

Sabendo que 6 6 'O ®Uh hexagono regular de lado 1 e que os pontos A e D tém coordenadas

(1,0) e (1,0), respectivamente, pode determinar que o ponto B tem coordena8ldsgOnQi Q¢ m),J

ou sejad -

Entdo, a equacao da reta que passa pelos pontos B e D é dada por

O T —B— ® p8
c p
Resolvendo essa equacao, 4sen
o o Vio
O S pt o Sopt o Zgo p
Pp_G g ¢ 0o
C C
o . o, Vo
tw —8w pt W —w —
o o

Resposta corret&lternativa B.
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6. (UFRGS 2017) As retas de equac@es O 600 &  Qinterceptarsse em um (nico ponto cujas
coordenadas sao estritamente negativas. Entado,seoaf@mar que

a)® mOn T8

b) d TN TS

c)® pQd T8

d o nmOn 18

e pon ™

Resolucéo:

A equacdow  arepresenta a familia de retas que passam pela origem do sistema de
coordenadas cartesiano e a equagdo ® ®representa a familia de retas paralelas com coeficiente
angular igual a p, portanto decrescentes. Para que as retas se interceptem em upoadtiorujas
coordenadas sejam estritamente negativasseequed TQ® TT

Resposta corret&lternativa D.

7. Eduardo esta subindo uma escagauma casa com pé direito dugloe possui unéingulo de
inclinacdo des 1t No ) flegrai Eduardo fica a umatala dep metrodo chéo.
a) Qual ser& a altura do & quando Eduardo estiver pox @&grau?Dica: Utilize de ferramentas
estudadas nessa aula).
b) Quando Eduardo estiver ha uma alturadde p do chdo, em qual degrau ele vai estar?

Reolucéo

Quando Eduardeesta no sétimo degrau temos um ponto, sendo esse Pontoxip ,
analogamente seguindo o0 mesmo raciocinio, quando Eduardo estiver no décimo quarto degrau temos
um segundo ponid  p 1t , assim quando ele estivermo degrau teremos entdo um terceiratog
sendoessé p yw8

Para encontrarmos a altura de Eduardo em relacéo ao chép degrau precisamos saber em
gue funcdao foi construida a escada. Assim, sabendo que ela possui um angulo de 30° podemos utilizar a

férmula do coeficiente angular.

Como,
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Logo,

Vio .
flngg P w

b @ ulp Qo &
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2.4.2.1. Relatério
Relatério 7 5° Encontro

Aostrésdias do més dpilho de dois mil evinte e um reuniramse online viaGoogle
Meet nos estagiarios dguartoano da disciplina ddetodologia e Estagio Supervisionado |
do curso de Licenciatura em Matematica e os alumexitos no projeto PROMAT, para
desenvolver derceiroencontro A professoraorientadora Marieliesteve presente sala de
aulaonline acompanhando toda a aula.

Iniciamos a aula desejando bom dia para os alunos e explicando que esta aula seria
gravad, que as gravacdes nao seriam divulgadas e nenhum deles seria exposto, apenas
gravariamos para a realizacao de trabalhos dentro da disdplasiagio

Iniciamos presentado o v2deo AAs I GCebmet paaaparaa
paraintroduzir o contetdo de Retgaquando concluimos o video, questionamos se elessab
0 que é uma retad maioriados alunosassociow conceito de retaom uma linha infinita.
Apresentamos trés postulados para explicar o que é uma reta. Mostramos nymo exe
envolvendo a producdo de acucam base naguantidade de carde-aclcare, para
exemplificar como € uma reta, utilizamo&eogebrgpara mostrar a reta do exemplo.

Na sequéncia, continuamos o conteudo explicando as possiveis inclinacdes de uma reta
com 0s eixos cartesianos. Utilizamos um problema adaptado do ENEM de 2019 sobre a posi¢cao
de trés cameras de seguranca para apresentar a equacao geral da reta, conforme a imagem
seguit

Figura 76: Problema introdutéa do conteudo de equagéo geral da reta.

PROBLEMA S

instalodas

A terceira deve ter o mesmao
distdncia entre ambas as
chmeras

Camera 3
L]

INSTALADAS AS CAMEMS L E DY
- [(3-11 [(u)

Cémera 1l  Clmera 2

q HUAIS $40 05 PONTOS ONDE ESTAO
o

R \\\\{ ' MALAL 0 PONTO QUE EVE S

S IRSTAUDA A CAMIA D) e
S [

Cdmera 3

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Utilizando o mesmo exemplo, explicamos que a equacdo geral encontrada pode ser
escrita na forma reduzida, enunciamos como € a forma reduzida da equacdo da reta, e
explicamos adiferencas e semelhancas da equacdo da reta e funcéo afim. Prosseguimos o
conteudo explicando as posicfes relativas entre duas retas, mostrando a representacao
geométrica de cada uma das posicoes.

Na sequéncia, iniciamos a resolucdo de problemas do ENEM estleulazes A
primeira questéo era do vestibutkrUniversidade Estadual de Maringa de 20ddbre uma
cadeia alimentar, envolvendo equacfes da reta.

Figura 77: Resolucédo de probleméagparte 1.

PROBLEMA 1 02) M P(x) =7x+ 7 £Q(x) = 23x + 9, 5t TIVEIMOS 4.900
“ MANTAS DE CATIM, PODEMOS TER 30 SAPDS ALIMENTANDD-SE DE INSEIDS
PRIMEIRAMENTE VAMOS SUBSTITUIR 0 VALDR DE 4.900 PLANTAS NA EQUACRO P (x)

+ 44900 =7x+ 7 —3

= 4893 = Tx
4893

= o=

W=
= x =699

1060 699 INSET0S (ONSEGUEM SE ALIMENTAL (OM 4.900 PLANTAS DE (APIM

Fonte: Elaborada pelos autores.

A segunda questédo era do ENEM de 2016, sobre a interseccédo de dois projéteis que
foram lancados, a terceira questdo era da Universidade Estadual do Oeste do Parané de 2018
tinha o intuito de descobrir qual era a r@tde acordo com as informacgdes fornecidas.

Figura 78. Resolug&o de problemagarte2.

PROBLEMA 3 | l'HHIANDO:\[Qb,\[in = ax DEVEMOS SUBSTITUIR AS COODENADAS DADAS (3,2)
. y=ax
=2=a-3
2
='a =

3y

UTELLZAMOS A RELACAD QUE PROBLEMA NOS FORNECE

Fonte: Elaborada pelos autores.

O quarto problema resolvido era do vestibular da Universidade Federal do Rio Grande
do Sul de 2017, que apssgavaum hexagono regular e propunha que encontrassem a equagao

da reta que passa por dois pontos do hexagono. O préximo problema era do mesmo vestibular,
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no qual eram apresentadas duas equagiesessario descobdrponto em que as coordenadas
fossem negativas Buscamos plotar ndseogebrapara visualizarem melhor as retas do
problema. O ultimo problema resolvido envolvia a inclinagédo de uma escada.

Para finalizar a aula, enviamos um link [dearpodpara responderem o0 que estavam
achando das aulas, es encontrogstavan atingindo suas exgetativase se tinham alguma
sugestdale melhoria Os alunos pediram para realizarmos mais exercicios e apressntar
algunsque fossenmais faceis para interpretacdinda assim, relataramstr gostando das

aulas e da interacao dos professores com eles
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243. Planodeauldi Equa- «o geral e reduzida da circu

envolvendo ponto, circunfer°ncia e retao.

PLANO DE AULA 1 6° ENCONTRO' 10/07/2021

Clemilton, Eduarda e Natalia

Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano dansino Médio da Rede Publica de Ensino pertencentes ao Nucleo Regional
de Educacao de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste e demais
interessados na aprendizagem de Matematica inscritos no projeto.

Tempo de execucao:
Um encatro com duragdo de 2 horas e 30 minutos, tendo inicio as 9h00 e se encerrando as
11h30.

Conteudo:
Equacéo geral e reduzida da circunferéncia, posi¢oes relativas envolvendo ponto, circunferéncia

e reta.

Objetivo Geral:
1 Identificar equacdes de uma circunferéncia e discutir posicfes relativas entre ponto e

circunferéncia, entre reta e circunferéncia.

Obijetivos Especificos:

Ao se trabalhar coras equacdes de uma circunferéncia e com as posigoes relativas envolvendo
pontg circunferéncia e retabjetivase que o aluno segapaz de:

9 Identificar uma circunferéncia e a diferenciar de circulo;

1 Deduzir e aplicar a equacéo reduzida e geral da circunferéncia;
9 Identificar as posi¢fes relativas entre ponto e circunferéncia
1

Identificar as posi¢des relativas entre reta euciferéncia

Recursos Didaticos:
Slides Google Meet

Encaminhamento metodoldgico:

1. Definigdo da circunferéncia
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Inicialmente vamos perguntar aos alunos se sabem o que € um circulo e uma circunferéncia, e
qgual a diferenga entre os dois. Explicaremos que a circunferéncia seria todos os pontos do contorno e
circulo é a unido dos pontos do contorno com 0s pontos dimteeior. Mostraremos as seguintes
imagens do circulo e da circunferéncia:

Figura 79: Circunferéncia.

A

Fonte: Elaborad pelos autores.

Figura 80: Circulo.

Fonte: Elaborad pelos autores.

Na sequéncia, falaremos de algumas caracteristicas da circunferéncia, como a existéncia do raio
e dos pontos pertencentes a circunferéncia, e apresentaremos a definicao de circunferéncia.
Definicdo: Dados um ponto fix@ e uma distancia, a circunferéncia é o lugar geométrico

dos ponto® do plano cartesiano que estio a uma mesma distadei.
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Figura 81: Circunferéncia definigcéo.
A

Fonte: Elaborad pelos autores.

2. Equacéo reduzida da circunferéncia
Problema 1:A circunferéncia abaixo possui seu centro no pénto clo e raio de medida.
Quais as coordenadas dos poritp8, 'Ye Y
Figura 82: Circunferéncia de raio 3.

S

Fonte: Elaborad pelos autores.

Pediremos para os alunos resolverem este problema e em seguida, realizaremos a correcao

utilizando o softwar&eogebraSendd) plo,Y <chp,Y vulwed cht.
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Figura 83; Circuqferéncia de raio 3 representadaGsmgebra

-

Fonte: Elaborad pelos autores.

Com base na resolugdo do problema acimant ament e com os al unos
vocés encontraram as coordenadas dos pontos domp@iddUs ar am al guma. f - r mi
Apresentaremos aos alunos a equacao reduzida da circunferéncia:
W W W 0 i
Onde: whod é o centro da circunferéncia, é o raio,® e ® sd0 pontos quaisquer da

circunferéncia.

3. Equagéo geral da circunferéncia
Perguntaremos o0 que ocorrera se calcularmesquadrados da equacdo reduzida da
circunferénciaou seja, como ficara a equagao. Explicaremos que realizaremos o célculo.

b0 Ot O o ofo o i
PO 00000 ® 000 o I
PO OO OO ® 10w
Logo, a equacdao geral da circunferéncia é:
O O OO ® 1 T

Também chamada dguacdo normalda circunferéncia.

Problema 2: Determine a equag&o normal da circunferéncia com centro noiponto ofp
e raiog.

Nestecas® 0,0 pei o.

N

t W O )

P ©
t w otw o wptw p o

P W oW oW 0 W W W P O
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TV CIrw ¢Cw 6 p O T
P00 W W WP W T
PO 0 W Cw p T

Logo a equacdo normal da circunferéncia é w @ Cw p T

4. PosigOes relativas entre um ponto e uma circunferéncia
Explicaremos que existem trés possiveis posi¢cdes de um ponto emauméoéncia: interno,
externo e pertencente a circunferéncia. Analisaremos as posicdes do um porttxo em relacdo a
circunferéncia_de centrd e raioi . Analisaremos as posi¢ées desse ponto em relacéo a circunferéncia,
comparando a distanc@ado pontod ao centro da circunferéncia, com o raio da circunferéncia.
Caso 1: Pertencente
‘Q 1, ou seja, o ponto pertence a circunferéncia.

Figura 84: Ponto P pertencente a circunferéncia.

P

Fonte: Elaborad pelos autores.
Caso 2: Interno
‘Q 1, ouseja, 0 ponto € interior a circunferéncia.

Figura 85: Ponto P interno a circunferéncia.

Fonte: Elaboraé pelos autores.
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Caso 3: Externo
‘Q 1, ou seja, 0 ponto é exterioc@cunferéncia.

Figura 86: Ponto P externo a circunferéncia.

Fonte: Elaborad pelos autores.

Para um melhor entendimento dos alunos, iremos utilizar a imagem abaixo para encontrarem as
posicdes de pontos na circunferéncia. Calemos os pontas, 0 e 6 neste cruzamento, considerando
0 cruzamento como uma circunferéncia.

Figura 87 ontos no cruzamento de carros.

. /
o 5
g - nizal - 2 4

Fonte: https://amainsider.com/roadlesrefresheitraffic-circlesroundabouts/trafficircles/

Explicaremos que o ponto pertence a circunferéncia, o podte interno a circunferéncia e o

pontod é externo a circunferéncia.
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5. Posicdes relativas entre umreta e uma circunferéncia
Consideraremos uma rdtauma circunferéncia de raice Qa distancia do ponto do centro da
circunferéncia até a reta, ambos no mesmo plano, ha trés casos possiveis para a posicao relativa entre :
reta e a circunferéncia.

Can 1:(Q 1)1 aretal étangente a circunferéncia.

Figura 88: Retai tangente a circunferéncia.

Fonte: Elaborad pelos autores.

Caso2(Q 1)1 aretal € secante a circunferéncia.

Figura 89: Retai secante a circunferéncia.

Fonte: Elaborad pelos autores.



136

Como exemplo do casbmostraremos cordas de um violao, conforme a imagem abaixo.
Figldra 90: Viol&o.

Fonte: http://nacaixadecd.com.br/wp/joiearasdampb-direto-prasuacasa/

Caso 3(Q )7 areta é exterior a circunferéncia.

Figura 91: Retai externa a circunferéncia.

Fonte: Elaborac pelos autores.

6. Resolucéo deexercicios
Apés trabalhadas todas as definicbes e teoria referentes a equacdo geral e reduzida da
circunferéncia,posicdes relativagntre ponto e circunferéncia, e posicdes relativas entre reta e

circunferénciaresolveremos os exercicios da lista (An@xoomo uma forma de aplicagdo do contetdo
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recém estudado. A cada resolucdo perguntaremos se tiveram dividas ou dificuldade na realiza¢do dos

exercicios.

7. Avaliacéo
A avaliacdo acontecera de forma continua, por meio da participacao, realizacao deteativid

propostas e a resolucao de exercicios.

Referéncias
MODERNA (Org.).Matematica: Construcao e significado. Sdo Paulo: Moderna, 2DC4..

SO EXERCICIOS (Org.). ENEM: equagdo da circunferéncia Disponivel em:

<https://soexercicios.com.br/plataforma/questdesestibular/ENEM/28taplicacaeequacaala

circunferenciarec/1>. Acesso end4 agosto2020.



https://soexercicios.com.br/plataforma/questoes-de-vestibular/ENEM/281/-aplicacao-equacao-da-circunferencia-rec-/1
https://soexercicios.com.br/plataforma/questoes-de-vestibular/ENEM/281/-aplicacao-equacao-da-circunferencia-rec-/1
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Anexo |
1. Verifique quais das circunferéncias abaixo se interceptam no ponto (3,4).
ldo Y W T Cu
[ deo W T W
do ¢ © po
Tdp © ¢u
Resolucéo:
Para isto, devemos verificar seca®rdenadas do ponto dado (3,4) satisfazem as equagbes das
circunferéncias dadas:
ldo Y w T U
ldo Y T T UL
I du T QU
lduv T qu
ldguv qu
Logo, a circunferéncia intercepta o ponto dado.
[ deo W T W
[ do T T W
fdw T w
Mdw w
Logo, a circunferéncia intercepta o ponto dado.
do ¢ © po
40 ¢ T po
4dp T poO
¥ PO PO
t X PO
Logo, a circunferéncia néo intercepta o ponto dado.
Tdo ® gqu
fdo 1v QU
fdo po qu
fdgu qu
Logo, acircunferéncid intercepta o ponto dado.

2. (EsSA 2013) Dada a equacdo da circunferéngia @ 0 ® w6 16 sendo ¢hd as
coordenadas do centroi ea medida do raio, identifique a equacgédo geral da circunferéncia de centro
¢ ho e raio iguakv.

ajw ww QU
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b)awy wzTo@pg T
)bz 1w P Y
daw w1 eWZP G T
e) oz ew W
Resolucéo
A quest&o informa que o centro@o e o raio é igual a. Temos:
Wz OO0  WZWO 10
i wz¢go W00 ULO
badzZTw T MWZeWw W CUL
P WZTw T WZew wWZCUL T
b Wzt ewpg T
Logo, a alternativa D é a correta.

3. (ENEM 2014) Afigura mostra uma crianca brincando emhatanco no parque. A corda que prende
0 assento do balanc¢o ao topo do suporte mede 2 metros. A crianga toma cuidado para ndo sofrer um
acidente, entdo se balanca de modo que a corda ndo chegue a alcangar a posicéo horizontal.

fopo do
SLpOTe

CO80 ¢0 pargue

Na figura,considere o plano cartesiano que contém a trajetdria do assento do balanco, no qual
a origem esta localizada no topo do suporte do balanco, o eixo X é paralelo ao chdo do parque, e o eixo
Y tem orientacao positiva para cima. A curva determinada pelatiajdb acento do balanco é parte

do gréfico da func¢éo:

a) Q N

b) Qo Vi @

) Qw w ¢

d) Qe W o

e)Qw W o

Resolucdo:
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A trajetdria desse balanco forma uma semicircunferéncia com centro na origem, gaaio
que a corda que prende o balan¢o tem tamamhplogo £mos que:
0 O AR i

bW T W M C
W

b w T
PO T W
bW T ®

Esses dois valores ddj"'saoreferentes aos seus possiveis valores, podera assumir um valor
negativo ou um positivdNote no desenho, que a origem do plano se encontra acima da trajetoria, logo
se isso fosse uma funcéo, seus valores seriam negativos, portanto, a equacéo cosebtiharsgaea

representar y:é

"Qw T ®

Logo, a resposta do exercicio € a alternativa D.

4. Osponto® ot ,6 ohp,6 ¢ch p e0 oo séo os vértices de um quadrado cuja

medida da diagonal é o raio da circunferéncique tem centr@®. Determine a equacao reduzida de

A(3,4)

D, y)

r
C(-2,-1) B(3,-1)

Seja os ponto® oh p eO ¢h , calculando a distancia entre esses dois pontos,

Resolucdo:

descobrindo assim o raio da circunferéncia:
® O Q6 O Q606
p 16
t Q v V) ¢u Cv
t D o

b Q ug



141

Logo o raio da circunferénciauic e o centro o pont® ¢h , entdo a equacéo reduzida
decircunferéncia é:

® C O O TO LGS

i w6 W TO ULUT

5. (ENEM 2013)Durante uma aula de Matemética, o professor sugere aos alunos gue seja fixado um

sistema de coordenadas cartesianas (X, y) e representa na lousa a descricdo de cinhco conjuntos
algéoricos, I, 11, 11, IV e V, como se segue:

|. éacircunferéncia de equagcao w W

Il. é a parabolade equag@ao ® p, com X variando del a 1;
Ill. € o quadrado formado pelos vértices (), €1, 1), €1,2) e (2, 2);
IV. é o quadrado formado pelos vértices (1, 1), (2, 1). (2, 2) e (1, 2);
V. é o ponto (0, 0).
A seguir, o professor representa corretamente os cinco conjuntos sobre uma mesma malha
quadriculada, composta de quadrados com lados medindo uma unidade de compradanbbtendo
uma figura. Qual destas figuras foi desenhada pelo professor?

¥
LS

9

P

- -
'9. EEEEN A I g
INAH
NEH
Tl #

A. 9

y
FY
g9

LT |

S
-l\-l - .

.\\-u 1

I_"ih-_._ bobos rl-
B =
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~
<

........
...............

(- 1M EE -

%y
N
v
x

..............

]
_.4,_,_..&3

...............

-

]
ks

.......

Resolucéo:

Pelo Item | sabemos que & « podemos escrever a equacao evidenciando o valor do
raiow w 0o ,logo o raio da circunferéncia é iguab,adescartando assim as alternativas A e B.

Pelo Item Il temoparabola de equacéd® ® p, comwvariando de p ap.

Como o termo que acompanhcipé negativo sabemos que a concavidade da parabola é para
baixo, eliminando a alternativa C.

Calculando as raizes dessa parabola teremos:

w p T
oW p
P W p
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Como nao temos raiz quadrada de um namero negativo no conjunto dos nimeros aeais, ess

parabola ndo possui raizes, eliminando a alternativa D, restando apenas a alternativa E como correta,

satisfazendo todos os itens dados pelo professor.

6. Determine a equacao da circunferéncia cujo diameirdéal qued ofo ed¢ p 8

Resolucéo:
Primeiro usaremos a férmula da distancia entre os pontos para encontrar a medida do didmetro

dado:
66 Qom pp o o o
Q6 o

Q6 p

Qo Y

Lembrando que o raio é o diametro dividido por 2, temos:
i v [
G

Agora precisamos achar o cenfr@d itd  da circunferéncia, e para isso utilizaremos a

férmula do ponto médio entre dois pontos:

© ”n

6 & hY , com

O — O — ® — 0 X
O — O — O - ® o
Assim,6  xlo .
Portanto, a equacao reduzida da circunferéncia é dada por:
W W W W i
w X W o T

w X W o p o

Logo a equacéo da circunferénciasge X W o (o0

7. (SEDUC RJi CEPERJ 2013). Sejawz ¢ 0 wWZT 6 Y a equacdo reduzida de uma
circunferéncia. A razdo entre a area da circunferéncia e a area do quadrado inscrito na circunferéncia,

nesta ordem, é:

a -
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d)—
e)o"

Resolucéo

Nosso objetivo serd descobrir a area da circunferéncia e do quadrado inscrito, para entédo
efetuarmos a divisdé informacao mais importante que a equacdao reduzida da circunferéncia nos da é
que o raio é igua V.

Calculando a area da circunferéncia:
0 “a0 “8|7|GJ6 U

Vamos descobrir a medida dos ladas do quadrado utilizando o Teorema de Pitagoras.

q 0w

PO cad

t TP cud
i 0C cud
b po
t 0T

Calculando a area dpadrado:
0 w 16 poO
Calculando a razao entre a area da circunferéncia e a area do quadrado:

T

PO ¢

Logo, a alternativa correta é a B.
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8. (UFRGS2012) O comprimento da corda que a reta r definida pela eqgacdow  mdetermina

no circulo de centro npontod ¢t eraiol ¢ é:

a0

b) 2

c)5

d) 4

e) i
Resolucdo:
Para entendermos o que pede a questdo, vamos primeiro replesentd sistema de

coordenadas cartesianas:

Precisamos determinar os pontos extremos da corda e calcular a distancia entre eles.

Os pontos correspondem a intersecgéo da reta com a circunferéncia. Para disternaisia
relacionar as equagdes da reta e circunferéncifatbeum deles podemos determinar imediatamente:
(0,0).

A equacdo da reta € dada no enunciado, mas e a equacao da circunferéncia? Esta é facil de achar
pois a equacao de uma circunferéncia é:

W wé W wé Y
onde: w £ € = € o cenb e R =raio

Assim a circunferéncia do problema tem como equacao:
W ¢ W T C

Vamos agora relacionar as duas equacdes: da equacdo da retadtemoa Fazendo
substituicdo na equacgéo da circunferéncia obtemos:

W G Cw ¢
W T T Tw T
LW TW T
Wuw T T
As soluces desta Ultima equacao sao:

. o T
() mTQw -
v
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Paraw 10 Qa é&i 1 0 que nos da o ponto (0,0) como um dos extremos da corda.

Paraw -0 'Qd &i -, oque nosdao ponteh- como o outro extremo da corda.

Resta calcular a distancia entre estes dois pontos:

5 Qb R
(VY]

v
v

cle

A alternativa correta élatra E
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2.4.3.1. Relatério

Relatério 7 6° Encontro

Aos dezdias do més dpilho de dois mil evinte e um reuniramse online via google
meet nos estagiarios dguartoano da disciplina ddetodologia e Estagio Supervisionado |
do curso de Licenciatura em Matematica e os alumexitos no projeto PROMAT, para
desenvolver gextoencontro A professorarientadora Marieliesteve presente sala de aula
onlineacompanhando toda a aula.

A aula foi iniciada com a apresentacacedtagiaria Eduarda que comecou falando sobre
o circulo e a circunferéncia. Para iniciar, ela perguntou para os alunos se eles sabiam o que é
um circulo Como os alunos nao estavam respondeal@operguntou também o que era uma
circunferénciasem respoter a primeira pergunta. Para resolver esse siléncio a estagiaria
Eduarda resolveu antecipar a atividade dinamica que estava prepatdzsaboard Quando
ela estava fornecendo o link, uma aluna ljaeia acabado de entn@aspondeu o que achava
gue era aduas coisas.

Na atividade ndamboardos alunos inicialmente ndo estavam conseguindo eptriar
precisavansolicitaro acesso, entdo a estagiaria Eduanddificouas configuracdes para que
eles entrassenNa sequénciaapreseramoso quadro interativantes de os alunos entrarem
nele. A ideia desse momento era que os alunos colocassem 0 que eles achavam @ue era
moeda, o bambolé, o reldgio e o amaiemplos de circulo ou circunferéncia

Figura 92: Atividade doJamboardantes da interacdo dos alunos.

MOEDA

BAMBOLE

Fonte: Elaborada pelos autores.

Para comecar a interagéo, a estagiaria Natalia colocou a palavra circunferéncia em cima
da moeda e pguntoupara eles se estava certo. Foi erstdlicitado aeles quese achassem

que estava errado, retirassarpalavrae colocassera palavraera.
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Figura 93: Atividade Jamboard.

MOEDA

BAMBOLE

_—

i . RELOGIO

———

Fonte: Jamboard elaborada pelos autores.

Apenas quatro alunos entraram para participar da atividade. Dgremtesalizagéo,
conforme os alunos iam movimentando as palavras em cima das figuras, a estagiaria Eduarda

foi explicando o que era um circulo e uma circunferéncia. No final da atividajleadoo
interativo ficou da seguinte forma:

Figura 94. Atividade Jamboardfinalizada.

BAMBOLE

CIRCUNFERENCIA

CiRCULO

P RELOGIO CIRCUNFERENCIA

. CIRCUNFERENCIA . _| circuro

Penrsbene.

Fonte: Jamboard- elaborada pelos autores.

Finalizando essa atividade, a estagiaria voltou para a apresenag&@tidds e
apresentousdefinigdesformas de circulo e circunferénciBurante esse momentana aluna

fez a seguinte pergunt a: AA moeda ® um c?2rc
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e explicamos que o contorno da moeda é uma circunferériggrorno coma sua superficie
s&o um circulo.

Ao finalizar essa etapa a estagiaria comecou a introduzir o assunto de equacao reduzida
da circunferénciautilizando a formula da distancia entre dois pontos. Para iniciar tal assunto
ela apresentou um problemngapediu para os alunos resolverem. A ideia era que os alunos
falassem quais eram as coordenadas dos pontos das circunferéncias que estavam nos eixos x

y.
Figura 95: Problema proposto aos alunos para definir equacdo reduzidsadgraunferéncia.

EQUAGAOREDUZIDA A circunferéncia abaixo possui seu centro no ponto € = (2,3) e
DACIRCUNFERI'ENCIAﬁ raio de medida 3. Quais as coordenadas dos pontos P, @, R e §7
S
P R
: GeaGebra

Fonte: Elaborada pelos autores.

Nenhum aluno soube responder’ estagiaria deu um exemplo com um dos pontos,
porém ainda ficou confuso para eles. Entéo, para tentar resolver esse priubldasnhada
essa mesma circunferéncia @eogebra que inicialmente seria utilizado s6 para conferéncia
dos resultados obtidos. Ao construir a circunferéred@mostrou 0 mesmo ponto que havia
denotado suas coordenadas antes, assim, 0s alunos comecaram a eatendadecom o
auxilio da malha quadriculada e da numeracéo nos eixos cartesiasggliapreserdmoso

final da deducédo da equacéo reduzida da circunferéncia.
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Figura 96: Deducéo da equacéo reduzidactaunferéncia.

Equaghorepuzia  H COMO VOCES ENCONTRARAM A5 COORDENADAS
okl DOS PONTOS DO PROBLEMA?”, “USARAM ALGUMA
: FORMULAT QUAL!
D P(-1,3) — R(5,3)
Q(2,0) 5(2,6)

~ (x—x)2+ ¥ —y)? =)

Fonte: Elaborada pelos autores.

Finalizach essa etapa@ estagiario Clemilton apresentou a sua tela para comecar a falar
sobre a equacéo geral da retdizando a equacao reduzida para generalizar.

Figura 97: Deducéo da equacao geral da circunferéncia.

(x—a)?+ (y—b)2=r?
= (x§£%$/a)+(y—_b).(y_g) — 2

2

= x? —xa — ax + a® + y* — yb — by + b* =12

>x*+y?—2ax—2by+a?+b*—12=0

Fonte: Elaborada pelos autes.

Apds mostrar a definicdo estagiario Clemilton comecgou a resolver um problema para
aplicar o que haviam acabado de aprender. Em todo moneémé&stimulou osalunos e foi
induzindeos a chegarem em um resultado.

A estagiaria Natali@ntdocompartilhou a tela para falar sobre posicdes relativas entre
um ponto e uma circunferéncia e entre uma reta e uma circunfet@rgamente apresentou
as definicdes das posic¢des relativas de um ponto e uma circunferéncia. Feito isso, mostrou uma

imagen de uma rotatdria e perguntou qual a posi¢cao do ponto A, como mostra a figura abaixo
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Figura 98: Exemplo utilizado para representar as posicoes relativas entre ponto e circunferéncia.

A
| PONTOE ////
- CIRCUNFERENCIA;;‘X%

QUAL £ 4 P0SICAO
DOS PONTOS N4
ROTATGRIAT

Fonte: Elaborada pelos autores.

Um aluro falou que o ponto A era interior a circunferéncia. Apos a resposta do aluno,
foi feito uma analogia para que eles entendessem as posi¢des. Finalizado esse assunto, &
estagiaria Natalia definiu as posic¢oes relativas entre uma reta e uma circunferéremlorti
algumas imagens como mostramaeguir

Figura 99: Exemplo de eta tangente a circunferéncia.

RETA E%

Cl RCUNFE¥RCNCI A

%

Fonte: Elaborada pelos autores
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Figura 100 Exemplo de @ta secante eircunferéncia.

PONTOlég

Cl RCUNFERCNCI A

¥4

Fonte: Elaborada pelos autores.

Figura 101 Exemplo de eta exterior a circunferéncia.

PONTO%?

Cl RCUNFE‘&(CNCI A

%

Fonte: Elaborada pelos autores.

Os alunos entenderam bem as posi¢fes da reta e da circunferéncia.

Ao finalizar essa partela teoria, comecamos a resolver os exercicios que foram
preparados para trabalhar esses conteudos. Como na aula anterior os alunos pediram alguns
exercicios mais faceisessa aula, para iniciar a resolucao de exerctmasecamos a trabalhar
com exercicios mais faceis aumentando a dificuldade conforme os alunos iam entendendo.

Diferente das outras aulas, nessa, deixamos cerca de 1h e 30 minutos disponiveis para a



153

resolucdo dos problemas. Em toda resolucdo induziamdsnos @ ajudarem a responderem,
sem terem medo de falarem algo que poderia estar errado.
Em todo momento das aulas, todos os estagiarios contribuiam nas consideracfes para

facilitar o entendimento do aluno.
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2.5.M6dulo 37 Andlise Combinatéria

25.1. Planodeauld@i Pr i nc2pi o fundamental da contagerm

PLANO DE AULA 1 7° ENCONTRO 17/07/2021

Clemilton, Eduarda e Natalia

Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rédiblica de Ensino pertencentes ao Nucleo Regional
de Educacdo de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste e demais

interessados na aprendizagem de Matematica inscritos no projeto.

Tempo de execucao:
Um encontro com duragdo deh@ras e 30 minutos, tendo inicio as 9h00 e se encerrando as
11h30.

Conteudo:

Principio fundamental da contagem, permutacao simples e fatorial.

Objetivo Geral:

1 Compreender e aplicar o principio fundamental da contagem.

Objetivos Especificos:
Ao se trdalharprincipio fundamental da contageaobjetivase que o aluno seja capaz de:
1 Identificar quando pode aplicar o principio fundamental da contagem;
91 Entender a teoria e a aplicacdo da Permutacéo Simples;

1 Associar a permutacdo com fatorial de mimero.

Recursos Didéaticos:
Slides Google Meet, Quizizz.

Encaminhamento metodolégico:
1. Momento Quizizz
Iniciaremos a aula revisando os conteudos do Médulo Il, relembrando as equacdes estudas e
definicbes. Realizaremos uragaliagdqrocessual do modudo PROMATpor meio de um quimo
aplicativo Quizziz,contendooito questfesio formato de multipla escoli{f&nexo [). Realizaremos a

corre¢do das questdes durante o quiz, explicando qual € a alternativa correta de cada uma das questdes
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2. Introducéo ao contetdo do modulo 3
Mostraremos a seguinte situacao problema: Usando as 26 letras de nosso alfabeto (alfabeto
romano) eos 10 algarismos arabicos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), quantas placas diferentes de automovel
podem ser feitas de modo que, em cada uma, existam trés letras (ndo repetidas) seguidas de quatro
algarismos (nao repetidos)?
Explicaremos que problemas congse envolvem o calculo do nimero de agrupamentos que
podem ser feitos com os elementos de um ou mais conjuntos, submetidos a certas condicfes. Esses

problemas sé&o resolvidos utilizando anélise combinatéria.

3. Defini¢cdo do principio fundamental dacontagem

Apresentaremos o Problema 1, a seguir, e proporemos que tentem-i@sotedtrando a
resolucéo na sequéncia.

Problema 1 (Adaptado de Dante 2005): Uma pessoa quer viajar de Recife a Porto Alegre, de
aviao, passando por Sao Paulo. Sabendo quedtéiros diferentes para chegar a Sdo Paulo partindo
de Recife & roteiros diferentes para chegar em Porto Alegre partindo de Sao Paulo, de quantas maneiras
possiveis essa pessoa podera viajar de Recife a Porto Alegre?

Utilizaremos o digrama da imagelinaxo para resolver o Problema 1:

Figura 102 Possibilidades do problema 1

1 2 3 4 — 5 possibilidades

/ ff\}\\ / ?‘\% //ﬁ\ / /F}\ / ?ﬁ\\\\

AN /N /N /N /TN

/) \\ / : F’ \l \ // I ‘\ ‘\\ / /1 \ \ / / \ .\\

ABCDABCDABCDABCDA BCD —4 possibilidades
Fonte: Adaptado de Dante (2005)

™~

Total de possibilidades é:
p6 g6 hod hr 6 ud hpd g é hod Fir 6 6 Fpé g 6 hod it 6 w6 'O, Oho'oft OO

Portanto, nas condi¢cdes do problemagchamaneiras possiveis de viajar de Recife a Porto
Alegre, passando por Séo Paulo.

Apresentaremos entédo a definicaopiincipio fundamental da contagem:

Definigdo 1: Um acontecimento ocorre nas et@pa8, sucessivas e independentesd $ede
ocorrer ded maneiras e se, para cada udgode ocorrer dé maneiras, o nimero de maneiras de
ocorréncia do aconteuento & .

Retomaremos o problema anterior, mostrando que poderiamos ter utilizado o principio
fundamental da contagem para resébjéou seja,d & vX ¢ mMEmM seguida, proporemos o

problema 2.
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Problema 2 (Dante 2005): Num restaurante tipos de aladasg tipos de pratos quentesse
tipos de sobremesas. Quantas possibilidades temos para fazer uma refefg8aladap prato quente
e p sobremesa?

Representaremos as saladas ¥ "Y, os pratos quentes por, 0 el e as sobremesas por
i ,i ei ,conforme mostra o diagrama abaixo:

Figura 103 Possibilidades do problema 2.

P,

S P,

AANAAN

v v

2 3 3

POSSIBILIDADES POSSIBILIDADES POSSIBILIDADES
Fonte: Adaptado de Dante (2005).

Portanto, o niumero total de possibilidades@® b p YO produto é feito para qualquer

namero de etapas independensesnpre multipliamoso nimero de possibilidades de cada etapa

4. Permutacdes simples
Explicaremos que permutar é sinbnimo de trocar, e que nos problemas de contagem associamos
a permutacdo a nocao de misturar. Para introduzirmos o conteddo de permutagdo, resolveremos o
Problema 3.
Problema 3Dante 2005) Quantos numeros de trés algarismos (sem reEEetium mesmo

numero) podemos formar com os algarispos e 0?
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Podemos respoedesse problema contando as possibilidades. Assim, teriamog: 0,¢ p,0
¢ 0,0 p €0 ¢,moncluindo que séo seis 0s numeros que podem ser formados com os algarismos 1, 2 e
3. A resolucdo também pode ser visualizada no diagrama abaixo:
Figura 104 P;sibilidades do problerga 3. 1 23
1 <
3 2 132

1 3 213

3 1 231
1 2 312

2 1 321

3 2 1

POSSIBILIDADES POSSIBILIDADES POSSIBILIDADES
Fonte: Adaptado de Dante (2005).

Na sequéncia, apresentaremos a seguinte definicdo e resolveremos o problema 4.

Definigdo 2: Se temas elementos distintos, quantas filas podemos formar? Podemos escolhe
o primeiro elemento da fila de maneiras. Agora, de quantas maneiras podemos escolher o segundo
elemento da fila? Dé p maneiras. Prosseguindo desta forma e usando o principio fundamental da
contagem, fica claro que o niumero de agrupamentos ordenados que podemos obter com tédos esses
elementos é dado por:

£E0¢ pOt ¢c EXIXD

Esses agrupamentos ordenados (diferem pela ordem) recebem o nome de permutacdes simples.

Indicamos poD o nimero de permutacdes simples ddementos:
0 £0¢ pI¢ ¢ EIXLD

Buscando ilustrar a definicdo 2, apresentaremos o Problema 4 a seguir:

Problema 4: Quantos sdo os anagramas (diferentes disposicdes das letras de uma palavra) da
palavra ANEL?
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Ha 1 possibilidades para a primeira posic@possibilidades para a segunda posigao,
possibilidades para a terceira posic@dqessibilidade para aiqrta posicao. Logo temas s 3; D
¢ TOu seja, s4qQ tanagramas.
5. Fatorial de um numero
Explicaremos que o valal é também conhecido como fatorial do nimero nattirel é
indicado coma A temos ent&o:
EA £0¢ p Ot ¢ EIXLD
Senda& p, pois considrasemA p.
Em seguida, resolveremos o Problema 5 sobre fatorial de um namero.
Problema 5: Resolva as seguintes expressdes com fatorial:
a) VA
LA
VXX P
pgm
b) —
C A
Pd
¢ TP @
(o
C TP w

oy

6. Resolucédo de exercicios
Apos trabalhadas todas as definicdes e teoria referenfaipio fundamental da contagem,
permutacao simples e fatorial de um numegsolveremos os exercicios da lista (Andyocbmo uma
forma de aplicacao do conteudo recéstudado. A cada resolucdo perguntaremos se tiveram dividas

ou dificuldade na realizacdo dos exercicios.
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7. Avaliacéo
A avaliacdo acontecera de forma continua, por meio da participacéo, realizacdo das atividades

propostas e a resolucao de exercicios.

Referéncias
DANTE, Luiz RobertoMatematica: Volume Unico. 1. ed. S&o Paulo: Atica, 2005.

RIBEIRO, JacksorMatematica: ciéncia, linguagem e tecnologia. Sdo Paulo: Scipione, 2010.
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Anexo |
1. Os pontosd clv,6 uvlt,6 ohp eO 1 estdo no primeiro quadrante? (30 s)

(Resposta: Falso)

2. Calculamos a distancia entre dois poritiszando qual das equacdes abaixo: (45 s) (Resposta:
Alternativa B)

a) QoM 0w ® 0 ®
b) Q6 D ©6 o 0o
c) Qo W W W W
d) Qo W W W W

3. Qual é o ponto médio entre os ponos pkt ed vlt ?(1 M) (Resposta: Alternativa D)

ald cho
b) O clo
c)0 oo
d o okt

4. A equacdo para calcular se trés pontos séo colineares € a seguint@Ré3pajta: Verdadeira)
W W p
W W p T
W W p

5. Qual é a equacéo reduzida da ietaom coeficiente angular igugle coeficiente linear igual a?

(45 s) (Resposta: Alternativa A)

aw w o

b)) w 0

0w W o T

d w pw O

6. Qual dessas sé&o posicoes relativas entre duas retas? (30 s) (Resposta: Alternativa C)
a) Secantes

b) Tangentes

c) Paralelas

d) Azuis
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7. A equacdo reduzida de uma circunferéncia del reioentrad it é dada por: (45 s) (Resposta:
Alternativa D)

a 0 W W W i
by o i
c) ® 0 O i
do o i

8. Na imagem temos uma circunferéncia de cagéocentrod cho : (45 s) (Resposta: Verdadeira)

T

-2

9. Dada a equacaan p W C wde uma circunferéncia, € CORRETO afirmar que essa
circunferéncia(45 s) (Resposta: Alternativa B)

e) Possui centro ph ¢ e raio iguhao.

f) Possui centroplt e raio igual a.

g) Possui centroplt, e raio igual aa

h) Possui centro ph ¢ e raio igual an

10. Tomando uma reta no plano cartesiano senadanedida do angulo formado pela reta r e pelo eixo
wsempre no sentido axtorario. Podese dizer que é respectivamentél m) (Resposta: Alternativa
B)

y
r‘\ ‘

AN -
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e) | wTen J | wTtJd
) wmJ| puUmRIJ | wTtJ
g) mJ | wTaw T J| pyYyrd
h) wrmJ| pumryd T1J
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Anexo Il

1. Trés alunos chegam atrasados a uma palestra. No auditério, s6 estdo vazias 7 cadeiras. De quantas
maneiras eles podem ocupar essas cadeiras?
Resolucéo:

Para resolvermos esse problema conseguimos utilizdnaipio fundamental da contagem. A
primeira pessoa teria 7 possibilidades de escolha, a segunda pessoa teria 6 possibilidades de escolha e
terceira pessoa, teria 5 possibilidades. O resultado seria entéo:

XD 1TQ ¢pmAT AEOAO

Reflexdo:Sehouvesse uma inversdo na situacao da paliestraunos chegam atrasados e s6
ha 3 cadeiras vazias no auditéri@ quantidade de grupos diferentes de 3 alunos que podenr osupa
3 lugares seria a mesma?

Nesse caso como o problema quer saber a quantidgadeupos diferentes de 3 alunos que
podem ocupar os 3 lugares, resolvemos da seguinte maneira:

12 cadeira: Qualquer um dos 7 alunos podem se sentar.

22 cadeira: Qualquer um dos 6 alunos que sobraram podem se sentar.

32 cadeira: Qualquer um dos 5 alunestantes podem se sentar.

Portanto a resposta fica a seguinte:

XY 1TQ ¢cp@OODBPI O
Portanto a quantidade de grupos diferentes € a mesma que a quantidade de maneiras de os 3

alunos se posicionarem nas 7 cadeiras do primeiro caso.

2. (Enem 2014) Um cliente de uma videolocadora tem o habito de alugar doisgiimesz.Quando
os devolve sempre pega outros dois filmes e assim sucessivaklenseube que a videolocadora
recebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes de acéo, 5 de cerétlialrama e, por isso, estabeleceu
uma estratégia para ver todos esses 16 lancamentos. Inicialmente alugara, em cada vez, um filme de
acao e um de comédia. Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugara um filme
de acdo e um de drarraté que todos os langamentos sejam vistos e sem que nenhum filme seja repetido.
De quantas formas distintas a estratégia desse cliente podera ser posta em pratica?
Resolucéo:

Para o clienteconseguiralugar os 16 filmes, ele ter4 que fazer isso em ntemnvalo de 8
locacbes, isso porque ele locara apenas 2 filmes para assistir de cada vez. Vejamos:

VX PLIDIP YA
Para os filmes de género comédia temos 5 locagfesanto:
VXL VA

Para filmes de drama temos 3:

oxp OA
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Entéo temos:
WADADA
3. (AdaptadoEnem 2015) Uma familia composta por sete pessoas adultas, apds decidir o itinerario de
sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou que o0 voo para a data escolhida estav
quase lotado. Na figuraisponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas estdo marcadas com X e as

Unicas poltronas disponiveis sdo as mostradas em branco.

AN PAY
XIXIXIXIX] ™ XIXIXIXICIX) i
XIOXXXXXIXCX]
XXXXXX XXX
E] i
XXX XXX ﬁ
XIXOXXIXIXICIXIX)

7

«

Disponivel em: www.gebh.net. Acesso em: 30 out. 2013 (adaptado).

O numero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo é calcitado por
Resolucéo:

Para resolver esggoblema podemos fazer da seguinte forma:

1° membro da familia tem 9 possibilidades de escolha.

2° membro da familia tem 8 possibilidades de escolha.

3° membro da familia tem 7 possibilidades de escolha.

€

7° membro da familia tem 3 possibilidades de lbaco

Assim, a resposta sera:

WX PVIX T p bt Al OREOOET OAO

4. (Enem 2015A bandeira de um estado é formada por 5 faixas A, B, C, D e E, dispostas conforme a

figura.
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mo O W

Desejase pintar cada faixa com uma das cores verde, azul ou amareldfodegatjue faixas
adjacentes ndo sejam pintadas com a mesma cor. O calculo do nimero de possibilidades distintas de se

pintar essa bandeira, com a exigéncia acima, é

ayp ¢ p p G8

b)o ¢ p p 8
c)o ¢ p p o8
do ¢ p ¢ g8
)0 ¢ ¢ ¢ ¢8
Resolucao:

Com base nasformacdes passadas, as possibilidades de cores podem ser distribuidas da

seguinte forma:

2B
3 1C
1D
2 E

Portanto, cmimero de possibilidades distintas de se pintar essa bacal®ira exigéncia:

A

CXPPX oXxXX pPi OOEAEI EAAAAO

Alternativa B.

. o ~ A A
5. Simplifique a expressae——;—

Resolucéo:
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¢ ¢cA & pA
¢ pA

¢ ¢ O¢ pA & pA
¢ pA

¢ pAE ¢ p
¢ pA
€ ¢ p

6. (Enem 20170 comité organizador da Copa do Mundo 2014 criou a logomarca da Copa, composta
de uma figura planaeoslogginJ unt os num s - ritmoo, com m«os (q
Considere que o comité organizador resolvesse utilizar todas as cores da bandeira nacional (verde,

amarelo, azul e branco) para colorir a logomarca, de forma que regides vizinhas tenbdaifecentes.

JUNTOS NUM SO RITMO

Disponivel em: www.pt.fifa.com. Acesso em: 19 nov. 2013 (adaptado).

De quantas maneiras diferentes o comité organizador da Copa poderia pintar a logomarca com
as cores citadas?
a) 15
b) 30
c) 108
d) 360
e) 972
Resolucéo:
De acordo com as orientacdes o numero de cores que podemos usar em cada uma das partes sa

as seguirgs:
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4 JUNTOS NUM SO RITMO 3
Disponivel em: www pt.fifa com. Acesso em: 19 nov J (adaptado

Portanto, o comité organizador da Copa poderia pintar a logomarca com as cores citdglas de
c XX wX maneiras diferentedlternativa E.

7. (U.F.PelotafRS) Tomando como base a palavra UFPEL, resolva as questdes a seguir.
a) Quantosinagramas podem ser formados de modo que as vogais estejam sempre juntas?
Resolucao:

Na palavra UFPEL, temasletras e a quantidade de anagramas distintos € dada por

0 VA VXXX P pem

Para sabermos quantos anagramas podem ser formados de modeogaésasstejam sempre
juntas, vamos considerar um bloco de vogais, por exemplo, UE. Entéo, basta realizar a permutacdo
como se tivéssemos apenas quatro itens a serem persuibao

0 TA TXP ¢rT

Como temos também outro bloco de vogais, EU, o adlsata analogo ao anteridrasta

dobrarmos o ultimo resultad@dssim, dosp ¢ mnagramas que podem ser formados, apends

apresentam as vogais juntas.

b) Quantos anagramas podem ser formados com as letras UF juntas?
Para calcular quantos anagramas tetatess UF juntas, o raciocinio € o mesmo do item a, e 0
resultado também é o mesmo. S6 que agora estamos considerando os blocos UF e FU. Assinm dos

anagramas que podem ser formados, apenjapresentarntetra UF juntas

¢) Quantos anagramas podemfeemados com as letras PEL juntas e nessa ordem?
Para saber quantos anagramas podem ser formados com as letras PEL juntas, basta considerar
gue essas letras formam um Unico bloco, e, assim, teremos apenas a permataetéoetetos, U, F e
PEL. Como foifixado que as letras PEL devem aparecer nessa ordem, basta calcular
0 oxPp ¢

E n&o se deve analisar outros grupos.
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8. Na suaturma do PROMAT, seus professores resolveram fazer um jogo onde o aluno que ficasse em
1° lugar ganharia R$ 70,080 o que ficasse em 2° lugar ganharia R$ 50,00. @sigmossibilidades de
ganhadores temos?
Resolucéo:

Responderemos essa pergunta de acordo com a quantidade de alunos presentes no momento de

aula
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2.5.1.1Relat6rio

Relatério 7 7° Encontro

Aosdezessetdias do més dgilho de dois mil evinte e um reuniramseonlinevia Jitsi
Meet nés estagiarios dguartoano da disciplina dMetodologia e Estagio Supervisionado |
do curso de Licenciatura em Matematica e os alumasitos no projeto PROMA para
desenvolver sétimoencontro A professoraorientadora Marie)iesteve presente ala de
aulaonlineacompanhando toda a aula.

Esse encontronarcouo inicio do terceiro e ultimo médulo do PROMAT. Antes de
iniciar o contetdo do mdédulo estagiario Clemilton utilizou 15 minutos da aula para realizar
uma breve revisdo dos conteidos do modulo, ¢@isga que os alunos relembrassem. Em
seguida, foi feito Quizizzcom dez perguntas referentes ao médulo que havia recém terminado.
Onze alunogarticiparam d@uiz. Durantesua realizacg@ cada pergunta que eles respondiam,
ia aparecendo numero de pessoas que responderem cada uma das alternativas. Aodinalizar
tempode resposta para cada quest@estagiaria Natalia realizavdedtura do problema e
mostrava para eles qual era a resposta comgéicandgorque era aquela a resposta certa. A
seguirapresentamos duas imagens, a primeira correspondente aos trés primeiros classificados
e a segunda mostrando o numero de acertgpdadores/alunos.

Figura 105 Os trés primeiros classificados Quizizzda aula 7.

Fonte: Quizizz



Figura 106 NUmero de acerto dos jogadores/alunos.
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Fonte: Quizizz.

Esse ultimo nome esta semanhuma resposta pois um aluno entrou duas vezes e ficou
constando um nome a mais no jogo. O quiz foi fefandoem torno de meia hora.
Os alunos mencionaram que as questdes estavam faceis e o tempo disponibilizado para

responder cada questfixd um paico curto Também, alguns alunos falaram que a masica que

fica tocandao fundono momento do quiz deixax@s nervosos.
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Finalizadh essa etapa, faminiciadcs os contetdos do médulo trdsiciamoscom o

problema que apresentaremos na figusagair prdblema esse que seria trabalhado no decorrer

da aula Ao apresentar esse problema a estagiaria Natalia perguntou se eles sabiaan como

perguntgpoderia ser respondida, poré&salunos ndo souberam

Figura 107 Problema iniciala aula 7

o OUNG e

MULLIYLA AANALLOL EN STA’\T-
i ANk

RHODE IstanD =1 = 3|/ W/ A

USANDO AS 26 LETRAS DE NOSSO ALFABETO (ALFABETO ROMANO) £ 05 10
§ ALGARISMOS ARABICOS (0 1,23 65,6, 7,8, 1), QUANTAS PLACAS 1
I DIFERENTES DE AUTOMGVEL PODEM SER FELTAS DE MODO QUE, EM CADA
‘UMA EXISTAM TRES LETRAS (NAD REPETIDAS) SEGUIDAS DE QUATRO
CMGARISMUS (NAO R[P[HDUS)_ q

L=T71 BA- S e |

Fonte: Elaborada pelos autores.

Alguns alunos falaram que possuem dificuldade para responder esses tipos de questdes.
O primeiro contetudo apresentado éoPrincipio Fundamental da Contagem, pelo estagiario

Clemilton. Esse conteudo foi inaddo com a apresentacdo de um problema. Foi utilizado o
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problema para chegar no principio. Primeiramente o estagiario Clemilton encontrou as

possibilidades sem o uso do principio, pois o problema apresentava um numerdebaixo
possibilidades
Figura 108 Resolucédo do problema 1.
R F YD Djﬁﬁ]é\iﬁﬁﬁ Gt @i A28V A ojhjEl d:
P a 1/21? b HR 8 b0l Gz Us\WY ddotiparbecibrili g dv
w  NBOG W GreWY ddotiplar 6 Uugoaniz & G qzﬁéiw
P FAD §2r FHY Il Fénjov o] ngi i ik Wy ) Bvazic 61 B:
b old@i@d dz6
PonnWt Wo WRNDHRG6N No
1 2 3 4 5  — 5possibilidades

ABCDABCDABCDABCDA BC D —»4 possibilidades
m-n=5-4=20
Fonte: Elaborada pelos autores.

Ao finalizar esse problemdoi apreserdado um segundo problema para fixar como
utilizar o Principio Fundamental da Contagékpos a leitura dgroblema2, perguntou para
0os alunos se eles sabiam quantas possibilidsdes am e uma al una
possibilidades?0 f az eaprésentamosamapireagegudo prablema
resolvido.

Figura 109 Resolucéo do problema 2.
b a vaq s P Do s Fo A g6 1 6 md
FLO0YH d76 nj8AVR B U & ajgdi §46
P P o njnjWt Wq Wr

54
S Pe s,

. 2.3-3=18

S.
S
s ) ) ‘
1 “ 1 *dzoRUlUo E t6Wio *F
uuuuuu 2 ocs rossmioaoes possiLoAoss

Fonte: Elaborada pelos autores.
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Em seguida, comecamos a falar sobre permutacéo simples. A estagiaria Eduarda entédo
compartilhou sua tela para iniciar o assunto. Da mesma forma que foi feito anteriormente, o
conteudo foi abordado com o seguinte proble@@antos nimeros de trés algarisnjgasm
repetilos num mesmo nimero) podemos formar com os algarisntos ?

Para que os alunos respondessem esse problema, foi utiliZaoboard.A seguir
apresentamos uma imagem da atividade proposta.

Figura 110 Atividade ro Jamboardantes da interacao dos alunos.

006

©0000
66666

» 0@
Fonte: Elaborada pelos autores.

A ideia da atividade era que os alunos colocassem as bolas de sinucas de 3 em 3 em
ordens diferentes até que percebessem nao ser possivel formar mais nenhuma combinacao
diferente. Houve uma grande interacdo dos alunos nesse momento, cada um montando uma
combinacéo diferente. Depois que eles formaram as seis combina¢des possiveis, comecaram a
tentar formar uma sétima combinacéo diferente com as bolas de sinuca que bavéao, s

até que perceberam que ndo estavam conseguindo. Abaixo apresentados a imagem do quadrc
interativo no final da atividade:

Figura 111 Atividade noJamboardapés a interagcédo dos alunos.
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Fonte: Elaborada pelos autores.
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Finalizado essa atividade, a estagiaria Eduagttanoua apresentacados slidese
resolveu o exercicjanontando a arvore de possibilidades seguidamente da apresentacdo da
definicdo de permutacdo simples. Em um terceiro momento, a estagiaria realamenteva
resolucéo do problema, dessa vez utilizando a formula de permutacao simples recém definida.
Durante a resolucgéo utilizando a definigdo, um aluno se perdeu pedindo pexplmpdssemos
novamente.

Para fixar como resolver um problema desse tigizando a férmula, passamos um
segundo problema pedindo a quantidade de anagramas da palavra ANEL. Primeiramente
deixamos os alunos tentarem resolver, disponibilizando um tempo de aproximadamente dois
minutos. Nesse periodo, uma aluna respondeu que2aeaagramas. Os alunos mostraram
bastante clareza nessa etapa, possibilitando que abordassemos o proximo assunto.

O terceiro coneito abordado foi fatoriale um nameropela estagiaria Natalia. Para
que ela mostrasse o que é fatorfal utilizadaa férmula de permutacdo simplespenas
trocando o0 por £¢A Nesse primeiro momento os alunos nio entenderam faseiado
necessaricexplicamos novamente. Para que os alunos entendessem melhor, a estagiaria
Nataliaresolveu maislguns exemplos comes.

Figura 112 Resolucdo dos exemplos e fatorial.

5 RESOLYA AS SEGUINTES EXPRESSOES (OM FATORIAL:

%.0.3 R e B |

2-13- R\~ 20-19-3b0
18! T
13!

n!

(n+1)! i (m.\' n Mj

Fonte: Elaborada pelos autores.

O exemplo (c) gerou muita davida nos alunos, pois ndo estavam entendpreseria
o0& p. Apbs explicar de algumas formas diferentes, eles entendefanpossivel darmos
continuidade na aula.

Finalizado essa etapa, foram iniciadas as resolucdes rdbkermpas de ENEM e
vestibular. Nesse momento, tinhamos disponiveis para essas resolu¢des cerca de 45 minutos.

Os problemas foram resolvidos novamente com a ajuda dos alunos, elespsgtigipando,
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dando informacdes no chat ou por audio. Ao finalizarimgiro problema, foi proposto uma
reflexda No referido problema havia3 alunos para sentae em 7 cadeiras. J& no segundo
problemahavia7 alunos para sentae nas 3 cadeiras disponiveis. A reflegéava em torno
do nimero de possibilidades do seduproblema: haveria o mesmo nimero de possibilidades
do problema 1®m aluno, disse que ndo seria 0 mesmo resultado, e que nesse caso a quantidade
de possibilidades seria 147. O estagiario Clemilton pediu entdo para o aluno explicar como
chegouso resultao. O resultado correto nas duas questdes erpdsHibilidades

Os alunos se mostraram muito a vontade para responder as perguntas que faziamos
durante as resolu¢cées. Em todo momento das aulas, todos os estagiarios contribuiam nas

consideracgOes pafacilitar o entendimento do aluno.
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252 PlanodeauldiPer mut a- «o, arranj o e combina-«o00

PLANO DE AULA 1 8° ENCONTRO' 24/07/2021

Clemilton, Eduarda e Natalia

Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Epsitencentes ao Nucleo Regional
de Educacdo de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste e demais
interessados na aprendizagem de Matemética inscritos no projeto.

Tempo de execucao:
Um encontro com duracdo de 2 horas e 30 miuendo inicio as 9h00 e se encerrando as
11h30.

Conteudo:

Permutacao, arranjo e combinagao.

Objetivo Geral:
1 Compreender e aplicar os conceitos e as formulas de permutagéo, @cambinacdo na

resolucdo de problemas.

Obijetivos Especificos:
Ao se trabalhar corpermutacéo, arranjo e combinagébjetivase que o aluno seja capaz de:
1 Ter dominio do uso das férmulas apresentadas;

1 Identificar e diferenciar situa¢des relacionadas com arranjo ou combinagéo.

Recursos Didéaticos:
Listade exerciciosSoftware Jamboard

Encaminhamento metodolégico:

1. Permutagdo com elementos repetidos

Inicialmente vamos perguntar aos alunos quantas permutacdes podemos fazer com a palavra
ENEM, e se podemos utilizar 0 mesmo processo usadexensplos anteriores, devido a palavra ser
constituida por duas vogais E.

Vamos aconselhar os alunos a escrever todos os anagramas possiveis e comparar se chegaran

no valor correto por meio de calculos. Mencionaremos aos alunos que nesse caso a quantidade d
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permutacdes nio serdpois dast letras, duas sio iguais, logo se invertermos a posicdo dessas duas,
teremos 0 mesmo anagrama.
A quantidade de anagramas possiveis de fazer com a palavra ENEM equivale a 12 anagramas:
ENEM, ENME, EMEN, EMNE, EEMN, EENMNEME, NEEM, NMEE, MENE, MEEN,
MNEE.
Logo apOs pediremos para que contem quantas permutacdes sao possiveis para a palavra
BALA. Essa resposta pode ser dada chegando a conclusado de que da mesma forma que a palavra ENEM,
a palavra BALA possui 4 letras serdigas delas repetidas. Nesse momento concluiremos que podemos

formar 12 anagramas e mostraremos outra forma de descobrir isso.
TA ¢t
A ¢
Apos feito esse exemplo, vamos pedir aos alunos que falem uma palavra que tenha uma mesma
letra repetida trés vezesina tentarmos descobrir juntos quantos anagramas podemos formar com a
palavra. Esclareceremos que tipo de calculos podemos fazer para chegar nesses resultados, mostrando
férmula generalizada para fazer esse tipo de célculo.

Definicdo: O ndmero de permgtzes de n elementos, dos quaisé de um tipog de um
segundo tipo, ..§ de um késimo tipo, é indicado par "™ e édado por:
o ¢A
N EAtA 88 A

2. Arranjo simples
Para introduzir esse conteado vamos trabalhar com os alunos a situagdo do seméforo.
Inicialmente questionaremos se eles salbequeé um seméaforo e mostraremos uma foto. Vamos
explicar que a ordem em que estdo as cores sdo importantes para que nao reaumiegdipo de

confusdo entre os motoristas.

Figura 113 Semaforo.

Fonte: https://super.abri ..br/munranho/qurﬂefiiu-ascoresdosemaforo/

Pergunta 1: Se mudarmos as posi¢des das cores do semaforo senepeittet mesma cor
mais de uma vez, quantos semaforos diferentes teriamos, considerando que ao ter as cores em lugare:

diferentes ja temos um semaforo diferente?
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Mostraremos dois semaforos para que os alunos entendam o que é considerado um semaforo
diferente, e concluiremos que a ordem em que cada cor esta importa na hora da contagem dos semaforos.

Figura 114 Exemplo de semaforos.

o1 ]e,
Ceo

Fonte: Elaborada pelos autores.

Veremos entdo que para a primeira posi¢do podemos ter as cores amarelo, verde e vermelho.
Para a segunda posi¢cdo podemos ter as duas cores que ndo foram escolhidas e para a terceira posi¢é
podemos colocar a Unica cor que ainda ndo foi escolhida. Logs mq p ¢ seméaforos
diferentes. ApGs chegarmos a uma conclusao vamos trabalhar com outro problema:
Pergunta2: Suponha que no local em que vocé trabalha, numa escola por exemplo, o diretor
resolveu sortear entre os professores mais assiduos do seniegirérdims, sendo esses um notebook
para o primeiro lugar e um tablet para o segundo. Imagine entdo que os quatro professores (Jairo,
Cristiane, Débora e Emilia) foram os mais assiduos do semestre e que o diretor deve escolher dois para
receber os presemteQuais sdo as possiveis formas de distribuir os presé€iasias possibilidades
de ganhadores temos?
Nesse momento faremos a seguinte reflexdo com os atmos: professores sorteados fossem
Jairo e Cristiane, nessaataordem, Jairo receberia o tabe Cristiane, @otbook Mas, se os sorteados
fossem Cristiane e Jairo, nestaataordem, Cristiane receberia o tablet e Jairaptbbook Portanto,
podemos considerar duas possibilidades diferentes, logo a ordem importa, pois nos da possibilidades
diferentes.
Entdo podemos perceber que a possibilidade de ganhadores é p ¢
As possiveis formas de distribuir o presente sao:
I. Caso Jairo ganha notebook: (Jairo e Cristiane), (Jairo e Débora), (Jairo e Emilia).
Il. Caso Cristiane ganha notebo@&ristiane e Débora), (Cristiane e Emilia), (Cristiane e Jairo).
Ill. Caso Débora ganha notebook: (Débora e Jairo), (Débora e Cristiane), (Débora e Emilia).
IV. Caso Emilia ganha notebook: (Emilia e Cristiane), (Emilia e Débora), (Emilia e Jairo).
Vamos perguntaras alunos se perceberam que no problema do semaforo também importa a

ordem. A partir disso vamos passaatefinicdo formabde Arranjo.
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Arranjo: denominanse combinagfes de elementos distintos tomadgsa | as sucessodes
formadas d€ termos distintogscolhidos entre aselementos dados.
Definicdo: Chamae de arranj0  onde¢ é o nimero de elemento§ e nimero de maneiras
de arranjo dos element@sa p)
. EA
°fF  FTTHA
Vamos entéo aplicar esta formula ao problema anterior para encontrar todas as possibilidades
de ganhadores dwteboolke dotablet

TA T 0 CA

Oh T c A cA

pPCq
3. Combinagéo simples

Vamos iniciar com uma versédo diferente do problema utilizado para introdagsuoto de
arranjo.

Problema3: Suponha agora que no local em que vocé trabalha, numa escola por exemplo, 0
diretor resolveu sortear entre os professores mais assiduos do semestre dois prémios iguais, dois
notebooks. Imagine entdo que os quatro profesgdedro, Cristiane, Débora e Emilia) foram os mais
assiduos do semestre e que o diretor deve decidir quais dois receberdo os notebooks. Quais sdo as
possiveis duplas a ganhar o notebook?

Nesse momento vamos questionar aos alunos qual é a diferengasetis problemas e no
que isso reflete.

As possiveis duplas a ganhar sdo: Jairo e Cristiane ou Jairo e Débora ou Jairo e Emilia ou
Cristiane e Débora ou Cristiane e Emilia ou Débora e Emilia.

Nesse momento vamos mostrar que acontece a mesma coisa do anterior, porém como a ordem
nao importa entdo se eu pegar (Jairo e Cristiane) e (Cristiane e Jairo), os dois vao ser a mesma coisa,

portanto, o nimero de possibilidades de ganhadores é divididanatade. Logo, a quantidade de
possibilidades de ganhadores-€é: «.

Feito isso, anunciaremos que estamos trabalhando com combinacéo simples e definiremos esse
conceito.
Definicdo: Dado um conjunto de elementos, cham@ombinagéo simples dos n elernent
tomados p a p, qualquer subconjunto de p elementos escolhidos entre 0s n possiveis.
Apos a definicdo vamos destacar a formula utilizada para esse tipo de célculo:
eA
nA ¢ nA

Aplicaremos entdo essa férmula no problema que estamos trabalparadaim melhor

[

0 n

entendimento dos alunos.
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5. TA T 0 cA pc
h A 1 cA CcA cA ¢

Pergunta 4: Vocé percebeu a diferenca quando a ordem dos elementos importa e quando ela ndo
importa? Essa é a principal diferenca entre arranjos e combinacoes.
A partir disso vame pedir para que os alunos classifiquem todas as questdes que vamos

responder como Arranjo ou Combinacao.

4. Resolucao de exercicios
Apos trabalhadas todas as defini¢cdes e teoria do contetdo pediremos aos alunos que resolvam
0s exercicios da lista entregueelas(Anexo II) como uma forma de aplicagdo dontedido recém
estudado. Durante a resolugdo estaremos ajudando os alunos com possiveis dividas para que eles
tenham a possibilidade de desenvolver mais questfes e tirar davidas que ainda possam ter sobre o
contetdo trabalhado nessa aula.

Avaliacéo:
A avaliacdo acontecera de forma continua, por meio da participacédo, realizacéo das atividades
propostas e a resolucao de exercicios.
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Anexo |

1. (ITA-SP) Quantos numeros de seis algarismos distintos podemos formar usando os digitos 1, 2, 3, 4,
5 e 6, nos quais 0 1 e onBinca ocupam posicdes adjacentes (juntos), mas o0 3 e 0 4 sempre ocupam
posicdes adjacentes?

a) 144

b) 180

c) 240

d) 288

e) 360

Resolucéo:

Podemos formagAvAntimeros de seis algarismos distintos nos quais o 3 e 0 4 sempre ocupam posi¢des
adjacentes. Podem ainda ser formagggt Aniimeros que, além das condi¢des acima também tenham

0 1 e 0 2 ocupando posicdes adjacentes.

Logo o total de numeros nos quais 0 d 2 nunca ocupam posi¢des adjacentes, mas 0 3 e 0 4 sempre

ocupam posicoes adjacentesf®A CACAA p T.T

2. (Imenes e Lellis2009, p. 15%Na urna esférica, h& cinco bolinhas numeradas de 1 a 5. Vamos sortear
trés delas, uma de cada vez. Mas atencéo! iklmbkorteada uma vez néo volta a urna! Nesse sorteio,

formaremos nameros de trés algarismos. Veja aqueles que comegcam com o algarismo 1:

= et
» 1
- .—)} L 5 > 142
0 ae N © PR = el
Vel &_"‘Nb g 5 » 14

a) Quantos sdo os numeros comegados com 1?
Resolucéo:

Podemos ver pela figura, em que foi feita a arvore de possibilidades, que o nimero de trés
algarismos comecado por 1 é 12, com o0 conjunto solugdo sefido
pcipcipcpolpoapofptiptiptipufpuipur

Mas como poderiamos resolver isso apealgebricamente extraindo apenas os dados do

problema? Note que esse caso se trata de um arranjo simples corf}  ¢. Assim,
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. EA
R n A
TA . TA
°h T c A O f cA
TRRA

b) Quantos nimeros comegados com 2 podem ser dosneesse sorteio?
Resolucéo:

Seriam 12 também pois seria um arranjo simples com as mesmas caracteristicas do anterior.

¢) No total, quantos niumeros podem ser obtidos?

Resolucao:

Utilizando os resultados anteriores, e considerando que séo 5 algarismoguen@s¢ ¢ T

Porém, caso nao tivéssemos os resultados anteriores, bastaria considerar um arranjo sirples com

QR otal que,

LA . LA
°fF U oA °F A
L8 BRA
h T h U} ¥) (O QT

3. (Imenes e Lellis2009, p.66) Na ilustracdo a seguir, do lago até o bosque, passando pela colina, ha

varios caminhos. O caminho vermelho é o 1c.

a) Parte da arvore de possibilidades ja esta construida. Desenhe a arvore completa.
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Resolucéo:
la 1b 1c 1d 2a Zx 2d 3a3b 3c 3d

NN NS

1 2 3

b) Quantos sdo os caminhos do lago até o bosque?
Resolucéo:
Basta observar a arvore de possibilidades montada na questédo anterior. Como no trajeto inicial temos 4

possibilidades e 3 possibilidades no trajeto final tem@s: p ¢

c) Se houvesse nove caminhos do lago até a colina e sete da colina até o bosgera quiital de
caminhos do lago até o bosque?
Resolucéo:

W @0

4. Dez diretores de uma empresa sdo candidatos aos cargos de presidenpeesidizete. Quantos
sdo os possiveis resultados da eleigao?
Resolucéo:
Utilizaremos a férmula darranjo, uma vez que a ordem importa, ndo é a mesma coisa ser presidente
ou vice
E pT
N ¢ (numero de cargos)
pPA  p BHA
PTCA YA

p®B wT

5. Um numero de telefone é formado por 8 algarismos. Determine quantos numeros de telefone

podemos formar conlgarismos diferentes, que comecem com 2 e terminem com 8.

2 8

Resolugao:
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O numero 2 deve ser fixado na 12 posicéo e o 8 na ultima. Restaram, por tanto, 6 posicfes e 8
algarismos, pois eles precisam ser diferentes. Considerando que a ordégarikrmos diferencie

dois numeros de telefone, vamos arranjar 8 algarismos 6 a 6.

EA
°Oh 3 n A
0 _» 0 Ll
Y oA cA
. UXPDEIRA .
Or — & O XHB8Y O Cmp@HT

6. De um baralho de 52 cartas, 3 cartas séo retiradas sucessivamente @osggAoreQuantas
sequéncias de cartas sdo possiveis de se obter?
Resolucéo:
A ordem importa, vamos usar Arranjo.
A

0 j A X A LG LP LT p od mpossibilidades.

7. Desejamos montar uma comissao de trés membros e dispEecincpessoasQuantas comissées
podem ser formadas?
Resolucao:
A ordem n&o importa, vamos usar Combinacao.
A A

0h ——— —xx —— P TComissdes.

8. Doze times se inscreveram em umedo defutebol amador. O jogo de abertura do torneio foi
escolhidoda seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times pamapor o Grupo A. Em seguida,
entre os times do Gruph, foram sorteados 2 times para realizar 0 jogo de abettutarneio, sendo
que o primeiro deles jogaria em gadprio campo, e 0 segundo seasidime visitante A quantidade
total de escolhas possiveis para o Grup@aAjeantidade total de escolhas dos times do jogbeltura
podem ser calculadas através de

a) Uma combinacdo e um arranjo, respectivamente.

b) Um arranjo e uma combinac&espectivamente.

c) Um arranjo e uma permutacao, respectivamente.

d) Duas combinagoes.

e) Dois arranjos.
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Resolucéo:

Primeira situacdo: Como sera sorteado aleatoriamente 4 times, se sortearmos primeiro o time 2
depois o time 7, isso serd a mesma coisa ggeréear o time 7 e depois o time 2 portanto, a ordem nao
importa, temos entdo uma combinacéo.

Segunda situacao: Agora, preesasortear dois times dos quatro. Mas nesse caso a ordem
importa pois o primeiro sorteado vai jogar no seu préprio campo, entdaisnes que fossem jogar um
contra o outro fossem 0 1 e 0 7, se sortear primeiro o 1, o0 jogo seria no campo do time 1 e se sortear
primeiro o 7, 0 jogo seria no campo do time 7. Temos entdo um arranjo.

Alternativa A.
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2.5.2.1Relatério
Relatério T 8° Encontro

Aosvinte e quatralias do més dgilho de dois mil evinte e um reuniramseonlinevia
Jitsi Meet nos estagiarios dyuartoano da disciplina deletodologia e Estagio Supervisionado
Il do curso de Licenciatura em Matematica e os alimsgitos no projeto PROMAT, para
desenvolver oitavoencontroA professorarientadora Marieliesteve presente sala de aula
onlineacompanhando toda a aula.

A aula foi iniciada pela estagiaria A as 9h05min com apenasltinospresentes
sendo que os outrd@sentraramapos o inicio da aul&la comecou relembrando os conteddos
da aulaanterior,retomandoos conceitos do principio fundamental da contagem, permutacao
simples e fatorial.Logo aps comecou a falar sobre permutacdo com elementos repetidos e
perguntoupara os alunos se teria alguma diferenca da permutacgéo simples. Um aluno disse que
achava que néo tinha nenhuma diferenca.

A estagiaria Natalia pguntouentdo quantas permutacdesi@se fazer com a palavra
ENEM. Nesse momento um aluno pediu para entrar na aula e Natalia teve que interromper para
aceitar sua solicitacdo. Nesse exemela tentou inicialmente resolver da forma como foram
resolvidas as outras permutagfgse ndopossiiam uma letra repetidaresultando em 24
permutacdes repetidas. Ela ers@geriuescreverenuntos as possibilidades de permutagdes e
os alunos foram respondendoaiat

Figura 115 Respostas do chat.

GUILHERME RICARDO DOS SANTOS PERINOTTI

EENM

Thay Nunnes 03:14
neem

GUILHERME RICARDO DOS SANTOS PERINGTTI
meaen
EMEN

CESAR AMDREY SALES 0215

neme

Thay Nunnes 09:13
semn

CESAR ANDREY SALES 09:16

memne
nrmee

Fonte: Elaborada pelos autores
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Os alunos chegaram a 11 permutacfes, e a décima segunda sendo mencionada pela
estagiaria Natalia.
Figura 116. Permutacfes da palavra ENEM.

ST 7T T LI 77

QUANTAS PERMUTAGDES ||~ o =r =D n=2)-3-2:1
PODEMOS FAZER COM A = e (e

PALAVRA ENEM?

-1

| —

Fonte: Elaborada pelos autores

A estagiaria Nataliapresentoadefinicdo e explicou que o resultado ndo estava dando
24 porqueas letras E se repetiam. Logo apéla mostrou as palavras BALA e BATATA e
resolveu através da férmula.

Finalizando esse concejitmestagiario Clemiltonontinuou a aulagalando sobre arranjo
simples. Ele iniciou mostrandoimagem de uraemaforo e falando sobre suas caracteristicas.
Logo apds questionouse os alunos sabiam quantos semaforos teriamos se mudassemos as
posicdes das cores do semaf@ies n& souberam responder.

Quando o estagiario estava resolvendo o prohlpanguntouquantas coregoderiam
ser escollidas ra primeira opcdo do semafore dois alunos responderam 3. Feito ,isso
continuaram respondendo pasa proxinmes posicoes,chegando em 6 possibilidades de
semaforos diferentes.

O estagiario apresentou um segundo probleopzestionou séaveriadiferenca entre
as posicoes de ganhadores (Jairo, Cristiane) e (Cristiane, Jairo). Um aluno mencionou que sim.
Foi apresentadantédoa definicdo formal de arranjo simples e logo apés a formula.

Na sequénciarabalhanos combinacdo simplesA estagiaria Eduarda comecessa
parte apresentando um problema parecidquaofoiutilizado na parte de arranjo. Os alunos
entdo entenderam quesse caso nao divergiria se mudasse a posi¢céo dos ganhpdizres

dois estariam ganhando umotebooke na situagcédo anterior divergi@ois um ganhava um
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notebooke o outro untablet Mostramos uma uma cada possivel dupla de ganhadores que
poderiam seformadas sendoapresentadem seguida a definicdo formal e a formula que
poderia ser utilizada. Como os alunos ja estavam se familiarizaomdaa identificacaalos
valores de¢ e da formula de arranjo, foi facil eles entenderem como aplicar a foaeula
combinacao.

Realizamos, entd@ma pesquisa que consistia em 7 questéescada uma delass
alunos precisavam mencionar se resolver@aproblemacom arranjo ou combinagdo. Alguns
alunos tiverem dificuldades de entrar Surviq entédo foi mantido no arquivo word para que
todosconseguissem ler as questdes e responder em seus cadernos.

Nove alunos responderam a pesquisa no aplicativo. As questdest le 7
caracterizavam problemasaeanjo e as questdes 3,4, @foblemas deombinaéo. Os alunos
acertaram anaioria das questdgsorém em algumas houve certa confusdo. Na questam®
exemplo, a resposta correta era arranjo e 6 dos 9 aluncarestocombinacao.

Figura 117 Combinacéo ou arranjorespostas dos alunos parte 1.

1. Dez diretores de uma empresa s8o candidatos acs cargo... 2. De um baralho de 52 cartas, 3 cartas sao retiradas suces..

ARRANHD COMBINAGAD COMBINAGAD ARRANJD

Fonte: Elaborada pelos autores

Figura 118 Combinacéo ou arranjorespostas dos alunos parte 2.

3. Desejomos montar vma comissae de trés membros & dis.. 4, Dispondo das seguintes espécies de frutas (magd, mama..

ARRANIO ARRANJO

Fonte: Elaborada pelos autores
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Na questdo 3 apenas 1 aluno colocou a resposta contraria da que realmente era. Porém
naquestaat houve uma divisao, 5 colocando como combinacéao e 4 como arranjo.

Figura 119 Combinacado ou arranjorespostas dos alunos parte 3.

5. (Ezaf/AFTN/1998) Uma empresa possui 20 funciondrios, ... 6. Quatre carres (C1, C2, C3 e C4) disputam vma corrida. Q...

Fonte: Elaborada pelos autores

Figura 120 Combinacao ou arranjorespostas dos alunos parte 3.

7. 8eis amigos vao ao cinema. S4o trés ropazes & trés mog.

Fonte: Elaborada pelos autores

O estagiario Régis comecou entdo a secdo de perguntas coguesti@o do ITASP.
Ele peguntouse os alunos entenderagruma alunaespondegue simdando prosseguimento
as proximas questdes.

Durante o segundo problema estagiario perguati qual seria a quantidade de
possibilidades se a bolinha niumero 2 fogieada primeiro. Um aluno responde menciona
saber responder devido a uma visualizacéo feita anteriormente.

Durante o terceiro problemaestagiario Régis foi estimulando os alupas ajudarem
na resolucéo, e eles souberam responder muito bem. Durante o quinto proldstagiario

Clemiltonquestionowsos alunos se poderia considerar os niumeros 2 e 8 como possibilidades



189

Os proximos problemas seguiram no mesmo né/ebtevese maior participacdo de
um ou dois alunos em especifi€stesaluncs mostaramter entendido bem o conceito e como
classificar se o problema utilizamarranjo ou combinacao.

No final da auladesejamos um 6timo final de semana e lembramos eles que m@roxi
encontro sea o ultimo. Os alunos pguntaranse poderiam participar novamente em um outro

PROMAT erelatarangostarbastantalas aulas.
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253 Planodeaulai Pr obabi |l i dadeo

PLANO DE AULA 1 9° ENCONTRO' 31/07/2021

Clemilton, Eduarda Blatalia

Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino pertencentes ao Nucleo Regional
de Educacdo de Cascavel, alunos do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste e demais
interessados na aprendizagenMigematica inscritos no projeto.

Tempo de execucao:
Um encontro com duracdo de 2 horas e 30 minutos, tendo inicio as 9h00 e se encerrando as
11h30.

Conteudo:
Probabilidade

Objetivo Geral:
9 Compreender os elementos necessarios para se calcularlzljglatba de ocorréncia de um
evento.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar comprobabilidadeobjetivase que o aluno seja capaz de:
1 Determinar o espago amostral e 0s eventos desse espaco, e calcular o nimero de elementos
de ambos o0s conjuntos;
9 Calcular a probabilidade de ocorréncia de um evento;
1 Calcular a probabilidade da uniéo e intersecdo de dois eyentos

1 Trabalhar com situagGgsoblema que envolvam a teoria das probabilidades.

Recursos Didaticos:
Software Google Meet QuestionarioSurvig QuestionarioGoogle Apresentacdo d&lides

Mentimeter, Quizizz.

Encaminhamento metodolégico:
1. Probabilidade
Iniciaremos essa aula conversando sobre como podemos prever alguns fendbmenos, como por

exemplo a chance de um dado parar com a face de niUmero 6 para cima, o resultado de uma roleta, a
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chance que uma pessoa tem de ganhar nase@geou o0 nimero de pessqas podem ganhar na mega
sena.

Explicaremos que quando temos essas perguntas, precisamos calcular a probabilidade de um
evento acontecer. Feito isso, vamos questionar aos alunos o que significa a palavra probabilidade
utilizando o softwarélentimeter formando uma nuvem de palavras com as respostas. Esperamos que
os alunos deem suas respostas baseadas em conhecimentos cotidianos, como por exemplo sorte, chanc
dados, jogos, entre outros. Apresentaremos as definicbes de probabilidades que constanamo dicion
online:

(1) Perspectiva favoravel de que algo venha a ocorrer; possibilidade, chance.

(2) Grau de seguranca com gue se pode esperar a realizacdo de um evento, determinado pela

frequéncia relativa dos eventos do mesmo tipo numa série de tentativas.

2. Espacgo amatral e evento

Vamos trabalhar com um problema que usa como atuante cada aluno presente na aula. Para isso
vamos ler uma situacdo problema e apés disponibilizar uma imagem mostrando sete chaves enumeradas
de 1 & 7 e pediremos para os alunos escolherendasnehaves?ara que eles realizem a escolha das
chaves vamos disponibilizar um link com a pergunta no aplicdtiwaa Cada chave estara relacionada
a uma moto. Vamos entéo fazer algumas perguntas relacionadas ao problema e no final das definicbes
mostiaremos qual moto cada aluno escolheu e qual delas foi a mais selecionada e a menos selecionada.

Problema 1: Vocé foi comprar uma moto em uma revendedora, onde encontrou, do modelo que
procurava, quatro motos pretas, duas vermelhas e uma branca. Gostaiderite das trés cores e
sabendo que a Unica diferenga entre as motos era a cor, vocé decidiu pegar uma chave qualquer.

a) A chave foi tomada ao acaso? Sendo assim, vocé poderia saber a cor da moto a ser comprada?

Sendo respondido esse item globlema 1, definiremos juntamente com os alunos o termo
experimento aleatdrio.

Experimento aleatdrio: é todo experimento que, quando repetido varias vezes e sob as mesmas
condi¢Bes, apresenta, entre as possibilidades, resultados imprevisiveis.

b) Quanto a coda moto a ser comprada, seria possivel descrever todas as possibilidades de
resultado?

Apos responder esse item do problema 1, definiremos juntamente com os alunos o que € espago
amostral.

Espacgo amostral: (S) de um experimento aleatério é o conjutidakeos resultados possiveis
desse experimento.

c) Ha maior chance de vocé comprar a moto branca ou uma preta?

ApOs responder esse item do problema 1, definiremos juntamente com os alunos o que é evento.

Evento: Denotado por (E), é todo subconjunto do espawgstral do experimento aleatério.
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Feito isso, vamos apresentar alguns experimentos aleatérios e pedir para que os alunos
determinem o espa¢o amostral.

Experimento A) Lancar uma moeda trés vezes e observar os resultados.

Para realizar esse experimentoipmdos antecipadamente para que os alunos comparecam na
aula com uma moeda. Vamos entdo pedir para que cada um jogue sua moeda trés vezes e cologue nc
chat quais foram seus resultados.

Lembraremaos os alunos sobre o Principio Fundamental da Contdgesnontecimento ocorre
nas etapas e 0, sucessivas e independenteso $®de ocorrer dé& maneiras e se, para cada uma,
pode ocorrer dée maneiras, 0 nimero de maneiras de ocorréncia do acontecinterio.

E a partir disso, encontraremos consaleespaco amostral desse experimento.

0 p D G QegD ®ILEDE T @ AN ET | "QO'QA QQGHQQI
0 ¢ D G QEgD®ILEDE T @O ET | "QO'QA QQGQQI
00D G QEgD ®ILEDE T @ AN ET | "QO'QA QQHQQI

Portanto@d Y ¢ ¢ ¢ W
As possibilidades sédo: (K,K,K), (K,K,C), (K,C,K), (K,C,C), (C,C,CL.KK), (CK,QC),
(C,C,K), sendo K para cara e C para coroa.
Experimento B) Um casal quer ter trés filhos. Quais sdo as possibilidades?
Nesse momento vamos apresentar a fam2zlia d
pediremos para os alunos qual a ordgrm eles tiveram os filhos.
O p DMWY Q& "FAHQE R ENET | QORI QAOQQI
O ¢ DWW Q& "FAHQE W ENET | QORI QAOQQI
O ¢ WY Q& "FEAQE " RENET | QORI QQHQQ
Portantce Y ¢ ¢ ¢ U
As possibilidades sdo: (M,F,F), (M,F,M), (M,M,F), (M,M,M), (F,F,F), (F,M,M), (F.M,F),
(F,F,M), sendo M para menino e F para menina.
Experimento C) Colocar trés pessoas em uma fila indiana. Quais as possibilidades?
Para essexperimento, vamos mostrar aos alunos uma imagem de uma fila indiana com 3 dos
super herois mais conhecidos.
O pHoONANRQEGN£i | QOQAQAMQQI
0 ¢HoOQANRQEGON£1 | QOQAQAMQQI
O gD o QAN pRéi i QOO QAMOQQ
Portante Y o ¢ p @

3. Definicdo matemética de probabilidade
Utilizando o mesmo exercicio anterior vamos entéo fazer a seguinte pergunta aos alunos: Que

chance existe de Vitor pegar a chave de uma moto vermelha?
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Feitoisso induziremos os alunos a pensarem em guantas motos vermelhas tem, e quantas motos
sao no total. Ou seja, Vitor teria a chance de pegar 2 motos vermelhas entre as 7 motos disponiveis.

Mostraremos que as duas motos vermelhas correspondem a um eveatasesgte motos
disponiveis correspondem ao espa¢o amostral. Assim, definiremos entdo o que seria a probabilidade de
um evento acontecer.

Definicdo: a probabilidade de ocorréncia de um evento, indicada por P(E), é a razdo entre o

namero de elementos do ete e o nimero de elementos do espaco amostral (S):

5o €0
€Y

1 Seja E um evento e S o espa¢o amostral finito;vadm, de um experimento aleatorio.
Entdo,temost ¢ O ¢ "Y,oumm 0 O p.

f Se E é um evento impossivel, enbd®

f Se E é m evento certo, ent?d O p

Depois da definicdo vamos trabalhar com mais um problema para fixar o conceito e a forma de
resolver problemas envolvendo o calculo de probabilidade.

Problema 2: Em dois langamentos de uma moeda, qual é a probabilidadeefeesatamente
1 cara?

Vamos primeiramente ver qual é o espago amostral desse experimento:

Y 0h hOoR hoh hohd

Sabemos entdo que nogsOY T, e observamos também que dentre as 4 possibilidades do

espaco amostral, em 2 delas ocorre exatamerggmlsendgd O ¢, portanto a probabilidade é:

. €0 .
0 —= S P Myt o b
eY T (¢

Problema 3: Uma urna contém dez bolinhas, sendo quatro delas azuis e seis vermelhas. Ao
retirar aleatoriamente uma dessas bolas da urna, qual a probabilidade de que el® seja azul

Observamos que o nimero do nosso espago amosirag 10. Agora, precisamos notar qual
serd o numero de possibilidades de nosso evento acontecer. Nesse caso, podemos observar que o event

€ a retirada da bola azul e temos quatro bolas azuis, partéhto 1. Logo:

1

L &
~

| -

0 mmntnp

m-

Tt

©

a. Célculo de probabilidade: Uni&o e interseccdo de dois eventos
Para trabalhar esse topico vamos utilizar os resultados de uma pesquisa no aBlicaiivo
disponibilizada para os alunos alguns dias antes dessa aula.

Vocé prefere esportes individuais, esportes coletivos ou os dois?
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9 Esportes individuais (Surf, hipisim esqui, ténis de mesa, atletismo, judd, ciclismo,
alpinismo, ginastica).
9 Esportes coletivos (volei, futebol, basquete, beisebol, handebol, futsal).
Vamos utilizar os dados da pesquisa para definir interseccdo e uniéo.
Probabilidade da interseccéo desdeventos:
0O, © 00 00
Probabilidade da unido de dois eventos:
0'0z0 00 0O 00, 0

4. Momento Quizizze formulario google
Nesse momento vamos passar aos alunos un{Ajexo Il) com perguntas relacionadas ao
contetdo estudado nesse ultimo médulo. O intuito é analisar quanto eles conseguiram absorver do
conteldo apresentado para eles nas Ultimas 3 aulas do PROMAT.
Ao finalizar o momento do quiz, vamos pedir para que os aluessem o link do google
formulario (Anexo Il1) disponibilizado via chat e viahatsapmo momento da aula, para que eles
respondam perguntas que estardo relacionadas ao desempenho do PROMAT e dos professores

estagiarios.

5. Resolucao de exercicios

Apoés trabéhadas todas as definicdes e teoria do contetdo pediremos aos alunos que resolvam
0s exercicios da lista entregue a eles (Anexo II) como uma forma de aplicacdo do conteddo recém
estudado. Durante a resolucgjodaremoss alunos com possiveis dividas pqua eles tenham a
possibilidade de desenvolver mais questdes e tirar davidas que ainda possam ter sobre o conteudo

trabalhado nessa aula.

Avaliagéo:
A avaliac@o acontecera de forma continua, por meio da participagdo, realizacéo das atividades

propostas @ resolugéo de exercicios.
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1. (ENEM 2020) Um apostador deescolher uma entre cinco moedas ao acaso e lasphbre uma

mesa, tentando acertar qual resultado (cara ou coroa) saira na face superior da moeda.

Suponha que as cinco moedas que ele pode escolher sejam diferentes:

T
T
T

duas

uma

del

del

as

as

t°m

tem

fifcor oao

ficar ao

nas

nas

duas faces;

duas f aces;

duas delas sdo normais (cara em uma face e coroa na outra).

Nesse jogo, qual é a probabilidade de o apostador obter uma face "cara" no lado superior da

moeda lan¢ada por ele?

a)p

b)

O
~

clag cln £1

o
-

—1Q

D
~
|

Resolucéo:

O total defaces das moedas € 10 e total de caras € 6, realizando a probabilidades teremos:

A0

Logo, a alternativa correta é a C.

O]

€

() (o)

pPTT U

2. (ENEM 2020) Para um docente estrangeiro trabalhar no Brasil, ele necessita validar o seu diploma

junto ao Ministério d&ducacédo. Num determinado ano, somente para estrangeiros que trabalhardo em

universidades dos estados de S&o Paulo e Rio de Janeiro, foram validados os diplomédsaintes

estrangeiros. Na tabela, esta representada a distribuicdo desses docenggsiresirpor paises de

origem, para cada um dos dois estados.

Argentina | Espanha | Cuba | Portugal | Venezuela| Total de docentes
Sé&o Paulo 12 60 28 9 30 239
Rio de Janeiro 29 40 46 36 12 163
Total 141 100 74 45 42 402

A probabilidade de se escolher, aleatoriamente, um docente espanhol, ssEbepdoele

trabalha em uma universidade do estado de Sao Paulo é

oM
a) TTC
b) @on

C oW
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@on
pTT
d) pmm
e) ﬂ(,\)
TTC

COow

Resolucéo:

O total de docentes da Espanha é 60 e total docentes em S&o Paulo 239, realizando a
probabilidades teremos:

€0 T

ho — 2o

€ ¢Oo

W
Logo, a alternativa correta é a B.

3. (FUVEST-2015)De um baralho de 28 cartas, sete de cada naipe, Luis recebe cinco cartas: duas de

ouros, uma de espadas, uma de copas e uma de paus. Ele mantém consigo as duas cartas de ouros e tro

as demais por trés cartas escolhidas ao acaso dentre as 23 cartabamuditado no baralho. A

probabilidade de, ao final, Luis conseguir cinco cartas de ouros é:

p
a)pcrr

b) &

TQT

pPXXPpP

d) —
XPPX

)
e) 2
wppx
Resolucéo:

Das 23 cartas que tinham ficado no baralho, 5 sdo de ouro. A probabilidade de Luis conseguir
mais 3 cartas deuros é

U T O o) OTl (O]}

0]
“g g —grg. —— PT
COGGGP GOPPGP LOPOPXXP

Resposta correta: letra C.

4. (UFRGS2018) Considere os numeros naturais de 1 até 100. Escolhido ao acaso um desses nameros,

a probabilidade de ele ser um quadrado perfeito €
a) pﬂn
2
C) pgn

d)f
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e) pgn
Resolucéo:
Quadrados perfeitos sdo os numeros que ao se extrair a raiz quadrada o resultado é também um
namero natural. Ha 100 nimeros naturais de um até cem. Destes, sdo quadrados perfeitos 1, 4, 9, 16,
25, 36, 49, 64, 81 e 100.
Portanto a probabilidadmlicitada é
p

5o m p
L — —
pPTITIP T

Resposta correta: letra A.
5. (ENEM 2011) Todo o pais passa pela primeira fase de campanha de vacinacao contra a gripe suina
(H1IN1) . do |

mudap |, Com a v

Segundo um m®di infectol ogista
hi da

barrar uma tendéncia do crescimento da doenga, que ja matou 17 mil no mundo. A tabela apresenta

coOo ns

no pa?2s, a st-ria epi demi a.

dados especificos de um Unico posto de vacinacao.

Campanha de vacinagao contra a gripe suina

Datas da op s Quantidade de
vacinacao Pablico-alvo pessoas vacinadas
8a19de Trabalhadores da saude 42
margo e indigenas
22de margo a Portadores de doencgas 22
2 de abril cronicas
Adultos saudaveis entre
5 a 23 de abnil 20 e 29 anos 56
24 de abril 2 Populagao com mais de 30
7 de maio 60 anos
10a 21 de Adultos saudaveis entre 50
maio 30 e 39 anos

Disponivel em: hitpJ/img.terra.com.br. Acesso em: 26 abr. 2010 (adaptado).

Escolhendesealeatoriamente uma pessoa atendida nesse posto de vacinacdo, a probabilidade

de ela ser portadora de doenca cronica é:

a) YR
b) wk
c) ppkB
d pgB
e) ¢¢B
Resolucéo:

De acordo com a tabela apresentada no exercicio, temos informacdes a respeito de cinco tipos
depublico-alvo. O total formado por esses cinco grupos compde 0 Nosso espaco amostral. Vamos entéo
somar e encontrar o total de pessoas vacinadas:

€Y 1G¢ GgG
Y

V@ OTT LT

CTT
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Entdo o grupo total de vacinados saat messoas. Precisamos egao numero de casos
favoraveis, isto €, a quantidade de pessoas portadoras de doencgas crénicas que foram vacinadas. De

acordo com a tabela, esse valor écdepessoas. Vamos entdo utilizar a formula para o célculo da
probabilidade:

- £ 0

d :

. GG
O Hn
. pp
O Swn
no Tipop

Encontramos a porcentagem que procurdvamaspPortanto, a alternativa correta é a letra C.

6. (UFRGS2016)No jogo de xadrez, cadagador movimenta as pegas de uma cor: brancas ou pretas.
Cada jogador dispbe de oito pedes, duas torres, dois cavalos, dois bispos, um rei e uma rainha.
Escolhendo ao acaso duas pecas pretas, a probabilidade de escolher dois pedes € de:

X
a) o Tt

X
b) n

X
C) o

pT
d) o

pT
e) -
Resolucéo:

Considerando que o enunciado diz que as pecas eram pretas, o Espaco Amostral € composto
pelas combinacdes das 16 pecas pretas, duas a duas, ou seja

5 . p & PR PPBA pPuU T T
PE CApo A cAHRA pHA ¢ ¢

p qart

O evento e a ser considerada éscolha de 2 pedes, ou seja, combinacdes de 8 dois a dois,

. YA YA US®A UK L@
Oyiz . L — — = — ¢®
GAY CA CAPA CAA B ¢
Portanto, a probabilidade de escolher dois pedes é de

0 Q ﬂi

38
pPCTMOoT

Resposta correta: letra A.
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7. O sistema de seguranca de um aeroporto consiste de duas inspe¢des. Na primeira delas, a
probabilidade de um passageiro ser inspecionadt%y.él\desegunda, a probabilidade se reduz %)a*a

probabilidade de um passageiro ser inspecionado pelo menasnmagual a

Resolucéo:
Na primeira etapa de inspecao a probabilidade de nédo ser inspecionado é
O LU O (

PS5 o

Na segunda etapa de inspecéo a probabilidade de ndo ser inspecionado &

P TP o
T

T T

A probabilidade do passageiro ndo sspiecionado é
C O o
— 8_ 3 _8
VT QT pTI
Desta forma, a probabilidade de ser inspecionado pelo menos uma vez é
c pmOo X

— 28
pmT pTM PT

Resposta correta: letra B.

8. (ENEM 2013) Numa escola com ¢ matunos foi realizada uma pesquisa sobre o conhecimento
desses em duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol. Nessa pesquisas®ngteoa aunos

falam inglésp mt falam espanhol e 1t méo falam qualquer um desses idiomas. Escolheadmn aluno
dessa escola ao acaso e sabesalque ele ndo fala inglés, qual a probabilidade de que esse aluno fale

espanhol?

(] O QD
©|c Blc “lo €£lc IO
-

o
-

Resolucéo:



201

Alunos da escola = 1200

Espanhol

300

A partir do Diagrama de Venn montado, temos:
PMMW ® UVUNMMW OTMT PCTT
W PCTRMTIIVTNTCOTT
W CTT

Assim fica o diagrama:

Os alunos que néo falam inglés somam:
CMMOTMMETT
A probabilidade de um aluno que né&o fala inglés falar espanhol é:
qo 292 omme
€ QTG
Logo, a alternativa correta € a A.
9. (Enem 2015 PPL) No préximo final dessemana, um grupo de alunos participara de uma aula de
campo. Em dias chuvosos, aulas de campo ndo podem ser realizadas. A ideia é que essa aula seja nc
sabado, mas, se estiver chovendo no sabado, a aula sera adiada para o domingo. Segundo a meteorologi:
aprobabilidade de chover no sabado é de 30% e a de chover no domingo é de 25%. A probabilidade de
gue a aula de campo ocorra no domingo € de:
a) ufm b
b) xw b
) cbp
d ofmbp
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e) x mb
Resolucéo:
Queremos que a aula seja realizada no domingo, e para que isto acoatega,cpover no
sébado. Precisamos calcular entéo a interse¢éo das probabilidades, pois precisamos que chova sabado |
ndo chova domingo.
. omcqu .

DO O p—:T)PTnnnh;cucimb

Alternativa correta C.
10. (UEMG-2019) Do conjunto de todas as permutacdes das letaalaa PONTA, retirge uma,

ao acaso. Qual é a probabilidade de se retirar uma palavra que comega e termina com vogal?
a) cﬁn

b) pﬁn

C) %

d) £

Resolucéo:
Como o conjunto de letras da palavra PONTA tem 5 elementos distintos entre si temos que o
espacamostral S tem:
VA pcROQAQEOEI
As permutacdes que poderiam iniciar e terminar com uma vogal seriam

Logo,
oR® o8P © ¢ pg¢

Assim a probabilidade de se retirar uma dessas palavras seria
R
pempTm

Respostaorreta: letra B.
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Anexo Il
1. O valor de 4! E igual a:
a.po
b. W
C.oOQ

@

2. De quantos modos trés pessoas podem ficar em uma fila indiana?
a) o modos.

b) wmodos.

@(p modos.

d) ¢ modos.

3. Ovalor de—ﬁé igual a:
X

b) v

c)qu

domn

4. A quest«o AQuantos n¥meros de tr°s algari sm

algarismopltfolt ev? 0 ® um probl ema de:

Arranjo

b) Combinacéo

5. Se jogarmos um dado de 6 faces, a probabilidade de obternos
a) -
b) p

d) -

6.Qual ® o0 espa-0 ampessaasdemsamaitiuba«iofdiniana
aypu
b) p 1

c)oT

o3
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7. A probabilidade de ocorréncia de um evento é a razdo entre 0 nunmedeon@atos do evento e o
namero de elementos do espac¢o amostral.

Verdadeiro.

b) Falso.

8 A quest«o ADispondo das seguintes esp®cies de
laranja e melancia), quantos tipos de saladas podem ser formados, contdimas tlésfrutas? " é um:

a) Arranjo.

Combinagéo
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Anexo Il

Figura 121 FormularioGoogle

Fonte: Googleforms.
























