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1. INTRODUCAO

Este trabalho € um relatério das a¢des desenvolvidas na disciplina de
Metodologia e Pratica de Matemética - Estagio Supervisionado I, ofertada no
quarto ano do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual
do Oeste do Parana (Unioeste). Nele estdo presentes os planos de aula e os
relatérios de cada encontro, bem como as descricdes da metodologia utilizada
em cada atividade de ensino e das vivéncias durante o periodo de
desenvolvimento do projeto.

O conteudo trabalhado com os alunos inscritos no projeto PROMAT, foi
dividido em 20 encontros. Nos ultimos 10 encontros os alunos do curso de
Licenciatura em Matemética, que estdo cursando a disciplina de Metodologia e
Pratica de Ensino de Matematica - Estagio Supervisionado Il, trabalharam com
turmas de, em principio, 50 alunos. Esses 10 encontros foram divididos em 4
moédulos: o primeiro modulo abordando os conceitos sobre tratamento de
informacdo; o segundo mdédulo sobre trigonometria; o terceiro médulo sobre
geometria analitica; e o quarto sobre analise combinatoria. Os encontros eram
realizados aos sadbados pela manha, das 8:00h as 11:40h.

Os planos de aula e a metodologia utilizada pelo grupo, foi pensada para
que o Promat desse enfoque ao ENEM — Exame Nacional do Ensino Médio e
aos vestibulares, sendo assim, grande parte dos exercicios propostos foram
retirados de provas de vestibulares e do ENEM.

Sobre a elaboracao das atividades a serem realizadas durante as aulas,
planos de aulas, lista de exercicios e atividades ladicas, tinhamos a
preocupacao de serem realizadas por todo o grupo, porém, algumas vezes isso
nao foi possivel. As aulas da disciplina foram de grande importancia, pois, eram
oportunidades de compartilharmos ideias, sobre como abordariamos o
conteudo com os alunos.

Em nossas aulas abordamos as tendéncias Resolucédo de problemas e
Investigagcdo Matemética, pois acreditamos que as mesmas propiciam melhor
compreensao e apropriacdo dos conteudos, interligando a matematica com as
vivéncias do dia a dia. Aléem disso, em nossa pratica pedagogica utilizamos

jogos e atividades ludicas, com objetivo de tornar as aulas mais dinamicas e



prazerosas, propiciando melhor apropriagdo dos conceitos por parte dos
alunos.

A utilizag&o de recursos tecnoldgicos, durante as aulas, também foi um
instrumento valioso, pois, permitiu que definicbes e propriedades fossem
projetadas durante as aulas e, posteriormente enviadas aos alunos. Isso nos
auxiliou quanto a utilizacdo do tempo, poupando-o em diversas vezes, sem a
necessidade de que ocupassemos parte da aula escrevendo no quadro. O
software Geogebra, foi de fundamental importancia para a elucidagédo de
inumeros conteudos, principalmente acerca de geometria e graficos de funcdes
trigonométricas, consequentemente, o utilizamos diversas vezes durante as

aulas.



2. PROMAT

O projeto Promat — Programa de Acesso e de Permanéncia de
Estudantes da Rede Publica de Ensino em Universidades Publicas: Um
enfoque a Area de Matematica é executado na Universidade Estadual do Oeste
do Parand — Unioeste, no Campus de Cascavel. Sdo ofertados contetdos de
matematica da Educacdo Basica exigidos nos concursos vestibulares da
Unioeste, no Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM e em outros processos
seletivos, na forma de “Curso Preparatério de Matematica”, objetivando a
apropriacdo de determinados conteudos, conceitos e estruturas matematicas.

As aulas sdo ministradas por alunos estagiarios do Curso de
Licenciatura em Matematica, sob a supervisdo e orientacao dos professores do
Colegiado do Curso de Licenciatura em Matematica. As aulas ocorrem aos
sdbados de manhd, totalizando 20 encontros de quatro horas aulas. Sé&o
atendidos alunos de Ensino Médio da rede publica de ensino oriundos da
cidade de Cascavel e regido, egressos do Ensino Médio, também alunos
ingressantes no curso de Matematica e de outros cursos que fizeram inscricdes
no projeto.

No segundo semestre do Promat, trabalhamos com contetddos de
matematica do Ensino Médio, enfocando sempre problemas dos vestibulares e
do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), ja que nosso objetivo era
preparar os alunos para essas provas, sanar suas duvidas e despertar o gosto
pela matemética, rompendo aquela imagem que a mesma € chata e sem
utilidade. Para cumprir com esses objetivos foram produzidas aulas, materiais e
atividades dinamicas.

O projeto € de suma importancia para todos os participantes, tanto para
os alunos que visam ampliar seus conhecimentos e em decorréncia disso, suas
chances de entrar em cursos de Ensino Superior, quanto para os estagiarios
que visam ampliar suas experiéncias e necessitam da pratica para se

prepararem e promoverem uma educacao de qualidade.
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3. ARTIGO

ATIVIDADES LUDICAS COMO METODOLOGIA DE ENSINO: RELATO DE
UMA EXPERIENCIA
Introducéo

O presente trabalho tem o intuito de apresentar algumas reflexfes
acerca das atividades desenvolvidas durante o segundo semestre da disciplina
de Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica — Estagio Supervisionado Il,
ofertada no quarto ano do Curso Licenciatura em Matematica da Universidade
Estadual do Oeste do Parana campus de Cascavel. Essas atividades foram
desenvolvidas no Promat que é um Projeto de Ensino institucional do Curso de
Licenciatura em Matematica, que visa atender alunos da rede publica estadual
de ensino. As atividades sao direcionadas aos estudantes que buscam acesso
aos cursos superiores. Sao ofertados contetdos de matematica da Educacao
Bésica exigidos nos concursos vestibulares da Unioeste, no Exame Nacional
do Ensino Médio - ENEM e em outros processos seletivos, na forma de “Curso
Preparatério de Matematica”, objetivando a apropriagcdo de determinados
conteudos, conceitos e estruturas matematicas.

Sendo assim, visamos neste trabalho relatar o desenvolvimento das
atividades ludicas realizadas em sala de aula durante a execucédo do projeto e
a forma como foram abordadas, descrevendo os conceitos trabalhados e as
discussbes que ocorreram durante a aplicacdo, explicitando a importancia do
trabalho com essas atividades para 0 ensino-aprendizagem da matematica,
interligando com a literatura concernente ao tema.

Diante das dificuldades encontradas no ensino da Matematica, faz-se
necessario trabalhar com metodologias mais dindmicas e que propiciem um
melhor entendimento dos conceitos, despertando a criatividade do aluno e o
gostar pela Matematica. Desta forma, Niles e Socha (2014, p. 92) afirmam que
‘por meio de uma aula ludica, o aluno é estimulado a desenvolver sua
criatividade e ndo a produtividade. Sendo sujeito do processo pedagoégico, no
aluno é despertado o desejo do saber, a vontade de participar e a alegria da
conquista”.

Perante essa concepc¢éao, os autores supracitados relatam que
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[...} o professor tem um papel fundamental para conduzir trabalhos
lidicos, levando os alunos a atingir os objetivos especificos da
aprendizagem dos conteudos, conseguindo, assim, proporcionar a
socializacdo dos educandos e desenvolver a capacidade dos
mesmos de assimilarem o conteldo exposto da melhor maneira
possivel. (NILES; SOCHA, 2014, p. 85)

Logo, é fundamental que o docente trabalhe com atividades ludicas em
sala de aula com o objetivo de favorecer o processo de ensino-aprendizagem,
pois quando o aluno utiliza materiais manipulaveis, ele consegue compreender
melhor os conceitos, ou seja, “o sujeito, quando interage com o0 objeto, abstrai
suas propriedades segunda suas possibilidades de interpretacdo. Esta
atividade condiciona a abertura de novas possibilidades cada vez mais
numerosas e seguidas de interpretacées mais ricas” (BRENELLI, 1996, p.39).

Visto a importancia do uso das atividades ladicas, podemos citar como
uma das principais, o jogo. Segundo D’ Ambrosio (1989) existem muitos
trabalhos e pesquisas em Educacédo Matematica que propde o uso de jogos no
ensino da Matematica. A autora relata que 0s jogos podem ser vistos como
uma “forma de se abordar, de forma a resgatar o ludico, aspectos do
pensamento matematico que vém sendo ignorados no ensino” (D’ AMBROSIO,
1989, p. 19).

Desta forma, os jogos devem ser vistos como uma atividade Iludica que
propicia 0 pensamento matematico, a criatividade e a assimilacdo dos
conceitos trabalhados por meio da atividade pratica. Segundo Moura (1990)
apud Brenelli (1996, p. 24) “a perspectiva do jogo na educacdo matematica nao
significa ser a ‘matematica transmitida de brincadeira’, mas a ‘brincadeira que
evolui até o conteudo sistematizado™.

Portanto, durante nossas aulas procuramos trabalhar sempre com
atividades ludicas que promovessem uma aula mais atrativa, despertando nos
alunos a criatividade e o pensamento I6gico-matematico. Na sessao seguinte,
apresentamos as atividades desenvolvidas em sala de aula, bem como as

discussoes e a forma como foram abordadas.

Descricao das atividades
Durante o Promat trabalhamos diversos conteldos, dentre eles, os

conceitos de Trigonometria, considerado pelos alunos e docentes um dos
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conteudos de matematica mais dificeis da Educacdo Basica. Essa ideia

corrobora com o que Oliveira (2014, p. 21) afirmou,
[...] como educador, percebemos a dificuldade encontrada tanto por
alunos, como para muitos docentes, em compreender o contetdo da
trigonometria de forma clara, concreta, proxima da realidade sem
precisar langar mao de grandes célculos algébricos, pois, sabemos o
quanto o conteddo da trigonometria estd intimamente ligado a
compreenséo de diversos outros conteddos matematicos.

Essa visdo decorre do fato das aplicacdes referentes ao contetudo de
Trigonometria geralmente ndo serem faceis ou simples para os docentes
desenvolverem em sala de aula. Logo, com o objetivo de tornar a aula mais
dindmica e menos macante, desenvolvemos algumas atividades ludicas
durante as aulas do contetudo de Trigonometria. Foram abordados os conceitos
relacionados com o ciclo trigopnométrico e para que os alunos compreendessem
melhor a utilidade do ciclo e sua importancia em relagdo aos conceitos de
Trigonometria, realizamos junto com eles a construcao.

Primeiramente, entregamos a eles 0s materiais que seriam utilizados
para a construcdo do ciclo, constituindo-se de: papel milimetrado, régua,
compasso, transferidor, cola, papel vergé e barbante. Iniciamos solicitando aos
alunos que construissem um plano cartesiano e, utilizando o compasso, uma
circunferéncia de raio uma unidade de medida (orientamos que utilizassem um
raio de oito centimetros), centralizada no ponto (0,0). Apos, pedimos que
marcassem na circunferéncia os angulos de 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°,
150°, 180°, 210°, 225°, 240°, 270°, 300° 315° 330° e 360°. Em seguida,
explicamos aos alunos o que sdo angulos correspondentes, utilizando a ideia
de que eles formam o mesmo angulo com o eixo das abcissas e das
ordenadas, entéo, solicitamos que os alunos tracassem um segmento ligando
os angulos correspondentes. Posteriormente, pedimos que construissem uma
reta tangente a circunferéncia no ponto (0,1), que seria utilizada para calcular o
valor da tangente. E por fim, auxiliamos os alunos a colocarem o barbante no
centro da circunferéncia.

As figuras 1 e 2 a seguir, mostram os alunos realizando a constru¢ao do

ciclo trigopnométrico e como ele ficou depois de pronto.
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Figura 1: Alunos realizando a construcdo do ciclo trigopnométrico
Fonte: Acervo dos autores
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Figura 2: Ciclo trigonométrico construido por um aluno
Fonte: Acervo dos autores

A construcdo dos alunos foi realizada seguindo os passos feitos pelos
professores no quadro, como representado na Figura 3. O desenho do ciclo,

gue estava no quadro, foi utilizado em outros momentos da aula para facilitar a

explicacéo.
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Figura 3: Ciclo trigonométrico desenhado no quadro
Fonte: Acervo dos autores

Apos a construcdo, explicamos como utilizar o ciclo trigopnométrico e
mostramos aos alunos no software Geogebra a representacdo de um ciclo,
calculando os valores de seno, cosseno e tangente. Ainda, explicamos sobre o
sinal em cada um dos quadrantes. Acreditamos que tenha ficado claro para os
alunos o funcionamento do ciclo trigonométrico e sua utilidade, pois 0s mesmos
se mostraram participativos e atentos durante a construcdo e demonstraram
entender as explicagbes. N&o tivemos grandes dificuldades no
desenvolvimento dessa atividade, pois como ja dito, os alunos participaram de
forma proveitosa e todos conseguiram construir o ciclo.

Ainda referente ao contetdo de Trigonometria, realizamos um jogo com
os alunos, a saber, o Pife Trigopnométrico, que segue os principios basicos do
popular jogo de Pife, com algumas adaptacdes nas cartas. NOS mesmos
realizamos a confeccdo do jogo, que foi impresso em papel vergé, encapado
com plastico transparente e posteriormente recortado.

O jogo é composto por um baralho trigpnométrico com 38 cartas. E as
regras sao as seguintes:

e Um jogador deve embaralhar e distribuir as cartas, sendo seis cartas
para cada participante.

e Das seis cartas recebidas, cada jogador deve formar duas trincas de
razBes trigonométricas equivalentes. Por exemplo: caso o jogador faca
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uma trinca com as razdes do seno 30°: a medida do cateto oposto (30°)
divido pela medida da hipotenusa = sen 30° = 1/2.

e O jogador que fizer dois trios primeiro, mostra ao adversario e, se estiver
correto, ganha o jogo, somando um ponto. Se o jogador fizer um trio e
uma sequéncia relacionando quatro cartas (utiizando uma carta
descartada na mesa) ele ganha com sete cartas, neste caso ele somara
trés pontos. Ganha aquele jogador que fizer dez pontos primeiro.
Verificando as razdes do baralho, cada razdo tem pelo menos um trio

formado, mas é possivel associar outras ternas como: sen 45° = cos 45° =

V2/2, o que possibilita fazer um trio ja que o resultado da raz&o é o mesmo, as
jogadas que tiverem a mesma representacdo como: 1/2,1/2 e sen 30° néo
serdo validas, pois o intuito € associar cartas equivalentes e representactes
distintas.

A forma de se jogar o Pife Trigonométrico segue os principios basicos do
popular jogo de Pife, ou seja, o0 participante que iniciar o jogo deve pegar uma
carta do monte e verificar se consegue formar uma trinca ou até mesmo um
par, devendo descartar uma carta a sua escolha, com a face para cima, ao lado
do monte. O jogador sequente, a direita de quem iniciou, pode pegar a carta
descartada anteriormente ou, se preferir, pegar no monte e descartar uma de
suas cartas. Da mesma forma, segue-se sucessivamente, até o fim do jogo.
Quando jogado com trés ou quatro participantes e o descarte de um jogador
servir para completar a trinca que falta para outro jogador ganhar, este podera
antecipar-se ao jogador sequente vencendo assim a partida, porém, caso se
engane s6 podera vencer pegando a carta do monte, ou a carta descartada
pelo seu antecessor.

Solicitamos aos alunos gue se organizassem em quartetos e realizamos
a explicacdo da atividade, relatamos as regras e a forma de jogar o Pife
Trigonométrico, descritas anteriormente. Em seguida, deixamos os alunos
jogarem e durante esse momento estdvamos passando entre 0S grupos
auxiliando e tirando as davidas que surgiam durante o desenvolvimento do

jogo. A Figura 4 mostra os alunos desenvolvendo a atividade.
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Figura 4: Alunos jogando o jogo Pife Trigonométrico
Fonte: Acervo dos autores

De modo geral, o desenvolvimento da atividade foi interessante, os
alunos gostaram e foram participativos, porém encontraram dificuldades para
jogar, pois ndo estavam familiarizados com os termos, com o estilo da
representacdo e a notacdo. Logo, se confundiam para formar as trincas,
formando-as de forma errada. Porém, no decorrer de algumas jogadas o0s
alunos conseguiram identificar melhor cada relacéo, tendo mais facilidade para
jogar, formando as trincas corretamente.

Dessa forma, percebemos que o uso de jogos pode ser um excelente
método para a aprendizagem e fixacdo dos conceitos. Quando o aluno sente-
se desafiado, desperta nele o desejo de vencer e, consequentemente o
interesse pela atividade. Corroborando com essas ideias Brenelli (1996, p. 27)

relata

[...] jogar é estar interessado, ndo pode ser uma imposi¢do; € um
desejo. O sujeito quer participar do desafio, da tarefa. Perder ou
ganhar no jogo € mais importante para ele mesmo do que como
membro de um grupo. Isto porque é o préprio jogador que se lanca
desafios, desejando provar seu poder e sua forca mais para si
mesmo que para 0s outros.

Apos os conceitos de Trigonometria, trabalhamos com outro contetdo
de suma importancia na Educacdo Basica, Geometria Analitica. Os conceitos

de GA mostram diversas aplicacées na realidade, como por exemplo, as ruas

das cidades podem ser constituidas por retas, a localizacdo de um determinado
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lugar é constituida por coordenadas dos pontos, entre outros. Diante dessas

aplicacoes, Oliveira (2014, p.19) relata que
Varias atividades de nosso dia a dia utilizam conhecimentos da
Geometria Analitica, como, por exemplo, os aparelhos de GPS
amplamente usados para navegagdo em terra, no ar ou no mar,
utiizam conhecimentos basicos de localizagdo de pontos
representados por coordenadas. Os diversos graficos de fungdes
utiizadas pelos cientistas de hoje sdo melhor representados e
estudados em um plano cartesiano. A engenharia civil e seus
softwares de computador se baseiam no sistema cartesiano para
criacdo de projetos. Em consonancia com a algebra linear a
geometria analitica é utilizada para a programacao de computadores
desde sistemas simples de banco de dados aos mais complexos
jogos eletrbnicos. Percebemos claramente o quanto a geometria

analitica esta presente em nosso cotidiano e como ela nos ajuda a
entender melhor o mundo em que vivemos.

Para introducdo dos conceitos de Geometria Analitica, mais
especificamente, os conceitos de ponto e de plano cartesiano, utilizamos um
jogo que é uma adaptagao do tradicional jogo “Batalha Naval”.

Para darmos inicio ao jogo pedimos aos alunos que se organizassem
em quartetos, em seguida, dividimos cada quarteto em duas equipes. Cada
equipe recebeu uma folha com um plano cartesiano, como representado pela
figura 5. Nesse, os alunos deveriam marcar pontos para simbolizar os navios.
Explicamos aos alunos que cada ponto marcado representava uma
coordenada no plano cartesiano, por exemplo, a coordenada (1,2)
representava um ponto, ou seja, essa coordenada poderia representar um
navio de um ponto. Desta forma, deveriam marcar dois navios de um ponto,
trés navios de trés pontos, dois navios de quatro pontos e um navio de cinco

pontos, sendo todos eles circulados, para facilitar a visualizagao.

Figura 5: Plano Cartesiano
Fonte: Acervo dos autores
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Apos isso, explicamos as regras do jogo, que sdo as seguintes:

e A primeira equipe deve escolher uma coordenada para atirar;

e A segunda equipe deve informar se eles acertaram um navio ou nao;

e Caso tenham acertado, tém o direito a atirar mais uma vez, e assim
procede até que errem o tiro, passando a vez para a segunda equipe,
que fara o mesmo;

e Vence quem tiver mais pontos.

Cada navio afundado tera os seguintes valores:

¢ Navio de um ponto: 5

e Navio de trés pontos: 7

e Navio de quatro pontos: 10

¢ Navio de cinco pontos: 15
Apos explicarmos o funcionamento do jogo para os alunos, andavamos

em sala com o intuito de auxilid-los quanto a eventuais duvidas que pudessem
surgir. Durante a primeira etapa do jogo que consistia em marcar pontos no
plano cartesiano para representar 0s navios, ndo notamos duvidas dos alunos,
apenas realizadvamos a conferéncia em relacédo a quantidade de navios de cada
tamanho.

Na sequéncia dessa etapa alguns alunos apresentaram davidas quanto
as coordenadas dos pontos, mostrando que ndo compreenderam como se
representa as coordenadas de um ponto. Sanavamos essas duavidas,
explicando que um par cartesiano da forma (x,y) representa a posicdo de um
ponto sobre um plano cartesiano, em que a primeira coordenada se refere a
distancia do ponto em relacdo ao eixo y, e a segunda se refere a distancia do
ponto em relacdo ao eixo x. Entdo para localizarmos um ponto no plano
cartesiano podiamos tracar retas perpendiculares ao eixo x e y passando pelas
coordenadas do ponto e que a intersec¢do dessas retas perpendiculares seré a
localizagéo do ponto.

Acreditamos que o0 jogo possibilitou que os alunos recordassem o0s
conceitos sobre plano cartesiano e pontos. O fato de o jogo ser jogado em
grupo possibilitou a interacdo entre os alunos, e promoveu aprendizado, pois

nos grupos eles se sentem a vontade para perguntar aos seus colegas o que
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nao sabem, e consequentemente, sanar suas duvidas. A figura 6 representa os

alunos desenvolvendo a atividade nos grupos.

Figura 6: Alunos jogando o jogo Batalha Naval
Fonte: Acervo dos autores

Portanto, percebemos que a introducéo dos conceitos por meio de uma
atividade nao convencional proporciona aos alunos uma experiéncia de
aprendizagem mais significativa, do que somente trabalhar os contetdos de
forma mecanica. Notamos a dificuldade que os alunos apresentaram em utilizar
conceitos recorrentemente trabalhados no colégio regular, e alguns a pouco
tempo, como o contetdo de geometria analitica, mostrando-nos que ndo houve
assimilacao desse conhecimento quando o estudaram na escola.

Esperamos que com o trabalho usando este jogo, 0os alunos possam
futuramente se recordar desta atividade para usa-la em outros contextos.
Segundo Lopes, Teodoro e Rezende (2011, p.79) “a atividade de jogar
desempenha papel importante no desenvolvimento de habilidades de raciocinio
l6gico, dedutivo e indutivo; da linguagem; da criatividade; da atencédo e da
concentracao, essenciais para o aprendizado em Matematica”.

E por fim, o dltimo conteddo que trabalhamos foi o de Probabilidade, o
qual também possui diversas aplicacdes no dia a dia, além de ser um contetdo
de extrema importancia no Educacdo Basica. Batanero (2006) apud Lopes,
Teodoro e Rezende (2011) destaca a importancia do ensino de probabilidade
para educar 0 raciocinio probabilistico necesséario para que os alunos
enfrentem o0s acasos da vida cotidiana e melhore suas intuicdes. O autor relata

que “os alunos devem construir seus conhecimentos mediante um processo
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gradual, a partir de seus erros e esforgos” (Batanero apud LOPES; TEODORO;
REZENDE, 2011, p.77).

Diante disso, com 0 objetivo de relacionar os conceitos de probabilidade
e suas aplicacbes com a realidade dos alunos, desenvolvemos duas atividades
praticas.

Para a primeira atividade desenvolvida, solicitamos que os alunos
formassem grupos de trés a quatro pessoas. Em seguida entregamos para
cada grupo um tabuleiro, um dado e quatro marcadores, para que assim eles
pudessem jogar o jogo “Avangando com o resto”. Explicamos como eles
deveriam jogar e 0S mesmos comecaram, enquanto isso, circulamos pela sala
sanando as possiveis dlvidas que surgissem.

Os principios basicos do jogo se davam através da identificacdo dos
divisores de alguns numeros. O tabuleiro que foi entregue aos alunos era
composto por determinados nimeros naturais, todos os alunos comecavam a
jogar iniciando do mesmo numero. Um a um os alunos deviam lacar o dado e
verificar o numero obtido, a partir deste nimero devia ser verificado o resto da
divisdo do numero observado no tabuleiro, pelo nimero obtido no dado, o resto
da divisdo corresponde ao numero de casas que o individuo devia avancar pelo
tabuleiro, dai o nome “avangando com o resto”. Ganha o jogo, aquele que
chegar primeiro na ultima casa do tabuleiro.

Os alunos se mostraram entusiasmados com 0 jogo, todos estavam
participando e tentando ganhar. No decorrer do jogo eles foram percebendo
questdes que faziam parte dos nossos objetivos, como perceber que quando
parassem no numero 0 ou 60 que estdo contidos no tabuleiro, eles nao
conseguiriam mais mover o marcador, ou seja, a probabilidade dele se mover
era 0, pois todos os numeros do dado séo divisores de 60 e nenhum deles
divide o 0. Deixamos que os alunos jogassem por alguns minutos e, em
seguida, levantamos alguns questionamentos com eles sobre probabilidade,
como: “Quando vocé estd na casa do numero 36, qual é a chance de avangar?”
e “Cite um numero do tabuleiro em que a chance de avangar € de 2 em 6.
Com este tipo de indagacao, levamos os alunos a perceberem quais numeros
proporcionavam a maior e a menor chance de avancar, assim como eventos
impossiveis (0 numero 60 e o 0). A figura 7 mostra os alunos desenvolvendo a

atividade.
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Figura 7: Alunos jogando o jogo Avan¢cando com o resto
Fonte: Acervo dos autores

Para a segunda atividade, realizamos uma dinamica com os alunos, o
Problema das Portas (Monty Hall). Utilizamos trés canecas para simbolizarem
as portas e balas como prémio. Pedimos a ajuda dos alunos, para que fossem
0s jogadores, entdo, o aluno deveria sair da sala por um momento, e nos
colocavamos o prémio embaixo de uma caneca, 0 aluno retornava e deveria
acertar em qual caneca estava. Apds escolher uma das canecas, retirhvamos
uma que ndo estava com o prémio e faziamos a seguinte pergunta: “Quer
trocar?”.

Depois de realizarmos o jogo diversas vezes, perguntamos aos alunos
Se era mais vantajoso permanecer com a mesma caneca ou trocar, a maioria
disse que era permanecer com a mesma caneca. Entdo explicamos por que
trocar era mais vantajoso - inicialmente a chance de se escolher a caneca
premiada era de uma em trés, ja que apenas uma caneca contém o prémio
dentre as trés canecas, porém apos a escolha do participante e a retirada de
uma caneca, temos um jogo envolvendo apenas duas canecas sendo que uma
contém o prémio e a outra ndo, ou seja, a chance de se ganhar escolhendo
uma caneca é de uma em duas. Dessa forma, trocar de caneca € mais

vantajoso. A figura 8 mostra como se decorreu a atividade.
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Figura 8: Dindmica
Fonte: Acervo dos autores

Desta forma, podemos constar que o desenvolvimento das duas
atividades préaticas propiciou aulas mais atrativas para o conteudo de
probabilidade, além de mostrar aos alunos que os conceitos de probabilidade
sao aplicados em situagdes do cotidiano.

Considerac0fes Finais

Podemos concluir, mediante nossas vivéncias durante o
desenvolvimento do Promat, que o emprego de atividades ludicas favorece o
processo de ensino-aprendizagem. Elas contribuem para tornar a aula mais
dindmica, fazendo com que ocorra maior engajamento por partes dos alunos.

Notamos que o uso de jogos é um eficaz instrumento para a fixacdo dos
contetdos, sendo que podemos substituir exercicios puramente mecanicos
pelo uso de uma atividade ludica como forma de fixagcdo de determinado
conteudo, o que torna este momento mais agradavel aos alunos, fazendo com
gue o aprendizado seja prazeroso e significativo aos alunos. Porém, o uso de
jogos ndo apenas € uma forma de fixacdo de conteudo, visto que no jogo “o
resto que avanga” utilizamos essa ferramenta para introduzirmos os conceitos
que pretendiamos trabalhar, sendo que o resultado foi proveitoso em relacdo a

aprendizagem.
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O uso de atividades ndo convencionais proporciona maior aproximacao
entre nés docentes e os alunos, fazendo com que a participacéo deles na aula
aumente, ndo sO durante as atividades ludicas, mas também em outros
momentos, pois 0s alunos deixam de nos verem como protagonistas, e
percebem que também podem assumir esse papel, culminando assim em um
enriguecimento de nossa pratica pedagogica.

Como docentes cabe a nds selecionarmos atividades realmente
significativas a nossa proposta de ensino, bem como um bom direcionamento
destas, visto que deve haver um cuidado para que essas atividades nao se
tornem meramente um momento de descontracdo, por isso deve-se objetivar
resultados a serem alcangados por meio delas.

Portanto, acreditamos que o0 uso de atividades ludicas € conveniente a
pratica pedagdgica dado que € capaz de promover aos alunos a criatividade e
0 pensamento mateméatico, além de ser um eficaz instrumento para a
aproximacgdo dos conteudos mateméticos com o cotidiano dos alunos, que por

muitas vezes € visto como impossivel.
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4. MODULO 1: TRATAMENTO DA INFORMACAO

4.1 Atividades dia 10/08
4.1.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 1° ENCONTRO
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:
Trabalhar com tratamento da informacéo, fazendo uso de graficos e
tabelas, relacionando esses conceitos com o cotidiano dos alunos.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com tratamento da informacé&o, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:
e Coletar dados sobre fatos do cotidiano;
e Realizar procedimentos de organizacéo de dados;
e Expressar e interpretar dados por meio de tabelas e gréficos;
e [Fazer previsdes a partir das informacdes dadas.
Conteudo:
Tratamento da informacéao.
Recursos Didaticos:
Quadro, giz, lapis, barbante, computador, projetor, listas de exercicios.
Dinamica de apresentacao:
Teia de Aranha (30 minutos)
Objetivo: promover a integracdo entre os alunos e professor, fortalecer a
comunicacao e o relacionamento interpessoal dos estudantes.
Materiais: Um rolo de barbante.
Procedimento: Formar um circulo. Explicar aos alunos que sera dada
uma oportunidade para que aprendam mais uns dos outros. Com o rolo de
barbante em maéos, o primeiro aluno precisa pegar a ponta do barbante e

amarra-la em seu dedo indicador. Entéo, ele diz ao grupo seu nome e faz uma
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apresentacao pessoal: nome, idade, série que esta cursando, qual curso
pretende fazer e revelar algo diferente sobre si, ou um defeito, ou qualidade
(sou preguicoso, sou organizada, ou tenho um cachorro, uso lente de contato,
etc.). Ao terminar a sua apresentacédo, o aluno joga o rolo de barbante para
qualquer outra pessoa do grupo, que fard sua apresentacdo pessoal, da
mesma forma. E quando esse aluno terminar de se apresentar, ele jogard o
rolo de barbante para outra. O seguinte deverd fazer a mesma coisa, se
apresentar. Quando todos tiverem terminado suas apresentacdes, o barbante
tera formado uma grande teia no meio do circulo formado pelos integrantes do
grupo. Em seguida, peca para que a ultima pessoa a se apresentar, devolva o
rolo para quem havia Ihe jogado anteriormente, na primeira etapa da dinamica.
Ao fazer isso, ela devera repetir o nome da pessoa e 0 que foi apresentado

sobre a vida dela.

Encaminhamento metodolégico:

Apos a dinamica de apresentacdo explicaremos aos alunos que o
PROMAT é um Projeto de Ensino institucional do Curso de Licenciatura em
Matematica que visa atender alunos da rede publica estadual de ensino. As
atividades sao direcionadas aos estudantes que buscam acesso aos Cursos
superiores. Sdo ofertados conteudos de matematica da Educacdo Basica
exigidos nos concursos vestibulares da Unioeste, no Exame Nacional do
Ensino Médio - ENEM e em outros processos seletivos, na forma de “Curso
Preparatério de Matematica”, objetivando a apropriagdo de determinados
conteudos, conceitos e estruturas matematicas. As aulas serdo ministradas por
alunos estagiarios do Curso de Licenciatura em Matematica, sob a supervisao
e orientacdo dos professores do Curso de Licenciatura em Matematica da
Unioeste de Cascavel. Em seguida, serd mencionado que ocorrerdo dez
encontros aos sabados, sendo que esses encontros sao divididos em quatro
modulos, apresentando os conteludos que serdo abordados no decorrer dos
encontros (Modulo 1: Tratamento de informagédo; Modulo 2:  Trigonometria;
Maodulo 3: Geometria Analitica; Modulo 4: Analise Combinatoria).

Feitas as apresentacbes e com as mesas e cadeiras previamente
arranjadas em grupos de quatro alunos iremos introduzir o contetdo de

tratamento de informag&o por meio de um problema inicial.
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Atividade 01 - Quando vocé faz aniversario?
(40 minutos)
Nesta atividade iremos propor que cada aluno se dirija ao quadro, sendo

gue neste estara construida uma tabela, como o exemplo abaixo. Cada aluno

devera assinalar o dia e 0 més em que faz aniversario.

31

RN W[

Jan. | Fev. | Mar. | Abr. | Mai. | Jun. | Jul. | Ago. | Set. | Out. | Nov. | Dez.

Tabela 1: Quando vocé faz aniversario?
Fonte: Acervo dos autores

Em seguida, entregaremos aos alunos uma lista com questdes que

deveréo ser resolvidas pelos grupos, utilizando os dados da tabela.

[ERN
1

Questdes:

Quantos pessoas assinalaram a tabela?

Quantas pessoas fazem aniversario em cada bimestre? Trimestre? E
semestre?

Quantas pessoas fazem aniversario antes do dia 15? E depois?
Construa um gréfico de barras relacionando o numero de
aniversariantes em cada bimestre?

Construa um grafico de setores relacionando 0 numero de
aniversariantes em cada trimestre?

Em seguida, faremos a socializacdo das resolu¢cdes no quadro,

elencando estratégias de resolucao dos grupos.

Explicaremos brevemente os conceitos de populacdo, amostra, variavel

e frequéncia, apresentando suas definicoes.

Def. Populacdo: é um conjunto de elementos que tém pelo menos uma

caracteristica em comum.

Def. Amostra: é um subconjunto finito formado por elementos extraidos

de uma populagéo.

Def. Variavel: € uma caracteristica ou um atributo estudado em todos 0s

elementos da populagao.
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e Varidvel gualitativa: seus valores sdo expressos por atributos (por

exemplo cor dos olhos, grau de escolaridade, time preferido).

e Varidvel guantitativa: seus valores sdo expressos por numeros

(por exemplo altura, massa, idade, niumero de irméos), pode ser
discreta ou continua.
I.  Variavel quantitativa discreta: quando € proveniente de
contagem, oOu seja, expressa por namero inteiro.
(Nimero de irmaos, quantidade de computadores,
namero de animais).
ii.  Variavel quantitativa continua: quando é proveniente de
medida, ou seja, é expressa por numero real. (Massa,
idade, altura, temperatura, volume).

Def. Frequéncia: E a quantidade de vezes que cada valor é observado.

Com essa atividade pretendemos abordar os conceitos de interpretagcéao
de tabelas, abordando também conceitos de medida de tempo e construcdo de

gréficos.

Atividade 02 (30 minutos)

Realizaremos a correcdo da primeira atividade utilizando o software
Excel, explicaremos aos alunos como colocar os dados em uma planilha, e
depois, fazer a construcdo do grafico no software, isso serd projetado aos
alunos. Em seguida, definiremos alguns tipos de graficos, mostrando exemplos
destes, para isso, também utilizaremos o projetor, assim, os alunos podem

visualizar melhor.

Def. Gréafico de Barras:

Apresenta dados categorizados em barras retangulares nos quais os
retangulos correspondentes a cada categoria S0 proporcionais ao numero de
observacbes na respectiva categoria. E utilizado para realizar comparacdes
entre as categorias de uma variavel qualitativa ou quantitativa discreta. Pode

ser utilizado na vertical ou horizontal.
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Def. Grafico de setores:

Também conhecido como gréfico de pizza ou gréfico circular é um
diagrama circular em que os valores de cada categoria estatistica representada
sdo proporcionais as respectivas frequéncias. Pode vir acompanhado de
porcentagens, é utilizado principalmente para dados qualitativos normais. Para
construir um grafico tipo pizza é necessério determinar o angulo dos setores

circulares correspondentes a distribuicdo percentual de cada valor no total.

Def. Gréfico Pictérico:
Os graficos chamados pictogramas exibem os dados por meio de
simbolos autoexplicativos que, geralmente, estdo relacionados com o tema

apresentado, que confere eficiéncia e atratividade ao resultado final.

Def. Gréaficos de linhas:

Conectam pontos de dados individuais em uma exibicdo. Eles fornecem
uma forma simples de visualizar uma sequéncia de valores, sendo Uteis
gquando se quer ver tendéncias ao longo do tempo ou para prever valores
futuros.

Mostraremos no grafico de linhas os conceitos de média, mediana e
moda. Em seguida apresentaremos as definicbes sobre estes conceitos,

explicando-as.

Def. Média Aritmética: é o quociente entre a soma dos valores
observados e o niumero de observacoes.

Def. Média Aritmética Ponderada: é a soma dos valores observados
multiplicados pela quantidade de vezes que se repete, divido pelo nimero de
observacoes.

Def. Mediana: é o valor que divide um grupo, previamente ordenado de
modo crescente ou decrescente, em duas partes com 0 mesmo namero de
termos.

Def. Moda: sédo os valores que aparecem com maior frequéncia no

conjunto de valores observados (populagdo ou amostra).
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Atividade 03 (40 minutos)
Posteriormente, entregaremos aos alunos uma lista de exercicios, que
deverd ser resolvida em sala pelos alunos nos grupos. Enquanto os alunos
resolvem os exercicios auxiliaremos os alunos a encontrarem estratégias de

resolucao.

1. (Questao adaptada ENEM 2012) O gréfico fornece os valores das agbes
da empresa XPN, no periodo das 10 as 17 horas, num dia em que elas

oscilaram acentuadamente em curtos intervalos de tempo.

Valor da Acao (em reais)

460

380

330
280

200
150

100

Tempo (em horas)

Neste dia, cinco investidores compraram e venderam o mesmo volume

de acdes, porém em horarios diferentes, de acordo com a seguinte

tabela.
Investidor Hora da Compra Hora da Venda
1 10:00 15:00
2 10:00 17:00
3 13:00 15:00
4 15:00 16:00
5 16:00 17:00

Com relacédo ao capital adquirido na compra e venda das acgles, qual
investidor fez o melhor negdcio?
Resolucdo: Faremos uma tabela, contendo a comparacdo dos dados

fornecidos.
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_ Valor da Valor da _
Investidor Lucro obtido
Compra Venda
1 150,00 460,00 310,00
2 150,00 200,00 50,00
3 380,00 460,00 80,00
4 460,00 100,00 -360,00
5 100,00 200,00 100,00

Observando a tabela, percebemos que o investidor que teve maior lucro,
fez o melhor negécio, foi o primeiro.

. (Questdo adaptada ENEM 2017) Estimativas do IBGE para a safra
nacional de cereais, leguminosas e oleaginosas, em 2012, apontavam

uma participagéo por regido conforme indicado no grafico.

Sudeste

Centro-Oeste
38,3%

As estimativas indicavam que as duas regides maiores produtoras
produziriam, juntas, um total de 119,9 milhdes de toneladas dessas
culturas, em 2012. De acordo com esses dados, qual seria o valor mais
proximo da producdo, em milhdo de tonelada, de cereais, leguminosas e
oleoginosas, em 2012, na Regido Sudeste do pais?
Resolugéo: Resolveremos por meio da “regra de trés”.
1199 —— 75,5
x 11,4

75,5x =119,9- 11,4

1366,86
X = W

= 18,1 milhbes
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3. (Questdo adaptada ENEM 2018) De acordo com um relatorio recente da
Agéncia Internacional de Energia (AIE), o mercado de veiculos elétricos
atingiu um novo marco em 2016, quando foram vendidos mais de 750
mil automoéveis da categoria. Com isso, o total de carros elétricos
vendidos no mundo alcancou a marca de 2 milhdes de unidades desde
gue os primeiros modelos comecaram a ser comercializados em 2011.
No Brasil, a expansdo das vendas também se verifica. A marca A, por
exemplo, expandiu suas vendas no ano de 2016, superando em 360

unidades as vendas de 2015, conforme representado no grafico.

Ano4

& & & & &
b
2015 | gy o

o
2014 m

N° de carros

Disponivel em: www.lecmundo.com.br. Acesso am: 5 dez. 2017

Qual a média anual do numero de carros vendidos pela marca A, nos
anos representados no gréafico?
Resolucdo: Sendo cada carrinho uma quantidade x de carros vendidos.
Ou seja, em 2016 foram vendidos 5x carros e em 2015, 2x. Segundo 0
enunciado, temos:

5x = 2x + 360

5x — 2x = 360

3x =360 =>x =120

Assim, em 2016 foram vendidos 600 carros, em 2015, 240 carros e em

2014, 120 carros. Fazendo a média desses valores, temos:

600 + 240 + 120
x= 3 = 320

4. (Questdo adaptada ENEM 2018) A Comisséao Interna de Prevencéo de
Acidentes (CIPA) de uma empresa, observando os altos custos com 0s
frequentes acidentes de trabalho ocorridos, fez, a pedido da diretoria,

uma pesquisa do numero de acidentes sofridos por funcionarios. Essa
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pesquisa, realizada com uma amostra de 100 funcionarios, norteara as

acOes da empresa na politica de seguranca no trabalho.

Os resultados obtidos estdo no quadro abaixo.

Namero de Ndamero de
acidentes sofridos trabalhadores
0 a0
1 17
2 15
3 10
4 6
o 2

Qual a média do numero de acidentes por funcionario na amostra que a

CIPA apresentara a diretoria da empresa?

Resolucéao:
o 0-50)+(1-17)+2-15+@B-10)+@4-6)+(5-2)
meédia =
100
i o 0T 1730430424410 111
meata = 100 ~T00

. (Questao adaptada ENEM 2007) A figura ao lado
representa uma regido de ruas de méao unica. O
namero de carros se divide igualmente em cada
local onde existam duas opcdes de direcdes,
conforme a figura. Se 320 carros entram em A,

guantos deixam a saida B?

|
|
l

A—

]

—

—

—

Resolucdo: Essa resolucdo se dara por meio apenas da interpretacao e

raciocinio dos alunos, pois, o0s mesmos deverdo entender que a cada

bifurcac@o o numero de veiculos se divide igualmente.

Assim, entram 320 carros, depois da primeira bifurcacdo, seguem 160

para a saida B. Na segunda bifurcacdo seguem 80 carros direto para a

saida B, enquanto os outros 80 se dividem novamente, assim, seguem

mais 40 carros para a saida. Entdo temos um total de 80+40=120 carros

gue deixam a saida B.

. Uma empresa de telefonia fixa oferece dois planos aos seus clientes: no

plano K, o cliente paga R$29,90 por 200 minutos mensais e R$0,20 por
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cada minuto excedente; no plano Z, paga R$49,90 por 300 minutos
mensais e R$0,10 por cada minuto excedente. O gréfico que representa

o valor pago, em reais, nos dois planos em funcdo dos minutos

utilizados é:

RS RS
A

A A
89,901 89,901 89,90+
79901

79,901
69,90 +

69,90
59,90 + @59.90 3
49,90 1

49,90
39,90 ¢ 39,90 T
29,90 1

29,90 |
»min 0 100 200 300 400 500

79,901
69,90 +
)50.00 +
49,90 1
39,90 +
29,90 +

»min
»

»min

ot 0 100 200 300 400 500

0 100 200 300 400 500
RS RS
A A

89,901 89.90+
79,901 79901
69,90 + 69,90 +
59,90 + 59,90 +
49,90 4 49,90 4
39,90 1 39,90 4
29,90 4 29,90 |

min

————t————+——+—Ppmin 4
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Resolucdo: Até 200 minutos o grafico do plano K é uma reta horizontal
indicando o valor constante de R$29,90. A partir desse tempo obedecera
a lei de uma funcao afim K(x) = 29,90 + 0,2x.

Até 300 minutos o gréafico do plano Z é uma reta horizontal indicando o
valor constante de R$49,90. A partir desse tempo obedecera a lei de
uma fungao afim Z(x) = 49,90 + 0,1x.

No plano K, qguem consome 300 minutos, consome (300 — 200) = 100
minutos a mais. Logo, pagara K(100) = 29,90 + 0,2.(100) = 29,90 + 20 =
R$49,90. Logo, em 300 minutos os graficos se encontram.

Como o coeficiente de “x” no plano K € maior que o do plano Z (0,2 >
0,1) o gréfico da funcdo afim K(x) possui maior inclinacdo que o de Z(x).

Essas condi¢des estédo representadas no grafico D.

Avaliacao:
A avaliacdo ocorrerd de forma continua por meio da participagdo e

resolugéo de exercicios em sala e em casa.
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4.1.2 Relatério

No dia 10 de agosto de 2019, sabado, tivemos o primeiro encontro do
Promat na Unioeste, Cascavel. Estavam presentes 28 alunos. Desses, 24 ja
frequentaram as atividades do Promat no primeiro semestre e 4 iniciaram
nesse dia. Nosso grupo € formado por quatro estagiarios, que se alternaram na
explanagcao das atividades propostas. Comeg¢amos a aula cumprimentando e
agradecendo a presenca de todos, apresentando o projeto e, também nos
apresentando de forma rapida. Apos isso, fizemos um pedido de participagédo
dos alunos, ressaltando que, ndo devem apenas se contentar em ouvir 0
professor explanando o conteddo, mas participarem ativamente da aula,

sanando todas as suas duvidas. Explicamos também o porqué das carteiras


http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2007/2007_amarela.pdf
http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2007/2007_amarela.pdf
https://www.infoescola.com/wp-content/uploads/2013/06/03_BRANCO.pdf
https://www.infoescola.com/wp-content/uploads/2013/06/03_BRANCO.pdf
http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2017/cad_5_prova_amarelo_12112017.pdf
http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2017/cad_5_prova_amarelo_12112017.pdf
http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2018/2DIA_05_AMARELO_BAIXA.pdf
http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2018/2DIA_05_AMARELO_BAIXA.pdf
http://www.ensinandomatematica.com/tratamento-da-informacao-nos-anos-iniciais/
http://www.ensinandomatematica.com/tratamento-da-informacao-nos-anos-iniciais/
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estarem dispostas em grupos, pois acreditamos que o trabalho em grupo
propicia um melhor aprendizado e troca de conhecimentos entre os alunos.

Em seguida, a aula se voltou a uma atividade de integracdo entre os
alunos os quais deveriam falar caracteristicas pessoais a toda sala. Entre
essas caracteristicas colocamos algumas como principais, sendo que essas
deveriam ser ditas por todos, tais como nome, colégio que estuda e qual curso
pretendiam fazer na graduagdo, e uma caracteristica que considerasse
marcante. Sentimos que os alunos estavam “presos”, timidos no inicio da
atividade, mas conforme iam se apresentando, comecavam a falar mais
livremente com os colegas. Durante a atividade alguns alunos chegaram
atrasados, porém, solicitamos que se juntassem a nés explicando a atividade
gue estavamos realizando.

Posteriormente, iniciamos o conteddo de tratamento da informacéo por
meio de uma tabela construida no quadro, na qual cada aluno assinalou o dia e
o0 més em que faz aniversario. Em seguida, entregamos algumas questdes
para os alunos responderem, as quais envolviam conceitos de medida de
tempo (bimestre, trimestre, semestre) e constru¢cdes de graficos de barras e
setores. Nesta atividade, percebemos que os alunos apresentaram dificuldades
nas construcbes dos graficos, principalmente no gréfico de barras, pois nao
tinham compreensdo de como as barras eram dispostas nos eixos. Para
finalizar, realizamos a correcdo no quadro com a ajuda dos alunos e
mostramos por meio do software Excel como ficaram os graficos, explicando
brevemente aos alunos como fazer a construcéo neste software.

Na sequéncia, projetamos as definicdes de populacédo, amostra, variavel
e frequéncia, explicando e elencando exemplos para melhor compreensao dos
alunos. Um aluno relatou que isso é aplicado nas pesquisas do IBGE. Apds,
projetamos também as definicbes de média aritmética, média aritmética
ponderada, mediana e moda, perguntando aos alunos se ja tinham visto isso e
no que pode ser aplicado. Os alunos responderam que geralmente € utilizado
para calcular as notas escolares. Com isso, utilizamos cinco notas, sendo elas
trés de trabalhos e duas de provas e com a ajuda dos alunos realizamos o
calculo das médias, mediana e moda no quadro, para que todos

compreendessem 0s conceitos
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Apoés, projetamos as definicbes dos graficos, sendo eles de barras,
setores, pictorico e de linhas, apresentando exemplos construidos no software
Excel. A maioria dos alunos ja conhecia ou ja tinham visto esses graficos em
algum lugar, seja em Matematica ou em outra disciplina como, por exemplo,
Geografia. O grafico que os alunos tinham menos conhecimento era o pictdrico,
por ndo apresentar valores, somente figuras, porém relataram que viram algo
parecido no exame do ENEM.

Posteriormente, entregamos aos alunos uma lista de exercicios, para ser
resolvida em sala nos grupos. Enquanto os alunos resolviam os exercicios
circulavamos pela sala, observando e dispostos a tirar duvidas. Os exercicios
eram adaptados do ENEM e englobavam todos os conceitos trabalhados
anteriormente. Os alunos ndo apresentaram muitas dificuldades nas resolucdes
e quando apresentavam alguma duavida, nos chamavam no grupo e logo
sanavamos essa. Por fim, realizamos a correcdo de todos os exercicios no
quadro com a ajuda dos alunos, sempre perguntando a eles qual estratégia
utilizaram para resolver e considerando sempre cada uma das estratégias.

Por fim, apresentamos o conteudo a ser trabalhado no préximo encontro,

agradecendo a presenca de todos e nos despedindo.
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5.MODULO 2: TRIGONOMETRIA

5.1 Atividades dia 17/08
5.1.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 2° ENCONTRO

Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:

Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:

Levar os alunos a identificar as relacdes trigonométricas seno, cosseno
e tangente no triangulo retangulo.
Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com trigopnometria, objetiva-se que o aluno seja capaz

de:
¢ |dentificar as razfes trigonomeétricas no triangulo retangulo;
e Aplicar as razbes trigonométricas na resolucdo dos problemas
contextualizados;
e Relacionar conceitos de trigonometria a vida cotidiana,
contribuindo no desenvolvimento do raciocinio;
e Identificar as principais rela¢cdes trigonométricas no triangulo
retangulo.
Conteudo:

Trigonometria no triangulo retangulo.
Recursos Didéticos:

Quadro, giz, computador, projetor, lista de exercicios, material impresso.
Encaminhamento metodoldgico

Iniciaremos a aula saudando os alunos e em seguida iremos introduzir o

conteudo por meio da realizacdo de uma atividade.
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Atividade 01 (40 minutos)
Entregaremos a cada grupo um jogo formado com cinco triangulos
retangulos semelhantes de tamanhos diferentes, sendo que um dos triangulos
tenha desenhado o éangulo reto. Em seguida, faremos o0s seguintes

guestionamentos aos alunos:

e O que os triangulos tém em comum?

- Queremos que digam que os trés sao triangulos retangulos e, portanto,
possuem um angulo reto.

e Estes triangulos séo semelhantes? Seus angulos s&o iguais?

- Ao medirmos os angulos com o transferidor percebe-se que trés dos
triangulos possuem angulos de 30° 60° e 90° o que o0s torna
semelhantes. Os outros dois triangulos possuem dois angulos de 45° e
um angulo de 90° e, portanto, também sdo semelhantes.

e Ao medirmos os lados dos triangulos com uma régua e dividirmos seus
lados equivalentes, esta medida é diferente dependendo do tamanho do
triangulo?

- Nao, nos triangulos semelhantes esta medida deve ser igual.

e O que podemos concluir com isto?

- As medidas obtidas equivalem a medida do seno, do cosseno e da
tangente dos triangulos, que sdo equivalentes para tridangulos
semelhantes, porém se alterarmos o valor dos angulos esta medida sera
diferente da encontrada no momento.

Por meio da relacdo de Tales, mostraremos as semelhancas entre

triangulos:

Figura 9: Teorema de Tales
Fonte: Acervo dos autores
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Utilizando o que vimos com os triangulos, podemos concluir que as
medidas de seno, cosseno e tangente sdo as mesmas em triangulos

semelhantes. Define-se assim as formulas de cada uma destas medidas:

Figura 10: Relac¢des no triangulo
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

Def. Seno de um angulo agudo € a razdo entre a medida do cateto oposto ao
angulo e a medida da hipotenusa.

AC medida do cateto oposto a B

senf = BC  medidada hipotenusa osenf = a
AB  medida do cateto oposto a C c

= — = - = —

seny BC medida da hipotenusa seny a

Def. Cosseno de um angulo agudo é a razao entre a medida do cateto

adjacente ao angulo e a medida da hipotenusa.

AB  medida do cateto adjacente a B c

= — = - - —

cos f BC medida da hipotenusa cos a
AC  medida do cateto adjacente a C b

= — = — = —

cosy BC medida da hipotenusa cosy a

Def. Tangente de um angulo agudo é a razdo entre a medida do cateto oposto
e a medida do cateto adjacente ao angulo.
AC medida do cateto oposto a B

b
t = —_— = — >t = —
9k AB  medida do cateto adjacente a B 9k c

AB medida do cateto oposto a C

c
t = —_— = - >t = —
9Y =4C T medida do cateto adjacente a C IY=%

No triangulo retangulo ABC, f +y = 90° (Be C séo complementares).

sen f =
sen f = cosy
cosy =



seny =

cos[3=a

Def. O seno de um angulo agudo € igual ao cosseno de seu complemento. De

fato, 0 nome cosseno se origina de seno do angulo complementar.

c
a
Cc

seny = cosf

Atividade 02 (30 minutos)

Vamos desenhar um triangulo equilatero no quadro, de lado [, como na

figura abaixo. Em seguida, mostraremos como encontrar a altura desse

tridangulo em fungéo do lado.

Figura 11: Triangulo Equilatero
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

Altura do triangulo:

Com isso, explicaremos como encontrar o valor do seno, cosseno e tangente

de 30° e 60°.

l
2=(35) +w
lZ
h? = —— 4 [?
312
2 _
= 4
Lo B3
4 2



300_7_1 1 1
sen _l_2 l_
V3
300_7_1\/3 1 V3
SN ETITTRTT
l
o300 2 _ L 2 1 V3
I T3 T2 3 V33
2
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V3
600_T_l\/3 1 V3
SenOY =TT T T T,
L I 1
o_2_t 1 _ -
cos 60 =1 57
V3
t 60°—T—l\/3 2—x/3
IV T T T
2

Em seguida, faremos a representacdo de um triangulo retangulo isésceles, os

catetos tém medida [

45°
B

A 14

Figura 12: Tridangulo Equilatero
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

a hipotenusa mede V2.

sen cos Tg
30° 1 ﬁ ﬁ
2 2 3
45° ﬁ ﬁ 1
2 2
60° ﬁ 1 V3
2 2

Tabela 2: Tabela valores de seno, cosseno e tangente
Fonte: Acervo dos autores

Atividade 03 (40 minutos)
Apos, explicaremos a Lei dos Senos e Cossenos, mostrando um exemplo de

aplicacao.


https://s3-sa-east-1.amazonaws.com/manual-do-enem-test/90aa804050c546fab8920a5818c22063-Imag%205.png
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Lei dos Senos:

As medidas dos lados de um triangulo s&o proporcionais aos senos dos
respectivos angulos opostos e a constante de proporcionalidade é igual a medida do

diametro da circunferéncia circunscrita a esse triangulo.

a b c

senA senB sen(

Exemplo: (Mackenzie — SP) Trés ilhas A, B e C aparecem num mapa em escala
1:10000, como na figura. A distancia entre as ilhas A e B €7?
Resolucado: Pela soma das medidas internas de um triangulo

temos:
X 12
sen(45°) - sen(30°)
12sen(45°) = xsen(30°)

12\/2_ 1
2 %2

12V2 = x
x=12-1,4142
x = 16,97

A 12 cm C

Lei dos Cossenos:

Em todo tridngulo, o quadrado da medida de qualquer lado é igual a soma dos
quadrados das medidas dos outros dois, diminuida do dobro do produto desses
lados pelo cosseno do angulo por eles formados.

a? = b? + c? — 2bccos A
b? = a? + c? — 2accos B
c? = a?+ b? —2abcosC
e Vamos aplicar a lei dos cossenos para o lado oposto ao angulo de 90°,
conforme indicado abaixo:
a’?+b?>=c?*—-2-b-c-cos90°

Como cos 90° = 0, a expressao acima fica:
a’ + b? = c?
Que é igual a expressao do Teorema de Pitadgoras. Assim, podemos dizer que

este teorema € um caso particular da lei dos cossenos.
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Exemplo:
Um avido decola e voa 90 km na diregdo norte. Em seguida, gira 15° no

sentido horario e voa, na nova direcdo, 115 km até pousar. Qual foi a distancia entre
0s pontos de chegada e de saida? (Considere cos(165°) = 0,966).

Resolugéo: Utilizando a Lei dos Cossenos temos:

d?* =90% + 1152 —2-90 - 115 - cos(165°)
d* = 8100 + 13225 — 20700(—0,966)
d? = 21325 + 19996
d? = 41291
d = 203,2km.

Atividade 04 (40 minutos)
Entregaremos aos alunos uma lista de exercicios para serem resolvidos em

sala.

1. Uma torre vertical, de altura 12 metros, é vista sob um angulo de 30° por uma
pessoa gque se encontra a uma distancia x da sua base, e cujos olhos estdo no
mesmo plano horizontal dessa base. Determine a distancia x. Dado tg
30°=0,58.

A N

Resolucéo:




44

2. Para determinar a altura de um prédio, um estudante observa que, ao se
posicionar a 50 metros deste (conforme ilustrado na figura abaixo), o angulo
formado entre o ponto mais alto do prédio e a linha horizontal é de 60°. Se a
altura do ponto de medicéo € de 1 metro, qual o valor, em metros, da altura do

prédio?

1
.|

(]

: (-

60 50m
[ ]

_|I| m| | .

Resolucdo: A altura do prédio (x) é o cateto oposto ao angulo de 60°, a

distancia do estudante ao prédio (50 m) é o cateto adjacente ao angulo de
60°. Entdo, poderemos aplicar a funcdo trigonométrica tangente para a

resolucao da questao

tg 60° = —
9° 5o

x =173 X50m
x = 86,60m
Acrescentando agora a altura do aparelho, teremos a altura do prédio:
86,60m + 1m = 87,60m

3. Quando o Sol esta a 30° acima do horizonte, um edificio de 100 metros projeta

uma sombra de quantos metros?

. 100
tg30° = —
100
X = ﬁ = 172,4m

4. No golfe, um slice € uma tacada que sofreu um desvio para a direita da
direcdo originalmente pretendida e um hook é o equivalente slice & esquerda
(considerando jogadores destros). Em uma partida do torneio dos campedes,

um jogador deu uma tacada de 165 metros com slice de 12° em relacdo a
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linha reta na direcdo do buraco 10. Sabendo que, no momento da tacada,
esse jogador se encontrava a 220 metros do buraco 10, qual € a distancia
entre o ponto onde a bola parou e esse buraco? (Considere cos12°= 0,96).
Resolugéo: Utilizando a Lei dos Cossenos temos:
d? = 220% + 1652 — 2 - 220 - 165 - cos(12°)
d? = 48400 + 27225 — 72600 - 0,96
d? = 75625 — 69696
d? = 5929
d = 77mt.

Apbs as resolugdes, entregaremos outra lista de exercicios para casa, a qual

corrigiremos na proxima aula. (Anexo 1)
Avaliacao:

A avaliacdo se desenvolvera no decorrer da aula por meio da observacao e
registro do desenvolvimento dos conceitos aprendidos pelos alunos em suas

resolucdes, e ainda por meio das resolucdes da lista de exercicios que foi entregue.

Referéncias:
CLUBES DE MATEMATICA DA OBMEP. TRIGONOMETRIA DO TRIANGULO
RETANGULO. Disponivel em: <http://clubes.obmep.org.br/blog/brincando-com-

trigonometria-problemas/>. Acesso em: 12 jun. 2019.
GIOVANNI, Jose Ruy; BONJORNO, José Roberto; GIOVANNI JUNIOR, José Ruy.

Matematica fundamental: uma nova abordagem. Séao Paulo: Ftd, 2002.

IEZZI, Gelson et al. Matematica: ciéncia e aplicacdes. 7. ed. S&o Paulo: Saraiva,
2013.

LEONARDO, Fabio Martins de (Ed.). Conexdes com a matematica. 2. ed. S&o
Paulo: Moderna, 2013.

PROVA DO ENEM 2013. Disponivel em:

<https://vestibular.brasilescola.uol.com.br/enem/gabarito-oficial-enem-2013.htm>.

Acesso em: 12 jun. 2019.


http://clubes.obmep.org.br/blog/brincando-com-trigonometria-problemas/
http://clubes.obmep.org.br/blog/brincando-com-trigonometria-problemas/
https://vestibular.brasilescola.uol.com.br/enem/gabarito-oficial-enem-2013.htm
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QUESTOES DE MATEMATICA. Disponivel em:
<https://estudaguepassa.com.br/concursos/questoes?topics=112&page=864>.

Acesso em: 12 jun. 20109.

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO. Disponivel em:
<http://angloresolve.plurall.net/press/question/767329>. Acesso em: 12 jun. 2019.

Anexo 1
Lista de exercicios — 2° Encontro

1. (Questdo adaptada de ENEM (2013)) As torres Puerta de Europa sédo duas
torres inclinadas uma contra a outra, construidas numa avenida de Madri, na
Espanha. A inclinacdo das torres € de 15° com a vertical e elas tém, cada
uma, uma altura de 114 m (a altura € indicada na figura como o segmento
AB). Estas torres sdo um bom exemplo de um prisma obliqguo de base

guadrada e uma delas pode ser observada na imagem.

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a tangente de 15° e duas casas
decimais nas operacdes, qual o espaco ocupado pela area da base desse
prédio na avenida?

Resolucéo: Vamos analisar o triangulo formado pela inclinacdo desse prédio:

X

A
A

114 m

O~~~



https://estudaquepassa.com.br/concursos/questoes?topics=112&page=864
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Podemos considerar que a altura do prédio corresponde ao cateto adjacente
ao angulo de 15°, ja a base corresponde ao cateto oposto. Sendo assim,

podemos utilizar a férmula da tangente para determinar essa base:
cateto OpOStO

o_

" cateto adjacente

tgl5

tg15° = —

114"

Considerando que tg15° = 0,26, como propde o enunciado, temos:

0,26 = —
T 114

x =114 x 0,26
x = 29,64m.
Como a base do prédio é quadrada, basta multiplicar o valor do lado
encontrado por ele mesmo para encontrar a area da base:
A = 29,64 X 29,64
A = 878,53m?2

. Afigura a seguir representa uma escada.

Qual a altura dessa escada?
Resolucao: A distancia do inicio do 6° degrau ao fim do 9 ° degrau (ou seja, 4
degraus) medem 96 cm entdo precisamos descobrir quantos centimetros
medem os 14 degraus da escada. Entao temos:
Degraus Cm
4 ><: 96
14 X
4 96
14 x
4x =14 X 96

x = 336cm.
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Sabendo a hipotenusa e 0 sen45° entdo conseguimos descobrir a altura da

escada:

45° = —
sen45 336

h = 237,58cm.

Ou ainda a altura da escada € aproximadamente 2,37 metros.

3. (Questdo adaptada de UNIFESP (2016) Por razdes técnicas, um armario de

altura 2,5 metros e largura 1,5 metro est4 sendo deslocado por um corredor,

de altura h metros, na posi¢do mostrada pela figura.

. ——leto

Calcule h para o caso em que a = 30°.

Resolucéo:
E D

A B

Considerando o triangulo ABC, e sabendo-se que a = 30° pode-se escrever:

pa
2,5

y =125

sen30° =

teto

chao
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Considerando o triangulo EDC, e sabendo-se que a = 30° pode-se escrever:

cos30° =

1,5
x = 1,30
Assim h = 1,25 + 1,30, ou seja, h = 2,55 metros.

4. Um barco de pescadores A emite um sinal de socorro que é recebido por dois
radioamadores, B e C, distantes entre si 70 km. Sabendo que os angulos ABC
e ACB medem, respectivamente, 64° e 50°, determine qual radioamador se
encontra mais proximo do barco. A que distancia ele estd do barco? (Se
necessario, considere sen(64°) = 0,90,sen(66°) = 0,90 e sen(50°) = 0,77)
Resolucdo: Temos que: A
med(4) + med(B) + med(C) = 180°
med(A) + 64°+ 50° = 180°

med(ﬁ) = 66°
Usando a lei dos senos: B o w IO ke
70 b c 70 b c
5en(66°)  sen(64°)  sen(50°) 0,91 0,90 0,77

70 b

0.91 = 0.90 = b =692km

70 c
m:ﬁ:czw,ﬂcm

O radioamador mais préximo do barco é o B. Ele esta a 59,2 km do barco.

5.1.2 Relatério

No dia 17 de agosto de 2019, sabado, tivemos o segundo encontro do Promat
na Unioeste, Cascavel. Neste dia enfrentamos problemas antes mesmo do inicio da
aula, pois tivemos que mudar de sala, 0 que provocou atrasos, pois alguns alunos se
dirigiam a sala usada no encontro anterior, além do fato de que novos alunos
também comecariam este dia e tinham a indicacdo da sala. Desta maneira
inicialmente contdvamos com poucos alunos presentes, porém como 0 horario
destinado para o inicio da aula havia chegado demos inicio a aula cumprimentando
e agradecendo a presenca de todos. Como ndo haviamos deixado atividades para

os alunos desenvolverem em casa, comentamos gue iniciariamos o conteudo de
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trigonometria. Durante este momento inicial outros alunos chegaram e por fim
contdvamos com 32 alunos presentes, sendo que 17 desses estavam presentes
também no primeiro encontro.

Para este dia preparamos a aula com o intuito de trabalhar as relacdes
trigonométricas seno, cosseno e tangente no tridngulo retangulo, as quais decidimos
introduzir por meio de uma atividade prética. Para isso entregamos a cada grupo um
jogo formado com cinco triangulos retangulos semelhantes de tamanhos diferentes,
sendo que um dos triangulos tinha desenhado o angulo reto.

Para estabelecermos essas relacbes indagamos os alunos utilizando de
guestionamentos sobre os triangulos e suas medidas como “O que os triangulos tém
em comum? “, “Esses triangulos sdo semelhantes? Seus angulos sao iguais?”. nos
utilizando também do quadro para isso. Por fim, projetamos as definicbes acerca
desse tema, nos preocupando sempre em enfatizar o que haviamos feito
anteriormente, de modo que eles percebessem a funcionalidade disto para qualquer
triangulo retangulo.

ApoOs a atividade inicial demos inicio a segunda atividade que tinha como
intuito mostrar aos alunos os valores de seno, cosseno e tangente para os angulos
de 30°, 45° e 90°. Para isso desenhamos no quadro um triangulo isésceles como o
da figura a seguir:

Figura 13: Triangulo Equilatero
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

Primeiramente encontramos a altura h utilizando o teorema de Pitagoras, e
utilizando das definicbes trabalhadas anteriormente encontramos os valores de
seno, cosseno e tangente para os angulos de 30° e 60°.

Para o angulo de 45° utilizamos um triangulo como o da figura a seguir:
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45°

45°

A ¢
Figura 14: Triangulo Equilatero
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

B

Realizamos no quadro, juntamente com os alunos a obtencdo dos valores de
seno, cosseno e tangente para este angulo.

Apos feito isso um aluno realizou o seguinte questionamento. “Nao seria mais
facil colocar valores para os lados dos tridngulos?”. Entado respondemos a ele que se
fizéssemos isso estariamos perdendo a generalidade do resultado, e que aquele
resultado so seria valido para aquele triangulo, e do modo que fizemos poderiamos
afirmar que os valores encontrados valem para qualquer triangulo ndo importando a
medida de seus lados.

Em seguida demos inicio a explanacdo de conceitos sobre lei dos senos e
cossenos, em que projetAvamos as definicbes e por meio de um exemplo
explicavamos sua aplicacdo. Acreditamos que 0s alunos conseguiram compreender
a utilizacdo destes conceitos, ja que frisamos durante a explicacdo a importancia de
se realizar um esboc¢o de desenho para representar a situacao, pois a visualizacéo
ajuda na resolucéo de problemas que envolvam este conteudo.

Na sequéncia entregamos uma lista de exercicios para ser feita em sala, a
qual corrigiriamos ainda neste encontro. Neste momento nos colocamos a
disposicéo dos alunos para ajuda-los em eventuais davidas que surgissem durante a
resolucado dos exercicios, sempre dispostos a relembrar os conceitos trabalhados
anteriormente.

N&do percebemos muitas duvidas dos alunos, apenas pequenos erros de
interpretacdo e dificuldade em visualizar uma estratégia de resolugéo. Dessa forma,
apos praticamente toda a turma concluir os exercicios propostos demos inicio a
correcéo feita no quadro.

Durante a corregcdo buscdvamos ter a participacdo dos alunos, o que
conseguimos. Oralmente os alunos nos auxiliavam na obtencdo de estratégias de

resolucdo para os exercicios. Concluida a correcdo entregamos uma nova lista de
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exercicios a qual deve ser feita em casa e dissemos que na proxima aula ouviriamos
as duvidas que surgirem e trabalhariamos de forma a sana-las. Como o horario
despendido para a aula estava terminando, nos despedimos dos alunos e

encerramos o0 encontro.
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5.2 Atividades dia 24/08

5.2.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 3° ENCONTRO

Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgéo:

Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:

Levar os alunos a compreenderem 0s conceitos de trigonometria no ciclo
trigonométrico e resolver problemas que os envolvem.
Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com trigopnometria, objetiva-se que o aluno seja capaz

de:
e Compreender o que sao angulos, arcos e medidas de angulo em
grau e radiano;
e Converter radianos em grau e graus em radianos;
¢ |dentificar angulos suplementares, explementares, replementares
e complementares;
e Construir o ciclo trigopnométrico;
e Identificar e analisar as razdes trigonométricas no ciclo
trigonomeétrico;
e Reduzir arcos ao primeiro quadrante;
Conteudo:

Trigonometria.
Recursos Didaticos:

Quadro, giz, lapis, computador, projetor, listas de exercicios.

Atividade 01 (30 minutos)
Iniciaremos a aula relembrando os conteddos da aula anterior,

realizando a correcdo dos exercicios propostos para serem feitos em casa.
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Atividade 02 (15 minutos)
Apoés, daremos inicio ao conteudo de angulos e arcos. Resolveremos,
junto com os alunos a seguinte questao:

1. Um péndulo de 50cm, descreve um movimento no qual suas posicoes
extremas formam um &angulo de 45°. Determine o comprimento dessa
trajetéria (de uma posicéo extrema a outra).

Resolugdo: Se o movimento realizado completasse uma circunferéncia,
o comprimento da trajetoria seria 2w X 50 = 100 cm. Porém, a trajetéria
envolve apenas uma parte dessa circunferéncia (relativa ao angulo).

Se chamarmos de | o comprimento da circunferéncia, temos:
2nr 1007w

T 360° 360°
Agora sendo x o comprimento da trajetoria percorrida pelo péndulo,

temos a regra de trés:

100z _ x 360x = 4500
= e = -
360°  45° x T
B 45007

X = - x=125Trecm - x=39,27cm.

360

ApoOs a resolucdo, indagaremos aos alunos como se chama essa
trajetéria realizada pelo péndulo, com o intuito de abordar arco de
circunferéncia. Assim, relembraremos primeiro o conceito de angulo e, em

seguida, definiremos arco, grau e radianos.

Angulos:
e Angulo ¢ a regido do plano limitada por duas semirretas de mesma origem.

e Dois angulos que tém a mesma medida sdo chamados de angulos
congruentes.

¢ Os angulos sdo complementares se ao soma-los o resultado obtido € 90°.

¢ Os angulos séo suplementares se ao soma-los o resultado obtido € 180°.

e Os angulos séo replementares se ao soma-los o resultado obtido é 360°.
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Arcos: é cada uma das partes em que uma circunferéncia fica dividida por dois
de seus pontos.
e Dado um arco a, os arcos congruos a ele sdo da forma
a+k-360°%k €Z.
Ex: 60° é cébngruo a -300, 420°, 780°, 1140°, ...

Grau: é cada uma das 360 partes iguais da divisdo de uma circunferéncia.

Radiano: ¢ a medida de um arco cujo comprimento € igual ao raio da
circunferéncia correspondente.

Comecaremos a explicacdo relembrando que uma circunferéncia tem
21r de comprimento. Com isso, dividiremos a circunferéncia ao meio, sendo
assim, cada parte tera 1rr de comprimento, ou seja, 111 rad.

2w rad — 360°

mrad — 180°
n o
2 rad — 90
n o
3 rad — 60
n o
7 rad — 45

Exemplo:
Um arco mede 30°. Qual é a medida desse arco em radianos?

Resolucao:
Podemos estabelecer a regra de trés simples:
mrad — 180°
x—30°

” 30°m rad T
Dai, x = — = x = - rad.
180 6

Atividade 03 (60 minutos)
Nesta atividade, iremos propor aos alunos a construcdo do ciclo

trigonomeétrico. Procederemos da seguinte forma:
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Entregaremos uma folha quadriculada e pediremos aos alunos que
construam uma circunferéncia, de raio r = 1, centrada no ponto 0 =
(0,0) de um plano cartesiano;

Apos eles deverdo medir, com o auxilio do transferidor, e marcar os
seguintes angulos (considerando que o angulo 0° é o angulo que esta
sobre 0 eixo positivo das abcissas):
0°,30°%45°60°90°120°,135°150°,180°210°,225°,240°,

270°,300° 315°330°¢e 360°

Solicitaremos que os alunos tracem uma reta tangente ao ponto A =
(1,0), sendo que essa sera utilizada para medir a tangente de um
angulo.

Pediremos que eles fagam um furo no ponto O, no qual deverédo passar
um barbante que iremos entregar. O mesmo devera ser colado no verso
da folha.

Dessa forma, esperamos que eles construam algo como a imagem a

seqguir:

Figura 15: Ciclo Trigonométrico
Fonte: Acervo dos autores
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Atividade 04 (20 minutos)
Por meio do ciclo trigonométrico, construido na atividade anterior,
mostraremos aos alunos como medir seno, cosseno e tangente de um angulo.

Ainda, relembraremos a divisdo deste em quadrantes.

4 #eixo das tangentes
T
M
Mu _______
]
|
|
|
X 1 A
o} M e

Figura 16: Ciclo Trigonométrico |
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

Consideremos o arco AM, gue corresponde ao angulo central de medida

X. Definimos:
e Seno de x é a ordenada do ponto M.
e Cosseno de x é a abcissa do ponto M.

e Tangente de x é a ordenada do ponto T.

Ainda exploraremos os sinais que as fungbes assumem em cada quadrante:

Seno Tangente

+ | + - |+ - |+

N
?

— = 4. Cosseno L

Figura 17: Sinais que as fun¢bes Seno, Cosseno e Tangente assumem em cada quadrante
Fonte: http://www.educabras.com/media/emtudo_img/upload/_img/20110223 141808.gif
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Atividade 05 (30 minutos)

Apés, explicaremos o conceito de redugdo de arcos ao primeiro
quadrante, utilizando como auxilio o ciclo trigopnométrico construido
anteriormente.

Reducéo ao 1° quadrante:

Arcos Suplementares:

Dois arcos sdo suplementares quando a soma de suas medidas resulta
em 180°.

Exemplos:
a) 120°e 60° - 120°+ 60° = 180°

b) xem—x->x+nm—x=m

Reducéo do 2° para o 1° quadrante. sen X
Sejam 0s arcos:
C,|B,
e X (do 1° quadrante) C: ------- Tx=%) &
e (T -x) (do 2° quadrante) ! o\
Sendo os pontos B e C simétricos com c 0 \x ,'5 iy

relacdo ao eixo dos senos, eles tém

ordenadas iguais e abcissas opostas.

Figura 18: Ciclo Trigonométrico |l
Assim, a partir do ciclo Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni
] o Junior (2002)
trigonometrico temos:

sen (m — x) = sen (x) cos (m — x) = —cos (x)
ou ou
sen (180° — x) = sen (x) cos (180° — x) = —cos (x)

Arcos Explementares:

Dois arcos séo explementares quando a diferenca de suas medidas é
180°.

Exemplos:
a) 225°e45° - 225°—-45°=180°
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b) xer+x—->x—nmn+x=m

sen x

Reducéo do 3° para o 1° quadrante.

Sejam os arcos:

e X (do 1° quadrante)

COS X

e (x+ 1) (do 3° quadrante)

Sendo os pontos B e C simétricos em Figura 19: Ciclo Trigonométrico Il
5 ) . Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni
relacdo ao centro O da circunferéncia Junior (2002)

(diametralmente opostos), eles tém ordenadas opostas e abcissas opostas.

Assim, a partir do ciclo trigopnométrico temos:

sen (m+ x) = —sen (x) cos (m + x) = —cos (x)
ou ou
sen (180° + x) = —sen (x) cos (180° + x) = —cos (x)

Arcos Replementares:

Dois arcos séo replementares quando a soma de suas medidas resulta
em 360°.

Exemplos:
c) 300°e 60°— 300°+ 60°=360°
d xe(2r—x) > x+ (2n—x) =2m

sen X

Reducéo do 4° para o 1° quadrante.

Sejam 0s arcos:

e X (do 1° quadrante) B 1A
Ec] Cos X
e (21 - X) (do 4° quadrante) |
Sendo os pontos B e C simétricos em relagéo ¥
ao eixo dos cossenos, eles tém ordenadas Figura 20 : Ciclo Trigonométrico IV
. . . Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni
opostas e abscissas iguais. Junior (2002)
Assim, a partir do ciclo trigopnométrico
temos:
sen (2m — x) = —sen (x) cos (2m — x) = cos (x)

ou ou
sen (360° — x) = —sen (x) cos (360° — x) = cos (x)
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Atividade 06 (30 minutos)

Posteriormente, entregaremos aos alunos uma lista de exercicios, que
deverd ser resolvida em sala pelos alunos nos grupos. NOs os auxiliaremos a
encontrarem estratégias de resolucao.

1. Qual é, em radianos, a medida do angulo descrito pelo ponteiro dos

minutos de um reldgio, num periodo de 25 minutos.
Reposta:

360 _9000 900 5m
60 “760 6 6'¢

2. Um movel, partindo do ponto A percorreu um arco de 1690° na
circunferéncia trigopnométrica. Quantas voltas completas deu e em qual
guadrante parou?

Resposta: 1690° = 250°+ 4 - 360°
Assim, o movel deu 4 voltas completas no sentido anti-horario e como

180° < 250° < 270°, o moOvel parou no terceiro quadrante.

3. Calcule o valor de cada expresséo, reduzindo ao 1° quadrante.
a) sen 150°

1
sen(150°) = sen(m — 30°) = sen(30°) = >

b) tg 120°
tg(120°) = tg(m — 60°) = —tg(60°) = —V3
C) cos 225°
cos(225°) = cos(mw + 45°) = —cos(45°) = —%
d) sen 315°
V2

sen(315°) = sen(2m — 45°) = —sen(45°) = 5
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4. Determine o valor das seguintes expressoes:
7T T b4
a) y= 5COST +sen  — 6 cos
y = 5c0s(315°) + sen(45°) — 6 cos(45°)
y = 5c0s(45°) + sen(45°) — 6 cos(45°)

Y2 vz V2

2+2 2 0

y=5
- an S5 an
b) y =sen S, tcos—+tg—
y = sen (240°) + cos(150°) + tg(120°)
y = —sen (60°) — cos(30°) — tg(60°)

5. Localize os angulos a seguir no circulo trigpnométrico e indique o quadrante

em que esta localizado:

a) 30° b) 72° C) - 245° d) 320° e) 480°
s 4 s . 3T .\ 5T
f) < rad Q) - 5 rad h) - 5 rad i) ~ rad )] > rad
Avaliacao:

A avaliacdo ocorrera de forma continua por meio da participacdo, resolucao

de exercicios em sala e em casa.

Referéncias:

GIOVANNI, Jose Ruy; BONJORNO, José Roberto; GIOVANNI JUNIOR, José Ruy.
Matematica fundamental: uma nova abordagem. Séao Paulo: Ftd, 2002.

IEZZI, Gelson et al. Matemética: ciéncia e aplicagdes. 7. ed. Sdo Paulo: Saraiva,
2013.

LEONARDO, Fabio Martins de (Ed.). Conexdes com a matematica. 2. ed. Séo
Paulo: Moderna, 2013.

SANTOS, Edimar. Gincana Trigonomeétrica. Disponivel em:
<https://pt.slideshare.net/edimarlsantos/gincana-trigonomtrica>. Acesso em: 13 jul.
20109.
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Anexo 1
Lista de exercicios — 3° Encontro

1. Relacione os valores equivalentes:

Resolucéao:

sen750° —sen 2565°
tg 1800° cos 660°
—cos330° —tg225°
cos 135° cos 60°
cos1260° sen 240°
sen 150° sen 360°

sen750° = sen150°
tg1800° = sen360°
—c0s330 = sen240°
—sen2565 = cos135°
cos660° = cos60°
—tg225° = cos1260°

2. A figura abaixo, mostra uma roda gigante parada.

a) Qual é a altura do menino em relacdo ao solo?

Resolucdo: Sabemos que o raio da roda gigante é de 10m, entdo a
distancia do eixo x ao solo é de 10m. A posicdo do menino, na roda
gigante, forma angulo de 30° com o0 eixo x, ou seja, para calcular a
distancia do garoto até o solo precisa saber a medida do cateto oposto ao
angulo de 30° e soma-la com a medida do raio. Seno de 30° é 0,5, como
este raio é de 10m, o cateto oposto mede 0,5x10 = 5m. Portanto, a altura

do menino em relagcéo ao solo € de 15m.
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b) Se a roda gigante girar 150° no sentido anti-horério, qual ser4 o seno do
novo angulo formado entre o menino e 0°, no eixo x?
Resolucao: A posicdo do menino na roda gigante esta formando 30° com
0 eixo X, se a roda girar mais 150° a posi¢cdo do menino formara 180° com
0 eixo x. O seno de 180° é 0.

3. Determine os sinais de cos 50°, cos 100°, cos 170° e cos 280°.
Resolucéo:
cos 50° se localiza no primeiro quadrante do ciclo trigopnométrico, sendo assim,
seu sinal € positivo.
cos 100° e cos 170° se localizam no segundo e terceiro quadrante
respectivamente, e ambos possuem o mesmo sinal, em questéo, negativo.

cos 280° localizado no quarto quadrante apresenta sinal positivo.

4. Sendo x = x/5, calcule o valor de sen 5x + cos 10x.

Resolugéo: sen180° + cos360°
0+1
1
5. (Unesp - SP) As rodas dianteiras de um trator tem 0,70m de diametro e as
traseiras tem o dobro desse didmetro. Considerando ™ = 3,14, a distancia
percorrida por esse trator, em metros, se as rodas dianteiras derem 2500 voltas
a mais que as traseiras é:
Resolucéo:
Perimetro da roda dianteira: 2 - 3,14 - 0,35 = 2198m
Perimetro da roda traseira: 2 - 3,14 - 0,70 = 4396m
X= numero de voltas da roda dianteira
X-2500= numero de voltas da roda traseira
x - 2,198 = 4,396(x — 2500)
2,198x = 4,396x — 10990
10990 = 4,396x — 2,198x
10990 = 2,198x
x = 5000

Dessa forma a distancia percorrida sera de 5000 * 2,198 = 10990m
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6. (UEMG - MG) “Os primeiros Jogos Olimpicos da Era Moderna, em 1869, ja
incluiam o ciclismo em seu programa oficial — com uma prova de 87 km entre
Atenas e Marathon. Os Jogos Pan-Americanos também incluem o esporte
desde sua primeira edicdo, em Buenos Aires — 1951.” (Fonte: Globo Esporte).
Um ciclista percorre uma pista circular de 15m de raio, para cumprir esta prova
de 87 km. Considerando 1m=3,14, qual o numero aproximado de voltas a serem
dadas por este ciclista?

Resolugdo: primeiramente encontramos o perimetro da circunferéncia que
sera:
2-3,14-15=942m
Entdo transformamos o tamanho da pista de quildmetros para metros e

dividimos este valor pela distancia percorrida em uma volta obtendo:

87000
94,2

7. De acordo com as indicagcdes na imagem, determine o comprimento do arco
A

Resolucédo: primeiramente devemos encontrar o perimetro dessa circunferéncia

= 923 voltas

AMB em centimetros.

que é de:

2-3,14-9 =56,52cm
Entdo teremos que percorrendo toda a circunferéncia temos 56,52 cm, porém
estamos interessados em saber o comprimento de um arco de 150°, dessa forma

aplicamos a teoria de proporgéo, obtendo:

Onde x € o comprimento a ser encontrado, prosseguindo teremos:
360x = 8478
x = 23,55cm
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5.2.2 Relatorio

No dia 24 de agosto de 2019, sabado, realizamos o terceiro encontro do
Promat na Unioeste, Cascavel. Estavam presentes 30 alunos. Iniciamos a aula
retomando as atividades entregues no encontro anterior, resolvendo-as no quadro,
sanando as duvidas e discutindo as diversas resolucdes. Nesse encontro,
percebemos que os alunos ja estavam mais familiarizados com os colegas e,
portanto, agiam com mais naturalidade e confianca. Durante a correcdo dos
exercicios, ouvimos as formas de resolu¢des dos alunos e expusemos uma forma de
resolugéo no quadro.

Posteriormente, iniciamos o conteudo programado para esse encontro, que
continuava o trabalho com trigonometria, € nessa aula abordamos conceitos
relacionados ao ciclo trigpnométrico. Para comecar, solicitamos que os alunos
resolvessem uma questdo envolvendo um péndulo e sua trajetéria. Alguns alunos
conseguiram solucionar facilmente, enquanto outros ndo. Entdo, resolvemos o
mesmo no quadro, sempre escutando as formas de resolucbes dos alunos. Essa
questao tinha como obijetivo introduzir o conceito de angulo e arco, por isso, ap6s
terminada a resolucao, explicamos para os alunos esses conceitos, e em seguida, a
definicdo de grau e radiano. Para que os alunos conseguissem entender melhor, a
explicacdo de radiano se deu de duas formas: na primeira o estagiario desenhou
uma circunferéncia no quadro e com a ajuda de um pedaco de barbante, do
tamanho do raio, mostrou o que € um radiano; na segunda explicacdo foi utilizado
um aplicativo no computador, que mostrava de forma clara o que é um radiano e o
valor de um 1T radiano, tal processo foi projetado para os alunos.

Apos isso, entregamos aos alunos papel milimetrado, régua, compasso,
transferidor, cola, papel vergé e barbante, tais materiais foram utilizados na
construcdo de um ciclo trigonométrico. Iniciamos pedindo aos alunos que
construissem um plano cartesiano e, utilizando o compasso, uma circunferéncia de
raio uma unidade de medida (orientamos que utilizassem um raio de oito
centimetros), centralizada no ponto (0,0). Apos, pedimos que marcassem na
circunferéncia os angulos de 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°, 210°,
225°, 240°, 270°, 300°, 315°, 330° e 360°. Em seguida, explicamos aos alunos o que

sdo angulos correspondentes, utilizando a ideia de que eles formam o mesmo
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angulo com o eixo das abcissas e das ordenadas, entdo, solicitamos que os alunos

tragassem um segmento ligando os angulos correspondentes.

Figura 21: Alunos construindo o ciclo trigonométrico
Fonte: Acervo dos autores

Posteriormente, pedimos que construissem uma reta tangente a
circunferéncia no ponto (0,1), que seria utilizada para calcular o valor da tangente.
Ja estava na hora do intervalo, entdo, liberamos os alunos para o intervalo e
dissemos que terminariamos quando voltassemos.

Quando retornamos do intervalo terminamos a construcdo do ciclo, que ja

estava praticamente pronto, apenas auxiliamos os alunos a colocarem o barbante no

centro da circunferéncia e depois disso, explicamos como utilizar o ciclo

trigonomeétrico.

¥
&

B

) B

s\

Figura 22: Ciclo trigonométrico de um aluno
Fonte: Acervo dos autores
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Realizamos toda essa construcéo junto com os alunos no quadro (Figura 3) e
o desenho do ciclo, que estava no quadro, foi utilizado em outros momentos da aula

para facilitar a explicacao.

Figura 23: Ciclo trigonométrico desenhado no quadro
Fonte: Acervo dos autores

Apés terminarmos a construcdo, foi mostrado aos alunos no software
Geogebra a representacdo de um ciclo trigonométrico e foram calculados os valores
de seno, cosseno e tangente. Ainda, explicamos sobre o sinal em cada um dos
guadrantes. Acreditamos que tenha ficado claro para os alunos o funcionamento do
ciclo trigpnométrico e sua utilidade, pois 0s mesmos se mostraram participativos e
atentos durante a construcdo e demonstraram entender as explicacdes. N&o tivemos
grandes dificuldades no desenvolvimento dessa atividade, pois como ja dito, os
alunos participaram de forma proveitosa e todos conseguiram construir o ciclo.

Explicamos, entdo, o conceito de reducdo de arcos ao primeiro quadrante,
utilizando como auxilio o ciclo trigonométrico construido anteriormente. Nessa parte,
guando falamos das férmulas os alunos ficaram confusos e disseram que nao
conseguiriam decorar, entdo, ressaltamos que néo era necessario decorar, que eles
deveriam entender o que estava sendo feito, e assim, se eles ndo lembrassem
poderiam fazer um simples desenho do ciclo e relembrar como reduzir os arcos ao
primeiro quadrante.

Depois disso, entregamos aos alunos uma lista com cinco exercicios que

deveriam ser resolvidos durante a aula e que envolviam os conceitos estudados
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nesse encontro. Entdo, enquanto os alunos resolviam, nds circulamos pela sala
auxiliando os grupos, ajudando e sanando as possiveis duvidas. Nos dois primeiros
exercicios, a maioria dos grupos ndo teve davidas e conseguiram resolver com
facilidade, ja o terceiro e quarto exercicio foram mais dificeis e tivemos que auxiliar
quase todos 0s grupos. Tais exercicios envolviam expressdes trigonométricas e 0s
alunos tiveram dificuldades em entender como substituir o valor da incoégnita, mas
acreditamos que todos tenham conseguido entender. O quinto exercicio também foi
resolvido com facilidade pelos alunos, apenas alguns ndo conseguiram resolver,
mas por falta de tempo.

Quando percebemos que a maioria ja havia terminado iniciamos a corre¢cao
no quadro. Durante a correcdo sempre pedimos a ajuda dos alunos, para que eles
participassem e explicassem de que maneira tinham resolvido. A maioria se mostrou
participativa, alguns explicaram a forma que resolveram, e com iSSO mostramos no
quadro uma forma de resolugéo, sanando as duvidas que surgiam.

Assim, jA estava quase no horario de terminar a aula, dessa forma,
agradecemos a todos os alunos pela presenca e pedimos que viessem no proximo
encontro. Ainda, entregamos uma lista com sete exercicios para ser resolvida em

casa e dissemos que na proxima aula fariamos a correcao deles no quadro.
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5.3 Atividades dia 31/08
5.3.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 4° ENCONTRO

Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:

Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:

Levar os alunos a compreenderem o0s conceitos de funcdes
trigonométricas e resolver problemas que os envolvem.
Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com trigopnometria, objetiva-se que o aluno seja capaz

de:
¢ Identificar os valores que as funcdes Seno, Cosseno e Tangente
assumem em cada um dos arcos notaveis, bem como analisar o
sinal correspondente a cada arco de acordo com a analogia dos
quadrantes;
e I|dentificar onde podemos medir os valores das funcgbes
Cotangente, Secante e Cossecante;
e Conhecer e esbocar os graficos das funcdes Seno, Cosseno e
Tangente.
e Entender como realizar operacfes entre arcos.
Conteudo:

Funcdes trigopnométricas.
Recursos Didaticos:
Quadro, giz, lapis, computador, projetor, listas de exercicios.

Atividade 01 (30 minutos)
Iniciaremos a aula relembrando os conteddos da aula anterior,

realizando a correcdo dos exercicios propostos para serem feitos em casa.
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Atividade 02 (60 minutos)

Apds, explanaremos o0 conteado de fungBes trigonométricas.
Apresentaremos a representacao gréfica, o dominio e a imagem das funcgdes
seno, cosseno e tangente e, por fim, iremos projetar as definicbes destas
funcdes.

Utilizaremos uma tabela com os valores da funcdo seno, cosseno e
tangente em alguns pontos, a qual sera construida com o auxilio do ciclo
trigonométrico desenvolvido na aula anterior. Na sequéncia, utilizando a tabela

sera solicitado aos alunos que construam o grafico da funcéo seno.

X 0° | 45° 90° | 135° | 180° | 225° | 270° | 315° | 360°
sen(x) | O ﬂ 1 ﬂ 0 — ﬁ -1 — ﬂ 0
2 2 2 2
cos(x) | 1 ﬂ 0 — ﬂ -1 — ﬁ 0 ﬂ 1
2 2 2 2
tg (x) 0 1 A -1 0 1 A -1 0

Tabela 3: Alguns valores das funcdes trigonométricas
Fonte: Acervo dos autores

Apés isso, com o software Geogebra, construiremos os graficos das
funcdes, indicando seu dominio e imagem. Mostraremos também, o que
acontece quando temos uma constante multiplicando a func&o, ou/e o
argumento da mesma. Ainda, trabalharemos com o0s conceitos de periodo e
amplitude da funcao.

sen x

Ry &t —m———sssssssssrerrrescenccscccceficcccssiene

Figura 24: Gréfico da funcdo Cosseno
Fonte: Leonardo (2013)
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;: 2n

Figura 25: Grafico da funcdo Cosseno
Fonte: Leonardo (2013)

tg x

................

p=x

& ot
>

Figura 26: Gréfico da funcdo Tangente
Fonte: Leonardo (2013)

Def: A funcdo seno é a funcédo f: R — R que associa cada numero real x ao
namero real y,, = sen (x), ou seja f(x) = sen (x).

Def: A funcdo cosseno é a fungéo f: R — R que associa cada numero real x
ao nuamero real x,, = cos (x), ou seja f(x) = cos (x).

Def: A funcéo tangente € a funcdo f:R — {§+ kr,k € Z} - R que associa

cada numero real x ao numero real y; = tg (x), ou seja f(x) = tg (x).

Atividade 03 (30 minutos)
Relacdes trigonométricas fundamentais e relagdes trigonométricas
derivadas:
Nessa atividade explicaremos aos alunos as relacdes trigonométricas

fundamentais.



13) sen?(x) + cos?(x) =1

y eixo do seno

Figura 27: Relagao trigonométrica
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni

Junior (2002)

a __ sen(x)
25 tg () =0
3?) cotg (x) = ;Z:l 22

1

a —
4%) sec (x) = p—
5%) cossec (x) = Senl (x)

ou cotg (x) =

72

O arco AB possui como medida 0 numero x:

sen (x) = OB;
cos (x) = OB,

O raio € unitario (r =1)

tg (x)

Novamente, com o auxilio do software Geogebra, mostraremos como

encontrar os valores da cotangente, secante e cossecante.

Atividade 03 (40 minutos)

Posteriormente, destinaremos um tempo para a execuc¢do do jogo Pife

trigonométrico, descrito a seqguir:

Pife trigonométrico?

Figura 28: Pife trigonométrico
Fonte: ZEFERINO (2015)

! Adaptado de ZEFERINO (2015).
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Confeccionamos o jogo “Pife trigonométrico”, que sera impresso em
papel vergé, encapado com plastico transparente e posteriormente recortado.

Os estudantes ja estardo dispostos em grupos de quatro estudantes.
Para 0 jogo, manter-se-4 essa organizacdo. Sendo que é necessario no
minimo dois jogadores e no maximo quatro.

O jogo é composto por um baralho trigopnométrico com 38 cartas. Um
jogador deve embaralhar as cartas, depois de embaralhado, um outro jogador
devera separar o baralho em duas partes onde achar conveniente, ap0s isso
deve-se juntar novamente os montes de modo que a que estava embaixo fique
em cima. O jogador que embaralhou ir4 distribuir as cartas, seis cartas para
cada participante (sugestado uma carta por vez para cada jogador).

Das seis cartas recebidas, cada jogador deve formar duas trincas de
razdes trigopnométricas equivalentes. Por exemplo: caso o jogador faca uma
trinca com as razdes do seno 30°: a medida do cateto oposto (30°) divido pela
medida da hipotenusa = sen30° = 1/2.

O jogador que fizer dois trios primeiro, mostra ao adversario e, se estiver
correto, ganha o jogo, somando um ponto. Se o jogador fizer um trio e uma
sequéncia relacionando quatro cartas (utiizando uma carta descartada na
mesa) ele ganha com sete cartas, neste caso ele somara trés pontos. Ganha
aguele jogador que fizer dez pontos primeiro.

Verificando as razbes do baralho, vemos que cada razdo tem pelo
menos um trio formado, mas podemos associar outras ternas como: sen 45° =
cos 45° = v/2/2 (ver Figura 8) o que nos possibilita fazer um jogo ja que o
resultado da razdo é o mesmo, as jogadas que tiverem a mesma
representacdo como: 1/2,1/2e sen30° ndo serdo validas, pois o intuito &

associar cartas equivalentes e representacdes distintas.

Figura 29: Trinca possivel para o jogo Pife Trigonométrico
Fonte: Acervo dos autores
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Quem inicia o jogo € o jogador que separou o baralho em duas partes
depois de embaralhado, o qual dever4 pegar uma carta do monte que sobrou e
verificar se consegue formar uma trinca ou até mesmo um par, devendo
descartar uma carta a sua escolha, com a face para cima, ao lado do monte. O
jogador sequente, a direita de quem iniciou, pode pegar a carta descartada
anteriormente ou, se preferir, pegar no monte e descartar uma de suas cartas.
Da mesma forma, segue-se sucessivamente, até o fim do jogo.

Quando jogado com trés ou quatro participantes e o descarte de um
jogador servir para completar a trinca que falta para outro jogador ganhar, este
podera antecipar-se ao jogador sequente vencendo assim a partida, porém,
caso se engane s6 poderad vencer pegando a carta do monte, ou a carta

descartada pelo seu antecessor.

Atividade 05 (40 minutos)

Apds, entregaremos aos alunos uma lista de exercicios para serem
resolvidos na sala. Durante essa atividade auxiliaremos 0s alunos nos grupos.
1. Em um sistema predador-presa, o numero de predadores e de presas tende

a variar periodicamente com o tempo. Considere que em determinada
regido, onde lebes séo os predadores e zebras séo as presas, a populacéo
de zebras tenha variado de acordo com a fun¢édo dada por:

Z(t) =850 + 400 - sen ”Tt, sendo tempo t medido, em anos, a partir de

janeiro de 2012 (t = 0). Pergunta-se:

a) Quantas zebras havia em janeiro de 20127
Resolucéo: Z(0) = 850 + 400 - sen "TO
Z(0) = 850 + 400 - sen 0
Z(0) =850 + 4000
Z(0) = 850

b) De acordo com a funcdo dada, qual foi a populacdo maxima de zebras
atingidas nessa regido?
~ ~ o 2 . . t P
Resolucdo: A populagdo maxima sera atingida quando sen ”: for maximo,

em uma fungao trigonomeétrica 0 maximo valor obtido € 1, logo:
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sen "Tt =1, como, sen g =1
sen %t = sen g , portanto, t=2.
Basta agora aplicar t=2 em Z(t)
T2
Z(2) =850 + 400 - sen T

Z(2) = 850 + 400
Z(2) = 1250

c) Determine a primeira vez em que a populacéo de zebras foi maxima.

Resolucao: Foi no ano de 2014, quando t=2.

2. (Ufpb 2011) Com o objetivo de aumentar a producdo de alimentos em
certa regido, uma secretaria de agricultura encomendou a uma equipe de
agronomos um estudo sobre as potencialidades do solo dessa regido. Na
andlise da temperatura do solo, a equipe efetuou medic¢des diarias, durante

guatro dias consecutivos, em intervalos de uma hora.

As medicdes tiveram inicio as 6 horas da manha do primeiro dia (t = 0). Os
estudos indicaram que a temperatura T, medida em graus Celsius, e 0
tempo t, representando o nimero de horas decorridas apds o inicio das

observacdes, relacionavam-se através da expressao:
T(t) = 26 + 5cos(-t +
= cos( 1 3 )

Com base nessas informacdes, identifique as afirmativas corretas:

() A temperatura do solo, as 6 horas da manha do 1° dia, foi de 23,5 °C.
() A funcéo T(t) atinge valor maximo igual a 30 °C.

() A temperatura do solo atingiu o valor maximo, no primeiro dia, as 14 h.
() A funcéo T(t) é crescente no intervalo [0,8].

Resolucédo: V, F, V, V.
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Para verificar o primeiro item basta substituir t=0 na fung¢ao, assim temos:
T(6) = 26 + 5c05 (=0 +
(6) = cos(50+ =)

T(6) =235

Para o segundo item basta observar que a fungdo cosseno tem valor
maximo igual a 1, dessa forma teremos 26 +5-1 = 31, dessa forma a

temperatura maxima € de 31°C.

Para o terceiro item basta encontrar o valor de t onde a funcdo cosseno
tem valor maximo, sabemos que isso ocorre em multiplos de 2m, dessa

forma fazemos:

Dessa forma as 14h serd o primeiro momento em que a temperatura do
solo tera valor maximo. Para o ultimo item basta visualizar que apoés a

oitava hora a func¢do ira decair, pois atingiu seu valor maximo com t=8.

Apoés as resolucbes, entregaremos outra lista de exercicios para casa, a

qual iremos corrigir na proxima aula. (Anexo 1)

Avaliacéo:
A avaliacdo ocorrerd de forma continua por meio da participacéao,

resolucao de exercicios em sala e em casa.
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Anexo 1

Lista de exercicios — 4° Encontro

1. (Questédo adaptada de ENEM (2013)). Em 2014 foi inaugurada a maior roda-
gigante do mundo, a High Roller, situada em Las Vegas. A figura representa
um esboc¢o dessa roda-gigante, no qual o ponto A representa uma de suas

cadeiras:

ol
Solo Solo

A partir da posicao indicada, em que o segmento OA se encontra paralelo ao
plano do solo, rotaciona-se a High Roller no sentido anti-horario, em torno do
ponto O. sejam t o angulo determinado pelo segmento AO em relagcéo a sua
posicédo inicial, e f a funcdo que descreve a altura do ponto A, em relacdo ao

solo, em funcéo de t. Apds duas voltas completas, f tem o seguinte gréfico:


http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2018/2DIA_05_AMARELO_BAIXA.pdf
http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2018/2DIA_05_AMARELO_BAIXA.pdf
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f(metro)

168

88 -

-

7w t(radiano)

bk - — = =

|

|

|

|
0] w2 21
Como é dada a expresséao da funcdo altura?

Resolucéo: Considere a funcéo f(t) =a+ b-sent, parat = 0:

f(0) =88
f(0O)=a+b -sen0
88 =a+0
a = 88
f(t) =a+b-sent
f(t)=88+b-sent
f(%)=168

f(g)=88+b - sen (g)
168 =88+b-1
b =80
f(t) =88+80 -sent

2. (Unesp - SP) Uma maquina produz diariamente x dezenas de certo tipo de
pecas. Sabe-se que o custo de producédo C(x) e o valor de venda V(x) sé&o
dados, aproximadamente, em milhares de reais, respectivamente, pelas

funcdes:

C(x)=2—c05(%) e V(x)=3\/§sen(%), 0<Xx<6.
O lucro, em reais, obtido na producdo de 3 dezenas de pecgas é:
a) 500 d) 2000

b) 750 e) 3000
c) 1000
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Resolucao: Encontraremos os valores para a funcéo do custo e do valor de venda

para x=3.

3
c3)=2- cos -

c(3) =2 —cos(90°)
c3)=2-0=2

3m
v(3) = 3V2sen T

v(3) = 3vV2sen(45°)

v(3) = 3@-?

v(3) =3
Assim teremos 3-2=1, dessa forma a resposta &€ R$ 1000.

3. (FGV-SP) Um supermercado, que fica aberto 24 horas por dia, faz a contagem do
namero de clientes na loja a cada 3 horas. Com base nos dados observados,

estima-se que o0 numero de clientes possa ser calculado pela funcao
trigonométrica: f(x) = 900 — 800 sen (%) em que f(x) é o numero de clientes e

x, a hora da observacdo (x € um inteiro tal que 0 < x < 24). Utilizando essa
funcdo, a estimativa da diferenca entre o nUmero maximo e o nimero minimo de
clientes dentro do supermercado, em um dia completo, € igual a quanto?
Resolucdo: Neste exercicio basta observar para quais valores de x a funcdo seno
assume o valor maximo e minimo, sendo que a funcéo f(x) tera valor maximo
quando a fun¢éo seno ter valor minimo.

A fungéo seno tera valor maximo quando:

X A
12 2
xX=6
E valor minimo quando:
nx 3w
12 2

x =18
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Assim teremos que a diferenca entre 0 nUmero maximo e 0 nimero minimo de
clientes sera:

f(18) - f(6)

dessa forma temos:

61
f(6) =900 — 8005en§

£(6) =900 — 800 - 1
£(6) = 100

18w
f(18) =900 — 8005en§

£(18) =900 — 800 - (—1)
£(18) = 1700
Entdo, teremos 1700 — 100 = 1600 a diferenca entre 0 nidmero maximo e o0

numero minimo de clientes.

4. A altura h, em metro, da maré em certo ponto do litoral, em funcé&o do tempo, é
dada pela expressao h(t) =3+ 2-sen (% -t), sendo t o tempo, medido em hora

a partir do meio-dia. Descreva um ciclo completo dessa maré indicando as alturas
maxima e minima que ela tinge e em que momentos isso ocorre, 0 periodo de

tempo e a frequéncia com que a maré completa esse ciclo.

Resolucédo: Construindo o gréafico de h(t) =3 + 2 - sen (% . t), temos:

Podemos observar, no grafico, que a maré atinge a altura maxima as 15 horas, ou
seja,emt = 3 (ja que t = 0 representa 12 horas).

Em t =9 (21 horas), a maré atinge sua altura minima, de 1 metro.

Portanto:
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e A maré oscila entre 1 metro e 5 metros, em ciclos completos a cada 12 horas, o
que significa uma frequéncia de dois ciclos diarios;
e Em seu primeiro ciclo, que se inicia ao meio-dia, a maré atinge a altura maxima

de 5 metros as 15 horas, e a altura minima de 1 metro as 21 horas.

5.3.2 Relatério

No dia 31 de agosto de 2019, sibado, realizamos o terceiro encontro do
Promat na Unioeste, Cascavel. Estavam presentes 28 alunos. Iniciando a aula,
demos as boas vindas e desejamos uma boa aula a todos, em seguida,
perguntamos aos alunos se ainda existiam ddvidas nos exercicios que estavam na
lista complementar da ultima aula.

Apés ouvir o relato de alguns alunos, decidimos resolver algumas das
atividades no quadro, uma vez que, havia exercicios complexos na lista

complementar, como exemplo este, em que a figura abaixo, mostra uma roda

O
";e";f‘ﬁ.
v/ | \va
i1\ %

gigante parada.

Perguntamos aos estudantes qual era a altura do menino em relacéo ao solo,
em seguida supomos uma rotacdo na roda gigante de 150°, no sentido anti-horario,
qgual sera o seno do novo angulo formado entre o menino e 0°, no eixo x?

Durante a corre¢ao da atividade, fomos auxiliados por alguns estudantes. Em
meio a isso, ainda mostramos diferentes maneiras de resolver as atividades,
possibilitando que cada um escolhesse o método para resolucdo dos outros
exercicios analogos aos apresentados.

Para esta aula foi programado trabalhar com as funcfes trigonométricas,
dando énfase as trés mais usadas, Seno, Cosseno e Tangente. Para a fungéo Seno,
fizemos a representacdo da curva grafica no quadro, mostrando aos alunos como

sdo encontrados os valores contidos neste grafico e tratamos ainda sobre



82

peculiaridades desta fung¢do, mostrando com auxilio do Software Geogebra o que
acontece quando aparecem constantes na fungao.

Entendemos que o uso do Geogebra é de grande valia para os estudantes,
uma vez que permite visualizar os deslocamentos que cada uma das constantes
contidas nas funcdes exerce no gréfico, mostrando assim as diferencas, quando
analisamos e comparamos as funcoes.

Depois de mostradas o que acontece com os graficos quando variamos as
funcdes, projetamos no quadro as definicdes das func¢des abordadas, ressaltando os
valores de dominio e imagem destas.

E importante ressaltar, que no primeiro momento da aula, construimos
também no quadro, uma tabela que continha os valores assumidos pelas funcoes
Nnos arcos notaveis, para otimizar o tempo, tais valores foram encontrados apenas
nas funcdes ja citadas acima (Seno, Cosseno e Tangente), para encontrar esses
valores, chamamos a atencdo para o ciclo trigonométrico construido na aula do
ultimo sébado, dia 24.

Prosseguimos a aula com o contetudo programado, falando sobre as relacdes
trigonométricas fundamentais e derivadas. Para isto, desenhamos um circulo de raio
1, no quadro, no qual baseamos as explicacbes, chamando a atencao para a relagao
pitagérica que fica implicita nas deducdes de algumas férmulas, especialmente a
relacdo fundamental. Aproveitamos este momento para falar sobre algumas
curiosidades que se encontram neste topico de conteudo. Falando aos alunos a
importancia em conhecer as equivaléncias trigopnométricas das func¢des, pois uma
decorre da outra e muitas vezes € necessario usar destas equivaléncias para
deduzir algumas das férmulas que utilizamos.

Tratamos sobre as propriedades das funcdes, Cotangente, Secante a
Cossecante, explicando que seus valores sdo dados em fungcdo das funcdes de
Seno, Cosseno e Tangente. Mostramos aos alunos, como sdo os graficos das
fungcbes mencionadas, com o auxilio do Software Geogebra. Além do gréfico,
mostramos como se da a representacdo geométrica das funcbes, no ciclo
trigonometrico.

Para fins de fixacdo de conteudo, utilizamos um jogo, a saber, o Pife
Trigonométrico, que segue o0s principios basicos do popular jogo de Pife, com
algumas adaptacdes nas cartas. Destinamos um tempo para a explicagado do jogo,

no qual, falamos as regras e explicamos como se jogava.
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Os alunos ja organizados em quartetos, deviam escolher um jogador para
distribuir 6 cartas para cada participante do jogo, das seis cartas recebidas, cada
jogador deve formar duas trincas de razdes trigonométricas equivalentes. Por
exemplo: caso o jogador faca uma trinca com as razdes do seno 30°: a medida do
cateto oposto (30°) divido pela medida da hipotenusa = sen 30° = 1/2.

O jogo acabava sempre que um jogador conseguisse formar os dois trios, e
mostrasse aos seus adversérios, para uma conferéncia. Durante a confec¢do do
jogo, asseguramos que cada relacdo trigonométrica tivesse ao menos um trio em
meio ao jogo.

De modo geral, os estudantes pareciam ter gostado do jogo, todos
participaram, porém, falaram ter encontrado dificuldades, pois n&o estavam
familiarizados com os termos e com o estilo da representagéo e de notagéo.

Para finalizar 0 nosso encontro, entregamos aos alunos dois exercicios para
gue fossem resolvidos em sala, que abordavam os assuntos da nossa aula. A
maioria dos estudantes foram rapidos nas resolu¢des, o que contribuiu para a
corregcdo ainda neste encontro. Percebemos que os estudantes estavam seguros
guanto a resolucéo, parecendo ter entendido os métodos de resolucéo. Talvez essa
rapidez tenha decorrido do uso do jogo nesta aula, pois, ele serviu como exercicio e
serviu também para que varias dividas fossem retiradas durante a atividade ludica.

Uma lista com algumas questbes foi destinada para casa, no intuito de
exercitar ainda mais o contetdo que foi trabalhado nas ultimas aulas. Por fim, nos
despedimos dos alunos, agradecendo a sua presenca, e informando sobre a data da

nossa proxima aula.
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6.MODULO 3: GEOMETRIA ANALITICA

6.1 Atividades dia 14/09

6.1.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 5° ENCONTRO

Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgéo:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:
Trabalhar com geometria analitica.
Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com geometria analitica, objetiva-se que o aluno seja capaz

de:
e Explorar o plano cartesiano e suas partes;
e Localizar pontos no plano cartesiano;
e Determinar a distancia entre dois pontos;
e Determinar o ponto médio de um segmento;
e Verificar se trés pontos sdo colineares.
Conteudo:

Geometria Analitica.
Recursos Didaticos:

Quadro, giz, computador, projetor, listas de exercicios.

Atividade 01 (10 minutos)
No primeiro momento da aula, iremos retomar o contetdo trabalhado na aula
anterior, corrigindo os exercicios que ficaram na lista para casa.
Em seguida, iremos relatar aos alunos, que nas proximas aulas do curso,
iremos abordar um novo contelddo, a saber, Geometria Analitica. Durante trés
encontros iremos trabalhar com os tépicos mais importantes que permeiam este

conteludo matematico.
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Atividade 02 (30 minutos)
Para introduzir o novo conteudo, utilizaremos um jogo, que servira como base
para 0s novos topicos que serdo abordados.

Batalha Naval

Essa atividade & uma adaptacdo do tradicional jogo “Batalha Naval’,
dividiremos os alunos em grupos, cada grupo sera dividido novamente em duas
equipes. Cada equipe ird receber uma folha com um plano cartesiano, nesse, 0s
alunos deverdo marcar pontos para simbolizar os navios. Deverdo marcar dois
navios de um ponto, trés navios de trés pontos, dois navios de quatro pontos e um
navio de cinco pontos.

ApoOs isso, a primeira equipe deve escolher uma coordenada para atirar, a

segunda equipe ird informar se eles

acertaram um navio ou nhao, se sim,

eles tém direito a atirar mais uma vez e

assim procedem até que errem o tiro,

passando a vez para a segunda equipe,

gue farA o mesmo. Vence quem tiver

mais pontos. Cada navio afundado tera

0s seguintes valores:

e Navio de um ponto: 5

¢ Navio de trés pontos: 7

e Navio de quatro pontos: 10 —

¢ Navio de cinco pontos: 15

Atividade 03 (15 minutos)

Apos, relataremos aos alunos que o conteudo de Geometria Analitica, é
estudado através de elementos e processos algébricos. O primeiro elemento é o
Ponto, em seguida vem a reta e, por fim, a circunferéncia.

De inicio, vamos mostrar como proceder com estudo do Ponto, e qual sua

funcao, para isso iremos falar sobre o plano cartesiano.
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Ao falar sobre plano cartesiano, precisamos definir quais os elementos que
sdo necesséarios para identificacdo de um plano, e ainda falar sobre alguns
elementos implicitos a sua abordagem.

Elementos de um plano cartesiano:

e Dois eixos; X e Y, em que, X denomina-se eixo das abscissas e Y 0 eixo

das ordenadas.

e O ponto 0, denominado origem, que € a interseccao dos eixos X e Y.

e (Quadrantes; todo plano cartesiano possui quatro quadrantes em sua

constituigdo. Como visto na imagem a seguir:

Y , (Eixo das ordenadas)

20 10
Quadrante 2 Quadrante

(Eixo das abscissas)
3 9 40 1 2 3 X

30 40
Quadrante Quadrante

Figura 30: Quadrantes do ciclo trigonométrico
Fonte: https://slideplayer.com.br/slide/6824013/

7

Um plano cartesiano é composto de duas retas numéricas reais que se

interceptam formando um angulo de 90°.

Para localizar um ponto sobre o plano cartesiano, necessitamos de duas
coordenadas, uma delas, representa a posi¢cdo do ponto em relacdo ao eixo X, e a
outra representa a posi¢do do ponto em relacdo ao eixo Y, e é representado como:
P(Xp Yp).

Mostraremos que o Ponto P procurado, se localiza exatamente na interseccao
das proje¢fes da coordenada da abscissa com a ordenada. E que o |Yp| , se refere a

distancia de P ao eixo X, analogamente segue o |Xp|, utilizando de um exemplo.


https://slideplayer.com.br/slide/6824013/
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lypl € a distancia de J
P ao eixo dos x

(o RO
Vi

o

(8 J
g

[x;| € a distdncia de
P ao eixo dos y

Figura 31: Representa¢do geométrica da localizagdo do ponto
Fonte: Filho e Barreto (2000)

Exemplo: Localizar no plano cartesiano alguns pontos, pediremos sugestbes de
pontos aos alunos, se possivel utilizaremos os pontos contidos no jogo da batalha
naval.
Atividade 5 (15 Minutos)
Prosseguindo com a aula, iremos abordar as bissetrizes dos quadrantes.
Vamos utilizar o exemplo anterior para destacar duas propriedades
importantes sobre as bissetrizes dos quadrantes:
e 12 propriedade — Todo ponto que pertence a bissetriz dos quadrantes
impares, apresenta abscissa igual a ordenada.
Podemos observar os pontos F(—3,—3),7(0,0) e B(2,2), vemos que a reta
formada pela ligagdo dos pontos corta os quadrantes exatamente na sua
bissetriz.
e 22 propriedade — Todo ponto que pertence a bissetriz dos quadrantes
pares, apresenta abscissa igual ao oposto da ordenada.
Podemos observar os pontos P(—1,1),T(0,0),L(2,—2), vemos que a reta

formada pela ligacéo dos pontos corta os quadrantes exatamente na sua bissetriz.
Def. de Bissetriz: Bissetriz € a semirreta que se origina no vértice e divide ao meio
um angulo em dois dngulos com a mesma medida.

Exercicio: A partir dos pontos localizados no plano cartesiano, escreva suas

coordenadas.
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Figura 32: Plano cartesiano
Fonte: Filho e Barreto (2000)

Atividade 6 (20 Minutos)

w

Em seguida vamos abordar o conceito de distancia entre pontos. Um dos

conceitos basicos da Geometria diz que a menor distancia entre dois pontos é dada

por uma reta. Na Geometria Analitica, esses pontos recebem coordenadas no plano

cartesiano e, por meio dessas coordenadas, podemos encontrar o valor da distancia

entre dois pontos.

A distancia entre dois pontos A (X,,Y,) e B (Xg,Yg), situados num plano

cartesiano, pode ser determinada em funcéo das suas coordenadas. Vejamos:

1° caso — O segmento AB € paralelo ao eixo Oy,
em que a distancia d,z € 0 modulo da diferenca

entre abscissas.

AB

dap = |YB - Y:4|

p
Ypt---- B
y AN A
i
: ;X
O X, = X5

Figura 33: Distancia entre pontos |

Fonte: Filho e Barreto (2000)
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2° caso - O segmento AB € paralelo ao eixo Ox,
em que a distancia dsz € o modulo da diferenca

entre ordenadas.

dAB = |XB _XAl

Figura 34: Distancia entre pontos I
Fonte: Filho e Barreto (2000)

3° caso — O segmento AB nao é paralelo a nenhum eixo. A distancia d,z depende

das diferencas entre abscissas e ordenadas, ¥
|
de tal forma que, ao aplicarmos o teorema
de Pitagoras no triangulo ABC, temos:
A "B
dip = djc + djc v Sae i T
|
| S
dip = (Xp — X)? + (Y — Yu)? O X, £ <
dAB

dap =~/ (Xg — Xa)? + (Y5 — ¥4)?
Figura 35: Distancia entre pontos llI
Fonte: Filho e Barreto (2000)

Exemplo: Determine a distancia entre os seguintes pares de pontos:
a) A(2,-3)e B (5-3)
b) € (=2,6) e D (=2,4)
c) E(3,7)eF (1,1)

Atividade 7 (15 minutos)
Daremos continuagdo a aula, trabalhando com o conceito do Ponto Médio de
um segmento. Iniciaremos com o seguinte exemplo:

Calcule as coordenadas do ponto médio do segmento AB, tal que A =(1,1) e B =

(3,5).



90

Ap0s, faremos a generalizagdo. Podemos observar que o ponto M divide AB
em dois segmentos congruentes: AM e MB. As projecdes de A, M e B nos eixos Ox e

Oy formam segmentos que mantém as mesmas relagoes.

- - y
AIMI — MlBr e AHMH — MHBH A

B

e B” —————————————— -?

MM

. . 7 SR i
Determinando a abscissa X, do ponto Voo “/: !

B A
médio M, temos: Y A” —-—--—o,/ E E
I I I
AM'=MB' [ Tl B TR
Xy — Xq = Xp — Xu OH—‘;“’ M P
X
XM + XM = XA + XB \—AV——J
X
M
2XM = XA + XB N 5 S AR af
Xp
_ X4+ Xp

M~ 2 Figura 36: Representacio

geométrica do ponto médio
Fonte: Filho e Barreto (2000)

I

Da mesma forma, obtemos a ordenada Y, do ponto médio M, a partir de A'M'= M'B".
Y+ Yp
M= 2
Resumindo, as coordenadas do ponto médio M de um segmento AB sdo dadas por:

Xa+Xp Ya+Y
M(Az B' AZB)

Exemplo: As coordenadas do ponto médio M, do segmento AB de A (—2,—6)e
B (8,4) sao:
Atividade 8 (10 minutos)

Apoés, mostraremos aos alunos o conceito de colinearidade de trés pontos.
Trés pontos, estdo alinhados, ou seja, fazem parte de uma mesma reta r, se, e
somente se, o determinante da matriz, formada pelas coordenadas dos pontos, for
nulo.
Trés pontos A = (x4, v4),B = (x5,y5) e C = (x¢,yc), S0 colineares se, e somente se:

Xa Ya 1
XB yB 1 = O
Xc Yo 1
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Se Det # 0, 0s pontos séo vértices de um triangulo.

Exemplo: Dados os pontos A(3,1), B(0,3) e C(—3,5), verifique se estes pertencem a

mesma reta.

Exercicios
1. (Questdo adaptada ENEM 2014) Alunos de um curso de engenharia
desenvolveram um rob6 "anfibio” que executa saltos somente nas direcdes
norte, sul, leste e oeste. Um dos alunos representou a posic¢ao inicial desse

robd, no plano cartesiano, pela letra P, na ilustracao.

Direcbes
M

ol =l k) wl el ol

h
'S
da
fa
r
o
=

'
—

fa
ol

ol & &

A direcdo norte-sul € a mesma do eixo y, sendo que o sentido norte é o
sentido de crescimento de y, e a direcdo leste-oeste € a mesma do eixo X,
sendo que o sentido leste é o sentido de crescimento de x.

Em seguida, esse aluno deu os seguintes comandos de movimentacao para o
robd: 4 norte, 2 leste e 3 sul, nos quais os coeficientes numéricos
representam o numero de saltos do robd nas dire¢cdes correspondentes, e
cada salto corresponde a uma unidade do plano cartesiano.

No plano cartesiano, qual sera a posicdo do robd, depois de realizar os

comandos dados pelo aluno?

Resolugdo: A posicao inicial do robd, no plano cartesiano, € na coordenada
(—=1,1), no primeiro comando (4 norte) o robd salta para a coordenada (—1,5),
no segundo comando (2 leste) o rob6 salta para a coordenada (1,5) e no
altimo comando (3 sul) o robd salta para a coordenada (1,2). Desta forma, a

posicao do robd, depois de realizar os comandos dados pelo aluno seré (1,2).
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2. Determine o ponto médio entre os pontos A e B, cujas coordenadas sdo A =
(=5—-10)eB = (—=7,—4).

Resolucéo:
xXpa+x —5+(-7 -12
Xy = 2L = x, = ( ):xmz—:xm=—6.
2 2 2
__YatyB _ —-10+(—4) __—14 _
Ym = 2 =>¥Ym = 2 =>¥Ym = 2 z)’m__7-

Logo, as coordenadas do ponto médio sdo M = (—6,— 7).

3. A abscissa do ponto E é dada pela distancia entre os pontos A e B, cujas
coordenadas sdao A = (6,—3) e B = (6,5) e a ordenada do ponto E é dada
pela distancia entre os pontos C e D, cujas coordenadas sédo C = (6,7) e

D = (9,11). Determine as coordenadas do ponto E.

Resolucéao:

dap = /(x5 —x2)? + (V5 — Ya)? = dap = /(6 —6)2 + (5 — (=3))?=
dag =+/(0)2+ (8)2=> dys =V0 + 64 = dyg = V64 > dyp = 8.

dep = \/(XD —xc)*+ (p —Yc)?=>dep = \/(9 —6) 2+ (11 -7)?=>d¢p
:\/(3)2"'(4)2:) dCD - V9+16:}dCD :\/EﬁdCD - 5

Logo, as coordenadas do ponto E = (8, 5).

4. (UFMG) Determine o valor de m para que os pontos A(2m + 1,2), B(-6,-5) e

€(0,1) sejam colineares.

Resolucado: Para garantir que os pontos sejam colineares, é necessario que o

determinante da matriz formada pelos pontos, seja nulo.

2m+1 2 1
Dada a matriz A: —6 —5 1|, e seu determinante é;:
0 1 1

[(2m+1)-—5-1]+[2-1-0]+[1-=6-1]-[0-=5-1] = [1-1- 2m + 1]
—[1--6-2]=0
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[(@2m+1)--5]+0—-6—-0+[1-2m+1)]+12=0
—-10m-5-6-2m—-1+4+12=0
—-12Zm+0=0
m=20

Portanto, o m deve assumir o valor de 0, para que 0S pontos sejam

colineares. E o ponto A é (1,2).

Avaliacao:

A avaliacao se desenvolvera no decorrer da aula por meio da observacédo e
registro do desenvolvimento dos conceitos aprendidos pelos alunos em suas

resolucdes, e ainda por meio das resolucdes da lista de exercicios que foi entregue.
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Anexo 1
Lista de exercicios — 5° Encontro
1. (Questdo adaptada ENEM 2016) Observou-se que todas as formigas de um
formigueiro trabalham de maneira ordeira e organizada. Foi feito um

experimento com duas formigas e os resultados obtidos foram esbocados em
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um plano cartesiano no qual os eixos estdo graduados em quildbmetros. As
duas formigas partiram juntas do ponto O, origem do plano cartesiano xOy.
Uma delas caminhou horizontalmente para o lado direito, a uma velocidade
de 4 km/h. A outra caminhou verticalmente para cima, a velocidade de 3 km/h.
Apéds 2 horas de movimento, quais as coordenadas cartesianas das posi¢cdes
de cada formiga?
Resolucéo:
Como elas andaram duas horas, multiplica sua velocidade por dois, entéo:
A primeira:

4-2=8
e como foi para a direita, é a coordenada X, entéo fica (8,0).
A segunda:

3-2=6
e como foi para cima verticalmente, mas a coordenada esta em y, entdo
temos (0,6).

. Determine o valor de y de maneira que os pontos P(1,3), Q(3,4) e R(y,2)

sejam os veértices de um triangulo qualquer.

Resolucado: Para que os pontos P, Q e R sejam os veértices de um triangulo
gualquer, eles ndo podem estar alinhados. Dessa forma, o valor do
determinante da matriz formada pelas coordenadas dos pontos dados devera

ser diferente de zero.

1 3 1
Dada matriz A: (3 4 1), formada pelas coordenadas dos pontos, basta
y 2 1

calcular o determinante e garantir que ele seja diferente de 0.

1-4-D)+@B1-»+(1-3-2)-(y-4-1)—(2-1-1)—(1-3:3)#0
4+3y+6—4y—-2-9+0
-1-y+0

y# -1
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Sendo assim, tendo y # —1, garantimos que 0s pontos ndo sao colineares, e

consequentemente eles serdo vértices de um triangulo.

3. Devido ao aumento do fluxo de passageiros, uma empresa de transporte
coletivo urbano esta fazendo estudos para a implantacdo de um novo ponto
de parada em uma determinada rota. A figura mostra o percurso, indicado

y pelas setas, realizado por um

120 Onibus nessa rota e a localizac&o

(8]

de dois de seus atuais pontos de
parada, representados por P e Q.

Os estudos indicam que 0 novo

o — Rl — — —

ponto T devera ser instalado, nesse

21 =p ", percurso, entre as paradas ja

existentes P e Q, de modo que as
distancias percorridas pelo 6nibus entre os pontos P e T e entre 0os pontos T e
Q sejam iguais. Quais devem ser as coordenadas do novo ponto de parada?
Resolucdo: Temos os pontos P(30,20) e Q(550,320). A distancia percorrida
pelo 6nibus foi de: (550 - 30) + (320- 20) = 820. O ponto T deve dividir a
trajetoria ao meio, logo, a distancia percorrida P e T deve ser 410, assim, as
coordenadas desse ponto serade T (30 + 410,20) = T(440, 20).

6.1.2 Relatério

No dia 14 de setembro de 2019, sabado, realizamos o quinto encontro do
Promat na Unioeste, Cascavel. Estavam presentes 21 alunos organizados em
grupos como de costume. Iniciamos a aula retomando as atividades entregues no
encontro anterior, questionando os alunos sobre quais apresentaram duvidas e
gostariam que fossem resolvidas. Os alunos ndo se manifestaram e percebemos
gue poucos resolveram a lista, diante disso, escolhemos uma atividade, que
acreditavamos ser a mais complicada, para resolver no quadro. Durante a resolugéo
tivemos a ajuda de alguns alunos, entre 0os poucos que haviam resolvido as
atividades.

Posteriormente, iniciamos o contetdo do novo modulo, relatando aos alunos

gue nos proximos trés encontros serdo trabalhados os conceitos de Geometria
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Analitica. Introduzimos o conceito de ponto e de plano cartesiano por meio de um
jogo, sendo ele, uma adaptacao do tradicional jogo “Batalha Naval”.

Sendo assim para darmos inicio ao jogo dividimos cada grupo novamente em
duas equipes. Cada equipe recebeu uma folha com um plano cartesiano, no qual
deveriam marcar pontos para simbolizar os navios, marcando dois navios de um
ponto, trés navios de trés pontos, dois navios de quatro pontos e um navio de cinco
pontos.

Apoés explicarmos o funcionamento do jogo para os alunos, andavamos em
sala com o intuito de auxilia-los em eventuais duvidas que pudessem surgir. Durante
a primeira etapa do jogo que consistia em marcar pontos no plano cartesiano para
representar os navios, nao notamos davidas dos alunos, apenas realizavamos a
conferéncia em relacdo a quantidade de navios de cada tamanho.

Depois dessa etapa alguns alunos tiveram duavidas quanto as coordenadas
dos pontos, mostrando que ndo compreenderam que um par ordenado, representa
as coordenadas de um ponto. Explicando que um par ordenado da forma (x,y)
representa a posicao de um ponto sobre um plano cartesiano, em que a primeira
coordenada se refere a distdncia do ponto em relagdo ao eixo y, e a segunda se
refere a distancia do ponto em relagédo ao eixo x. Entdo para localizarmos um ponto
no plano cartesiano podiamos tracar retas perpendiculares ao eixo x e y passando
pelas coordenadas do ponto e que a interseccéo dessas retas perpendiculares sera
a localizacéao do ponto.

Acreditamos que o jogo possibilitou grande aprendizado a todos alunos, os
quais se recordaram dos conceitos sobre plano cartesiano e pontos. O fato do jogo
ser jogado em grupo possibilitou a interacdo entre os alunos, isso promoveu
aprendizado, pois nos grupos eles se sentem a vontade para perguntar aos seus
colegas e, consequentemente, sanar suas duvidas.

Percebemos que a introducdo dos conceitos por meio de uma atividade nao
convencional proporcionou aos alunos uma experiéncia de aprendizagem mais
significativa, do que somente trabalhar os conteldos de forma mecanica. A
dificuldade que os alunos apresentaram em utilizar conceitos recorrentemente
trabalhados no colégio regular, e alguns a pouco tempo, como o conteludo de
geometria analitica, mostrou-nos que nao houve assimilacdo desse conhecimento

guando o estudaram na escola. Esperamos que com o trabalho usando este jogo, 0s
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alunos possam futuramente se recordar desta atividade para usa-la em outros
contextos.

Apobs o jogo, relatamos aos alunos que o estudo da Geometria Analitica esta
relacionado a trés elementos: o ponto, a reta e a circunferéncia. Diante disso, neste
primeiro encontro abordariamos 0s conceitos relacionados ao ponto.

Comecgamos procedendo ao estudo de ponto por meio do plano cartesiano, o
qual foi desenhado no quadro, e em seguida, mostrado os eixos X, 0 eixo das
abscissas e 0 Y, 0 eixo das ordenadas, o ponto O, a origem, ou seja, a interseccao
dos eixos X e Y e 0s quadrantes. Esses conceitos ja tinham sido abordados nos
encontros anteriores em Trigonometria, porém realizamos a retomada para o0s
alunos compreenderem melhor. Em seguida, explicamos como encontrar um ponto
no plano cartesiano, sendo que o mesmo possui duas coordenadas, uma delas
representando a posi¢do do ponto em relagéo ao eixo X e a outra representando a
posicédo do ponto em relagdo ao eixo Y, mostrando entdo no plano cartesiano que o
ponto procurado se localiza na interseccdo das projecbes da coordenada da
abscissa com a ordenada. Para melhor compreensdo dos alunos, localizamos
alguns pontos no plano cartesiano desenhado no quadro, pedindo sugestdes dos
alunos, sobre quais pontos tinham marcado no jogo Batalha Naval.

Em seguida, passamos um exercicio no qual desenhamos um plano
cartesiano no quadro, marcando alguns pontos. Solicitamos aos alunos que
identificassem as coordenadas daqueles pontos, deixamos alguns minutos para
resolverem e entéo, realizamos a corre¢ao no quadro.

Prosseguindo com a aula, abordamos o0s conceitos de bissetrizes dos
guadrantes, realizando o desenho do plano cartesiano no quadro e explicando o que
€ a bissetriz de um quadrante, comentando sobre as suas propriedades e
exemplificando para melhor compreenséo.

Em seguida, passamos o conceito de distancia entre pontos, explicando que
podemos encontrar a distancia entre dois pontos por meio das coordenadas desses
pontos, e que essa distancia pode ser representada por uma reta. Para isso
explicamos no quadro, utilizando representacbes geométricas o0s trés casos que
podem ocorrer na distancia entre dois pontos: quando o segmento € paralelo ao eixo
das ordenadas, quando o segmento € paralelo ao eixo das abscissas e quando o
segmento ndo é paralelo a nenhum eixo. Posteriormente, passamos um exercicio no

quadro para os alunos resolverem, o qual consistia em encontrar a distancia entre
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dois pontos, abordando os trés casos apresentados. Em seguida, realizamos a
corregdo no quadro.

Dando sequéncia a aula, trabalhamos o conceito de ponto médio de um
segmento, por meio de um exemplo e uma representacdo geométrica desenvolvida
no quadro, generalizando até encontrar as coordenadas do ponto médio do
segmento. Apds, passamos um exercicio para os alunos resolverem, abordando
esse conceito, e em seguida, foi realizada a correcéo.

Posteriormente, apresentamos aos alunos o conceito de colinearidade de trés
pontos, mostrando de forma geométrica no plano cartesiano, que 0s pontos sao
colineares se estao alinhados em uma mesma reta. E ainda, abordamos o conceito
de determinante, ou seja, se o0 determinante da matriz formada pelas coordenadas
dos pontos for nulo, esses pontos sao colineares.

Para abordar o conceito de determinante, questionamos primeiramente 0s
alunos se ja tinham visto em algum momento da vida escolar, tivemos respostas
positivas, ou seja, todos os alunos responderam que ja haviam visto, porém tinham
esquecido. Entdo, realizamos um exemplo no quadro junto com os alunos,
explicando passo a passo como realizar o célculo do determinante. Em seguida,
passamos um exemplo, o qual consistia em trés pontos e era necessario verificar se
estes eram colineares, resolvemos com a ajuda dos alunos.

Por fim, entregamos uma lista de exercicio para os alunos resolverem em
sala, os quais continham todos os conceitos abordados no decorrer da aula. Durante
a resolucao dos alunos estdvamos sempre circulando nos grupos, dispostos a sanar
davidas e ajudar no que fosse necessario. A maioria dos alunos resolveram
rapidamente a lista, ndo apresentando dificuldades e comentando que estava muito
facil, outros demoraram um pouco mais. Porém, foi possivel realizar a correcdo dos
exercicios ao fim da aula, com a ajuda e participacdo dos alunos. Percebemos entéo
gue houve compreensao dos conceitos apresentados.

Ao término da aula, entregamos a lista de exercicios para casa, nos
despedimos dos alunos e relatamos que esperavamos todos no proximo encontro,
lembrando-os de resolverem 0s exercicios para corrigirmos e sanarmos as duvidas

no encontro seguinte.
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6.2 Atividades dia 21/09
6.2.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 6° ENCONTRO
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:
Trabalhar com conceito de retas.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com conceito de retas, objetiva-se que o aluno seja capaz de:
e Determinar a equacao geral e a partir disso, a equacéo reduzida de
uma reta;
e Determinar o coeficiente angular da reta e compreender que a
inclinacdo da reta é definida pelo coeficiente angular;
e |dentificar a posicédo relativa entre duas retas.
e Resolver exercicios que envolvam o conceito de reta;
Conteudo:
Geometria Analitica.
Recursos Didaticos:
Quadro, giz, listas de exercicios.

Encaminhamento metodoldgico:
Atividade 01 (30 minutos)
Iniciaremos a aula relembrando os conteldos da aula anterior, realizando a

correcdo dos exercicios propostos para serem feitos em casa.

Atividade 02 (20 minutos)
Apbs, iremos definir a equacéo geral da reta.
Definicdo: Dados dois pontos distintos, A(x4,y4) € B(xg, ¥g), pertencentes a reta r,
vamos determinar uma relacé@o entre as coordenadas de um ponto genérico, P(x,y),

também pertencente a reta r.
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Figura 37: Equacéo geral da reta
Fonte: Leonardo (2013).

Pela condicdo de alinhamento para os pontos A4, B, e P, podemos escrever:

x y 1
Xa Ya 1 =0=a—yp)x+ (xg —x4)y +x4Yp —xpYs =0
xg yg 1

Como, nesse determinante, as Unicas variaveis sdo x e y, 0s outros elementos séo
nameros reais conhecidos. Assim, podemos fazer:
Va—vys)=a
(xg —x4) = b
XaYp —XpYa = C
N&o sendo a e b simultaneamente nulos, obtemos a equacao geral da reta:

ax+by+c=0

Exemplo: Obter a equacgao geral da reta que passa pelos pontos A(—1,3) e B(3,2).
Resolucao: Considere um ponto P(x,y) pertencente a reta r. Ele esta alinhado com

0s pontos A e B. Pela condi¢cédo de alinhamento de trés pontos, temos:

x y 1
-1 3 1| =0>3x+3y—-2—-9-2x+y=0=>x+4y—-11=0
3 21

Portanto, a equacao geral da reta que passa pelos pontos A e B €:
x=4y—-11=0
Atividade 03 (40 minutos)

Posteriormente, iremos propor uma questdo pela qual objetiva-se discutir

sobre o coeficiente angular da reta.
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Questéo:
(Leonardo (2013)) Um laboratério estudou uma colbnia de bactérias composta por
350 individuos vivos. Verificou-se que, apds a aplicacdo de certa droga, o nUmero de
individuos vivos na colénia diminuia com o tempo, sendo que, apos 25 horas, nao
havia mais nenhum individuo vivo na colénia. Supondo que o numero y de
individuos vivos varie linearmente com o tempo x de vida, contando a partir da
administracao da droga, pede-se:

a) Determinar a expressao que relacionay a x;

b) O numero de individuos que permaneciam vivos ap6s 10 horas do inicio do

experimento.

Resolucéao:

a) Vamos considerar o par ordenado (x,y) para identificar que, apos x horas,
havia y individuos vivos na colbnia. Assim, temos pontos com 0s seguintes
significados:

e A= (0,350): estado inicial da colénia (no tempo Oh, havia 350 individuos);

e B=(25,0): estado final da colbnia (no tempo 25h, havia 0 individuo).

Como a relacdo € linear, seu grafico € um conjunto de pontos pertencentes a
reta que passa pelos pontos A e B.
Formalizacao:

O coeficiente angular m de uma reta AB gualquer é dada por:

VB —Ya
m:
Xp — Xa

O coeficiente angular m da reta AB é

0 — 350

25-0

A reta tem coeficiente angular m = —14 e passa por B = (25,0). Assim como:

m =

A equacdo da reta que passa por A = (x4,y,) € tem coeficiente angular m é
Y — Ya =m(x — xa).
Logo,
y—0=—-14(x—25) >y = —-14x + 350 = y + 14x — 350 = 0.
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b) Para obter o niamero de individuos vivos apés 10 horas do inicio do

experimento basta substituir x por 10 na igualdade y = —14x + 350. Assim:

y =-14-10+ 350 = 210.
Portanto, apos 10 horas, havia 210 individuos vivos na col6nia de bactérias.
Apos correcdo desta questao, deduziremos, juntamente com os alunos, que o
coeficiente angular é a tangente do angulo que a reta forma com o eixo x.
Para isso consideremos a reta que passa por A e B e faz um angulo a com o

eixo X:

Figura 38: Reta que passa por A e B e faz um &ngulo a com o eixo x
Fonte: Acervo dos autores.

Notemos que yg — ya € a diferencga entre os valores de y de A e B (medida do
cateto oposto a a) e xg — x, € a diferenca entre os valores de x de A e B (medida do
cateto adjacente a a). Assim percebemos o seguinte tridngulo retadngulo na figura

anterior:

Figura 39: llustracéo do triangulo
Fonte: Acervo dos autores
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Tomando como referéncia o angulo a, sabemos a medida de seu cateto

oposto e adjacente, logo podemos escrever m como:

medida do cateto oposto a a

m= medida do cateto adjacente a « -ty
Assim podemos concluir que:
Se:
e 0°<a<90°>m=0;
e 90°<a<180°=>m<O0;

e a=90°=tg90°ndo édefinida.

Atividade 04 (20 minutos)
Em seguida, iremos definir a equacgéo reduzida da reta.
Definicdo: Sabemos que a equacédo da reta r que passa por um ponto A(x,,y,) €
tem coeficiente angular m é dada por y — y, = m(x — x4). Como a reta r intercepta o

eixo y no ponto N(0,n), temos:

N(O, n)

y4 o] X

Figura 40: Equacao reduzida da reta.
Fonte: Leonardo (2013).

y—n=mx—-0)=>y—-n=mx=>y=mx+n
A forma y = mx + n € denominada equacéo reduzida da reta, emque m € 0

coeficiente angular da reta e n € a ordenada do ponto onde a reta intercepta o eixo

Y.

Exemplo: Escrever na forma reduzida a equacéo da reta que passa pelo ponto
A(2,5) e tem coeficiente angular m = —1.

Resolucdo: Como m = —1 e A(2,5), temos:

Y —Ya=m(x — x4)
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y=5=-1(x—-2)2y-5=—x+2=2y=—x+7
Portanto, a equacgéao reduzida da reta que passa pelo ponto A(2,5) e tem coeficiente

angularm=-1éy=—-x+7.

Atividade 05 (30 minutos)
Neste momento iremos abordar o contetdo de posicdes relativas entre duas
retas, por meio da seguinte atividade.

Atividade: Com base no mapa abaixo responda os seguintes questionamentos:
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a) Dé exemplos de ruas que sao paralelas?

b) Dé exemplos de ruas que sao concorrentes?

c) Dé exemplos de ruas que sao perpendiculares?

d) A rua Rio da Paz e a rua do Aleijadinho sao perpendiculares? Por qué?

e) Quais das ruas que aparecem no mapa sao paralelas a rua Anita Garibaldi?

f) Quais das ruas que aparecem no mapa sao perpendiculares a rua

Universitaria?

A partir dessas perguntas e das respostas dos alunos, iremos definir retas
paralelas, coincidentes e concorrentes.

Consideraremos as retas l;: y = m;x + n, € l,: y = m,x + n, de inclinacbes a,
e a,, respectivamente.

Podem ocorrer 0s seguintes casos:
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1° caso: a; =aq,
Supondo a; = a, # 90°, temos:
(11 == (12 - tgdl == tgaz <—>m1 == m2

Nesse caso, as retas [, e I, sdo paralelas (l,//l,), ou coincidentes (I, = [,).

y 3
LN

W )
/%/%* %\ - A

n,*n, n,#n q,=n,
eniiin.

LNO

Figura 41: Retas Paralelas e Coincidentes
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

Vejamos 0 que acontece se a; = a, = 90°. Particularmente teremos, m; =

tga; e m, = tga, ndo estdo definidos e as retas l; e [, séo verticais.

y 2 £ y £ =,

Y

Figura 42: Retas Verticais
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

2° caso: a; # a,

Supondo a; # 90° e a, # 90°, temos:

a; #d, = tga; #tgd, & m; #m,

Nesse caso, as retas [, e [, sdo concorrentes (I; X [,).
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Figura 43:; Retas Concorrentes
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

Vejamos a condicdo particular em que as retas [, e [, sdo perpendiculares

(L L 1p).
Definicdo: Duas retas 1; e 1, de coeficientes angulares m; e m,, respectivamente,

~ . 1
sao perpendiculares se, e somente se, m; = ——

my

Figura 44: Retas Perpendiculares
Fonte: Giovanni, Bonjorno e Giovanni Junior (2002)

Atividade 06 (90 minutos)
Apos, entregaremos aos alunos uma lista de exercicios para serem resolvidos

na sala. Durante essa atividade auxiliaremos os alunos nos grupos.

1. Os pontos A(1,2), B(3,1) e C(2,4) sao os vértices de um triangulo. Determine a
equacdao das retas suporte dos lados desse triangulo.

Resolucéao:
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x y 1

Equacao da reta suporte dolado AB: |1 2 1|=0 - 2x+3y+1—-6—y—
31 1

x=0->x+2y—-5=0.
x y 1

Equacgéo da reta suporte dolado AC: |1 2 1[=0-2x+2y+4—-4—y—
2 4 1

4x=0->-2x+y=0
x y 1

Equacgéo da reta suporte doladoBC: (3 1 1|=0->x+2y+12—-2—-3y —
2 4 1

4x=0->-3x—-y+10=0.

. (ENEM (2016) - adaptada) Um dos grandes desafios do Brasil é o
gerenciamento dos seus recursos naturais, sobretudo os recursos hidricos.
Existe uma demanda crescente por agua e o risco de racionamento ndo pode
ser descartado. O nivel de agua de um reservatério foi monitorado por um
periodo, sendo o resultado mostrado no gréafico. Suponha que essa tendéncia
linear observada no monitoramento se prolongue pelos proximos meses. Nas
condicbes dadas, qual o tempo minimo, apés o sexto més, para que O

reservatério atinja o nivel zero de sua capacidade?

Nivel do reservatério

Porcentagem com relagio
a capacidade maxima

Resolucdo: Como conhecemos dois pontos desta reta A = (6,10) e B = (1,30)
podemos determinar sua equacéo y = ax + b:
yg—ya 30—10 20
xB—xA: 1-6 :—_5:

a =

Substituindo a e A = (6, 10) na equagédo y = ax + b, temos:
10=—-4(6)+b=>b =10+ 24 = b = 34.
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Assim teremos a equacao:
y = —4x + 34.

Paray = 0, temos:

34
0=—4x+34=>4x=34:>x=7=8,5.

Assim, o tempo minimo depois dos 6 meses para que atinja o nivel 0 seré:
8,5 — 6 = 2,5 meses.

3. (UFPA) Escreva a equacao da reta que passa pelo ponto P = G —1) eeé
perpendicular a uma reta que forma com o sentido positivo do eixo do x um
angulo cuja tangente é g
Resolugdo: Queremos encontrar uma reta s que passa pelo ponto P = (%, -1)

. < .. 5
perpendicular a reta r que tem coeficiente angular > dessa forma devemos ter:

ms-mr =—1

5 1 -2

e — - T —
ms > ms c

Assim a reta s € dada por:

y — Yo = ms(x — xp)

1=%(x—3)
A

_—2x 4
Y=75 75

4. (UFPA) Dados os pontos A(2,6) e B(4,3), determine a equacgéao da mediatriz
do segmento AB.
Resolucao: Explicacdo passo-a-passo:

0 ponto médio através dos pontos

Pm=<(2;4);(6;3)>—>m=<3;2>

agora fazendo a equacéao da reta
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(y —yo) (3-16)

y_ax+b—>(y—y0)—m1-(x—x0)—>m1—m_’m1—m_’ml

_ -3

-2
utilizando os pontos de B na equagéo

- —-12

3= 7'44‘ b—-3= T+b -»3=—-6+b->b=9
logo, a equacao AB é:
=349

Esses dois segmentos formam um angulo de 90° (perpendicular) entdo:

ml.m2=—1—>7m2=—1—>m2=§

9 2 9 6 9 5
y=ax + b-o-==-.3+bos=-+b o= 2+b_)b=§

2 3 2 3 2
Entdo a equacao da reta mediatriz do seguimento AB é:
2 N 5
r = 3 X >

Apés as resolucdes, entregaremos outra lista de exercicios para casa, a qual

iremos corrigir na proxima aula. (Anexo 1)

Avaliacao:
A avaliacdo ocorrera de forma continua por meio da participacéo e resolucao

de exercicios em sala e em casa.

Referéncias:
GIOVANNI, Jose Ruy; BONJORNO, José Roberto; GIOVANNI JUNIOR, José Ruy.
Matematica fundamental: uma nova abordagem. Sao Paulo: FTD, 2002.
LEONARDO, Fabio Martins de. Conexdes com a Matematica 3. 2. ed. Sao Paulo:
Moderna, 2013.
PROVA DO ENEM 2016. Disponivel em:
<http://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2016/cad_5 prova_ama
relo_12112016.pdf>. Acesso em: 29 mai. 2019.

Anexo 1

Lista de Exercicios — 6° Encontro
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1. (UFPR 2012). Na figura abaixo estdo representados, em um sistema
cartesiano de coordenadas, um quadrado cinza de &rea 4 unidades, um
quadrado hachurado de area 9 unidades e a reta r que passa por um veértice

de cada quadrado. Nessas condi¢cdes, a equacédo da reta r €?

YA

O

Resolucéao:
Sabendo as areas dos quadrados podemos saber 0s pontos em que seus
vértices se encontram, dessa forma achamos o coeficiente angular da reta r:
3—-2 1
™20 2
Logo a equacédo reduzida da retar é:

1
y=5X + 2
Que é equivalente a equacao:
x—2y=-4

2. (PUCC-SP - Adaptada). Na figura abaixo tem-se representada, em um
sistema de eixos cartesianos ortogonais, a rota de uma aeronave, de uma

cidade M a uma cidade N, passando sobre as pequenas cidades A e B.
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/oN

.

o X (km)r

Se o0s quatro pontos pertencem a reta de equagdo 4x — 3y + 1200 =0, a

distancia entre as cidades A e B, em quildmetros é€7?

Resolucao: para y = 0, substituindo na equacao teremos
x =-=300

Assim o ponto A tem coordenadas (-300, 0).

Para x = 0, teremos
y = 400

Assim o ponto B tem coordenadas (0, 400).

Entdo AB? = 3002 + 400%2 - AB = 500

. (UFPR 2011 - Adaptada) Um baldo de ar quente foi lancado de uma rampa
inclinada. Utilizando o plano cartesiano, a figura abaixo descreve a situacéo
de maneira simplificada.

"_I'.Il.

1|

o

10 20

Ao ser lancado, o baldo esticou uma corda presa aos pontos P e Q,
mantendo-se fixo no ar. Quais sao as coordenadas do ponto P, indicado na
figura?

Resolucao: Utilizaremos as equagdes da reta para resolver.
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Note que a reta que passa pelos pontos P e Q passa também pela origem,
entdo esta reta tem a forma y = ax.

Utilizando o ponto Q (10, 5), encontramos o valor de a:

5=a-10
a=0,5
y = 0,5x

Agora, sabemos que o segmento do baldo e o ponto P é perpendicular a reta
gue acabamos de encontrar. Entdo seu coeficiente angular € o inverso

negativo, ou seja, —2. A reta perpendicular que passa pelo ponto do balédo

(20,20) é:
y=ax + b

20 = —-2-20+ b
b = 60

y = —2x + 60

Para encontrar o ponto P, basta achar a interse¢céo entre as duas retas:
0,5x = —2x + 60

2,5x = 60

Sex = 24,y = 12. Entdo o ponto P é (24,12).

6.2.2 Relatério

No dia 21 de setembro de 2019, sabado, realizamos o sexto encontro do
Promat na Unioeste, Cascavel. Estavam presentes 21 alunos. Iniciamos a aula
retomando as atividades entregues no encontro anterior, questionando os alunos
sobre quais exercicios apresentaram duvidas e gostariam que fossem resolvidos. Os
alunos falaram que a ultima questdo, a qual envolvia a lei de formacdo de uma
funcdo que descreve as marés de determinado lugar, havia gerado duavidas.
Acreditamos que essas duvidas foram geradas por ser uma questdo apenas
interpretativa, ndo havendo necessidade de se efetuar calculos. Dessa forma,
fizemos a correcao da questdo no quadro relembrando os conceitos trabalhados na
aula anterior. Percebemos que as duvidas foram geradas pela dificuldade de

interpretacdo do exercicio, pois sua resolucdo era basica e apds o entendimento do
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enunciado, os alunos nos auxiliaram na resolucdo do exercicio no quadro, sendo
assim acreditamos que as duvidas foram sanadas.

Apés esse momento iniciamos a aula sobre retas, abordando em um primeiro
momento o conceito de equacao geral da reta. Para isso utilizamos o conceito de
colinearidade de pontos, o qual foi estudado na aula anterior. Ap6s encontrada a
equacao geral da reta para um caso genérico, expusemos um exemplo para ser
resolvido pelos alunos, com o seguinte enunciado: dados dois pontos de uma reta
encontrar a equacdo geral dessa reta. Nao houve dificuldade dos alunos na
resolucdo deste exemplo, sendo assim acreditamos que este conceito foi entendido
por eles.

Dando sequéncia a aula, propomos uma questdo com o objetivo de trabalhar
o coeficiente angular da reta. Apos a resolucdo do problema por parte dos alunos
formalizamos o conceito e em seguida corrigimos o exercicio no quadro. ApoOs isso
deduzimos juntamente com os alunos no quadro por meio de um desenho e
relembrando os conceitos estudados sobre trigonometria, que o coeficiente angular
€ a tangente do angulo que a reta forma com o eixo x. A deducdo da férmula no
quadro foi proveitosa, pois se em algum outro momento da vida dos alunos eles se
depararem com um problema que envolva esse conceito, acreditamos que eles
sejam capazes de novamente deduzir a formula, visto que eles ndo apenas a
decoraram, mas compreenderam a construcéo dela.

Em seguida direcionamos a aula com o intuito de trabalhar com o conceito de
equacao reduzida da reta, sendo que a definimos, utilizando o conceito de
coeficiente angular visto anteriormente. ApOsS propusemos um exercicio para a
fixacdo do conceito e ndo percebemos dificuldades na resolucao do exercicio.

Apés a corre¢do do exercicio no quadro, iniciamos o contetdo de posi¢des
relativas entre retas, por meio de um exercicio que continha um mapa e
guestionamentos acerca das posi¢des relativas entre as ruas. Fizemos a correcao
oral deste exercicio, e formalizamos o0s conceitos relacionando os coeficientes
angulares das retas com as posicoes relativas destas. Por fim projetamos imagens
de retas para que os alunos vissem geometricamente o conteudo trabalhado.

Na sequéncia entregamos aos alunos uma lista de exercicios para ser
resolvida ainda durante a aula. Andavamos pela sala com o objetivo de sanar

eventuais davidas que os alunos tivessem. Percebemos que as dificuldades estavam
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na interpretacdo dos exercicios, sendo que apds a explicacdo dos enunciados os
alunos conseguiam resolver 0s exercicios.

Apoés a resolucdo dos exercicios pelos alunos, corrigimos as questdes no
quadro, contando com a participacdo oral deles. Expusemos nossa estratégia de
resolucdo, mas estavamos sempre abertos a escutar os alunos e aceitar as
estratégias adotadas por eles.

Ao término da aula, entregamos a lista de exercicios para casa, nos
despedindo dos alunos e relatando que esperavamos todos no préximo encontro,
lembrando-os de resolverem os exercicios para corrigirmos e sanarmos as duvidas

no encontro seguinte.
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6.3 Atividades dia 28/09
6.3.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 7° ENCONTRO
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:
Levar os alunos a aprender conceitos basicos sobre circunferéncia.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com circunferéncia, objetiva-se que o aluno seja capaz de:
e Identificar equagdes de uma circunferéncia;
e Discutir posicfes relativas entre ponto e circunferéncia, entre reta e
circunferéncia e entre duas circunferéncias.
Conteudo:
Circunferéncia.
Recursos Didéticos:

Quadro, giz, lapis, computador, projetor, listas de exercicios.

Atividade 01 (30 minutos)
Iniciaremos a aula relembrando os contelidos da aula anterior, realizando a

correcao dos exercicios propostos para serem feitos em casa.

Atividade 02 (30 minutos)
Em seguida, desenvolveremos a seguinte tarefa, destinando alguns minutos
para que eles resolvam o problema.

Questao 1: Observe as imagens que representam rodas:

Figura 45: Roda de bicicleta e conceitos relacionados a circunferéncia.
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Fonte: Adaptada de Depositphotos (2018).

a) Que forma geométrica podemos associar ao contorno da roda?
Resolucdo: A uma circunferéncia.
b) Como denominamos o ponto A?
Resolucdo: E um ponto fixo chamado de centro da circunferéncia.
c) Como chamamos o segmento AB? E o segmento CD? E o segmento EF?
Resolucdo: O segmento AB é chamado de raio. O segmento CD é chamado de
corda. O segmento EF é chamado de diametro da circunferéncia.
Posteriormente, corrigiremos as questdes acima sanando as possiveis duvidas

e, com isso, definiremos os conceitos abordados.

Def.: Circunferéncia é o conjunto de todos os pontos de um plano que estdo a uma
mesma distancia ndo nula de um ponto fixo, denominado centro.

Def.: Cada segmento de reta que une o centro da circunferéncia a um de seus
pontos € chamado raio (r).

Def.: A corda é definida como segmento de reta que liga dois pontos pertencentes a
uma circunferéncia.

Def.: O diametro fica definido como a maior corda que uma circunferéncia possui,
ou, como a corda que passa pelo centro.

Apds, apresentaremos a seguinte questao:

Questao 2: Pedro foi ao parque de diversdes para brincar na Roda Gigante,

conforme ilustra a Figura:

Figura 46: Roda gigante.
Fonte: Adaptada de Pxhere (2018).

Considere a imagem do brinquedo como a representacdo de uma circunferéncia.
Sabendo que Pedro estéa localizado no ponto H(x,y), que o centro da circunferéncia &
o ponto M(a,b) e que r é o raio da circunferéncia.

a) Determine a equacéao reduzida da circunferéncia.
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Resolucdo: Vamos estabelecer uma relagcdo para um ponto qualquer H(x,y) que
pertence a circunferéncia de centro M(a,b) e raio r. O ponto H(X,y) pertence a
circunferéncia se, e somente se, dyy = .

Relembraremos que a distancia entre dois pontos é dada por:

dap = \/(XB —x4)%+ (Vg — ya)*
Logo, \/(x —a)’+(y—b)?=r.

Elevando os dois membros da equacao ao quadrado, temos:

Formalizagéo:
(x—a)’+ (y—h)? =12

A equacao descrita acima € conhecida como equacao reduzida da circunferéncia de
centro C(a,b) e raio r. Enfatizaremos que o raio da circunferéncia € sempre maior

que zero.

b) Suponha que r=3 e C(-2,1), determine a equacdo reduzida dessa
circunferéncia.
Resolucao: Tomando um ponto H (x,y) qualquer da circunferéncia, temos:
(x—a)*+ (y—b)*=r?
[x - (=2)]*+ (y—1* = 32
(x+2)2+ (y—12%= 9.

Logo, (x +2)?2 + (y — 1)2= 9 é a equacdo reduzida dessa circunferéncia.

Atividade 3 (20 minutos)
Questao 3: (Questdo adaptada de Ribeiro (2010)) Os primeiros anos do século XX
ficaram conhecidos como o inicio da era nuclear em razdo do deslumbramento
causado pelas possibilidades da energia nuclear. No entanto essa energia passou a
ser utilizada para fins bélicos (utilizados em guerras). Em 1945, a primeira bomba
atdbmica foi estada (lancada) pelos EUA em um deserto do Novo México. Menos de
um més depois, esse pais langou outra bomba agora sobre a cidade de Hiroshima,
no Japéo, com um raio de destruicdo de 2 km, liberando energia equivalente a 20 mil
toneladas de TNT (material explosivo) (20 quilotons). Atualmente, muito se tem
discutido acerca da diminuicdo do numero de armas nucleares. Ainda assim, alguns
paises insistem em desenvolver esse tipo de armamento. Certo pais lancou um

missil, como teste, sobre uma regido e devastou uma area de formato circular. O
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raio de destruicdo desse missil foi registrado por meio da equagdo x?+ y?— 12x —
6y — 4 = 0. Determine o centro da circunferéncia e quanto mede o raio.

Na resolucdo desta questdo, questionaremos os alunos a respeito da
equacao disponibilizada, chamando a atencédo para a diferengca em relacdo aos
demais exercicios. Espera-se que eles observem que a equacao ndo esta na forma
reduzida. Em seguida, mostraremos como encontrar a equacao geral de uma
circunferéncia a partir da equacéao reduzida.

A equacdo geral da circunferéncia de centro C(a,b) e raio r € obtida
desenvolvendo-se os quadrados da equacéao reduzida:
(x—a)+@y—-b)?=r2=>x?>-2ax+a*+y?>—-2by+b%>—-1r%2=0.

Portanto, a equacao geral da circunferéncia é:
x?+y?—2ax —2by+a*+b*—-r?=0.

Essa equacgdo também é chamada de equacao normal da circunferéncia.

Resolucao:
Ressaltaremos que a equacado x?+ y?— 12x — 6y — 4 = 0 esta na forma geral.
Podemos encontrar o raio e o centro da circunferéncia analisando os coeficientes da
equacao geral. Sabendo-se que a equacao geral de uma circunferéncia é escrita
como x?+y?—2ax —2by+a*+b*—-1r?2=0, e que a equacdo dada é x2+ y?—
12x — 6y —4 = 0, para encontrar o centro e 0 raio da circunferéncia precisamos
determinar os valoresde a, b er.
Ressaltaremos que para encontrar o valor de a, relacionamos o coeficiente de x na
equacdao geral genérica e o coeficiente de x na equacao geral dada no problema:
—2a=-12=>a=6.
Procedemos de forma analoga para determinar b. Relacionamos o coeficiente de y
na equacao geral genérica e o coeficiente de y na equacao geral dada no problema,
assim:
—2b=—-6=b=3.

Portanto, o centro da circunferéncia € C = (6,3).

Agora vamos determinar o raio. Sabemos que
a’+b? —r? = — 4.
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Ja encontramos a e b. Entdo, igualamos a? + b?> —r? ao termo que esta sozinho.
Segue que
62+3%2—r2=—4 >=512=36+9+4 >>r=+49 >r=7.

Portanto, o raio da circunferéncia € 7 quildmetros.

Atividade 4 (20 minutos)

Para introduzir um novo topico de conteudo, vamos usar um problema que
guiara o nosso estudo. Tal conteudo é a posicéo relativa de pontos em relacédo a
circunferéncia.

Questao 4:

(Questéo baseada em Leonardo (2013)) Observe a imagem a seguir:

) @

Figura 47. Campo de futebol
Fonte: Adaptada de Vectorstock (2018).

d=r d>r d<r
B
;
C
A
O ponto A pertence a - _ -
circunferéncia. O ponto B e exterior O ponto H é interior a
a circunferéncia. circunferéncia.

Tabela 4: Posicéo relativa entre ponto e circunferéncia
Fonte: Adaptada de Leonardo (2013).
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Os pontos A, B e H representam posicdes distintas de trés jogadores de
futebol em relacédo a circunferéncia do centro do campo de futebol. Analise a posi¢éo

dos jogadores em relacéo a circunferéncia e complete o quadro. Observe o exemplo:

Observacéao: A escrita em vermelho ndo estara no material do aluno, os estudantes
deverao preencher os espagos.

Ressaltaremos que para analisar a posi¢do desse ponto em relacdo a circunferéncia,
comparamos a distancia d do ponto ao centro da circunferéncia com o raio r da

circunferéncia.

Questéao 5:
(Questdo adaptada de UFPB (2006) apud Leonardo (2013)) Considerando as

seguintes proposicdes relativas a circunferéncia x? + y?> = 4 no plano cartesiano,
identifique a(s) verdadeira(s):

(01) O ponto P(—1,1) é interior a circunferéncia.

(02) O ponto P(—2,2) é exterior a circunferéncia.

(03) O ponto P(—V/2,+/2) estéa sobre a circunferéncia.

(04) O ponto P(5,1) é exterior a circunferéncia.

Qual é a soma das alternativas corretas?
Resolucdo: Primeiramente, precisamos descobrir qual é o centro e o0 raio da
equacdo x? + y? = 4. Para isso, vamos analisar os coeficientes, como segue:
—2a=0=>a=0.
—2b=0=>b=0.
Portanto o centro da circunferéncia € €(0,0).

E o raio é dado por

a?+b?—1r?2= —4 =>1r2=4 = r=V4 = r=2.
Entdo, vamos avaliar a alternativa (01). O ponto € interior a circunferéncia se a
distancia d do ponto ao centro da circunferéncia € menor que o raio r. A distancia

entre dois pontos €(0,0) e P(—1,1) é dada por:

dep = /(=1 =0)2+ (1 -0)2
dep = V2.

Portanto o P(—1,1) € interior & circunferéncia, pois v2 < 2.
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Vamos avaliar (02). Um ponto é exterior a circunferéncia se a distancia d do ponto
ao centro da circunferéncia é maior que o raio r.

A distancia entre dois pontos €(0,0) e P(—2,2) é dada por:

dep = /(=2 -0)2 + (2~ 0)?
dep = V8 = 2,82
Portanto o P(—2,2) é exterior & circunferéncia, pois V8 > 2.

Vamos avaliar a alternativa (03). Um ponto pertence a uma circunferéncia se a

distancia d € igual ao raio r ou se satisfaz a equacao.

A distancia entre dois pontos €(0,0) e P(—\/Z\/Z_) é dada por:

dep = \/(—x/i ~0)* + (VZ-0)*
dep=V4& = dgp =2.
Portanto, o ponto P(—/2,v/2) esta sobre a circunferéncia, pois d = r.
Também podemos verificar se o ponto P(—\/Z\/Z—) satisfaz a equacéo x2 + y? = 4.
(—V2)? + (V2)? = 4.
Portanto, o ponto P(—v/2,v/2) esta sobre a circunferéncia, pois d = r.
Vamos avaliar a alternativa (04). Um ponto € exterior a circunferéncia se a distancia

d do ponto ao centro € maior que o raio r.

A distancia entre dois pontos €(0,0) e P(5,1) é dada por:

dep = /5= 0)2+ (1 - 0)?
dcp = V26 = 5,09
Portanto, o ponto P(5,1) é exterior a circunferéncia, pois v26 > 2.

A soma das alternativas corretasé 1+ 2+ 3 + 4 = 10.

Atividade 5 (10 minutos)

Apés, utilizaremos uma ilustracdo para introducdo do novo topico de estudo,
baseando as explicacbes nesta, a saber, posicdo relativa de retas em relacdo a
circunferéncia.

Questéao 6:
Dadas uma reta s e uma circunferéncia y de centro C(xy,y,) € raio r, ambas no
mesmo plano, ha trés casos possiveis para a posi¢ao relativa entre s e y. Complete

o quadro.
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d>r
N,
S é tangente als, fe _ exterior dls é secante a
circunferéncia. CIFCUNISTENCl circunferéncia.

Tabela 5: Posi¢ao relativa entre uma reta e uma circunferéncia
Fonte: Questdo adaptada de Leonardo (2013).

Da observacdo dos trés casos acima, sendo d a distancia do ponto C a reta s,

concluimos que:

e Sed=r,entdo sn y = {A} (s é tangente a circunferéncia y);

e Sed>r,entdosn y = 0 (s é exterior a circunferéncia y);

e Sed<r,entdosn y = {A B} (s é secante a circunferéncia y).

Observacao: A escrita em vermelho ndo estara no material do aluno, os estudantes

deverédo preencher os espacos.

Atividade 6 (20 minutos)

Vamos novamente utilizar de um exercicio para introducdo de conteudo,

neste caso, posicao relativa entre circunferéncias.

Questéao 7:

Dadas duas circunferéncias, em quantos pontos elas se interceptam?

Dica: Compare a distancia d entre seus centros, C1 e C,, com 0s raios das

circunferéncias.

Circunferéncias
secantes.

Circunferéncias tangentes.

Circunferéncias disjuntas.
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Exteriores d = r; + ;.

Exteriores d > r; + ;.

|T‘1—T‘2| <d<7‘1+7‘2

Interiores d = |r; — 1y].

Interiores 0 < d < |r; —
7.

Dois pontos em
comum.

Um ponto em comum.

Nenhum ponto em
comum.

Tabela 6: Posicao relativa entre duas circunferéncias
Fonte: Questdo adaptada de Leonardo (2013).

Observacdo: A escrita em vermelho ndo estara no material do aluno, os estudantes

deverdo preencher os espagos.

Ressaltaremos que, para saber quantos sdo 0s pontos comuns entre duas

circunferéncias, basta saber seus raios e a distancia entre seus centros. E, para

saber quais sdo esses pontos, € preciso resolver o sistema formado pelas equacdes

a elas associadas.

Questao 8:

Verifique se as circunferéncias x?+y? —8x =0 e x?+y?—32x =96 possuem

pontos comuns.

Resolucado: Para saber se existem pontos em comuns vamos determinar os centros

C, e C, e os raios r; e r, de cada circunferéncia

x?+y?—8x =0 (01).

A equacao geral de uma circunferéncia € dada por:

x%+y?—2ax —2by +a*+b*—1r?=0.

—2a= —8>a=4.

—2b=0 =>b=0.

Portanto, o centro C; da equacéao (01) é C;(4,0).

Orainéa?+h?>—12=0=24>+0>-12=0 =21, =4.

Da equagdo x% + y? — 32x — 96 = 0 (02), temos
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—2a =-32 > a=16.
—-2b=0=0b
Portanto, o centro C, da equacao (02) é C,(16,0).
O raio é a?4b2—-12=-96=2162+02-1r2=-96 = —1,2=-352 =1, =
18,76 .
Vamos calcular a distancia d entre os centros:
d=(16—-4)2+ (0-0)?=> V122= 12,

Logo, 0<12<|4— 18,76|, entdo, 0<12< 14,76 e as circunferéncias s&o

disjuntas interiores e ndo possuem pontos em comum.

Atividade 7 (60 minutos)
Ap@s, entregaremos aos alunos uma lista de exercicios para serem resolvidos
na sala. Durante essa atividade auxiliaremos 0s alunos nos grupos.
1. Determine, nos casos a seguir, a equacao reduzida da circunferéncia:
a) De centro C(2,5)eraior =3
Resolugdo: A equacédo reduzida da circunferéncia tem a seguinte
forma:
(x —a)?> + (y— b)? =R?
Dessa forma teremos:
x—=2?*+@y-5?*=9

b) De centro C(-1,-4) e raio r = v/7
Resolucao:
(x+ D)2+ @G +4)"2=7
c) De centro (0,0) eraio 1
Resolucao:
x2+y?=1

d) De centro C(-3,6) e diametro 8
Resolucéao:
(x+3)+(y—6)2=16
2. (Vunesp-SP). Considere o quadrado de lados paralelos aos eixos

coordenados e circunscrito a circunferéncia de equacédo x? + y? — 6x —
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4y + 12 = 0. Determine as equacgles das retas que contém as diagonais

desse quadrado.

Resolucao:

equacao geral da circunferéncia
X2+y2-6x-4y+12=0
Completando os quadrados
X2-6X+9-9+y2-4y+4-4+12=0
equacao reduzida
(x-3)2+(y-22=1
parax=3,(y-2)?=1,y-2=1,y=3
parax=3,(y-2)2=1,y-2=-1,y=1
paray=2,(x-3)2=1,x-3=1,x=4
paray =2, (x-3)2=1,x-3=-1,x=2
coordenada do quadrado

A=(2,3)

B=(4,3)

C=(4,1)

D=(2,1)

eguacdo reta suporte da diagonal AC

x y 1
<2 3 1
4 1 1

det=3x+4y+2-12-x-2y=0
2x+2y-10=0
X+y-5=0

equacao reta suporte da diagonal BD

x y 1

(4 3 1)

2 1 1
det=3x+2y+4-6-x-4y=0

2x-2y-2=0
Xx-y-1=0
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A avaliacdo ocorrera de forma continua por meio da participacao, resolugéo

de exercicios em sala e em casa.

Referéncias:
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<https://pt.depositphotos.com/72672795/stock-illustration-bicycle-wheel-vector-
illustration.htmI>. Acesso em: 15 ago. 2019.

LEONARDO, Fabio Martins de. Conexdes com a Matematica. Vol. 3. 2 ed. Séo
Paulo: Moderna, 2013.

PXHERE. Roda gigante London Eye. Disponivel em:
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vector-9531749>. Acesso em: 15 ago. 2019.

Exercicio equacao reduzida da reta. Disponivel em:
<https://querobolsa.com.br/enem/matematica/equacao-da-circunferencia>. Acesso
em 09 set. 2019.

Anexo 1

Lista de exercicios — 7° Encontro

1- Determine a equacéo da circunferéncia que tem didmetro AB tal que A(2; 4) e
B(6; -2). 86 2)
Resolucéo:
llustrando a situacao, temos:

Sabemos que o centro O é o ponto médio

de AB, entdo:

azz;f_6=4eb=42;2=1—>0(4;1) A2 4)

R=J(@4-2)2+1-4)2%= 13

Assim:

(4-2)%+(1—-4)? =132


https://pt.depositphotos.com/72672795/stock-illustration-bicycle-wheel-vector-illustration.html
https://pt.depositphotos.com/72672795/stock-illustration-bicycle-wheel-vector-illustration.html
https://pxhere.com/pt/photo/887794
https://www.vectorstock.com/royalty-free-vector/soccer-field-icon-outline-style-vector-9531749
https://www.vectorstock.com/royalty-free-vector/soccer-field-icon-outline-style-vector-9531749
https://querobolsa.com.br/enem/matematica/equacao-da-circunferencia
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6.3.2 Relatério

No dia 28 de setembro de 2019, sabado, realizamos o sétimo encontro do
Promat na Unioeste, Cascavel. Estavam presentes 17 alunos. Iniciamo a aula,
dando boas vindas aos alunos e agradecendo a presenca de todos.

No primeiro momento da aula, questionamos 0s estudantes a respeito da lista
de exercicios que foi deixada na aula anterior, a qual, os estudantes deviam resolver
em casa e trazer as duavidas para o inicio deste encontro. Alguns alunos
guestionaram os meétodos de resolucdo de uma determinada questdo, entdo
resolvemos explicitar na lousa uma das resolu¢cdes possiveis.

O exercicio, abordava varios conceitos estudados, mas enfatizava
principalmente a relagdo entre o0s coeficientes angulares de duas retas
perpendiculares. ApGs as explicacbes dadas, os alunos mostraram compreender o
exercicio, o que nos levou a iniciar com o0s conteudos programados para este
encontro.

Falamos aos alunos que esta aula contemplava tépicos da Ultima aula do
modulo de geometria analitica voltado principalmente ao estudo da circunferéncia.
Comentamos ainda que esta seria uma aula diferente das quais estdvamos
acostumados a ministrar, e que irilamos propor a resolugcdo de um exercicio para
introducéo de cada novo topico da aula.

O primeiro exercicio apresentado era puramente visual e abordava conceitos

basicos para o estudo das circunferéncias.

F

A partir da imagem acima, mostramos aos alunos quais sao os elementos de
uma circunferéncia, apresentando e definindo o centro, o raio, o diametro e a corda,
além de diferenciar um circulo de uma circunferéncia.

Em seguida, usamos um novo exercicio, a saber, tratava de um garoto
localizado a uma determinada altura em um roda gigante, sua localizacdo se dava
em um ponto (X,y), genérico, por meio deste exercicio, deduziriamos a equacéo

reduzida de uma circunferéncia. Os alunos tiveram um pouco de dificuldade em
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chegar na férmula, embora muitos deles lembrassem do ensino médio, qual era a
equacgao procurada.

Dando sequéncia a aula, introduzimos um novo exercicio. Este estava
contextualizado e fazia referéncia ao raio de destruicdo de uma bomba nuclear. No
exercicio ainda havia uma informacéo sobre a equagéo que resultava na destruicdo
causada pela bomba, porém, esta equacdo era diferente da enunciada
anteriormente (equacédo reduzida). Esta, estava na sua forma geral e o intuito desta
questdo era fazer com que o0s estudantes percebessem as diferencas e
guestionassem a respeito do problema que encontravam ali.

Usamos este exercicio para fazer uma comparagcdo entre os dois tipos de
equacodes vistas até aqui. Colocamos lado a lado as equacdes geral e reduzida da
circunferéncia, e as comparamos, mostrando aos alunos suas diferencas e ainda
enunciando o0 modo com que podemos sair de um tipo de equagdo e chegar no
outro.

Estes dois exercicios foram usados ainda, de modo a descobrir o valor de
determinadas incognitas da equacdo x?+ y?—2ax —2by+a’+b*—-7r*2=0, a
saber, os dois valores que nos fornece o centro da circunferéncia a e b e ainda
outro valor que fornece o raio r.

Posteriormente, um novo exercicio foi apresentado. Tal exercicio, apresenta
um campo de futebol, em que alguns pontos estdo inseridos, devemos buscar
relacdes entre o circulo central do meio campo e estes pontos, alguns localizam-se
fora da circunferéncia, outros estdo contidos na circunferéncia e outros pontos séo
internos a circunferéncia. Com ele, pudemos discutir com os alunos alguns conceitos
gue relacionavam um determinado ponto, com uma determinada circunferéncia. A
esse estudo damos usualmente o nome de posicdo relativas entre pontos e
circunferéncias. Mostramos aos estudantes, quando um ponto é interno, externo ou
pertencente a uma circunferéncia.

Utilizamos o mesmo principio dos exercicios, para mostrar coisas analogas ao
topico acima, mostramos aos alunos entdo, a posicdo relativa entre retas e
circunferéncias e posteriormente a posicao relativa entre circunferéncias. Durante
este estudo, vimos que retas podem ser tangentes, exteriores ou secantes a
circunferéncias e também que uma circunferéncia pode ser secante, tangente ou

ainda disjunta a uma circunferéncia dada.
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Antes do término da aula, propomos aos estudantes uma lista de exercicios, a
qual deveria ser resolvida, a fim de que os estudantes fixassem o contelddo visto
neste encontro, e que além disso, eles tirassem possiveis duvidas que pudessem
surgir durante as resolucoes.

E importante ressaltar, que ainda tinhamos programado jogar um jogo com
nossos alunos. Este teria a mesma funcdo da lista de exercicios, porém iria
apresentar uma abordagem mais pratica dos conteudos. Entretanto, ndo tivemos
tempo suficiente para a realizacdo do mesmo.

Sendo assim, pouco tempo apdés a entrega da lista encerramos 0 nosso
encontro, orientando que os estudantes terminassem a resolugcdo em casa. Por fim,
nos despedimos dos estudantes, desejando um bom final de semana, e dizendo que

aguardariamos os alunos no proximo encontro.
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7.MODULO 4: ANALISE COMBINATORIA

7.1 Atividades dia 05/10
7.1.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 8° ENCONTRO
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgéo:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:
Levar os alunos a compreenderem conceitos sobre probabilidade.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com probabilidade, objetiva-se que o aluno seja capaz de:
e Encontrar um conjunto que represente um espaco amostral:
e Calcular a probabilidade de um evento em um espago amostral;
e Compreender o conceito de probabilidade com reunido e interseccao
de eventos;
e Entender e resolver exercicios que envolvam probabilidade
condicional;
e Calcular a probabilidade de eventos n&do equiprovaveis.
Conteudo:
Probabilidade.
Recursos Didaticos:
Quadro, giz, lapis, computador, projetor, listas de exercicios.

Atividade 01 (30 minutos)
Iniciaremos a aula relembrando os contetdos da aula anterior, realizando a
correcdo dos exercicios propostos para serem feitos em casa.
Atividade 02 (40 minutos)
Em seguida iremos formar grupos de quatro alunos para realizar um jogo, 0

qual servira de introducéo para o conteudo de probabilidade.
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Avancando com o resto

15 | 37 6 59 11 42 38 17 28 14

24 50

44 0 10 36 32 | 12 34 25

43 29 54 16
Avancando __________. ,

36 40 | : 53
| comoresto : FIM |

52 45 34

| INfclo ¢ 60 | 18 | 56 | 13 27 | 21 | 42 | 31

Objetivo do jogo: Chegar em primeiro lugar ao espaco com a palavra FIM,
trabalhando com divis&o e restos.
Material: O material usado para o jogo consiste de um tabuleiro, como apresentado
na figura acima, um dado de seis faces, e quatro marcadores (um para cada
jogador).
Descricao do jogo: Escolha um critério para definir guem iniciara o jogo, sendo que
o inicio é na casa 52. Jogue o dado e verifique se 0 nimero em que Vocé se
encontra no tabuleiro é divisivel pelo nimero sorteado no dado. Caso seja divisivel,
nao sobrard resto, portanto ndo mova seu marcador. Caso tenha resto, avance a
guantidade de casas referentes a ele.

Apés iremos entregar aos alunos algumas questbes para resolverem
baseados no jogo que acabaram de realizar:

1. Quando vocé esta na casa do numero 36, qual é a chance de avancar?
Resolucéo: %

2. E quando esta em uma casa de numero primo?
Resolucéo: 2

3. Cite um numero do tabuleiro em que a chance de avancar é de 2 em 6.

Resolucdo: O numero 6.
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4. Se independentemente do numero sorteado no dado vocé ndo avangar em
qual casa do tabuleiro vocé esta?
Resolucéo: 0 ou 60.

5. Quando vocé esta na casa do numero 27 qual € a chance de ndo avancar?
~ 2
Resolucéao: p

6. Cite um numero do tabuleiro em que a chance de avancar é de 4 em 6.

Resolucdo: O namero 21.

Atividade 03 (100 minutos)

Apos isso trabalharemos alguns exercicios com os alunos. Sendo o primeiro
relacionado a espaco amostral, o segundo a evento, o terceiro acerca de
probabilidade com reunido e interseccdo de eventos, 0 quarto acerca de
probabilidade condicional, o quinto eventos independentes e o Ultimo ird4 tratar de
experimentos ndo equiprovaveis.

Durante os exercicios realizaremos uma dindmica para que 0s alunos
percebam a importancia dos conceitos de probabilidade, trabalharemos com o
Problema das Portas (Monty Hall).

O problema: A “Porta dos Desesperados” € um jogo com trés portas: atras de
uma delas ha um prémio, e atrds das outras, um monstro. O participante escolhe
uma porta, o apresentador, sabendo em qual porta esta o prémio, abre uma das
portas nao escolhidas revelando um monstro. E faz a derradeira pergunta: “Quer
trocar?”. Afinal, € ou ndo vantajoso trocar de porta?

A resposta intuitiva da maioria das pessoas ao Problema de Monty Hall seria
que, quando o apresentador revela uma porta ndo-premiada, ter-se-ia a frente um
novo dilema com apenas duas portas e um prémio, portanto, a chance de que o
prémio estivesse em qualquer uma das duas portas seria de 50% e nédo faria
diferenca alguma trocar.

Para trabalhar com a turma adaptaremos o problema, trocando o uso das
portas por canecas, chamaremos alguns alunos para o papel do participante e os
instigaremos sobre como aumentar as chances de se ganhar um prémio. ApGs isso
projetaremos uma tabela com todas as possiveis situacdes e concluiremos que

trocar de porta € mais vantajoso.
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Os convenceremos que o0 evento analisado ndo € apenas “escolher uma
porta”. Sdo 2 eventos: “escolher uma porta” e “trocar de porta”. O que se percebe
pela analise do espaco amostral € que, quando o participante decide trocar de porta,
ele ganha 2 vezes e perde 1 (sucesso em 2/3 das vezes); ja, a0 permanecer com a
mesma porta, ele tera éxito em apenas 1/3. Ou seja, sua probabilidade de ganho é
de 2 para 1 caso ele decida trocar de porta. S&o, portanto, 66,7% de chance de

ganhar e 33,3% de chance de perder.

Exercicios:

1. Em um cesto ha bolas de volei, sendo 3 brancas e 3 vermelhas. Desse cesto
séo retiradas, sucessivamente, 3 bolas. Calcular o numero de elementos dos
seguintes eventos:

a) As trés bolas tém a mesma cor.

Resolucdo: Chamando a bola branca de B e a vermelha de V temos que o
espaco amostral desse experimento é:

U={(BBB), (BBV), (BVB), (BVV), (VBB), (VBV), (VVB), (VVV)}.

Se as trés bolas tém a mesma cor, o evento é:

A={(BBB), (VVV)}, assim teremos 2 elementos.

b) Duas das bolas séo brancas.
Resolugéo: Teremos:
B={(BBV), (BVB), (VBB)}, assim teremos 3 elementos.

C) As trés bolas sao vermelhas.
Resolugéo: Teremos:

C={(VVV)}, assim teremos 1 elementos.

d) O numero de bolas brancas é igual ao numero de bolas vermelhas.
Resolucao: Verifica-se que sempre o numero de bolas brancas nunca é igual

ao nimero de bolas vermelhas.

2. No langcamento de um dado, determinar a probabilidade de se obter:
a) O numero 2.
Resolucdo: O espaco amostral € U={1, 2, 3, 4, 5, 6}, portanto n(U)=6.
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Portanto A={2}, portanto n(A)=1,

assim teremos P(A) = %

b) Um ndmero par.
Resolucdo: B={2, 4, 6}, portanto n(B)=3

1

c) Um numero multiplo de 3.

Resolucao: C={3, 6}, portanto n(C)=2

1

. Em uma pesquisa foram consultadas 470 pessoas e o resultado foi o
seguinte: 250 delas leem o jornal A, 180 leem o jornal B e 60 leem os jornais
A e B. escolhendo um dos entrevistados ao acaso determine a probabilidade
de ele ser:

a) Leitor dos jornais A e B;

Resolugéo: Analisaremos neste item a intersec¢do, usando conceitos da
teoria de conjuntos encontraremos que ha 60 pessoas que leem os dois

jornais assim a probabilidade sera:

60
470

b) Leitor do jornal A ou do jornal B.
Resolucdo: Teremos neste item que encontrar a probabilidade das pessoas
gue leem somente um dos jornais assim faremos:

250 N 180 60 37
470 470 470 47

. Pensando em um experimento do langamento de dois dados, um branco e um
vermelho, encontre a probabilidade de a soma dos numeros obtidos serem
menor que 7, sendo que o numero 4 saiu em pelo menos um dado.

Resolucao: iremos elencar aqui todas as possibilidades em que o numero 4

saiu em pelo menos um dado:
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(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(1,4),(2,4),(3,4),(5,4),(6,4), observamos que
isso ocorre 11 vezes, agora dentre estes queremos 0s que a soma dos
nameros obtidos seja menor do que 7, teremos entao:

(4,1),(4,2),(2,4),(2,4).

Sendo assim chamando B a ocorréncia do numero 4 e A a soma dos numeros

ser menor que 7 teremos:

4

P(A/B) = TR

5. Lancando sucessivamente uma moeda e um dado, qual a probabilidade de se

obter o resultado (cara, 5)? E a probabilidade de se obter (coroa, nimero
par)?

Resolugdo: Esperamos que os alunos construam a arvore de possibilidades, e

por meio dela encontrem a resposta do exercicio.
e 1 .
Para obtermos (cara, 5) teremos a probabilidade de - Pois podemos

combinar cara e coroa com 0s seis numeros do dado, tendo assim 12
diferentes combinacdes, porém s6 uma sera (cara, 5).
Para (coroa, numero par) teremos também 12 combinacbes, e 0s casos

(coroa, 2), (coroa, 4) e (coroa, 6), sdo 0S que procuramos, assim a solucao
;3 1
sera — = -.
12 4

6. Observando a roleta abaixo encontre a
probabilidade de ela parar em cada uma das

regioes.

Resolucédo: Pela figura podemos perceber que a

) 1 ) . 7
area A corresponde a " da area do circulo e a area

M também, ja a area L corresponde a metade do

circulo, entao:
1
>

1 1
P(A) = " P(M) = 7€ P(L) =
Apés, a resolugdo dos exercicios pelos alunos, realizaremos a corregao
destes no quadro e formalizaremos os conceitos trabalhados. Neste momento

apresentaremos em slides as defini¢cdes relevantes ao conteudo.
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Definicdo: O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério
€ denominado espaco amostral, o qual indicaremos por U.
Exemplos:

¢ No lancamento de uma moeda: U={cara, coroa};

e No nascimento de uma crianga: U={menino, meninaj}.

Definicdo: Qualquer subconjunto do espaco amostral € chamado evento.
Exemplos: No lancamento de um dado podemos ter os seguintes eventos:
e O numero é par: {2, 4, 6},
e O numero é menor que 5: {1, 2, 3, 4},

e O numero é multiplo de 10: { }.

Definicdo: Sendo P(A) = % 0 numero de elementos do espaco amostral U e n(4),

0 humero de elementos do evento A.

Definicdo: A probabilidade de ocorrer um evento A ou um evento B ocorrer é dada
pela expresséao:
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

Definicdo: A probabilidade de ocorrer um evento A dado que B ocorreu e dada pela
expressao:

P(ANB)
P(B)

P(A/B) =
Em seguida, entregaremos outra lista de exercicios para resolverem e

posteriormente realizarmos a correcao.

Atividade 04 (30 minutos)
Exercicios
1. (Questdo adaptada de ENEM (2015)) Em uma escola, a probabilidade de um
aluno compreender e falar inglés € de 30%. Trés alunos dessa escola, que

estdo em fase final de selecdo de intercambio, aguardam, em uma sala,



137

serem chamados para uma entrevista. Mas, ao invés de chamé&-los um a um,
0 entrevistador entra na sala e faz, oralmente, uma pergunta em inglés que
pode ser respondida por qualquer um dos alunos. Qual é a probabilidade de o
entrevistador ser entendido e ter sua pergunta oralmente respondida em

inglés?

Resolucédo: A probabilidade de um aluno néo responder em inglés a pergunta
em inglés é:

1000/—300/z@—£z1—03—07
0 7700 100 S

Como a resposta de cada aluno é um evento independente, a probabilidade
de nenhum dos trés alunos responderem em inglés & pergunta em inglés é:
0,7-0,7-0,7= 0,343 = 0,343 - 100 = 34,3%
Assim a probabilidade de o entrevistador ter sua pergunta respondida em
inglés por algum dos alunos é:
1-0,343 = 0,657 = 0,657 - 100 = 65,7%

. (Questdo adaptada de ENEM (2011)) Todo o pais passa pela primeira fase de
campanha de vacinacdo contra a gripe suina (H1N1). Segundo um médico
infectologista do Instituto Emilio Ribas, de S&o Paulo, a imunizacao “deve
mudar”, no pais, a historia da epidemia. Com a vacina, de acordo com ele, o
Brasil tem a chance de barrar uma tendéncia do crescimento da doenca, que
ja matou 17 mil no mundo. A tabela apresenta dados especificos de um Unico

posto de vacinacao.

Campanha de vacinagdo contra a gripe suina

Datas da L Quantidade de
vacinagao Publico-alvo pessoas vacinadas
8a19de Trabalhadores da saude 42
marco e indigenas
22de margo a | Portadores de doencas 29
2 de abril crbnicas
. Adultos saudaveis entre
5 a 23 de abril 20 e 29 anos 56
24 de abril a Populagdo com mais de 30
7 de maio 60 anos
10 a 21 de Adultos saudaveis entre 50
maio 30 e 39 anos
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Escolhendo-se aleatoriamente uma pessoa atendida nesse posto de
vacinacgdo, qual é a probabilidade de ela ser portadora de doenca crénica?

Resolucdo: De acordo com a tabela apresentada no exercicio, temos
informacdes a respeito de cinco tipos de publico-alvo. O total formado por
esses cinco grupos compde 0 nosso espago amostral. Vamos entdo somar e
encontrar o total de pessoas vacinadas:
n() =42+22+56+30+50
n(Q) = 200

Entdo o grupo total de vacinados sdo 200 pessoas. Precisamos agora do
namero de casos favoraveis, sendo a quantidade de pessoas portadoras de
doencas cronicas que foram vacinadas. De acordo com a tabela, esse valor
de 22 pessoas. Vamos entdo utlizar a férmula para o célculo da
probabilidade:

n(k)
p(E) = (@)
p(E) = == o 21 011100 = 11%
200 100 ’

. (Questdo adaptada de ENEM (2017)) Um morador de uma regido
metropolitana tem 50% de probabilidade de atrasar-se para o trabalho quando
chove na regido; caso nao chova, sua probabilidade de atraso é de 25%. Para
um determinado dia, o servico de meteorologia estima 30% a probabilidade
da ocorréncia de chuva nessa regido. Qual é a probabilidade de esse morador

se atrasar para o servi¢co no dia para o qual foi dada a estimativa de chuva?

Resolucdo: Como a probabilidade de chover na regido é de 30%, entdo a
probabilidade de n&o chover é de 70%.
1° Caso (Chover no dia)
Neste caso, consideremos o evento desejado A, assim descrito — “A: atrasar-
se e chover”.
p(A) =0,5-0,3 = 0,15
2° Caso (Nao chover no dia)
Neste caso, consideremos o evento desejado B, assim descrito — “B: atrasar-

se e ndo chover’.
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p(B) =0,25-0,7 = 0,175
Como pode chover ou néo no dia, temos p(4) + p(B) = 0,15 + 0,175 = 0,325

Avaliacao:
A avaliacdo ocorrera de forma continua por meio da participacdo, resolucao

de exercicios em sala.
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Anexo 1

Lista de exercicios — 8° Encontro

1. (Questdo adaptada de ENEM (2016)). Um casal, ambos com 30 anos de
idade, pretende fazer um plano de previdéncia privada. A seguradora
pesquisada, para definir o valor do recolhimento mensal, estima a
probabilidade de que pelo menos um deles esteja vivo daqui a 50 anos,
tornando por base dados da populacdo, que indicam que 20% dos homens e
30% das mulheres de hoje alcancaréo a idade de 80 anos.

Qual é essa probabilidade?

Resolugéo: sendo Hv a porcentagem de homens vivos com mais de 80 anos
e Mv a porcentagem de mulheres vivas com mais de 80 anos, e Hm a
porcentagem de homens que né&o alcancaréo a idade de 80 anos e Mm a
porcentagem de mulheres que ndo alcancardo 80 anos, temos:

Hv = 20%,Mv = 30%

Hm = 80%,Mm = 70%


http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos
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Hv e Mv
P = () (i) = 100
Mve Hm
P(Z):(30)-<80): 24
100 100 100
Hv e Mv

P = (12000) ' (13000) - 130

14 24 6

Protal = 755 + 150 T Too
Ptotal = 44
ot = 7100

. (Questdo adaptada de ENEM (2015)). Um bairro residencial tem cinco mil
moradores, dos quais mil sdo classificados como vegetarianos. Entre os
vegetarianos, 40% sao esportistas, enquanto que, entre 0os ndo vegetarianos,
essa porcentagem cai para 20%. Uma pessoa desse bairro, escolhida ao
acaso, é esportista. A probabilidade de ela ser vegetariana €?
Resolucdo: Primeiro encontraremos o numero de esportistas vegetarianos
gue sera:

1000 - 0,4 = 400
Depois 0s ndo vegetarianos esportistas:

4000 - 0,2 =800
A probabilidade de um esportista ser vegetariano sera entao:

400 1

1200 3
. Dois dados usuais e nao viciados sdo langcados. Sabe-se que os numeros
observados sédo impares. Entdo, a probabilidade de que a soma deles seja 8
€?

Resolucdo: No langamento de dois dados temos que a soma entre as faces
impares em que o resultado seja 8 € dado pelos pares (5,3) e (3,5). Somente
2 eventos satisfazem a situagdo proposta. J& 0 espaco amostral estara
reduzido ao numero de combinacdes entre resultados impares, que € 9,

(1,1), (1,3),(1,5), (3,1), (3,3), (3,5), (5,1), (5,3) e (5,5). Portanto:
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P=-
9

4. Em uma urna existem bolas enumeradas de 1 a 15. Qualquer uma delas
possui a mesma chance de ser retirada. Determine a probabilidade de se retirar
uma bola com nimero nas seguintes condicdes:

a) Par.

Resolucédo: Espago amostral: (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15)

No espaco amostral de 15 numeros, temos 7 numeros pares.

7
P = 1 = 0,466 = 46,6%

b) Primo.

Resolucdo: Temos 6 numeros primos dentre o espaco amostral de 15

nameros.

P = ﬁ =04 = 40%
15

C) Par ou primo.

Resolucdo: Numero par = 7 possibilidades entre 15
NuUmero primo = 6 possibilidades entre 15
Par n primo = lentre 15

P(par) + P(primo) - P (par N primo)

7.8 1—12—08—800/
15 ' 15 15 15 7

d) Par e primo.
Resolugdo: Dentro do intervalo dado, temos um Gnico ndmero que satisfaz a
condicdo de ser par e primo ao mesmo tempo, que é o numero 2. Portanto,

temos a seguinte probabilidade:

1
P =— = 0,066 = 6,6
15 %

7.1.2 Relatério

No dia cinco de outubro de 2019, sabado, realizamos o oitavo encontro do
Promat na Unioeste, Cascavel. Estavam presentes 17 alunos. Iniciamos a aula
explicando aos alunos que comecgariamos um novo modulo, a saber: probabilidade.

Dessa forma, falamos que n&o corrigiriamos os exercicios que ficaram para serem
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resolvidos em casa, caso eles tivessem duvidas deveriam nos chamar que as
sanariamos de modo individual.

Apos, iniciamos o contetddo programado para esse encontro, probabilidade.
Os alunos, como de costume, ja estavam sentados em grupos, entdo, entregamos
para cada grupo um tabuleiro, um dado e quatro marcadores, para que assim eles
pudessem jogar o jogo “Avancando com o resto”. Explicamos como eles deveriam
jogar e 0S mesmos comecaram, enguanto isso, circulamos pela sala sanando as
possiveis duvidas que surgissem.

Os principios basicos do jogo se davam através da identificacdo dos divisores
de alguns numeros. O tabuleiro que foi entregue aos alunos era composto por
determinados numeros naturais, todos os alunos comecavam a jogar iniciando do
mesmo numero. Um a um os alunos deviam lacar o dado e verificar o nimero obtido,
a partir deste numero devia ser verificado o resto da divisdo do nimero observado
no tabuleiro, pelo nimero obtido no dado. O resto da divisdo corresponde ao nimero
de casas que o individuo devia avancar pelo tabuleiro, dai o nome “avangando com
o resto”. Ganharia o jogo, aquele que chegasse na ultima casa do tabuleiro.

Os alunos se mostraram entusiasmados com o0 jogo, todos estavam
participando e tentando ganhar. No decorrer do jogo eles foram percebendo
questbes que faziam parte dos nossos objetivos, como perceber que quando
parassem no numero 0 ou 60 que estdo contidos no tabuleiro, eles nao
conseguiriam mais mover o marcador, ou seja, a probabilidade dele se mover era 0,
pois todos os numeros do dado sdo divisores de 60 e nenhum deles divide o 0.
Deixamos que os alunos jogassem por alguns minutos e, em seguida, levantamos
alguns guestionamentos sobre probabilidade, como: “quando vocé esta na casa do
numero 36, qual é a chance de avancgar?” e “Cite um numero do tabuleiro em que a
chance de avangar é de 2 em 6”. Com este tipo de indagacdes, levamos os alunos a
perceberem quais nimeros proporcionavam a maior e a menor chance de avancar,
assim como eventos impossiveis (0 niumero 60 e o 0).

Posteriormente, entregamos para cada aluno uma lista com problemas para
serem resolvidos, solicitamos que resolvessem apenas 0s seis primeiros. Enquanto
os alunos tentavam resolver, nos circulamos pela sala os ajudando e sanando as
eventuais davidas.

Os alunos nao mostraram muitas dificuldades nos dois primeiros problemas,

ja no terceiro muitas duvidas apareceram, por se tratar de um problema envolvendo



143

conjuntos eles tiveram dificuldade em montar o espago amostral do problema. Os
trés ultimos problemas também ndo geraram muitas dulvidas, apenas duvidas
pontuais que foram sanadas nos grupos.

Tais problemas tinham como objetivo introduzir definicbes e formulas de
probabilidade, portanto, enquanto realizamos a corregcdo no quadro j& iamos
explicando os conceitos envolvidos. Durante a correcdo os alunos se mostraram
atentos, poucos interagiram conosco, mas todos prestaram muita atencdo nas
explicacbes. Apds terminarmos de corrigir a terceira questdo, estava na hora do
intervalo, entdo liberamos os alunos e dissemos que terminariamos a correcado
depois.

Quando retornamos do intervalo, terminamos a correcdo dos demais
problemas que faltavam. Em seguida, realizamos mais uma dinamica com os alunos,
o Problema das Portas (Monty Hall). Utilizamos 3 canecas para simbolizarem as
portas e balas como prémio. Pedimos a ajuda dos alunos, para que fossem o0s
jogadores, entdo, o aluno deveria sair da sala por um momento, e nés colocadvamos
o0 prémio embaixo de uma caneca, o aluno retornava e deveria acertar em qual
caneca estava. Apds escolher uma das canecas, retirAdvamos uma que nao estava
com o prémio e faziamos a seguinte pergunta: “Quer trocar?”.

Depois de realizarmos o jogo diversas vezes, perguntamos aos alunos se era
mais vantajoso permanecer com a mesma caneca ou trocar, a maioria disse que era
permanecer com a mesma caneca. Entdo explicamos por que trocar era mais
vantajoso, explicamos que inicialmente a chance de se escolher a caneca premiada
era de uma em trés, jA que apenas uma caneca contém o prémio dentre as trés
canecas. Porém apdés a escolha do participante e a retirada de uma caneca, temos
um jogo envolvendo apenas duas canecas sendo que uma contém o prémio e a
outra ndo, ou seja a chance de se ganhar escolhendo uma caneca é de uma em
duas. Dessa forma trocar de caneca é mais vantajoso.

Em seguida, explicamos formalmente as definicdes utilizadas no calculo de
probabilidades, sempre fazendo ligagdo com o0s problemas ja resolvidos. Apos,
pedimos que os alunos resolvessem os demais exercicios da lista, e circulamos pela
sala ajudando e tirando as duvidas dos grupos.

Quando ja estava no horario de dispensa-los, agradecemos a todos pela
presenca e pedimos que viessem no préximo encontro, no qual iremos trabalhar com

contagem, assim, encerramos mais um encontro.
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7.2 Atividades dia 19/10
7.2.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 9° ENCONTRO

Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:

Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:

Levar os alunos a aprender conceitos basicos de analise combinatoria.
Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com analise combinatoria, objetiva-se que o aluno seja capaz

de:
e Identificar e utilizar o principio fundamental da contagem;
e Compreender o conceito de permutacéo;
e Aplicar as técnicas de contagem para resolver problemas.
Conteudo:

Anéalise combinatéria.
Recursos Didaticos:

Quadro, giz, lapis, computador, projetor, listas de exercicios.

Atividade 01 (30 minutos)

Iniciaremos a aula relembrando os contetdos da aula anterior, realizando a
correcdo dos exercicios propostos para serem feitos em casa. E posteriormente,
comentando com os alunos que iniciaremos um novo capitulo de estudos, a saber,
analise combinatoria.

Atividade 02 (140 minutos)

Neste médulo de estudo, trabalharemos com nossos alunos, usando outra
metodologia de ensino.Introduziremos os conteudos por meio da metodologia da
Resolugdo de Problemas. Assim, solicitaremos aos alunos a resolugdo de varios
problemas. O intuito da resolucdo destes problemas, € que os alunos resolvam
utilizando conhecimentos bésicos, e que estejam engajados pela intuicdo, sem

precisar do apoio de férmulas matematicas neste primeiro momento.
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Na resolucédo destes 3 primeiros problemas, queremos que 0s estudantes

resolvam e posteriormente percebam a abordagem do principio aditivo de contagem.

1-

Para realizar viagens entre Curitiba (PR) e Sdo Paulo (SP), dispbe-se de 3
companhias diferentes de aviacdo e 4 empresas de Onibus. De quantas
maneiras é possivel realizar essa viagem?

Resolucdo: 4 +3 =7

Numa caixa existem 20 bolas brancas e 15 bolas verdes. De quantas
maneiras podemos selecionar 1 bola?

Resolucéo: 20 + 15 = 35

Numa lanchonete h& 6 sabores de doces e 4 sabores de salgados. Suponha
gue Sofia s6 pretenda comer um doce ou comer um salgado. Quantos sdo 0s
possiveis pedidos que Sofia pode fazer?

Resolugdo: 4 + 6 = 10

Trabalhando com os exercicios 4, 5 e 6, buscaremos levar os alunos a

percepcdo do principio multiplicativo de contagem, diferindo dos problemas

anteriores.

4-

5-

Ao lancarmos uma moeda e um dado quantas séo as possibilidades?
Resolugéo:2 - 6 = 12

Uma pessoa quer viajar de Recife a Porto Alegre passando por Sao Paulo.
Sabendo que h& 5 roteiros diferentes para chegar a Sao Paulo partindo de
Recife e 4 roteiros diferentes para chegar a Porto Alegre partindo de Séo
Paulo, de quantas maneiras possiveis essa pessoa pode viajar de Recife a
Porto Alegre?

Resolugdo:4 - 5 = 20

Quantos anagramas podemos formar com as letras da palavra GATO?
(lembrando que um anagrama é uma palavra formada com as mesmas letras
da palavra original, mas em uma ordem qualquer, sendo que a nova palavra
Nao necessariamente precisa fazer sentido).

Resolugéo: 4-3-2-1 =24

Com os exercicios 7 até 14, buscaremos abordar a nocao intuitiva de arranjo.
Quantos numeros de trés algarismos podemos escrever com 0s algarismos 2,
4 e 6?7 E sem repetir algarismos?

Resolucdo: 3-2 -1 = 6, sendo eles, 246, 264, 624, 642, 426, 462.
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Numa sala de aula queremos escolher dois alunos dentre quatro para
representarem a turma em uma reunido com a dire¢cdo. De quantos modos
podemos fazer essa escolha?

Resolucdo: 4 x 3 =12

Caso esses alunos fossem ocupar cargos diferentes sendo que o primeiro a
ser escolhido ocuparé o cargo de presidente e o segundo de vice, de quantas

maneiras podemos fazer essa escolha?

~ . 4X3
Resolugao:T =6

10-Tendo quatro cores disponiveis de quantos modos posso pintar uma bandeira

formada por 4 listras adjacentes, sem repetir as cores?

Resolucdo: Na primeira listra podemos utilizar qualquer uma das 4 cores, ha
segunda, devemos retirar a cor que foi usada anteriormente, sobram 3, na
terceira listra, devemos retirar as cores inicias, restando entédo, duas cores e
por fim, s6 nos resta uma cor, uma vez que ja utilizamos 3, logo temos 4 X 3 X

2 X 1 = 24 maneiras de fazer a pintura

11-Tendo quatro cores disponiveis de quantos modos posso pintar uma bandeira

de 4 listras adjacentes, sem que regides adjacentes tenham a mesma cor?

Resolugdo: Na primeira listra ndo temos restricdo, na segunda, temos uma
cor a menos, na terceira, a restricdo € que a cor ndo pode ser igual a anterior,
porém ainda restam 3, na quarta listra temos o0 mesmo caso, portanto

4 x 3 X 3 X3 =108 maneiras distintas.

12-De quantas maneiras distintas podemos colocar em fila indiana seis homens e

seis mulheres em qualquer ordem? E iniciando com homem e terminando
com mulher?

Resolucdo: No primeiro caso, a resolugdo se da por 12! =479001600
maneiras.

No segundo caso, temos uma restricdo, a primeira pessoa deve ser um
homem, portanto temos apenas 6 opc¢des, e outra restricdo, a Ultima pessoa

deve ser uma mulher, portanto: 6 X 10! X 6 = 130636800 opc¢oes.

13-Exemplo 13: Quantos anagramas podemos formar com as letras da palavra

GATA?

Resolugéo: 2o12
2!

14-Quantos anagramas podemos formar com as letras da palavra ARARA?
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Resolucéo: 2L =10
312!

Utilizando o problema 15, vamos falar sobre um caso interessante contido
neste médulo de estudo, que é a permutacao circular.
15-De quantas formas podemos organizar 3 crian¢as numa roda?

Resolucao: duas formas.

Um dos ultimos topicos a serem trabalhados € o de combinacéo, para iSso 0s
exercicios 9 (ja trabalhado) e o0 16 a seguir, serdo apresentados aos estudantes.
16-Quantos sao os numeros de trés algarismos distintos? Quantos desses séo
pares?
Resolucdo: 9 X 9 x 8 = 648. Portanto sdo 648 numeros distintos, pois na casa
das centenas o numero 0 ndo pode ser contado, na casa das dezenas ndo ha
restricdes, porém, um numero ja foi utilizado na casa anterior, e na casa das
unidades nédo ha restricdes, porém, dois nimeros ja estdo em uso.
Para o caso dos numeros pares, temos 2 casos, 0 primeiro deles consistem
em manter o 0 na casa das unidades, neste caso temos: 9 X 8 x 1 = 72, pois
a casa das centenas sO tem uma restricdo, sé ndo pode ser 0, e a casa das
dezenas nao pode ter os dois nimeros que ja estdo em uso, restando 8
opcoes.
O segundo caso consiste em néo ter 0 na casa das unidades, assim, temos 4
opcdes para esta casa, 8 op¢cles para a casa das centenas, ja que ela nao
pode ser 0, e 8 opcdes para a casa das dezenas, uma vez que dois niUmeros
estdo em uso, logo 8 x 8 x4 = 254, somando os dois casos, temos 326

numeros pares.

Vale ressaltar que o0s problemas propostos podem ser resolvidos de
diferentes maneiras, por isso deixaremos que o0s alunos pensem e resolvam pela

maneira que acharem melhor, sendo estimulados pela intuico.
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Atividade 3 (30 minutos)

Usaremos o0 tempo restante da aula para formalizar o conceito de
permutacdo, mostrando aos alunos os tépicos que o permeiam, principio aditivo,
principio multiplicativo, permutacdo simples e permutacéo circular.

Iniciaremos abordando o principio fundamental da contagem, definindo e
mostrando suas aplicagdes, enfatizando os problemas trabalhados no decorrer da
aula.

Regra da Soma: Quando um evento é composto por m e n etapas
independentes, consideramos entdo que o numero total de possibilidades de o
evento ocorrer € dado pela soma: m + n.

Regra do produto: Quando um evento € composto por m etapas sucessivas e
independentes, de tal forma que as possibilidades da segunda etapa é n,
consideramos entdo que o numero total de possibilidades de o evento ocorrer é

dado pelo produto: m X n.

Usaremos o seguinte exemplo para deduzir a férmula de permutacéo:
Exemplo: Se temos n elementos distintos e os organizamos em uma fila, de
guantas maneiras podemos escolher um deles para ser o primeiro elemento da fila?
E se escolhemos o primeiro da fila, de quantas maneiras podemos escolher o
segundo elemento da fila?
Resolucao: Usando este raciocinio e o principio multiplicativo podemos concluir que
0 numero de agrupamentos ordenados que podemos obter com todos o0s

nelementos é dadopor:n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1.

Comentaremos que esses agrupamentos ordenados recebem o nome de
permutacdo simples e indicamos por B, o numero de permutacdes simples de n
elementos:

Bb=n-n—-1)-n—-2)-..-3-2-1

Este valor obtido também é chamado de fatorial do nimero natural n, e €
indicado por n'ou seja, n!'=n-(n—1)-(n—2)-..-3-2-1para n > 1. Considera-
se 0! =1.

Apos, explicaremos sobre a permutacdo com elementos repetidos, sendo que
esta é diferente da permutacdo simples, pois 0s elementos repetidos permutam

entre si. De uma maneira geral, dada a permutagcdo de um conjunto com n
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elementos, alguns elementos repetem n, vezes, n,vezes, ... e n,vezes. Entdo, a

permutacédo € calculada por

n!

TongIng! gy

Em seguida, explanaremos o conceito de permutacao circular:
Exemplo: De quantas maneiras podemos colocar n objetos distintos em n lugares
igualmente espacados numa circunferéncia, se considerarmos equivalentes as
disposicfes que possam coincidir por rotacao?
Diferenca entre permutacéo simples e circular:
Permutacdes simples: importam os lugares que o0s objetos ocupam.
Permutacdes circulares: o que importa € apenas a posicao relativa dos objetos entre
Si, ou seja, quais objetos que S&0 0s antecessores e 0S sucessores.

P, n! nn-1)!

p== — = -1!
n n n

Assim, neste exemplo:
P=@B-1D!=21=2

Em seguida, na intencéo de ilustrar o que acabara de ser enunciado, vamos
propor a resolucdo de alguns problemas que retratam a situacdo estudada, estes
podem ser resolvidos em sala de aula, caso haja tempo suficiente, ou serao

destinados como lista complementar que deve ser resolvida em casa.
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Anexo 1

1. (UFSC) Calcule o numero de anagramas da palavra CLARA em que as letras

AR aparecem juntas e nessa ordem.
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Resolucdo: Como temos 2 letras fixas, podemos considera-las como uma sé.
Sobrando entéo, 4 alternativas para deslocamento de posi¢oes:

41 =4 x3x2x1=24vezes.

Quantas séo as permutacdes possiveis da palavra MATEMATICA?
Resolucdo: Temos aqui um exemplo tipico de permutacdo com repeticao,

sendo assim, utilizamos da férmula vista anteriormente:

Pn — n!

ninyl.. ny

Aplicando a formula no problema, temos:

P, = -2 =151200

21213!
Portanto, temos 151200, combinac¢des possiveis.
(UEL-PR) Em uma reunido ha 12 rapazes, 4 dos quais usam oculos, e 16
garotas, 6 das quais usam 6culos. De quantos modos possiveis podem se
formados casais para dancar sendo o par formado por uma pessoa que usa
oculos com outra que ndo usa?
Resolucdo: Na primeira, vamos calcular o niumero de pares possiveis de
homens que usam 6culos com mulheres que ndo usam 6culos:
Homens que usam 6culos = 4
Mulheres que ndo usam 6culos = 10
Total de pares =410 = 40
Na segunda, vamos calcular o nimero de pares possiveis de homens que
nao usam 6culos com mulheres que usam 6culos:
Homens que ndo usam oOculos: 8
Mulheres que usam éculos: 6
Total de pares=8-6 = 48
Agora basta somar os dois resultados:
Total de pares possiveis =40 + 48 = 88 pares.
Uma familia € composta por seis pessoas: o0 pai, a mae e quatro filhos. Num
restaurante, essa familia vai ocupar uma mesa redonda. Em quantas
disposicdes diferentes essas pessoas podem se sentar em torno da mesa?
Resolucdo: Temos aqui um caso de permutagdo circular, como vimos
anteriormente, basta utilizarmos a férmula, que é dada por: (n — 1)!
Sendo assim temos: (6 — 1)! = 5! =120

E concluimos entdo, que a familia pode se sentar de 120 maneiras diferentes.
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5. De quantas formas 12 criangas podem formar uma roda? Considerando que
duas determinadas criangas sempre estardo juntas e na mesma ordem.
Resolucdo: Novamente temos uma permutacgéo circular, a forma de resolugéo
€ anéloga, entretanto, temos a condi¢cdo de que duas criancas devem ficar
juntas, por isso, podemos considerar que estas duas, sdo apenas uma
(ocupam apenas uma posicao), sendo assim, a resolucao € dada por:

(11 - 1)! = 10! = 3628800

7.2.2 Relatério

Iniciamos a aula do dia 19 dando boas-vindas a todos os alunos, que
voltavam as aulas do Promat apds duas semanas, devido ao feriado do dia 12 de
outubro. Neste encontro estavam presentes 16 alunos.

Em seguida, relembramos os alunos sobre o conteudo trabalhado no ultimo
encontro, que foi de Probabilidade, corrigimos alguns exercicios contidos na lista
complementar que geraram duvidas nos alunos e posteriormente iniciamos um novo
tépico de estudo.

Comentamos com os alunos que iriamos trabalhar nos ultimos dois encontros
do Promat, com o conteudo de Andalise Combinatéria, dissemos ainda que
trabalhariamos de maneira diferente dos demais encontros. Neste topico especifico,
nos voltariamos para a resolucdo de varios exercicios durante a aula, buscando
assim, levar os alunos a compreenderem os diferentes tipos de problemas que
permeiam este conteudo.

A aula do dia 19 de outubro foi a primeira parte da abordagem sobre Analise
combinatdria, os contetddos que foram abordados neste primeiro dia foram: Principio
aditivo da contagem, principio multiplicativo da contagem, permutacdo simples e
permutacéo circular.

Logo no inicio da aula, ap0s as primeiras consideracdes, entregamos aos
alunos uma lista que continha os exercicios que seriam trabalhados durante todo o
encontro, destinamos um tempo para que os alunos resolvessem alguns dos
exercicios, enquanto isso andavamos pela sala, esclarecendo eventuais duvidas.
Depois que os alunos terminaram a resolucdo de uma parte dos exercicios, 0s
corrigimos no quadro, mostrando os diferentes métodos de resolucdo, que pudemos

perceber entre as resolucdes elaboradas pelos alunos.
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Da mesma forma procedemos apds a correcdo destes primeiros exercicios,
destinamos um tempo a resolucdo de mais uma parte da lista de exercicios e em
seguida os corrigimos no quadro.

Mostramos aos alunos nesta aula que é possivel resolver exercicios sobre
Andlise Combinatdria mesmo sem conhecer as formulas. Entretanto, mostramos aos
estudantes como sdo determinadas as formulas utilizadas usualmente. Neste
encontro ndo tratamos sobre exercicios que envolvessem arranjos e combinacoes,
pois destinamos outro encontro para tratar destes dois topicos.

Acreditamos que nossos alunos compreenderam o que queriamos mostrar
nesta aula, alguns deles apresentaram bastante facilidade na resolucdo dos
exercicios, outros, nem tanto, e precisaram de explicacfes individuais. Pensamos
ainda, que a maneira pela qual introduzimos os conteudos foi proveitosa, pois
podemos mostrar que existem mais que um método que nos levam a solu¢do de um
mesmo exercicio e que ndo € necessaria a implementacdo de férmulas mateméticas

em todos o0s casos.
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7.3 Atividades dia 26/10
7.3.1 Plano de aula

PLANO DE AULA - 10° ENCONTRO

Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino - NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:

Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral:

Levar os alunos a compreender o0s conceitos basicos de Analise
Combinatoria, relacionando-os com a realidade.
Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com analise combinatoria, objetiva-se que o aluno seja capaz

de:

e Distinguir os diferentes tipos de problemas de contagem: permutacao
simples, permutacdo com elementos repetidos, permutacédo circular,
arranjo e combinacao;

¢ Resolver problemas envolvendo conceitos de permutacdo, arranjo e
contagem;

Conteudo:

Permutacdo simples, permutacdo com elementos repetidos, permutacao
circular, arranjo e combinacao;
Recursos Didéticos:

Quadro, giz, lapis, computador, projetor, listas de exercicios.

Atividade 01 (10 minutos)
Iniciaremos a aula retomando o conteludo da aula anterior, apds, daremos
continuidade ao conteudo de analise combinatoria, nessa aula, relembraremos as

definicbes permutacdes e em seguida definir o que sdo arranjos e combinacoes.

Atividade 02 (20 minutos)

Para introduzir o conceito de arranjo usaremos 0 seguinte exemplo:
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Exemplo: Como calcular o numero total de agrupamentos no caso de n
elementos arranjados p a p, com n= p, ou seja, como calcular 4, ,,.
Resolucao: Para n = p, ja estudamos e podemos calcular da seguinte maneira:

App, =B, =n!

np
Vejamos agora como calcularmos para n > p. Temos n elementos distintos e vamos
arranja-los p a p. Construindo a arvore de possibilidades, temos:

1
2
3
{n:2}

(n-1)
n

(n-2) (n-1)

* na primeira posi¢ao: n possibilidades
* na segunda posicao: (n-1) possibilidades

* na terceira posigao: (n-2) possibilidades
* na p-ézima posicdo: 1 possibilidades

Aplicando o principio fundamental da contagem, temos que o0 numero total de

possibilidades € dado por: 4,, =n.(n—-1). n—=2). .. .[n—(p—1)]

p fatores

Podemos ainda indicar 4, ,, por meio de fatoriais. Observe:

App=n.(n—1). (n—-2). .. . (n—-p+1)
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Multiplicando esse namero por % temos:
_ _ _ _ (-t _
App=n.n—-1). n-2). .. .(n—-p+1). — =>
nm-1).n-2). .. m—-p+1).n—-p—-1)... .2.1
An,p = — 1!
(n—p)!
Portanto:
n!
Apy = ——
" (n—-p)!

que é a definicdo de arranjo para um conjunto A com n elementos, sendo este o
arranjo dos n elementos tomados p a p (1 < p < n) a qualquer sequéncia de p

elementos formados com elementos de A todos distintos.

Atividade 03 (20 minutos)

Apés, trabalharemos a definicdo de combinacao:

Combinacdes simples de n elementos tomados p a p (p< n) séo
subconjuntos diferentes com exatamente p elementos que se podem formar com os
n elementos dados. Indica-se por C,, 0 nimero total de combinacdes de n

elementos tomados p a p e calcula-se por:

A ! ~ . .
Cn,p=¥=pi(r’; ik Como séo subconjuntos de um conjunto, a ordem dos
n . - .

elementos ndo importa, as combinacfes sao caracterizadas pela natureza dos

elementos;

Atividade 4 (50 minutos)
Apods, entregaremos aos alunos uma lista de exercicios para serem resolvidos
na sala. Durante essa atividade auxiliaremos o0s alunos nos grupos. Apos a
resolucao por partes dos alunos iremos corrigir as questdes no quadro.

6. O seméforo € um aparelho de sinalizacdo urbana, rodoviaria ou ferroviaria
gue orienta o trafego por meio de luzes. A escolha da sequéncia de cores:
vermelho no topo, amarelo no meio e verde embaixo € uma forma de nao
confundir o motorista e segue convencgdes internacionais. Imagine que fosse
possivel construir outros tipos de semaforos que ndo se preocupassem com
as facilidades visuais dos motoristas. Considerando que a ordem em que as

cores aparecem € importante, ou seja, 0s sinais abaixo sao diferentes:
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O

o X

Pergunta-se:
a) Quantos séo os diferentes sinais de transito que podemos construir com
essas trés cores, sem repetir as cores?
Resolugédo: 3! = 6 maneiras.
b) E se pudéssemos repetir as cores?
Resolugdo: 3 - 3 - 3 = 27 maneiras.
. (FATEC-PR) Se o numero de permutacdes simples de n elementos é 120,
entdo qual o numero de combina¢des simples que se podem formar com
estes n elementos, 2 a 2?

Resolucdo: Sabemos que:

B, = n!
Dado que:
B, =120
P, =5!
Entdo n = 5.
Fazendo a Combinacéo pedida:
5! 5-4

10

G = ey~ 21

(UECE-CE) Uma empresa possui 8 sécios dos quais serdo escolhidos 2 para
cargos de presidente e vice-presidente. Se n € 0 numero de maneiras
distintas como pode ser feita a escolha, entdo n é igual a quanto?

Resolucdo: Como a ordem de escolha importa, temos que usar a formula de

arranjo, logo temos:
81 8-7-6!
BCE

(FATEC-SP) Dispomos de 10 produtos para montagem de cestas basicas.

A8,2

Qual o numero de cestas que podemos formar com 6 destes produtos, de

modo que um determinado produto seja sempre incluido?
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Resolucdo: Como um dos produtos tem de estar sempre presente nas

combinacbes a fazer, restam-nos 9 produtos para formar grupos de 5

produtos.

Assim namero de formas sera dado por:

9 9:.8-7-6-5! 9:8-7-6 3024
5!(9 — 5)! 5!-41 4-3-2 24

10.(UFSC) Numa circunferéncia sdo tomados 8 pontos distintos. Ligando-se dois

Cos = 126 maneiras

quaisquer desses pontos, obtém-se uma corda. Qual € o nimero total de
cordas assim formadas?
= i =8.7.6!=8.7=5—6=28cordas

2!1(8 —-2)! 26! 2 2

11.(PUC-PR) Um colecionador possuia determinado numero de selos raros e

C8,2

diferentes entre si. Agrupando-os 4 a 4, obteve o mesmo numero de grupos
que se 0s juntasse 6 a 6. Quantos, pois, sdo 0s selos raros que O
colecionador possuia?

Resolucado: Seja n o numero de selos temos

n! n!
T o (n—06) 4 (n—4)

Assim precisamos que (n—6)! =4le(n—4)! =6!,logon -4 =6 = n = 10.

Cn,4 = Cn,6

12.Suponha que no inicio de um jogo vocé tenha R$5,00. A cada jogada, se
vocé ganhar, recebe R$1,00, e se perder paga R$1,00 (vocé ndo paga nada
para jogar). Ao final de trés jogadas, determine, construindo o diagrama de
arvores:
a) De quantos modos o jogo pode se desenvolver?
Seja P = perder e G = ganhar, temos as seguintes possibilidades:
PPP - PPG - PGP - PGG - GGG — GGP — GPG - GPP.
b) Quais as possiveis quantias em dinheiro que vocé podera ter ao final?
PPP =R$ 2,00
PPG = PGP = GPP =R$ 4,00
PGG = GGP = GPG =R$ 6,00
GGG = R$ 8,00
13.Quantas palavras contendo 3 letras diferentes podem ser formadas com um

alfabeto de 26 letras?
2 26! _26-25-24-23!
2637 (26 =3)1 23!

= 262524 = 15600 palavras



158

14.Quantos numeros de quatro digitos sdo maiores que 2400 e:
a) Tém todos os digitos diferentes?
Resolugdo: Nameros a partir de 3000:
7-9-8-7=3528
Numeros de 2400 a 2500:
1-1-8-7=56
Numeros de 2500 a 3000:
1-5-8-7=280
Total: 3528 + 56 + 280 = 3864
b) N&o tém digitos iguais a 3, 5 ou 6?
Resolucao: Numeros a partir de 3000:
4.7-7-7=1372
Numeros de 2400 a 2500:
1-1-7-7=49
nesse caso, devemos descontar o numero 2400, entdo temos 49 — 1 =
48.
Numeros de 2500 a 3000:
1-3-7-7=147
Total: 1372 + 48 + 147 = 1567
Neste dia iremos encerrar o encontro por volta das 10h, pois iremos realizar
uma confraternizacdo com os alunos.
A avaliacdo ocorrera de forma continua por meio da participacao, resolucéo

de exercicios em sala.
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7.3.2 Relatorio

No dia 26 de outubro de 2019, sabado, realizamos o décimo e ultimo encontro
do Promat na Unioeste, Cascavel. Estavam presentes 15 alunos. Antes de darmos
inicio a aula, comentamos com o0s alunos que neste dia como combinado
anteriormente, fariamos uma confraternizacdo e que desta forma dariamos aula até
as 10h15, apos isso, juntariamos todas as turmas no corredor para comemorarmos 0
fim do Promat.

Ap6s esse momento inicial, demos inicio de fato a aula, retomando o
contetdo trabalhado no encontro anterior, relembrando as definicdes trabalhadas
sobre permutacdes, em seguida introduzimos o conceito de arranjo usando o
seguinte exemplo:

Como calcular o niumero total de agrupamentos no caso de n elementos

arranjados p a p, com n= p, ou seja, como calcular 4,, ,,.

Comentamos com os alunos que para o caso n = p, procedemos da mesma
maneira que na aula anterior, dessa forma, esse caso de arranjo é um caso
particular, em que podemos proceder da mesma forma que procedemos em uma
permutacdo. Para o caso n > p, por meio de uma arvore de possibilidades feita em
quadro e utilizando o principio fundamental da contagem, deduzimos juntamente
com os alunos a férmula utilizada em arranjos.

Apos isso, definimos combinacéo simples e expomos com o uso do projetor a
férmula utilizada para se resolver problemas que envolvam este conceito.

Na sequéncia, entregamos uma lista de exercicios para os alunos resolverem
em sala, durante a resolucdo dos exercicios por parte dos alunos, andavamos pela
sala, auxiliando-os a encontrarem estratégias de resolucdo. Acreditamos que este
momento foi importante, pois a resolucdo de exercicios promove a fixacdo do
conteudo.

Apbés a resolucdo dos exercicios pelos alunos nos grupos, demos inicio a
corre¢do no quadro, buscamos a todo momento ouvir as estratégias utilizadas por
eles, para que dessa forma pudesse surgir mais de uma forma de resolucdo. Nao
percebemos duvidas durante a correcdo, apenas dificuldades de interpretacao.
Diante disso buscavamos ser claros durante nossa explicagdo em quadro, para que

houvesse entendimento das estratégias de resolucao utilizadas.
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Por fim, como o horério destinado a aula estava terminando, agradecemos
aos alunos pela participagao deles durante o semestre, e entregamos os certificados
a cada um, e entdo demos inicio a confraternizacdo juntamente com as outras

turmas do Promat.
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8.CONSIDERACOES

O Promat como esperado foi de grande importancia no que se diz a
experiéncia em sala de aula, nos proporcionando a oportunidade de ter contato com
uma turma no papel de professor, nos permitindo muito aprendizado e reafirmando a
vontade de sermos educadores.

Desde a preparacdo das aulas, tinhamos em mente a preocupagdo com a
aprendizagem dos alunos, os quais possuiam dificuldades em diversos contetdos
matematicos e viam a matematica como algo abstrato e longe de sua realidade.

Para elucidar o conteldo matematico buscamos sempre exercicios que
acreditavamos condizerem com a vivéncia dos alunos, para que eles percebessem a
aplicacdo da matematica no cotidiano, além de atividades de investigacao
matematica e a realizacdo de jogos, 0 que acreditamos tornou os conteiddos menos
inéspitos aos alunos, quebrando a barreira presente entre os alunos e o
conhecimento matematico.

Houve uma boa participacdo dos alunos durante a realizacdo das atividades,
sendo que esses participavam ativamente das aulas, gerando discussfes sobre
contetdos, o que foi bem proveitoso para definir conceitos. Em diversas
oportunidades, havia a exposicdo das resolu¢cdes dos alunos em que comentavam
sobre sua estratégia de resolucdo, o que favorecia o andamento da aula, pois, nos
munia de diversas resolu¢des para um mesmo exercicio, mostrando que ndo ha so
uma forma de resolver um exercicio, e que cada aluno pensa de forma diferente, nos
levando a estar preparados para diferentes possibilidades em uma sala de aula.

Durante o Promat, crescemos amplamente no ambito profissional e pessoal,
para ndés o crescimento pessoal foi extremamente importante, pois esse esta
diretamente ligado com nosso lado profissional. Consideramos que um professor,
antes de trabalhar com conteddos sobre sua disciplina, realiza um trabalho com
pessoas, as quais sao Unicas, cada pessoa tem sua personalidade e modo de agir,
precisa ser respeitada e valorizada integralmente.

Acreditamos que cumprimos com objetivo proposto para o Promat. Por meio
dos depoimentos e observacoes, pudemos perceber que os alunos compreenderam
0os conteudos abordados nos dez encontros. Ao longo do projeto desenvolvemos

paulatinamente a capacidade de perceber as dificuldades dos alunos, mesmo que
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eles ndo nos questionassem sobre o conteddo, agiamos de forma a esclarecer
incompreensdes e sanar as duvidas.

Durante todos os encontros do Promat os alunos foram organizados em
grupos de quatro elementos. Habitualmente, aos sabados, abriamos a sala e
organizadvamos as carteiras formando quartetos. Assim, quando os alunos
chegavam, a disposicdo favorecia o agrupamento. Ficou evidente para nds que a
possibilidade da préatica pedagogica ser realizada em grupo € muito enriquecedora,
pois, possibilita um maior contato entre os alunos, favorece o esclarecimento de
davidas, permite a socializacdo de resolucbes e estratégias alternativas,
naturalmente entre colegas, elevando, dessa forma, a qualidade da aula, diminuindo
assim as duvidas restantes.

Por fim, podemos enaltecer a importancia do Promat para nossa formacgéao e
crescimento profissional, o qual nos forneceu experiéncias distintas das até entéo
experimentadas em nossa curta atuacdo como docentes, como 0 uso de jogos e
atividades ladicas. Isso impactou positivamente em nossa atuacdo como educadores

da disciplina de matemaética.



