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1. INTRODUCAO

Esta Pasta da disciplina contém uma descricdo dos momentos nos quais
estivemos exercendo a pratica docente.

Nosso exercicio de préatica ocorreu em dois locais e em dois momentos
distintos: no segundo semestre de 2019 estivemos envolvidos na preparacdo e
execugcao do projeto denominado Programa de Acesso e Permanéncia de
Estudantes da Rede Publica de Ensino em Universidades Publicas - Promat, o qual
visa oportunizar primordialmente a alunos do terceiro ano do ensino médio uma
oportunidade de aprofundar e reforgar seus conhecimentos a respeito principalmente
dos conceitos matematicos abordados no ENEM e em vestibulares.

Encontram-se nesse trabalho os materiais produzidos como planos de aula,
relatorios e lista de atividades, os quais foram utilizados para o desenvolvimento dos
encontros do Promat, estes ocorreram presencialmente nas dependéncias da
Universidade Estadual do Oeste do Parand — Unioeste — Campus Cascavel - aos
sdbados no periodo matutino. As aulas e materiais foram preparados com o intuito
de facilitar o ensino-aprendizagem de maneira significativa, propiciando aulas
interativas em que o0 aluno expfe suas duvidas, resolu¢cbes e conjecturas aos
demais colegas ocasionando a partilha e filtragdo mutua dos conhecimentos.

O projeto Promat contou com cerca de 150 participantes, dentre estes 0s
académicos estagiarios, professores orientadores, alunos e dentre outros
participantes e perdurou por dez encontros semanais.

As atividades aqui presentes foram desenvolvidas em grupo, porém
discutidas e aprimoradas com os demais grupos do Promat em encontros semanais.

Nés Janaina, Lucas e Patricia representamos um dos grupos de estagiarios,

sendo nosso professor orientador de estagio Flavio Roberto Dias Silva.



2. PROMAT

O Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de
Ensino em Universidades Publicas — Promat visa oportunizar a alunos do ensino
meédio, primordialmente do terceiro ano, um aprofundamento e reforco dos
conhecimentos a respeito da matematica trabalhados no decorrer do processo de
aprendizagem destes discentes, de forma a esclarecer os possiveis obstaculos
epistemoldgicos presentes frutos de deficiéncias no processo de ensino. Ainda visa,
com o aprofundamento dos conhecimentos, possibilitar um melhor desempenho por
parte dos discentes em provas como o Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM e
em vestibulares em geral, possibilitando assim uma chance maior de que estes
ingressem no ensino superior.

As atividades sdo desenvolvidas no decorrer de dois semestres no decorrer
de um ano. No primeiro semestre, alunos do 3° ano de Licenciatura em Matematica
matriculados na disciplina de metodologia de ensino e estagio | desenvolvem o
projeto abordando conceitos, primordialmente, do ensino fundamental como razao,
proporcionalidade, conjuntos numéricos, equacédo, polinémios, funcdo e geometria
euclidiana. Ja no segundo semestre, alunos do 4° ano de Licenciatura em
Matematica matriculados na disciplina de metodologia de ensino e estagio |l
desenvolvem o projeto abordando conceitos do ensino médio como geometria

analitica, trigopnometria, entre outros.



2.1 OPCAO TEORICA E METODOLOGICA

De um ponto de vista tedrico, um cursinho preparatorio para
vestibulares/ENEM pode, em muitos casos, ser considerado um “golpe fatal” ao
conhecimento cientifico, uma vez que a maneira que o conteudo é apresentado nos
cursinhos é feita de forma que o estudante saia sabendo o método para resolver as
questdes da prova, ndo sendo priorizado o motivo pelo qual ele usa tal método, de
forma resumida o estudante sair4 sabendo aplicar determinada férmula, sem saber
ao certo o porqué dela. A presenca, marginal ao sistema de ensino oficial, e ao
mesmo tempo quase institucionalizada na trajetoria escolar dos jovens das camadas
privilegiadas em nosso pais, se constitui um paradoxo.

Por um lado, atesta o fracasso do sistema educacional em preparar seus
jovens para o vestibular - tanto para 0os que cursaram a escola publica quanto para
agueles que vieram da particular (Whitaker, 1989; Whitaker & Fiamengue, 1999,
2001) enquanto, por outro lado, usa e cria praticas e metodologias de ensino, as
mais antipedagdgicas possiveis, ligadas a memorizacdo pura e simples, como a
aula-show e a repeticao de férmulas em ritmos populares, sem tempo para debates,
reflexdes, criticas e mobilizacdo dos conhecimentos prévios construidos no decorrer
do seu desenvolvimento escolar e cultural.

Nesse sentido, temos que a apropriacdo de conhecimentos de modo
diferenciado tem um papel importante e contributivo no desenvolvimento cultural e
consequentemente na formacao do cidaddo. Tomando como exemplo a Matematica,
temos que essa é utilizada para formar opinido, ditar regras e justificar ou validar
problemas de ordem econbmica, politica e social. Logo, possui importancia na

formacéao cultural do ser. Conforme Araujo:

[...] é utilizada na apresentagéo de decisdes politicas, por exemplo, de uma
maneira tal que sugira que a decisdo tomada aponta o melhor caminho a
ser seguido, sem deixar margens para contra-argumentacdes, o0 que
caracteriza seu uso como linguagem de poder. Ou seja, a Matematica
participa na estrutura do debate politico, o que explicita sua dimenséo
politica na sociedade. Assim sendo, aqueles que ndo tém acesso a
Matematica estdo sujeitos ao controle e as vontades daqueles que o tém e
gue detém o poder autoritario na sociedade, ja que a impossibilidade de
acesso significa ndo participar do complexo debate politico, sustentado por
essa ciéncia. Como consequéncia, podem-se reforcar as desigualdades
sociais, 0 racismo, as discriminagdes socioecondmicas, etc. (ARAUJO,
2007).



Logo, atividades diferenciadas e a experimenta¢do no ensino sédo praticas que
visam a constru¢cdo do conhecimento aliada ao desenvolvimento de atitudes de

cooperacao social.

A ideia do ensino despertado pelo interesse do estudante passou a ser um
desafio a competéncia do docente. O interesse daquele que aprende
passou a ser a forca motora do processo de aprendizagem, e o professor, 0
gerador de situac8es estimuladoras para a aprendizagem (CUNHA, 2012).

No entanto, no atual cenério da educacao, apesar da grande diversidade de
metodologias de ensino/aprendizagem, temos professores “[...] inseguros diante das
novas agdes” (PACHECO; 2013, p.44) que, por vezes, preferem nao sair da zona de
conforto deixando assim de lado a responsabilidade com a capacitacédo tedrica e
pratica. D’Ambrésio (2012) ainda enfatiza que para ser bom professor € necessaria

dedicacdo e preocupacado com os alunos, pois

Ninguém podera ser um bom professor sem dedicacao, sem preocupacao
com o préximo, sem amor num sentido amplo. O professor passa ao
préximo aquilo que ninguém pode tirar de alguém, que é o conhecimento.
Conhecimento s6 pode ser passado adiante, por meio de uma doagdo. O
verdadeiro professor passa o que sabe ndo em troca de um salario (pois, se
assim fosse, melhor seria ficar calado 49 minutos!), mas somente porque
qguer ensinar, gquer mostrar 0s trugues e 0s macetes que conhece
(D’AMBROSIO, 1991).

Desse modo, durante o desenvolvimento dos planos de aula para 0 PROMAT,
em um primeiro momento, discutiu-se e estabeleceram-se reflexdes acerca da opg¢ao
metodoldgica a ser adotada que possibilitasse abordar os conteudos de forma
eficiente e significativa sem praticas retrogradas. Para tal fora necessario um
aprofundamento tedrico sobre algumas metodologias que possibilitasse suprir
nossas duvidas e superar alguns obstaculos didaticos que ainda persistiam.

Diante disso, buscamos levar para sala de aula os conteddos de modo
diferenciado, sem cansar os alunos e repetir praticas abordadas em outras aulas.
Para tal, optamos por utilizar diferentes metodologias de ensino aliadas ao ensino
tradicional em alguns momentos, por exemplo, o uso de materiais didaticos e
manipulaveis, o uso de Resolucdo de Problemas em determinados momentos de
introducdo ao conteudo, Modelagem Matematica e Investigacdo Matematica para
contextualizar determinados conteudos.

Além disso, as praticas desenvolvidas em cada modulo constituiam-se de um
misto de discussdes de erros e acertos anteriores que obtivemos no Estagio | e parte
do Estagio Il. E também sobre os conhecimentos advindos de experiéncias

anteriores. Assim, o planejamento de cada moédulo ficou mais leve em relacdo a



orientagcdo de contelidos e a sua abordagem. Para expor de modo mais claro faz-se
necesséario detalhar cada abordagem realizada em cada um dos quatro modulos,
sendo esses o Tratamento da Informacado; Relacbes Trigonométricas;, Geometria
Analitica; Estatistica e Probabilidade.

No primeiro mddulo, com o objetivo de abordar o conteddo de tratamento da
informacdo, utilizamos de algumas concepc¢Bes da Etnomatematica apresentando
inumeros graficos e situacdes-problemas do préprio convivio dos discentes.

A palavra Ethomatematica, de acordo com D’Ambrésio (2008), € composta
por trés raizes: etno, diversos ambientes (social, cultural, natureza, etc); matema,
explicar, entender, ensinar, lidar com; tica, artes, técnicas, maneiras. Ou seja, 0
conjunto de artes, técnicas de explicar e de entender, de lidar com o ambiente social,
cultural e natural, desenvolvido por diferentes grupos sociais. Ela ndo se trata
apenas de ensinar teorias e praticas congeladas nos livros, esperando que o aluno
seja capaz de repetir o que outros fizeram, mas sim de fazer o novo em resposta as
necessidades ambientais, sociais, culturais, dando espaco para a imaginacdo e para
a criatividade.

A proposta da Etnomatematica, cujo maior objetivo € analisar as raizes
socioculturais do conhecimento matematico, ndo significa a rejeicdo da matematica
académica, mas sim um aprimoramento, incorporando a ela valores de humanidade,
sintetizados numa ética de respeito, solidariedade e cooperacao. Pois nela ha uma
interacdo natural das varias areas do conhecimento, tendo a Matematica uma
situacao privilegiada por se relacionar com todas as areas do conhecimento.

Além disso, consideramos 0s conhecimentos prévios dos alunos acerca do
conteudo. Conforme Lorenzato (2008) propde, que devemos proporcionar um ensino
partindo do momento em que o aluno se encontra, considerando os pré-requisitos
cognitivos matematicos referentes ao assunto a ser aprendido pelo aluno.

O segundo plano de aula, objetivando retomar os conteudos de relacdes
trigonométricas, propusemos uma atividade de investigagdo por meio de dobraduras.
Isso corrobora com o que afirma Skovsmose (2000), ele propde que o ensino deve
mover-se para o paradigma da investigacdo. Nesse paradigma enquadra-se, entre
outras tendéncias, a Investigacdo Matematica. Esta prop6e, de modo geral, que os
alunos a partir de uma situagcdo aberta, proposta pelo professor, ajam como

matematicos profissionais levantando questdes para investigar, formulando e



testando hipoteses e por fim, validando seus resultados, redescobrindo a
Matematica.

O conceito de investigacdo matematica, como atividade de ensino-
aprendizagem, ajuda a trazer para a sala de aula o espirito da atividade
Matematica genuina, constituindo, por isso, uma poderosa metafora
educativa. O aluno é chamado a agir como um matematico, ndo s6 na
formulacdo de questbes e conjecturas e na realizacdo de provas e
refutacdes, mas também na apresentacdo de resultados e na discusséo e
argumentacdo com 0s seus colegas e o professor. (PONTE, 2006).

Segundo Ponte (2006) uma investigacdo matematica se desenvolve em
guatro momentos. Estes momentos descrevem as acdes desenvolvidas pelos alunos
em uma Investigacdo Matematica. No primeiro acontece a identificacdo da situacéo,
sua exploracao e a formulacéo de questfes, no segundo formulam-se as conjecturas
e em seguida no terceiro momento fazem-se testes e o refinamento das conjecturas
e por fim, o quarto momento, diz respeito a argumentacdo, a demonstracdo e a
validagdo dos resultados. E importante ressaltar que, muitas vezes, 0s momentos
podem ocorrer simultaneamente e alguns podem repetir-se ao longo da atividade,
como por exemplo, apds negar alguma conjectura os alunos podem formular outra e
assim como anteriormente testar sua veracidade.

Ponte (2006), também, traz orientacBes para o trabalho dos professores
afirmando que uma atividade de investigacdo geralmente se desenvolve em trés
fases. Na primeira o professor propde aos alunos a tarefa seja por escrito ou
oralmente, na segunda os alunos realizam a investigacao seja individualmente ou
em grupos e por fim na terceira fase faz-se a socializagdo e discussao dos
resultados.

Vale salientar, dentre os momentos da atividade, que na fase da investigacao
o professor deve acompanhar como os alunos estdo trabalhando e prestar apoio
gquando necessario, salientando que eles utilizem seus conhecimentos prévios,
porém é importante que o0s alunos interajam em grupo decidindo o rumo da

investigacdo e o professor so interfira quando identificar que o grupo precisa.

No acompanhamento que o professor faz do trabalho dos alunos, ele deve
procurar atingir um equilibrio entre dois polos. Por um lado, dar-lhes a
autonomia que € necessaria para nao comprometer a sua autoria da
investigacao e, por outro lado, garantir que o trabalho dos alunos va fluindo
e seja significativo do ponto de vista da disciplina de Matematica. (PONTE,
2006).

As definicbes estabelecidas no estudo das relagdes trigonométricas foram

baseadas na atividade de dobradura, para tal fez-se necessario o estabelecimento



de um questionario em conjunto a outras situacdes-problema apresentadas com o
auxilio das midias digitais disponiveis. Os questionamentos, tanto dos alunos quanto
0S Nnossos, valorizaram significativamente a aula, pois possibilitaram relacionar a
atividade com os conceitos formais. As davidas e certezas encontradas pelos alunos
representaram as inquietacdes resultantes de necessidades ndo satisfeitas.
Conforme Bock (2008) afirma que as perguntas ampliam o desejo de aprender, pois
lida com essas inquietacdes. Desse modo, buscamos em outras aulas, em
determinados momentos, criar este ambiente.

No trabalho das relagBes trigonométricas na circunferéncia propiciamos
situacOes-problema que possibilitassem uma correlacdo com as aulas anteriores.
Assim, com base nas aulas anteriores e inspirados por Freire e Faundez (1985) que
afirmam que “...o0 inicio de conhecimento, repito, € perguntar.”, propusemos
novamente um ambiente baseado em perguntas, relacionando as descobertas da
aula anterior, com esta aula.

O didlogo nesta aula foi de extrema importancia, pois possibilitou que os
discentes relacionassem as relacdes trigonométricas apresentadas nas situacoes-
problema com as propor¢des obtidas na circunferéncia trigonométrica. Sobre isso
Freire (1975) afirma que o didlogo ndo pode se reduzir a um ato de depositar ideias
de um sujeito no outro, nem tampouco se tronar simples troca de ideias a serem
consumidas pelos permutantes. E um ato de criacdo. Novamente, as perguntas,
tantas dos alunos como as realizadas por nés, contribuiram efetivamente para o
ambiente de aprendizagem.

E no trabalho com as funcbes trigonométricas, novamente buscamos um
ambiente movimentado por questionamentos. Para assim retomarmos intuitivamente
0 conceito de funcéo e expor com o uso da ferramenta Geogebra as transformacoes
de cada funcéo trigonométrica. Para tal, propusemos questionamentos acerca das
caracteristicas basicas de uma fungéo como o dominio, a imagem, o periodo e sobre
as transformacdes graficas conforme alterasse a lei de formacéo.

Desse modo e de acordo com Fiorentini e Lorenzato (2006), utilizamos a
ferramenta para que os alunos pudessem explorar cada transformacao, um tema
novo até entdo, expusemos o tema tradicional de maneira nova. Oferecemos assim,
novas possibilidades de exploracdo aos alunos. Além disso, apesar de termos

utilizado a ferramenta Geogebra, a partir de nosso aprofundamento teorico, temos



consciéncia da existéncia de inUmeras outras tecnologias que tornam o trabalho da
matematica com a tecnologia exequivel e eficaz.

O terceiro médulo tinha por objetivo trabalhar os conceitos basicos da
Geometria Analitica. Para tal, propormos inicialmente uma atividade contextualizada
acerca da Ponte da Amizade, que esta entre o Brasil-Paraguai. Expusemos Varios
fatos acerca da ponte e detalhes técnicos da sua construcdo. Em seguida,
influenciados pela “ideologia da pergunta”, propusemos indagag¢des que viriam a ser
problemas para abordar o conceito de posicéo, localizacéo e distancia.

As aulas foram baseadas pelo conceito proposto por D’ Ambrosio (1986), o
autor afirma que a Modelagem Matematica se constitui em “um processo muito rico
de encarar situacdes reais e culmina com a solucéo efetiva do problema real e ndo
com a simples resolugdao formal de um problema artificial”. Consequentemente, a
contextualizagao foi aliada para culminar neste ambiente de aprendizagem.

No trabalho com as posicOes relativas entre retas, pontos e planos,
propusemos um ambiente contextualizado por meio de mapas geograficos da regido
urbana da cidade de Cascavel, localizada no oeste do estado do Parana. O intuito
era que os alunos observassem 0s conceitos que poderiam ser retirados e
abordados por meio do mapa em questdo. A contextualizagédo, conforme os PCN
(2000):

Interdisciplinaridade e Contextualizagdo s@o recursos complementares para
ampliar as inimeras possibilidades de interacdo entre disciplinas e entre as
areas nas quais disciplinas venham a ser agrupadas. Juntas, elas se
comparam a um trancado cujos fios estdo dados, mas cujo resultado final
pode ter infinitos padrbes de entrelacamento e muitas alternativas para
combinar cores e texturas.

Consequentemente, relacionamos a matematica com varios outros contextos
conhecidos pelos alunos. Para realizar esta contextualizagdo, propusemos
indagacoes aos alunos, de modo que 0 mesmo interpretasse 0 objeto de estudo, 0
mapa.

Ja no trabalho das posicdes relativas entre circunferéncia, retas, planos e
pontos. Novamente, trabalhamos com o software Geogebra, levantando
guestionamentos sobre as possiveis posi¢cdes e exemplificando na ferramenta. Além
disso, propusemos situagdes-problema que abordassem os conceitos apresentados
durante a aula, ou seja, problemas mais especificos com menos contextualizagdo do

que os anteriores.



No quarto médulo, sobre Estatistica e Probabilidade, como o intuito era
abordar de modo geral os conceitos basicos e propiciar o entendimento dos
conceitos aliado a resolucdo de atividades, baseamo-nos na Resolucdo de
Problemas e Modelagem Matematica. Primeiramente propomos atividades para
introduzir o conceito de Principio Fundamental da Contagem, Arranjo, Combinacéo e
Permutacéo.

Para isto, propusemos situacdes-problema ser resolvidas intuitivamente e
com o conceito que abordariamos posteriormente. Conforme Schoenfeld (1991)
argumenta que os problemas devem ser servir como introdu¢cdo ao pensamento
matematico e necessita ser relativamente acessivel, permitir inUmeras resolucoes,
servir de introducao a ideias matematicas e possibilitar a sua exploracao.

Em contexto com isso, a Resolucdo de Problemas foi fundamental para o
levantamento e testagem de hipéteses feitas pelos alunos. Propusemos a eles, a
Resolugdo de Problemas como metodologia de ensino, baseados na proposta de D’
Ambrosio (1989) que “nesse processo o aluno envolve-se com o ‘fazer’ matematico
no sentido de criar hipoteses e conjecturas e investiga-los a partir da situacéo-
problema proposta.”.

Ja4 no trabalho especifico com probabilidade optamos em abordar uma
situacdo do cotidiano de muitas familias as Loterias, para tal utilizamos da
Modelagem Matematica envolvendo a conhecida Mega-Sena. Retomamos a ideia de
“‘ideologia da pergunta” como meio facilitador e de comunicag¢ao entre os alunos e
nés professores, naquele momento.

A Modelagem neste momento foi uma alternativa para a introducdo dos
conceitos, no qual atribuimos sentido a cada situacao-problema exposta aos alunos.

FIORENTINI (1995) afirma que:

O aluno aprende significativamente Matematica, quando consegue atribuir
sentido e significado as ideias matematicas — mesmo aquelas mais puras
(isto é, abstraidas de uma realidade mais concreta) — e, sobre elas, é capaz
de pensar, estabelecer relacdes, justificar, analisar, discutir e criar.

Assim, proporcionamos condi¢des de conscientizagdo aos discentes, como:
‘qual a quantidade de numeros, dependendo da quantidade disposta a gastar,
aumentaria as chances reais de ganhar na Mega-Sena?”. Essa indagacédo e
problematizacdo proposta na aula alia-se a ideia de BARBOSA (2004, p.75), para o

autor “a Modelagem é um ambiente de aprendizagem no qual os alunos sao
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convidados a problematizar e investigar, por meio da matemética, situacbes com
referéncia na realidade”.

Portanto, ao planejar as aulas excluimos a ideia de sermos o artista principal
da aula. Queriamos proporcionar aos alunos a aprendizagem significativa seja ela
por qualquer meio que tomassemos como metodologia.

Ao fim, concluimos que a metodologia sofre inimeras alteracdes desde o seu
planejamento a execucdo da aula planejada. De fato, lidamos com seres humanos,
nada previsiveis, por isso € importante estar proposto a mudar: de atitude,

metodologia e ideias.
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2.2 Cronograma

Encontro

Data

Conteldo

10/08

Tratamento da Informacéo

17/08

Trigonometria

24/08

Trigonometria

31/08

Trigonometria

14/09

Geometria Analitica

21/09

Geometria Analitica

28/09

Geometria Analitica

05/10

Estatistica e Probabilidade

19/10

Estatistica e Probabilidade

Blo|o|N|o|o|swin|e-

26/10

Estatistica e Probabilidade

12
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2.3 Modulo 1 — Tratamento da Informacéao
2.3.1 Plano de aula - 10.08.2019

Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Gongalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Tempo de execucgéo:

Um encontro com duracao de 4 horas.

Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriacdo dos conceitos necessarios para
o tratamento da informacao, interpretacéo de gréficos e andlise de dados.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com tratamento da informacéo, objetiva-se que o aluno seja
capaz de:
¢ Analisar diferentes tipos de gréficos;
e Comparar informacgdes tabeladas;
¢ I|dentificar a frequéncia relativa e absoluta;
e Resolver problemas que envolvam analise de gréficos;
e Analisar tabelas de frequéncia;
e Resolver problemas de interpretacéo de dados.
Conteudo: Andlise de dados e nogdes de estatistica.
Recursos Didaticos: quadro, giz, folhas A4 e régua.
Dindmica de apresentacédo (30 minutos):

Inicialmente realizaremos uma roda de conversa com os discentes para que
possamos nos apresentar e conhecé-los melhor, principalmente, a respeito de seus
objetivos com o Promat. Em sequéncia explanaremos que o Programa de Acesso e
de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de Ensino em Universidades
Publicas: um enfoque a area de Matemética — Promat tem por objetivo oferecer um
curso de matematica preparatorio para vestibulares e ENEM para estudantes que

cursam seu ensino basico em instituicées publicas. O Promat centrara as atividades
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para 0s ingressantes aos cursos superiores, ofertando conteidos de matematica da
Educacédo Bésica exigidos nos concursos vestibulares da Unioeste, na forma de
“Curso de Conceitos Basicos de Matematica”, objetivando assim, além de sua
preparacdo ao vestibular, a apropriacdo de determinados conteudos, conceitos,
estruturas mateméaticas e desenvolvimentos cognitivos necessarios as disciplinas da
graduacdo, para que além de ingressar na universidade, os alunos que ingressaram
possam ter menos dificuldades nas disciplinas que envolvem Matematica direta ou
indiretamente. A partir desse projeto estamos utilizando mecanismos de reparacao
de deficiéncias de conteudos mateméticos ndo aprendidos ou superficialmente
aprendidos ao longo da escolaridade da Educacao Basica.

Encaminhamento metodologico:
ETAPA 1 - Nocdes de Estatistica (40 minutos)

No intuito de introduzir a aula iremos expor a seguinte pesquisa a respeito da
“TV digital”:
Situacdo 1. A tecnologia da TV digital garante acentuada melhoria na qualidade da
imagem e do som, permite a transmissdo simultanea de programas diferentes em
um Unico sinal e a participacdo ativa do telespectador. Além disso, possibilita
sintonizar as emissoras em aparelhos celulares e em automéveis. Essas qualidades,
principalmente a interatividade, estimulam a mudanga de comportamento do
telespectador, até entdo quase totalmente passivo.

Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica — IBGE e da
Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios — PNAD, em 2011, 96,9% dos
domicilios brasileiros tinham acesso a televiséo, conforme o seguinte grafico:

Distribuicdo dos domicilios brasileiros segundo a
existénciade TV

97%
ESem TV
Com TV

3%

A partir desses dados iremos indagar aos discentes “Qual é o

universo\conjunto\populagéo estudado (a)? E qual € a amostra analisada?”. Com
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esta pergunta, esperamos que os discentes respondam que na pesquisa realizada
os domicilios brasileiros formam uma populagdo\universo de estudo enquanto os
domicilios pesquisados formam uma amostra dessa populacdo. E ressaltaremos
que, em geral, se analisam amostras para estabelecer inferéncias estatisticas, dado
que nem sempre é possivel ou viavel analisar toda a populagéo.

Também, definiremos na lousa os conceitos abordados conforme abaixo:
Definicao

Uma populacdo é um conjunto de elementos que tém pelo menos uma
caracteristica em comum.

Uma amostra é um subconjunto finito formado por elementos extraidos de
uma populacéo.

Em sequéncia iremos indagar aos discentes sobre as caracteristicas
analisadas por eles na compra de uma televisdo. Esperamos ter como resposta as
dimensfes da tela, os recursos disponiveis, a marca, bem como o preco. Entdo
explicaremos que cada uma dessas caracteristicas é chamada variavel. E
definiremos este conceito conforme abaixo:

Definicao

Variavel é uma caracteristica ou atributo estudado em todos os elementos da
populacao.

Entdo ressaltaremos que as varidveis podem ser classificadas em
gualitativas e quantitativas.

e Variavel gqualitativa: seus valores sdo expressos por atributos (qualidade do

elemento pesquisado).

Exemplos: No caso de individuos: cor dos olhos, grau de escolaridade, time
preferido, classe social.
Uma variavel qualitativa pode ser ordinal ou nominal:

» Qualitativa Ordinal: Quando seus valores podem ser ordenados.

Exemplos: O grau de escolaridade, classe social, classificagdo do grau de
dificuldade das questbes de uma prova em facil, médio ou dificil.
» Qualitativa Nominal: Quando seus valores ndo podem ser ordenados.

Exemplos: A cor dos olhos, o sexo, o time preferido.

Uma variavel quantitativa pode ser discreta ou continua:
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7

» Quantitativa Discreta: Quando é proveniente de contagem, ou seja, €

expressa por numero inteiro.

Exemplos: O numero de irmaos, a quantidade de computadores, o nimero de
animais.
» Quantitativa Continua: Quando é proveniente de medida, ou seja, €

expressa por numero real.

Exemplos: A massa, a idade, a altura, a temperatura, o volume.
Posteriormente iremos propor o seguinte problema:

1) (FUNIVERSA - 2015) Considerando-se que um estatistico seja contratado por um
grande banco para realizar o estudo do tempo médio que os clientes passam na fila,
nos horarios de pico, em uma determinada agéncia, e considerando-se, ainda, que,
nesse estudo, o estatistico tenha anotado o ndmero de clientes a frente de cada
cliente no momento da retirada da senha e o tempo que cada cliente espera até ser
atendido, a variavel “numero de clientes a frente de cada cliente no momento da

retirada da senha” sera:

a) qualitativa discreta.
b) qualitativa ordinal.
C) quantitativa continua.
d) quantitativa discreta.

e) qualitativa nominal.
Como dever extraclasse dessa etapa iremos propor 0s seguintes exercicios:

1) Identifigue as variaveis e classifigue-as em quantitativa discreta, quantitativa
continua, qualitativa nominal ou qualitativa ordinal.

a) Classificacdo das colunas de um jornal, por seu editor, como excelente, boa

ou ruim.

b) Os numeros de paginas de uma lista telefénica.

c) Grau de escolaridade dos governantes dos estados brasileiros.

d) Vendas anuais de uma empresa do setor de telefonia celular.

e) Marcas de desodorante.

f) Tamanhos de roupa expressos em P, M e G.

g) Tipos de queijo vendidos em um supermercado.
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h) Tipos de loja da cidade de Ilhéus na Bahia.

2) Para saber o grau de satisfacdo dos habitantes de Porto Alegre em relacdo ao
governo, foram entrevistadas 8.500 pessoas. Sabendo que, na época da pesquisa ,
a cidade de Porto Alegre tinha cerca de 1,4 milhdo de habitantes, identifique a

populacdo e amostra estudadas.

3) Observe o quadro de cadastro de funcionarios de uma microempresa:

Quadro de funcionarios
Nome Sexo Salério (R$) Grau-de Temp? de
escolaridade Servico
Keila F 1.350 Ensino Médio 2 anos
Carla F 1.000 Ensino Médio 3,5 anos
Marco M 2.500 Graduado 2 anos
Alex M 2.000 Graduado 5 anos
Bia F 3.100 Pés-Graduado 8 anos

Identifiqgue as variaveis qualitativas e as quantitativas.

ETAPA 2 - Distribuicdo de Frequéncias (40 minutos)

Em sequéncia para introduzirmos o conceito de distribuicdo de frequéncia

relativa, acumulada e absoluta iremos propor a seguinte situacao problema:

Situagdo 2. Em uma pesquisa, realizada no estado do Parana, sobre os precos (em
reais) de um modelo de tablet, em 20 lojas do ramo, foram coletados os valores a

seqguir:

1.000 1.500 1.000 1.600 1.000 1.600 1.600 1.500 1.500 1.000
1.000 1.000 1.500 1.600 1.600 1.600 1.600 1.600 1.600 1.600

Iremos indagar aos discentes como podemos analisar/organizar essas
informagdes coletadas. Esperamos que os discentes respondam que podemos
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agrupar os valores que séo iguais e estabelecer a quantidade de lojas conforme

tabela abaixo:

Preco (R$) Quantidade de lojas
1.000 6
1.500 4
1.600 10
Total 20

Entdo iremos expor a seguinte definicao:

Definicao

A quantidade de vezes que cada valor é observado chama-se frequéncia

absoluta, ou simplesmente, frequéncia (f;).

Além disso, denotaremos que a tabela que mostra a relacdo entre a variavel e

a quantidade de vezes que cada valor se repete (frequéncia) € chamada de tabela

de frequéncias ou distribuicdo de frequéncias.

Entdo explicaremos que se acrescentarmos a tabela de frequéncias uma

coluna com valores que indiguem a razao entre cada frequéncia absoluta e o total

pesquisado teremos os valores da denominada frequéncia relativa (f,), 0s quais

geralmente sdo expressos em porcentagem, para facilitar a interpretacao dos dados.

Assim teremos a seguinte tabela:

Preco (R$) Frequéncia absoluta f; | Frequéncia relativa f,

6

1.000 6 — = 0,30 ou 30%
20
4

1.500 4 — = 0,20 ou 20%
20
10
20

Total 20 0= 1 ou 100%

Além disso, iremos expor que para saber mais sobre a variavel estudada,

podemos calcular a soma de cada frequéncia absoluta com as frequéncias absolutas
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anteriores, que chamamos de frequéncia absoluta acumulada (F;), e a soma de
cada frequéncia relativa com as frequéncias relativas anteriores, que chamamos de

frequéncia relativa acumulada (F,.).

Em sequéncia iremos propor outra situacdo-problema, mas no intuito de

trabalhar o agrupamento de dados em intervalos, conforme abaixo:

Situacao 3. Em uma pesquisa foram coletados os tempos (em minutos) que 30

pessoas gastam no banho, conforme tabela abaixo:

5 15 14 5 10 12 10 6 3 2 8 8 8 5 10
12 13 15 12 5 7 14 5 6 4 3 5 9 12 14

a) Determinar a porcentagem de pessoas que gastam 5 minutos ou mais no
banho.

b) Considerando que a cada minuto de banho gastam-se aproximadamente 9
litros de agua e que as pessoas entrevistadas tomam apenas um banho por
dia, quantos litros de 4gua essas pessoas gastam no banho em um dia?

c) Se todas as pessoas entrevistadas passassem a tomar banhos de 5 minutos,
quantos litros de dgua seriam economizados por dia?

d) Quantas pessoas, aproximadamente, poderiam ser abastecidas com a agua
economizada, sabendo que uma pessoa precisa de 110 litros de agua por

dia?

Entdo indagaremos aos discentes se podemos organizar estes dados da
mesma forma que antes. No intuito de que percebam que por haver muitos dados
distintos teriamos uma tabela muito extensa. Logo organiza-los em intervalos seria a

melhor opgéao.

A partir disso, definiremos o conceito de amplitude dos dados, ou seja, a

diferenca entre o maior valor e 0 menor valor.
Definicao

A amplitude total (A) de um conjunto de dados € a diferenca do maior valor

pelo menor valor coletado.
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A = Maior valor — Menor valor

Além disso, denotaremos que para construir a tabela devemos estabelecer o
tamanho dos intervalos o que depende do numero de classes e da quantia de

elementos na amostra.

Entdo definiremos que para obter o nimero de classes adequado para cada
situacdo devemos calcular o valor da expresséo 1 + 3.log (n) em que n é o nUmero
de elementos da amostra. No entanto, ressaltaremos que como nem sempre
dispomos de uma calculadora podemos efetuar o calculo de modo aproximado, para
tal dividimos os dados em n >4 classes (pois com 10 elementos na amostra
teriamos 1 + 3log(10) = 4, e com menos elementos bastaria fazer uma tabela de

distribuicdo de frequéncia comum).

Entdo apresentaremos a definicdo de amplitude do intervalo:

Definicao

A amplitude do intervalo (Amp;) €, se for um nimero inteiro, o quociente
obtido pela divisdo da amplitude total pelo nimero n € N n > 4 de classes. Se o
guociente nao for inteiro, entdo devemos arredonda-lo para o menor namero inteiro

superior ao quociente obtido.

A
n%de classes

Amp; =

A partir destas informacdes iremos construir a tabela de frequéncias com o
agrupamento dos dados em intervalos para situagcdo 3 exposta anteriormente,
conforme abaixo:

30
Amp; = T = 2,6

Para facilitar, vamos arredondar a amplitude do intervalo igual a 3 minutos.
Assim o primeiro intervalo comeca em 2 indo até 5 (2+3=5). E para representar esse
intervalo vamos utilizar a notagéo 2 5 (se Ié intervalo numérico fechado em 2 e

aberto em 5).
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Logo, obtemos a seguinte tabela da qual iremos extrair as informagdes para

responder a situagado-problema:

Tempo (min) fi F; fr F,
2F5 4 4 13,3% 13,3%
5+8 9 13 30,0% 43,3%
8K 11 7 20 23,3% 66,6%

11+ 14 5 25 16,7% 83,3%
14 + 17 5 30 16,7% 100%

a) A porcentagem dos que gastam 5 minutos ou mais no banho € o mesmo que
a diferenca do total entrevistado pelo seu complementar, ou seja, 100 —
13,3 = 86,7%.

b) Para determinar o total de litros de agua gastos, inicialmente devemos somar

todos os tempos registrados:

30
z n; = 257

i=1

Em seguida multiplicamos o tempo total em minutos por 9 litros: 257.9 = 2313.
Assim, os entrevistados, juntos, consomem 2313 litros de agua com banho em um
dia.

c) Se todas as pessoas levassem apenas 5 minutos no banho, teriamos um

tempo total de:
30.5 =150

Multiplicando esse tempo por 9 litros:

150.9 = 1350

Em seguida, calculamos a diferenca entre os valores:

2313 — 1350 = 963

Assim, por dia seriam economizados 963 litros de agua.
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d) Dividindo os 963 litros por 110, temos: 963: 110 = 8,75. Portanto, com 963

litros de agua seria possivel abastecer, por dia, aproximadamente 8 pessoas.
Como dever extraclasse dessa etapa iremos propor 0s seguintes exercicios:

1) Observe o valor das diarias dos quartos de um Hotel:

Valor da diaria no Hotel

Diaria (R$) NUmero de quartos
100 + 130 73
130 + 160 48
160 + 190 40
190 + 220 24
220 + 250 15

TOTAL 200

Complete a tabela com mais colunas contendo os valores das frequéncias:
absoluta, absoluta acumulada, relativa e relativa acumulada. E responda as

questodes:

a) Qual é o extremo inferior da 1° classe?

b) Que intervalo representa os valores de didrias mais comuns?

c) Qual é a porcentagem de quartos cujas diarias séo inferiores a R$160,00?
d) Quantos quartos correspondem a diarias inferiores a R$190,00?

e) Quantos quartos correspondem a diarias a partir de R$190,00?

ETAPA 3 - Analise de dados e Graficos (80 min)

No intuito de introduzirmos o trabalho com gréaficos e a continuagcéo da analise
de dados, iremos propor a seguinte situacao problema:
Situacdo 4. (ENEM 2014) O grafico apresenta as taxas de desemprego durante o
ano de 2011 e o primeiro semestre de 2012 na regido metropolitana de Séo Paulo. A

taxa de desemprego total € a soma das taxas de desemprego aberto e oculto.
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Em %

= Aberta2012

a4 8o CI0cultol3012

— Tortal! 2011

Jan. Fev. Mar. Abr. Malo Jun. Jul. Ago. Set Oul Mowv. Dez.

Suponha que a taxa de desemprego oculto do més de dezembro de 2012
tenha sido a metade da mesma taxa em junho de 2012 e que a taxa de desemprego
total em dezembro de 2012 seja igual a essa taxa em dezembro de 2011.

Disponivel em: www.dieese.org.br. Acesso em: 1 ago. 2012 (fragmento).

Nesse caso, a taxa de desemprego aberto de dezembro de 2012 teria sido,
em termos percentuais, de
a) 1,1
b) 3,5
c) 45
d) 6,8
e) 7,9

Resolucao
Este problema tem por objetivo ser desafiador, visto que envolve a
interpretacdo do gréfico e do enunciado em conjunto. Portanto, 0 mesmo, sera
proposto aos discentes que utilizardo de seus conhecimentos prévios e de alguns
direcionamentos, promovidos por meio de indagacdes, para tentar soluciona-lo.
Posteriormente 0 mesmo sera exposto na lousa e com o auxilio dos discentes
iremos resolvé-lo, da seguinte forma:
e Sabemos que o desemprego oculto em dezembro de 2012 sera
metade do valor tido em junho de 2011, logo 2,2 + 2 = 1,1%;
e Como temos também que o valor de desemprego total em dezembro
de 2012 é igual ao de dezembro de 2011 temos que este € 9,0%);
e Como o desemprego total é a soma do oculto com o aberto temos que
o desemprego aberto é dado pela diferenca do total pelo oculto
90-1,1=79%.

ApOs este problema iremos expor aos discentes que existem alguns tipos de

gréaficos, no caso da situacao 4 tinhamos um grafico misto usando barras verticais e
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um segmento. Em sequéncia denotaremos que serdo abordados outros gréficos
utilizando situagcbes-problema diversas.

Entdo iremos propor as seguintes situacoes:
Situacdo 5. (ENEM 2005) Em reportagem sobre crescimento da populacdo
brasileira, uma revista de divulgacdo cientifica, publicou uma tabela com a
participacdo relativa de grupos etarios na populacdo brasileira, no periodo de 1970 a
2050 (projecao), em trés faixas de idade: abaixo de 15 anos; entre 15 e 65 nos; e

acima de 65 anos.

| Ano
1970 1995 2000 2050

| M Populaco abaixe [] Populagao entre [T Populagiio acma |
| Lide 15 anos 15 e 65 anos de 65 anos

J

Admitindo-se que o titulo da reportagem se refira ao grupo etario cuja
populacdo cresceu sempre, ao longo do periodo registrado, um titulo adequado
poderia ser:

a) “O Brasil de fraldas”

b) “Brasil: ainda um pais de adolescentes”
c) “O Brasil chega a idade adulta”

d) “O Brasil troca a escola pela fabrica”

e) “O Brasil de cabelos brancos”

Resolucao
Este problema tem por objetivo que os discentes observem o crescimento e
decrescimento da populacédo nas faixas etarias abaixo de 15 anos e entre 15 e 65

anos, além de que percebam a populacdo acima de 65 anos vem crescendo periodo
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a periodo. Assim o titulo mais apropriado para descrever a situagdo seria a
alternativa e) “O Brasil de cabelos brancos”.

Situacdo 6. Observe a tabela e graficos a seguir, elaborados com base nos dados
da Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilio 2011 (PNAD), feita pelo IBGE.

Populagao por grupos de idade I Pessoas com 10 anos ou mais por | B
| condicdo de atividade iz
idade ; Numero de pessoas ) z
| (em milhares) 60% =
B m— economicamente | <
2= 0a9anos 28.256 ativas *
2= 10a19anos 34.243
2e 20229 32.319
anoi“ | ¥
<= 30 2 39 anos 30.099 n3o economicamente
o ativas
=40 3 49 anos 26.225
k * Foram consideradas economicamente ativas as
anos ou mais 4410

o ! > pessoas que estavam trabalhando ou tinham
Total 195.243 tomado alguma providéncia cfct'l\'a de procura
de trabalho na semana da pesquisa.

F=ndimento das pessoas com 10 anos ou mais economicamente ativas

32,3% &
=~
24,1% &
13,2% 13,4% e

H = =

B

e ‘ el 2 a3 a% A0 A0 sem
= mats &€ = s 8¢ 2 navs 4% 52 7 als O rendimento ou

nao informado
Rendimento (em salarios minimos)
Considerando os dados apresentados, 0 numero aproximado de pessoas com

10 anos ou mais, economicamente ativas e que recebiam no maximo 1 salario
minimo na ocasido da pesquisa, em milhdes, é:

a) 8

b) 24

c) 43

d) 100

e) 167

Resolucao
Essa situacdo-problema tem por intuito analisar a capacidade de
interpretacdo e reconhecimento de dados dos discentes. Vamos resolvé-la por dois

modos, em ambos, analisando os dados da tabela e dos dois gréficos.
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Denotaremos que os dados indicados na tabela apresentam o ndmero de
pessoas segundo a faixa etaria. Ja o grafico de setores apresenta dados especificos
da populacéo de 10 anos ou mais, classificando-a em dois grupos: “economicamente
ativa” e “ndo economicamente ativa”. O grafico de barras detalha o rendimento da
populacao de 10 anos ou mais economicamente ativa.

Além disso, retomaremos que a pergunta da situacdo é a quantidade de
pessoas que tém as seguintes caracteristicas: 10 anos ou mais, economicamente
ativos e que recebem até 1 salario minimo. Analisando as informacgdes apresentadas
temos:

e Pessoas com 10 anos ou mais

Com os dados da tabela, podemos obter o nimero de pessoas com 10 anos
ou mais somando o numero de pessoas dos grupos “ de 10 a 19 anos”, “de 20 a 29
anos”, “de 30 a 39 anos”, “de 40 a 49 anos” e “50 anos ou mais” ou, simplesmente,
subtrair o numero de pessoas do grupo “de 0 a 9 anos” do numero total de pessoas.

Obtemos, assim, o nimero de pessoas com 10 anos ou mais: 166.987.000
(note que os numeros de pessoas na tabela estdo em milhares).

e Pessoas economicamente ativas

Para obter o nimero de pessoas economicamente ativas recorremos ao
gréfico de setores.

Pelo grafico, 60% das pessoas com 10 anos ou mais sdo economicamente
ativas, e 60% de 166.987.000 sao aproximadamente 100.192.200. Assim,
100.192.200 pessoas com 10 anos ou mais sdo economicamente ativas.

e Pessoas que recebem até 1 salario minimo

Das pessoas economicamente ativas, 24,1% recebem até 1 salario minimo e
24,1% de 100.192.200 sdo aproximadamente 24.146.320. Portanto, cerca de 24
milhdes de pessoas com 10 anos ou mais e economicamente ativas recebem no
maximo 1 salario minimo.

Além disso, apresentaremos outra forma de resolugédo, dado que € possivel
resolver este problema por estimativas, o que fornece uma nog¢édo de ordem de
grandeza da resposta. Mesmo ndo sendo exata, essa pratica antecipa a sequéncia
de calculos da resolucao, auxilia na analise do resultado obtido no calculo, além de

ser mais rapida. Esta resolucéo é dividida em trés etapas:
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Numero aproximado de pessoas com 10 anos ou mais: 195 milhdes —
28 milhdes = 170 milhdes.

Numero aproximado de pessoas economicamente ativas:
60% de 170 milhdes =~ 100 milhoes.

NUmero aproximado de pessoas economicamente ativas com até 1 salario

minimo: 24% de 100 milhdes = 24 milhdes.

Apbs essas trés situacdes problemas de graficos iremos apresentar algumas

definicbes sobre grafico de barras, grafico de segmento e gréfico de setores,

conforme abaixo:

+ Grafico de Barras

Os graficos de barras verticais apresentam os dados por meio de colunas
(retangulos) dispostas em posicdo vertical. A altura de cada coluna

corresponde a frequéncia (absoluta ou relativa) dos valores observados.

Fundamertal Médio Superior Pos-graduacio

600
|

500

400

300

100

= -

Outra forma de apresentar as informacfes coletadas € por meio de um
grafico de barras horizontais. Esse tipo de grafico utiliza as barras
(retangulos) dispostas em posicdo horizontal. Os comprimentos das barras

correspondem a frequéncia (absoluta ou relativa) dos valores observados.
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Desempenho em Matematica

Otimo

Bom 359% = Ruim
M Regular
HBom

Regular m Otimo

Ruim

| |
T T T T T

0 5 10 15 20 25 30

+ Grafico de segmentos

Os graficos de segmentos (graficos de linhas) sdo muito empregados para
representar o comportamento de um conjunto de dados ao longo de um periodo.
Para construir um gréfico de segmentos, adotamos um referencial parecido com o
plano cartesiano, no qual os pontos sao correspondentes aos dados sao marcados
e, em seguida, unidos por meio de segmentos de reta.
 Numero de livros vendidos

500F

T

400

200+

100}

jul. ago. set. out nov. dez.

+ Grafico de setores

Os graficos de setores apresentam os dados em um circulo, no qual cada
setor indica a frequéncia (absoluta ou relativa) de um valor observado. Nesse tipo de
representacdo, a area e o angulo de cada setor sdo diretamente proporcionais a

porcentagem que representam em relagao ao todo (100%).
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Modalidade esportiva preferida

5%

mFutebol
40%
mVoleibol

oBasquetebol

ONatacdo

OQutros

30%

+ Grafico Maltiplo

Em algumas situagdes, € necessario representar simultaneamente duas ou
mais caracteristicas. Para facilitar a comparacdo entre caracteristicas distintas

podemos construir um grafico maltiplo, ou ainda, grafico misto.

# 105 108 1_'I_.3__11,2 o7 1.0 11 1.2 108 oe
& :2,|:| 20||21|[z1]]22 \"is-:_ﬂ
2.0 b — |
e Aberto/2012
o 1 L L C10culto/2012
— Totall2011

Jan. Fev. Mar. Abr. Maio Jun. Jul. IAgn.l et Ot Mow Dez.

63.3 j 64 .4
= N B

31,8

421

21,5 17.2 18.4
8.8

3.1 4.9

18970 1995 2000 2050

Populagio abaixc Populagao entre Populagio acma
de 15:"305 D15065anos de 65 anos
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+ Pictograma

Os graficos chamados de pictogramas exibem os dados por meio de
simbolos autoexplicativos que, geralmente, estdo relacionados com o tema

apresentado, o que confere eficiéncia e atratividade ao resultado final.

Distribuigao das idades por sexo

148.,03@ m n[ m —

g 1|4 S R

i |ii|dld S
iy

ETAPA 4 - Resolucgéo das situagbes-problema (80 min)

Em sequéncia iremos propor as seguintes situacdes problema:
Situacao 7. (ENEM-2003) A eficiéncia do fogdo de cozinha pode ser analisada em
relacdo ao tipo de energia que ele utiliza. O grafico abaixo mostra a eficiéncia de

diferentes tipos de fogéo.

Eficiéncia do fogéo (%)

70
60 +

50 -+
40 -
30 -
20
1 0 | . .
o0 4 . .

Fogdes a Fogdes a Fogdes a Fogdes a Fogdes
lenha carvao querosene gas elétricos

Pode-se verificar que a eficiéncia dos fogdes aumenta:
a) a medida que diminui o custo dos combustiveis.
b) a medida que passam a empregar combustiveis renovaveis.
c) cerca de duas vezes, quando se substitui fogao a lenha por fogao a gas.
d) cerca de duas vezes, quando se substitui fogdo a gas por fogéo elétrico.
e) quando séao utilizados combustiveis solidos.
Resolucao
Neste problema esperamos que os discentes observem atentamente o grafico

e percebam que a eficiéncia dos fogdes a lenha é de aproximadamente 30% e a
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eficiéncia dos fogbes a gas é de aproximadamente 60%, ou seja, duas vezes mais
que o fogéo a lenha.

Assim a alternativa correta é a c) “cerca de duas vezes, quando se substitui
fogao a lenha por fogéo a gas.
Situacao 8. (OBMEP 2010) O grafico mostra a temperatura média e a precipitagao
de chuva em Quixajuba em cada um dos meses de 2009. Qual das afirmativas

abaixo esta correta?

|
NI
|

20 v\\_ —¥—1200

10 100

/.‘C mm []

Jan Fev Mar Abe Mai Jun 2 Ago Set OutNovDez

a) Més mais chuvoso foi também o mais quente.

b) O més menos chuvoso foi também o mais frio.

c) De outubro pra novembro aumentaram tanto a precipitacdo quanto a
temperatura.

d) Os dois meses mais quentes também foram os de maior precipitacéo.

e) Os dois meses mais frios foram também os de menor precipitacéo.

Resolucéo

Neste problema esperamos que os discentes sejam capazes de analisar o
grafico e compreender que 0s segmentos representam a temperatura e as barras
verticais a precipitacdo de chuva. E assim concluam que a alternativa correta € e)
“os dois meses mais frios foram também os de menor precipitagao”.
Situagcdo 9. (ENEM 2010) O grafico expde alguns numeros da gripe A-H1N1. Entre
as categorias que estdo em processo de imunizacdo, uma ja esta completamente

imunizada, a dos trabalhadores da saude.



32

Numeros da campanha contra a gripe A "H1N1"

Adultos entre 20 e 29 anos

Intarbais®

Gestantes

Doantes cronicos

Indigenas

Criancas de 6 meses a 2 anos

Trabalhadores da saude

0,0% 10,0% 20,0% 30,0% 40,0% 50,0% 60,0% 70.0% 80,0% 20,0% 100,0%

Epoca. 26 de abr. 2010 (adaptada)

De acordo com o grafico, entre as demais categorias, a que esta mais exposta ao

virus da gripe A-H1N1 é a categoria de

a) indigenas.

b) gestantes.

c) doentes cronicos.

d) adultos entre 20 e 29 anos.

e) criancas de 6 meses a 2 anos.
Resolucao

Neste problema esperamos que os discentes sejam capazes de identificar
que o grafico apresenta em porcentagem a relacdo de grupos imunizados contra o
virus, ou seja, quanto menor a porcentagem maior € 0 numero de pessoas nao
imunizadas no grupo. Portanto a alternativa correta é d) “adultos entre 20 e 29

anos”.

Situacdo 10. (ENEM 2012) O dono de uma farmacia resolveu colocar a vista do
publico o grafico mostrado a seguir, que apresenta a evolucdo do total de vendas

(em reais) de certo medicamento ao longo do ano de 2011.
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De acordo com o grafico, 0s meses em que ocorreram, respectivamente, a

maior e a menor venda absoluta em 2011 foram

vendas R$

Jan Fev Mar Abr Maio Jun Jul Ago Set Out Nov Dez més

a) marco e abiril.

b) marco e agosto.

c) agosto e setembro.
d) junho e setembro.
e) junho e agosto.
Resolucao

Neste problema esperamos que os discentes sejam capazes de identificar no
grafico os valores de maximo e minimo apresentados. Assim concluirdo que a

alternativa correta é e) “Junho e Agosto”.

Situagdo 11. (ENEM 2013) A cidade de Guarulhos (SP) tem o 8° PIB municipal do
Brasil, além do maior aeroporto da América do Sul. Em proporcdo, possui a

economia que mais cresce em industrias, conforme mostra o grafico.

Crescimento - Industria

- 5%

]
[

1? J.91%
0% -
Brasil Sao Paulo Sio Paulo
(Estado) capita)  GUarulhos

Fonbe: IBGE, 2002-2008 |adaptadn).
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Analisando os dados percentuais do grafico, qual a diferenca entre 0 maior e
0 menor centro de crescimento no polo das industrias?

a) 75,28
b) 64,09
c) 56,95
d) 45,76
e) 30,07

Resolucao

Neste problema esperamos que os discentes sejam capazes de observar que
0 maior centro de crescimento no polo de industrias é Guarulhos e 0 menor segundo

os dados analisados é Sao Paulo (Capital). Assim concluirdo que a alternativa
correta é c) “56,95”.

Situacdo 12. (ENEM 2017) Estimativas do IBGE para a safra nacional de cereais,

leguminosas e oleaginosas, em 2012, apontavam uma participacdo por regiao
conforme indicado no grafico.

Sudeste
11,4%

Sul

37, 2% ] |||H I
)

38.3%

As estimativas indicavam que as duas regides maiores produtoras

produziriam, juntas, um total de 119,9 milhdes de toneladas dessas culturas, em
2012.
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Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 3 jul. 2012.

De acordo com esses dados, qual seria o valor mais proximo da producéo,
em milhdo de toneladas, de cereais, leguminosas e oleaginosas, em 2012, na

Regido Sudeste do pais?

a) 10,3
b) 11,4
c) 13,6
d) 16,5
e) 18,1

Resolucao

Neste problema esperamos que os discentes sejam capazes de observar que
as duas maiores regides somadas representam 38,3% + 37,2% = 75,5% e juntas
produziram 119,9 milhdes de toneladas dessa cultura. Assim utilizando o conceito de
proporcionalidade e a informagcdo de que a regido sudeste produziu 11,4% dessa

mesma cultura, esperamos que concluam que
X = 119,9.%= 18,1 milhdes de toneladas. Ou seja, a alternativa correta é e)
“18,1”.

Situacgéo 12. (ENEM 2017)

TEXTO |

Mama Africa

Mama Africa (a minha méae)

é mae solteira

e tem que fazer

mamadeira todo dia

além de trabalhar

como empacotadeira

nas Casas Bahia

Mama Africa tem tanto o que fazer
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além de cuidar neném
além de fazer denguim
filhinho tem que entender

Mama Africa vai e vem
mas nao se afasta de vocé
quando Mama sai de casa
seus filhos se olodunzam

rola o maior jazz

Mama tem calos nos pés
Mama precisa de paz

Mama nao quer brincar mais

filhinho da um tempo
€ tanto contratempo
no ritmo de vida de Mama

CHICO CESAR. Mama Africa. Sao Paulo: MZA Music, 1995.

TEXTO Il

FAMILIAS

o5 filhos sd0 54 de um dos
0 Em & parcairos ou de ambos, de
54 !9 /3 * 16'3%] " #ralacmnarnenlns anteriores,

um indicative de aumenio

das familias no Brasil s3o desses grupos, das unides reconetituidas.

formadas por casals eom filhos.

. Mulheras s3o 3?‘ 31]}';:' das familias, 62 ?n dos lares o rendimento delas
responsavels por 1 mas am 1 0 ajuda no suslento da casa.

Elas tém cada vez
' éé 1 ,g por mulhar.

menos filhos

E engravidam mais tarde: ans 26,8 anos de idade.

Fonie: IBGE

A neva lamilla Brasiling. Dsponivel am: hipc e abil com by, Acesds em: 17 dez. 2012 (adaptads)

A pesquisa, realizada pelo IBGE, evidencia caracteristicas das familias
brasileiras, também tematizadas pela cancdo Mama Africa. Ambos os textos

destacam o(a):

a) Preocupacéao das mulheres com o mercado de trabalho.
b) Responsabilidade das mulheres no sustento das familias.

c) Comprometimento das mulheres na reconstituicdo do casamento.
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d) Dedicacédo das mulheres no cuidado com os filhos.
e) Importancia das mulheres nas tarefas diarias.
Resolucao

Neste problema esperamos que os discentes sejam capazes de relacionar o
texto e os gréaficos pela correlacdo das informacoes, ou seja, consigam compreender
gue em ambos é tratado a responsabilidade da mulher no sustento da familia. Assim

a alternativa correta é b) Responsabilidade das mulheres no sustento das familias.

Situacao 14. (ENEM 2009) O gréfico a seguir mostra a evolucao, de abril de 2008 a
maio de 2009, da populacdo economicamente ativa para seis Regides

Metropolitanas pesquisadas.

7 Populagio economicamente ativa (em mil pessoas) ‘\

23500 4

23.300 - &>
»

23.100 A
* @
*, *
* ¢ ¢ Ig‘

. - < ’ )
-

22700 - i

22500 A

22 300 T v
\_ 0408 05 o} a7 o8 og 10 11 12 0109 02 o3 04 05 _',,1

FONTE: IBGE. Diretona de Pesquisas. Coordenacao de Trabalho & Rendimento, Pesguisa Mensal de Emprego.

Disponivel em: www._ibge . gov.br.

Considerando que a taxa de crescimento da populacdo economicamente
ativa, entre 05/09 e 06/09, seja de 4% entdo o numero de pessoas economicamente
ativas em 06/09 sera igual a:

a) 23.940

b) 32.228

c) 920.800

d) 23.940.800
e) 32.228.000

Resolucao
Neste problema esperamos que os discentes sejam capazes de observar que

em 05/09 o numero de pessoas economicamente ativas (em mil pessoas) era de
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23.020.000, logo se ocorreu um aumento de 4% para 0 més seguinte, entdo em
06/09 teriamos 23.020.000 + (0,04.23.020.000) = 23.020.000 + 920.800 =
23.940.800. Assim a alternativa correta é d) “23.940.800".
Por fim iremos propor os seguintes problemas extraclasse:

1) (ENEM 2009) A suspeita de que haveria uma relacdo causal entre tabagismo e
cancer de pulméao foi levantada pela primeira vez a partir de observacdes clinicas.
Para testar essa possivel associacdo, foram conduzidos inameros estudos
epidemiologicos. Dentre esses, houve o estudo do niumero de casos de cancer em
relacdo ao numero de cigarros consumidos por dia, cujos resultados sdo mostrados
no gréafico a segquir.

Casos de cancer pulmonar dado o numero de
agarros consumidos diariamente

& -

_
J /“"'-'-'.—H’—"—.—H—'—'—'
+
O A B 2 13 % 14

Numercs 20 JQATON LAMIUTIGCs ana™ene

De acordo como gréfico é correto afirmar que:
a) o consumo diario de cigarros e 0 numero de casos de cancer de pulmao séo
grandezas inversamente proporcionais.
b) o consumo diario de cigarros e 0 niumero de casos de cancer de pulmao séo
grandezas que néo se relacionam.
c) o consumo diario de cigarros € 0 numero de casos de cancer de pulméo sao
grandezas diretamente proporcionais.
d) uma pessoa ndo fumante certamente nunca sera diagnosticada com cancer de
pulmao.
2) (ENEM 2012) O grafico mostra a variagdo da extensdo média de gelo maritimo,
em milhdes de quildmetros quadrados, comparando dados dos anos 1995, 1998,
2000, 2005 e 2007.

Os dados correspondem aos meses de junho a setembro. O Artico comeca a
recobrar o gelo quando termina o verdo, em meados de setembro. O gelo do mar

atua como o sistema de resfriamento da Terra, refletindo quase toda a luz solar de
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volta ao espacgo. Aguas de oceanos escuros, por sua vez, absorvem a luz solar e

reforcam o aquecimento do Artico, ocasionando derretimento crescente do gelo.

15

—_

Extensao de gelo maritimo

3 " TNTTRTTRTRTFRTTRTFRTTRRTEFTEFTTETARTY TEF TR TV RITRTRTERTERTERTTFARTRRTERTRRTEFRTORTY 10T AT ATOATTRTITIRTITANTRFIRIEN
Junho Julho Agosto Setembro

Disponivel em: http://sustentabilidade.allianz.com.br. Acesso em: fev. 2012 (adaptado).

Com base no grafico e nas informacdes do texto, é possivel inferir que houve

maior aquecimento global em:

a) 1995.
b) 1998.
c) 2000.
d) 2005.
e) 2007.

3) (ENEM 2013) Em um certo teatro, as poltronas sao divididas em setores. A figura
apresenta a vista do setor 3 desse teatro, no qual as cadeiras escuras estao

reservadas e as claras nao foram vendidas.

L
i
L
i
1,

W VO-mMo

LLLLLL

LLLLILL
11 B 1 1 8 B
LLL11LL
1 B i
1 G 1
T e 1
i 1 s 1

LLLLLL
L1LLILL




40

A razao que representa a quantidade de cadeiras reservadas do setor 3 em

relacdo ao total de cadeiras desse mesmo setor é:

17

a) 70

17
b) =

53
C) =0
53
17
70
17

d)

e)

4) (ENEM 2015) Muitos estudos de sintese e enderecamento de proteinas utilizam
aminoacidos marcados radioativamente para acompanhar as proteinas, desde fases
iniciais de sua producdo até seu destino final. Esses ensaios foram muito
empregados para estudo e caracterizagcdo de células secretoras.

Apés esses ensaios de radioatividade, qual o gréfico que representa a evolugéo

temporal da producéo de proteinas e sua localizacdo em uma célula secretora?
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Matsubara Barroso.1d. S&o Paulo: Moderna, 2006.

Enem - provas e gabaritos. Disponivel em: http://portal.inep.gov.br/provas-e-
gabaritos. Acesso em: 13 maio 2019.

Banco de questdes OBMEP. Disponivel em: http://www.obmep.org.br/banco.htm.

Acesso em: 13 maio 2019.
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2.3.1.1 Relatorio - 10.08.2019

No sédbado, dia 10 de Agosto de 2019, tivemos a oportunidade de realizar o
primeiro encontro do Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da
Rede Publica de Ensino em Universidades Publicas: Um Enfoque a Area de
Matematica — Promat, no periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do
Parana - Unioeste. No dia em questdo, foram desenvolvidas atividades com o
objetivo de trabalhar o tratamento da informacéo e andlise de dados.

Por se tratar do primeiro encontro com a turma, propomos aos discentes que
se apresentassem expondo seus interesses em cursar o Promat e suas futuras
perspectivas académicas. Além disso, também nos apresentamos aos discentes e
contamos um pouco de nossos interesses. Ressalta-se que, nesse momento,
percebemos como a turma em geral tem interesses bem distintos percorrendo
diversas areas do conhecimento.

Com o intuito de introduzir aos discentes alguns conceitos basicos da
estatistica e uma situacéo relativamente de seu conhecimento, propomos a seguinte
situacao-problema:

Situacgéo 1. A tecnologia da TV digital garante acentuada melhoria na qualidade da imagem e do
som, permite a transmissao simultdnea de programas diferentes em um Unico sinal e a participagao
ativa do telespectador. Além disso, possibilita sintonizar as emissoras em aparelhos celulares e em
automoéveis. Essas qualidades, principalmente a interatividade, estimulam a mudanca de

comportamento do telespectador, até entdo quase totalmente passivo.
Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica — IBGE e da Pesquisa Nacional por

Amostra de Domicilios — PNAD, em 2011, 96,9% dos domicilios brasileiros tinham acesso a
televisdo, conforme o seguinte gréfico:

Distribuigdo dos domicilios brasileiros segundo a
existénciade TV

97%
=Sem TV
Com TV

3%

A partir da qual indagamos aos discentes sobre “Qual €é o
universo\conjunto\populagéo estudado (a)? E qual é a amostra analisada?” e os
mesmos responderam que a populacao seria os domicilios brasileiros, mas alguns
tiveram dificuldade em identificar a amostra, entdo ressaltamos que nesse estudo a

amostra analisada é representada pelos domicilios que participaram da pesquisa.
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Em sequéncia, expomos a definicdo formal de populacdo e amostra
associando a outros exemplos figurativos com o uso da teoria de conjuntos, por
exemplo, a “populagéo das frutas” e a “amostra sendo as frutas vermelhas”.

Entdo, voltando a situacdo 1, indagamos aos discentes as caracteristicas
avaliadas ao se adquirir uma televisdo e 0os mesmos citaram o prego, tamanho,
qualidade de imagem, modelo entre outros aspectos. A partir disso, expomos que as
caracteristicas podem ser vistas como variaveis e estas sao divididas em dois
grupos as qualitativas e quantitativas. Ainda denotamos que as qualitativas séo
divididas em ordinal e nominal, e as quantitativas em discreta e continua
relacionando cada um dos casos a exemplos do cotidiano.

Feito isso, propomos aos discentes um exercicio, que resolvemos em
conjunto, ressaltando os conceitos apresentados e destacando alguns aspectos
relevantes a se analisar nas alternativas de uma questéao.

Por conseguinte propomos a segunda situacao-problema no intuito de

introduzir os conceitos de frequéncia relativa e absoluta, conforme segue:

Situacéo 2. Em uma pesquisa, realizada no estado do Parand, sobre os precos (em reais) de um

modelo de tablet, em 20 lojas do ramo, foram coletados os valores a seguir:

1.000 1.500 1.000 1.600 1.000 1.600 1.600 1.500 1.500 1.000
1.000 1.000 1500 1.600 1.600 1.600 1.600 1.600 1.600 1.600

Para tal, indagamos aos discentes sobre como poderiamos organizar as
informacbes apresentadas, e alguns, notaram que poderiamos separar as
informagcbes que sao iguais e representar 0 numero de repeticbes conforme
esperavamos. Entdo denotamos que nessa forma de agrupamento o nimero de
vezes que algo se repete € dado como a frequéncia absoluta e que se
representarmos em porcentagem teremos a frequéncia relativa. Assim obtivemos o

seguinte quadro:

Preco (R$) Frequéncia absoluta Frequéncia relativa
1.000 6 % = 0,300u30%
1.500 4 i = 0,200u20%

20
10
1.600 10 0= 0,500u50%
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ou 0

Apos isso, propomos uma terceira situacdo-problema para que inicialmente os
discentes fizessem a analise dos dados e respondessem alguns guestionamentos e
para que em sequéncia apresentdssemos a organizacdo dos dados pela tabela de

frequéncias dividida em classes, conforme segue:

Situacéo 3. Em uma pesquisa foram coletados os tempos (em minutos) que 30 pessoas gastam
no banho, conforme tabela abaixo:

5 15 14 5 10 12 10 6 3 2 8 8 8 5 10
12 13 15 12 5 7 14 5 6 4 3 5 9 12 14

a) Determinar a porcentagem de pessoas que gastam 5 minutos ou mais no banho.

b) Considerando que a cada minuto de banho gastam-se aproximadamente 9 litros de 4gua e
que as pessoas entrevistadas tomam apenas um banho por dia, quantos litros de dgua essas
pessoas gastam no banho em um dia?

c) Se todas as pessoas entrevistadas passassem a tomar banhos de 5 minutos, quantos litros
de agua seriam economizados por dia?

d) Quantas pessoas, aproximadamente, poderiam ser abastecidas com a 4gua economizada,
sabendo que uma pessoa precisa de 110 litros de agua por dia?

Nesse problema destacamos a importancia da atencdo na leitura das
guestbes, dado que muitas vezes acabamos resolvendo apenas parte do problema.
Além disso, percebemos que alguns discentes possuem dificuldade nas operacfes
elementares e ndo se forcam a deixar de lado o uso de calculadoras.

Apos resolvermos as questdes na lousa, apresentamos 0s conceitos de
amplitude total, amplitude do intervalo e niumero de classes para estabelecer o

seguinte quadro com os dados da situacao-problema:

Tempo (min) fi F; fr E
2F5 4 4 13,3% 13,3%
5+-8 9 13 30,0% 43,3%
811 7 20 23,3% 66,6%

11+ 14 5 25 16,7% 83,3%
14+ 17 5 30 16,7% 100%
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Em seguida, iniciamos o estudo de graficos. Para tal, propomos aos discentes
trés situacdes-problema que exigiam diferentes métodos de resolucdo, a primeira o
uso de interpretacdo e calculo simples, a segunda apenas interpretacéo e a terceira
a juncao de interpretacéo de trés representacdes de dados junto a alguns calculos.
Nestas situacfes os discentes apresentaram maior dificuldade em célculos basicos
do que na interpretacdo dos dados.

Apos o intervalo, realizamos a apresentacéo formal dos tipos de graficos mais
comuns cobrados em provas como o0 Enem e vestibulares, como o grafico de barras
(vertical e horizontal), grafico de setores, grafico misto e pictograma. Entéo
propomos mais algumas situacdes problemas diversas no intuito de agucar 0s
sentidos dos discentes na analise das informacdes e também para reforcar calculos
basicos de proporcao.

Nestas Ultimas situacdes, os discentes apresentaram poucas dulvidas, mas
levantaram alguns questionamentos sobre a divisdio com ndmeros decimais,
denotamos que podemos “remover a virgula” mantendo a proporcionalidade, ou
seja, multiplicando tanto o dividendo quanto o divisor por um mesmo namero, gue no
caso seria multiplo de 10. Além disso, denotamos que quando as alternativas nao
apresentam valores “préximos” ndo € de certa forma, necessario se atentar aos

decimais, ou seja, podem-se fazer aproximagoes.
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2.4 Médulo 2 — Trigonometria
2.4.1 Plano de aula - 17.08.2019

Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Gongalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucdo: Um encontro com duracdo de 4 horas.
Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriagdo dos conceitos de semelhanca
de triangulos, triangulo retangulo, seno, cosseno e tangente, a capacidade de
resolver problemas que envolvam esses conceitos.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com o triangulo retangulo, objetiva-se que o aluno seja capaz
de:
e Verificar a semelhanca de triangulos;
e |dentificar e calcular razbes trigonométricas no triangulo retangulo;
e Compreender o teorema de Pitagoras;
e Comparar as relacdes trigopnométricas;
e Resolver problemas que envolvam razdes e relagdes trigonométricas;

e Resolver problemas que envolvam o teorema de Pitagoras.

Conteudo: Triangulo retangulo e razdes trigopnométricas.
Recursos Didaticos: quadro, giz e folhas A4.
Encaminhamento metodoldgico:
ETAPA 1 (60 minutos)

Nesta etapa, no intuito de retomar o conceito de semelhanca de triangulos
relembraremos os alunos os conceitos de angulos (reto, agudo e obtuso), e
triangulos (retangulo, acutangulo, obtusangulo, equilatero, isGsceles e escaleno),

conforme abaixo.
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Definicao
Um triangulo é dito acutangulo se tem os trés angulos internos agudos, ou
seja, menores que 90°.

Figura 1: Triangulo acutangulo
Fonte: acervo dos autores
Definicao
Um triangulo é dito retangulo se tem um angulo interno reto, ou seja, um
angulo interno igual a 90°.

Figura 2: Triangulo retangulo
Fonte: acervo dos autores
Definicao
Um triangulo é dito obtusangulo se tem um angulo interno obtuso, ou seja,
um angulo interno maior que 90° e menor que 180°.

Figura 3: Triangulo obtusangulo
Fonte: acervo dos autores
Em sequéncia iremos propor aos discentes para formarem grupos de
trés (ou mais, se necessario) alunos.
Entdo entregaremos a cada grupo um jogo formado com trés triangulos
retangulos semelhantes de tamanhos diferentes, sendo que um dos triangulos tem
desenhado um angulo reto. Esses triangulos se encontram no anexo |. Em seguida,

faremos o0s seguintes questionamentos aos alunos:
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e O que os triangulos tém em comum?
Queremos que digam que os trés sdo triangulos retangulos e,

portanto, possuem um angulo reto.

e Estes triangulos sdo semelhantes? Seus angulos sdo iguais?
Ao medirmos os angulos com o transferidor percebe-se que trés
dos tridngulos possuem angulos de 30° 60° e 90° o que os torna
semelhantes. Os outros dois triangulos possuem dois angulos de 45° e

90° e, portanto, também sdo semelhantes.

¢ Ao medirmos os lados dos triangulos com uma régua e dividirmos seus lados
equivalentes, esta medida é diferente dependendo do tamanho do triangulo?

N&o, nos tridngulos semelhantes esta medida deve ser igual.

e O que podemos concluir com isto?
As medidas obtidas equivalem a medida do seno, do cosseno e
da tangente dos triangulos, que s&o equivalentes para triangulos
semelhantes, porém se alterarmos o valor dos angulos esta medida

serda diferente da encontrada no momento.

Em sequéncia, formalizaremos o conceito de semelhanca abordado:

Definicao
Dois triangulos sdo semelhantes se, somente se,
i.  Os angulos séo congruentes;

i. Os lados opostos a angulos congruentes sdo congruentes.

Ainda, indagaremos aos discentes a respeito de outra relacéo valida para o
triangulo retangulo, esperando que se lembrem do Teorema de Pitagoras. Em
seguida, apresentaremos esse teorema e a relagdo de Tales para o

desenvolvimento dos demais conceitos.
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Teorema de Pitagoras
Em todo triangulo retédngulo, a soma dos quadrados das medidas dos catetos
€ igual ao quadrado da medida da hipotenusa.

Na figura, b e ¢ sdo as medidas dos catetos; e a, a medida da hipotenusa.
Dai, temos:

b

‘ ct + b* = a® \
Teorema de Tales

Retas paralelas cortadas por transversais formam  segmentos

correspondentes proporcionais.

ETAPA 2 (60 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar as relagdes trigopnométricas no triangulo
retangulo utilizando-se do conceito de semelhanca e da relagéo de Tales, conforme
abaixo:

1. Seno
Uma escada de 15m de comprimento esta encostada a uma parede num

ponto B e ao solo num ponto C. Em A temos um angulo reto.
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Distancias
BC;=5m

. BC,=10m
U U | AN t BC =15m

D U Ay NN BA, =4m
| \\\i
N\
\

G5 BA, =8m

D D ix: \ BA=12m
O Arly=3m

;\ A 4,6, = 6m
AC=9m

Iremos expor que se uma pessoa estiver descendo a escada a partir de B,
entao:
e Ao atingir o ponto C; tera percorrido 5m, tera descido verticalmente
4 m e estara afastada da parede 3 m;
e Ao atingir o ponto C, tera percorrido 10 m, tera descido verticalmente
8 m e estara afastada da parede 6 m;
e Ao atingir o ponto C tera percorrido 15 m, terd descido verticalmente
12 m e estara afastada da parede 9 m.
Entdo iremos indagar aos discentes a respeito da caracteristica comum entre
os triangulos expressos na ilustracdo, esperando que percebam que sao

semelhantes. Assim poderemos expor na lousa que, pela relagcdo de Tales, as

~ AqC 3 AyC 6 AC 9 . . .
razbes == = =, =22 = — e — = — sdo todas iguais, sendo o valor comum 0,6.
BCq 5 BC; 10 BC 15

Em sequéncia, indagaremos aos discentes se ao alterarmos a inclinacao da
escada as razdes permanecem iguais, esperando que respondam de modo
afirmativo, pois os triangulos sdo semelhantes. Mas ressaltaremos que apesar de as
razbes serem iguais terdo valores diferentes. Ou seja, o0 valor comum entre as
razdes depende do angulo que a escada forma com a parede.

Assim poderemos concluir que o angulo de medida g determina o valor das
raz0es do tipo cateto oposto a [ sobre a hipotenusa nos triangulos retangulos
BA,C;, BA,C, e BAC da figura. Denotaremos que essa razdo é chamada de
seno de B e representaremos por sen(f).

Temos entdo, no caso da figura:
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AiC;  A,C, AC
BC, BC, BC

Concluiremos que, em geral, para um angulo agudo g de um triangulo

sen(B) = 0,6

retangulo:

cateto oposto a 8

sen(B) =

hipotenusa

Entdo iremos propor o seguinte exercicio de fixacao:
Exercicio
1. Calcule os senos dos angulos agudos de um triangulo retangulo cujos catetos
medem 7cm e 24cm.
Resolucao

Esperamos que os discentes consigam rascunhar a figura e utilizando-se do
Teorema de Pitdgoras e da relacdo trigonométrica calculem o valor do seno

conforme abaixo.

T\‘h Comecamos calculando a hipotenusa:
o H‘H"\ a? = b? + c2
7 cm H”‘*—E% a? = 7% + 242
N a? = 625
t____ _____r_:\.:l: a=25cm.
24 cm

De acordo com a definicdo de seno:

(B) = cateto opostoa f 24 096
sen(B) = hipotenusa 25

cateto opostoay 7
- =—=0,28
hipotenusa 25

sen(y) =

2. Cosseno
Voltando a situacéo da escada observaremos agora as razfes do tipo cateto

adjacente ao angulo g sobre a hipotenusa nos triangulos BA,C;, BA,C, e BAC.

g ~ BA BA BA
Verificaremos, pela relacdo de Tales, que — = —==—=0,8.
BC; BC, BC
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Distancias

s BA; =4m
00 BA, =8m
FL T BA=12m
O0L BC;,=5m
BC, =10m

A BC = 15m

Denotaremos que este valor comum das razdes € chamado de cosseno de 8 e
se representa por cos ().

Analogamente a situacdo anterior, concluiremos que num triangulo retangulo:

cateto adjacente a

cos(B) =

hipotenusa

Entdo iremos expor o seguinte exercicio de fixacédo.

Exercicio

2. No triangulo retangulo abaixo, sdo dados cos(y) = 0,75 e BC = 10 cm. Encontre

as medidas dos lados do tridngulo.
1"

)

T,

Esperamos que os discentes, utilizando-se da relagdo trigonométrica do

Resolucéo

cosseno, calculem a medida de um dos catetos e pelo Teorema de Pitagoras

encontrem a medida do ultimo lado conforme abaixo.

o) cateto adjacenteay AC AC 075 — AC =75
= BT - -
cosly hipotenusa BC 10 ” o

Pelo Teorema de Pitagoras:
(AB)? = (BC)? — (AC)? = 102 — 7,52 = 100 — 56,25 = 43,75

Portanto, AB = /43,75 = 6,6 cm.



54

3. Tangente
Voltando ainda a situagdo da escada, calculado as razfGes do tipo cateto
oposto a f sobre cateto adjacente a 8 nos triangulos BA,C;, BA,C, e BAC obtemos

pela relacdo de Tales:

Distancias

BA; =4m

BA, =8m

BA=12m
AiC;=3m
A,C,=6m

& AC=9m

A1C;  AC,  AC
— =——=—=0,75.
BA;, BA, BA

Denotaremos que este valor comum das razdes é chamado de tangente de 8
e se representa por tg ().
Analogamente a situacdo anterior, concluiremos que num triangulo retangulo:

cateto opostoa B sen(B)

tg(B) =

cateto adjacente a i cos(f)
Entdo iremos expor o seguinte exercicio de fixacao.
Exercicio
3. Num certo instante do dia, um cabo de vassoura de 90 cm colocado verticalmente
tem uma sombra de 40 cm.
a) Calcule a tangente do angulo que um raio de sol forma com a horizontal
nesse instante.
b) Qual é a altura de um edificio que nesse instante tem uma sombra de
16 m?

Resolucao
Esperamos que os discentes utilizem-se do conceito de tangente apresentado

e consigam resolver o exercicio conforme abaixo.



cateto oposto a 90
tg(B) = . =
90 cm cateto adjacentea f 40
/" |
A0 om
Como os triangulos sé&o Nl
semelhantes temos: ' /;,Q{‘:t
x s
t = — /
9B =1¢ /lo o
X i
2,25 = — S T §
° A (iR
x =16.2,25=36m ¢
A” [-d

ApOs essas situacdes-problema envolvendo as principais

=— =225
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relacées

trigonométricas, iremos expor um quadro resumo dessas relacdes, conforme abaixo:

Rela¢cBes Trigonométricas

cateto oposto a

sen(B) =

hipotenusa

cateto adjacente a

cos(B) =

hipotenusa

cateto oposto a f8 sen(f)

tg(B) =

cateto adjacente a B cos (B)

Denotaremos ainda que existem outras relacdes trigonométricas, as quais

podem ser obtidas utilizando-se de ideias analogas as trabalhadas, conforme o

guadro abaixo:

Relagdes trigonométricas

hipotenusa 1
sec(B) = - =
cateto adjacentea f  cos(f)
(8) = hipotenusa 1
cossec(f) = cateto opostoa B sen(B)
cateto adjacentea f  cos ()
cotg(B) = =

cateto opostoa B sen(p)
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ETAPA 3 (60 minutos)
Nesta etapa pretendemos propor alguns problemas que, geralmente, s&o

abordados no Enem e vestibulares.
Exercicios
1. A sombra de um prédio, em um terreno plano, em uma determinada hora do

dia, mede 15 m. Nesse mesmo instante, proximo ao prédio, a sombra de um poste

de altura 5 m mede 3 m. A altura do prédio, em metros, é:

prédio

15 \ 3
Resolucao
Esperamos que os discentes percebam que é possivel resolver o problema

calculado a tangente do angulo que o raio de sol forma com a horizontal, conforme

abaixo.
t9(8) = cateto opostoaf 5 _ 166
9(B) = cateto adjacenteap 3
X
tg(B) =—=1,66 >x=25m
15
2. Numa cidade do interior, a noite, surgiu um objeto voador ndo identificado, em

forma de disco, que estacionou a 50 m do solo, aproximadamente. Um helicéptero
do exército, situado a aproximadamente 30 m acima do objeto, iluminou-o com um
holofote, conforme mostra a figura. Sendo assim, pode-se afirmar que o raio do

disco mede, em m, aproximadamente:

30m
v

50m

sombra

2 16m 1
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Resolucao

Esperamos que os discentes se utilizem dos conceitos de semelhanca de
triangulos e o Teorema de Tales para solucionar o problema, conforme abaixo.

Seja x a medida do diametro do disco, entdo pelo Teorema de Tales:
30 30+50

X 16
_30.16_6
x = 80 - m

., ‘A d 6
Como o raio € metade do diametro segue que r = =5 3m.
3. Determine a medida x dos triangulos abaixo.

Resolucao

Esperamos que os discentes se utilizem dos conceitos trabalhados para
resolver o problema conforme abaixo.

302 =182 + c2 > ¢ =900 — 324 > ¢ = V576 = 24
cateto oposto a 56° 24 4

cateto adjacente a 56° ~18° 3

cateto oposto a 56° x

tg(56°) = =—
9(56°) cateto adjacente a 56° 36

tg(56°) =

_ 364

3
4. Do alto de um farol, a 60 m do nivel do mar, avista-se um barco segundo um

angulo de depressao de 15° (figura). Qual o valor da distancia x indicada na figura?
Dado cos(75°) = 0,26.

: 48
== >
3 X

Resolucao
Esperamos que os discentes relembrem do conceito de cosseno de um
angulo para resolver os problemas conforme abaixo.

Como sO temos a informacdo de cos (75°) e a altura devemos tomar o
triangulo retangulo de baixo. Assim segue que:

cateto adjacente a 75° 60 60
cos(75°) = - =—=0,26 >a=——= 230,76
hipotenusa a 0,26
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230% = 60% + x% > x =+/2302 — 602 = 222m

Apo6s a resolucdo dos exercicios pretendemos apresentar aos discentes uma
relacdo a respeito dos conceitos abordados. Para tal, retomaremos com os alunos
ao triangulo retangulo, conforme abaixo.

Dado um triangulo retangulo BAC, como na figura, temos:

3] c

sen(p) = % sen(y) =

a

X cos(B) =§ cos(y) =§

Indagaremos aos discentes a respeito da soma dos angulos agudos S + y, no
intuito de que se lembrem de que como a soma dos angulos internos de um
tridngulo é igual a 180° e como no triangulo retangulo j& temos um angulo reto, ou
seja, 90° entdo S + y = 90° e por consequéncia y = 90° — . Denotaremos ainda que
dois angulos assim, ou seja, dois angulos que tém a soma das medidas igual a 90°
sao chamados complementares.

Em sequéncia, voltando ao triangulo retangulo, iremos expor que cos(f) =
sen(y) e que cos(y) = sen(f). Logo cos(B) = sen(90°— ) ou equivalentemente
sen(B) = cos (90° — ).

Entdo iremos propor o seguinte exercicio:

Exercicio
1. Dados os senos dos angulos de um triangulo retangulo sen(f) = 0,8 e sen(y) =

0,6, calcule os cossenos e as tangentes de § e de y.

3]

Resolucao
Esperamos que os discentes relembrem que sen(f) = cos (y) se f e y séo
angulos agudos de um triangulo retangulo. Assim teremos o seguinte resultado:
sen(f) = 0,8 = cos (y) e sen(y) = 0,6 = cos ()

Assim teremos que:

sen(f) 08 4
cos(8) 0,6 3

tg(B) =
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_sen(y) 06 3
~cos(y) 08 4

tg(y)

ETAPA 3 (60 minutos)

Nesta etapa, pretendemos apresentar aos discentes a lei dos senos e a lei
dos cossenos. Para tal precisaremos, em alguns momentos, calcular senos e
cossenos de angulos obtusos — que nao existem em um triangulo retadngulo — entéo

iremos expor algumas relagées aos discentes, conforme abaixo:

30° 45° 60° 902
1 V2 V3
Seno 2 2 o 1
V3 V2 1
Cosseno 2 2 2 0

¢ Dois angulos séo suplementares quando a soma de suas medidas é 180°;
e Senos de angulos obtusos sdo exatamente iguais aos senos dos suplementos
desses angulos:
sen(x) = sen(180° — x)
e Cossenos de angulos obtusos sdo opostos aos cossenos dos suplementos

desses angulos:

cos(x) = —cos (180° — x)

Iremos expor que essas relacbes serdo trabalhadas novamente quando
abordamos o circulo trigopnométrico, mas por enquanto devemos aceita-las como
verdadeiras. Ainda apresentaremos exemplos, conforme abaixo.

Exemplos
1. sen(120°)
Resolucao
O suplementar de 120° é 60°, pois 120° + 60° = 180°. Portanto sen(120°) =

sen(60°) = ?

2. cos (120°)
Resolucao
O suplementar de 120° é 60°, pois 120° + 60° = 180°. Portanto cos(120°) =

—cos(60°) = —g.
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Lei dos Senos

Vamos analisar a seguinte situagéo problema:

Uma empresa de fornecimento de energia, ao instalar a rede elétrica numa
fazenda, precisou colocar dois postes em lados opostos de um lago para permitir a
passagem da fiagdo. Com isso surgiu um pequeno problema: para fazer o projeto da
rede, seria necessario saber a distancia entre os postes, e a presenca do lago

impedia a medicdo direta dessa distancia.

Figura 4: llustracdo da situacao-problema

Fonte: Formato Comunicacao Ltda.

Neste momento indagaremos aos discentes a respeito dos possiveis métodos
para se realizar essa medicao, entdo iremos apresentar a seguinte conclusédo para a
situacgao.

Um dos engenheiros posicionou-se em um local onde era possivel visualizar
os dois postes e medir a distancia entre eles. Com um aparelho apropriado, ele
mediu 0 angulo entre a linha de visdo dele e os postes, obtendo 120°. Um auxiliar
mediu a distancia entre o engenheiro e o poste mais afastado e obteve 100m; outro
auxiliar mediu o angulo entre a linha do poste mais préximo do engenheiro e a linha
entre os postes, obtendo 45°. Com essas informacdes, o engenheiro sorriu. Ele ja

conseguia calcular a distancia entre os postes.

100"

Figura 5: llustracdo matematica da situacdo-problema

Fonte: Formato Comunicacéo Ltda.
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Iremos indicar que o triangulo AOB é obtusangulo e a resolugdo desse
problema consiste em determinar a medida do lado AB. Para esclarecer a resolucéo
do engenheiro iremos obter a denominada lei dos senos, conforme abaixo.

Consideremos 0 AABC acutangulo e duas de suas alturas AH, e BH,.

: o]
B H a

¢ No triangulo retangulo ACH,, temos:

~ D A
sen(C) = ?1 - hy = b.sen(C)
e No tridangulo retangulo ABH,, temos:

h

sen(B) = — - h, = c.sen(B)

e Comparando as igualdades temos:
b.sen(C) = c.sen(B)

b B c
sen(B) B sen(C)

¢ No tridangulo retangulo BCH,, temos:

~ h A
sen(C) = ZZ - h, = a.sen(C)

¢ No triangulo retangulo ABH,, temos:

~ h —~
sen(A) = ?2 - h, =c.sen(4)
e Comparando as igualdades temos:
a.sen(é) = c.sen(4)

a _ Cc
sen(ﬁ) B sen(f)
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Disso segue a seguinte definic&o:
Definicao
Em qualquer triangulo retangulo ABC, as medidas dos lados s&o proporcionais

aos senos dos angulos opostos, ou seja:

a b _ c
sen(A) B sen(E) - sen(é)

Com essa definicdo em maos iremos expor a resolucéo da situagao-problema

exposta. Pela lei dos senos temos:

100 d
sen(45°)  sen(120°)
100 d 100 a

= = =
sen(45°) sen(180°-1209) sen(45°) sen(60°)

100 d 100v3  1003V2
= L \2.d=+3.100 > d = = = 50V6 ~ 122,47m
2V N

2 2

Em sequéncia iremos propor 0 seguinte exercicio:
Exercicio
1. Em um tridngulo isésceles, a base mede 6cm e o angulo oposto a base mede
120°. Calcule a medida dos lados congruentes do triangulo.
-

1200

Resolucao

Pela lei dos senos, temos:

6 X 6
= - —
sen(120°) sen(30°) +/3
2

6v3
- \/§.x=6—>x=T=2\/§cm

N =] R

Lei dos cossenos
Voltando ao nosso engenheiro e seu problema em medir a distancia entre os

postes. Agora se 0 engenheiro tivesse pedido ao seu auxiliar que medisse a
distancia do local onde ele estava até o poste mais proximo, sem medir o angulo de
45° como feito anteriormente. Assim, além do valor do angulo obtuso de 120° que o
engenheiro ja havia medido e a distancia de 100m até o poste mais afastado, o

engenheiro teria obtido a nova distancia, de 36,6m, entre o poste mais proximo a ele.
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Figura 6: llustracdo matematica da situacdo-problema
Fonte: Formato Comunicacao Ltda.

Neste momento indagaremos aos discentes a respeito da possibilidade de
resolucao do problema com a novacéao situacao proposta.

Entdo iremos expor que problema consiste em encontrar a medida de um dos
lados do triangulo conhecendo o valor da medida dos outros dois lados a medida do
angulo oposto ao lado cuja medida queremos encontrar. Para esclarecer a resolucao
iremos obter a denominada lei dos cossenos, conforme abaixo.

Consideremos o AABC acutangulo e a altura BH, obtemos os tridngulos
retangulos ABH e CBH.

e No AABH, temos:

~ AH __ .
cos(A) = — AH = c.cos (4)

c? =h?+ AH? - h? = ¢%? — AH?
h? =c%? —c. cos(/i)

e No ACBH, temos:
a?=h?+CH* > a’=h>+(b—AH)? > h?=a?— (b —c.cos(fi))2

h? = a? — b% + 2.b.c.cos(A) — c2. cos (A)
e Comparando as igualdades temos:

a? — b2 + 2.b.c.cos(A) — c%.cos(A) = ¢? — c.cos(A) - a? = b% + ¢ — 2.b.c.cos (A)
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Dai segue a definicao:
Definicao

Em qualquer triangulo ABC, o quadrado da medida de um lado € igual a soma
dos quadrados das medidas dos outros dois lados menos duas vezes o produto das
medidas desses lados pelo cosseno do angulo que eles formam, ou seja:

o a?=b%+c?—2.b.c.cos(A) A

e b2=a%+c?-2.a.ccos(B)

e c2=a’+b?>—2.a.b.cos (C)

Com essa definicdo em maos iremos expor a resolucdo da situacédo-problema
exposta. Pela lei dos cossenos temos:
d? = 1002 + (36,6)% — 2.100.36,6. cos(120°)
d? = 1002 + (36,6)% — 2.100.36,6. (—cos(180 — 120°))
d? = 1002 + (36,6)2 — 2.100.36,6. (— cos(60°))
d? = 15000 - d = V15000 = 50v6 ~ 122,47m
Iremos observar que esse valor € o mesmo encontrado pela lei dos senos,
conforme ja esperado.
Em sequéncia iremos propor o seguinte exercicio:
Exercicio
1. O angulo agudo de um losango mede 20° e seus lados medem 5cm. Sabendo
que cos(20°) = 0,94, calcule as medidas das diagonais menor e maior do losango.
Resolucéo
Pela lei dos cossenos temos:

e Diagonal menor:

x? =52+ 52 —2.5.5.c0s(20°) = 25 + 25 — 50.0,94 = 50 — 47 = 3
x =3~ 1,7cm

e Diagonal maior:

y? =52 + 52 — 2.5.5.c0s(160°) = 25 + 25 — 50. (— cos(180° — 160°))
y% =50 —50.(—0,94) = 50 + 47 = 97
y =V97 = 9,8cm
Por fim iremos propor os seguintes problemas extraclasse:
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1. Calcule os senos dos angulos agudos de um triangulo retangulo cujos catetos

medem 8cm e 6¢cm.

2. Um triangulo equilatero tem 18cm de altura. Determine a medida aproximada de
seus lados.
3. No triangulo retangulo abaixo, sdo dados cos(y) = 0,6 e BC = 12 cm. Encontre as

medidas dos lados do triangulo.

3]

4. Uma escada de 8m de comprimento esta encostada em uma parede. A distancia
entre o pé da escada e a parede é de 4m. Determine o angulo formado entre a

escada e a parede.

5. Um poste na posicao vertical tem sua sombra projetada numa rua horizontal. A

sombra tem 12m. Se a altura do poste é de 4+/3m, entdo qual é a inclinagdo dos

raios solares em relacéo a rua horizontal?

6. Dados os cossenos dos angulos de um triangulo retadngulo cos(B) =0,8 e

cos(y) = 0,6, calcule os senos e as tangentes de 8 e de y.

)

7. Determine os valores de x, y, w € z em cada caso:



66

a) b) 13

8. No triangulo a seguir, determine a medida do lado AC, tendo em vista as medidas

presentes nele. Use V2 =1,4e+/3 =1,7.
;]

45

10 cm

60°
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2411 Relatorio - 17.08.2019

No sédbado, dia 17 de Agosto de 2019, tivemos a oportunidade de realizar o segundo
encontro do Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica
de Ensino em Universidades Publicas: Um Enfoque a Area de Matemaética — Promat,
no periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do Parana - Unioeste. No
dia em questdo, foram desenvolvidas atividades com o objetivo de trabalhar
semelhanca de triangulos e relagdes trigpnométricas no triangulo retangulo.

Para contextualizarmos o assunto a ser abordado, inicialmente, realizamos
uma atividade pratica, em que foram distribuidos triangulos retangulos aos discentes
e 0s mesmos deveriam aferir as suas medidas de comprimento e angulos. No
decorrer da atividade fizemos alguns questionamentos aos discentes como:

e O que os triangulos tém em comum?

e Estes triangulos sdo semelhantes? Seus angulos sdo iguais?

e Ao medirmos os lados dos triangulos com uma régua e dividirmos seus lados
equivalentes, esta medida é diferente dependendo do tamanho do triangulo?

e O que podemos concluir com isto?

A partir destes questionamentos conseguimos que os discentes observassem
que os triangulos possuiam angulos congruentes e medidas de comprimento
proporcionais e com isto expds a definicdo formal de semelhanca de triangulos e
também retomamos alguns conceitos basicos como classificacdo dos triangulos
guanto aos angulos e quanto aos lados. Além disso, revisamos o teorema de
Pitagoras e Tales no intuito de prepara-los para as situacfes-problema que
seriam propostas posteriormente.

Em sequéncia, propomos uma situacao-problema, envolvendo um prédio e
uma escada apoiada no mesmo, com o intuito de definir as relagbes de seno,
cosseno e tangente. A partir desta situacdo denotamos utilizando o teorema de
tales que as razdes obtidas eram iguais e representavam o valor da relacdo em
cada caso. Em conjunto as explanac¢des propomos alguns problemas-exemplo
que foram solucionados junto aos discentes para fixagdo do conceito
apresentado.

Apos o término das explicacdes e sanadas as duvidas dos discentes expomos
um quadro resumo das relagcbes apresentadas e outras relagcdes que podem ser
obtidas a partir destas, conforme segue:



68

Rela¢cBes Trigonométricas

cateto oposto a

sen(B) =

hipotenusa

cateto adjacente a

cos(B) =

hipotenusa

cateto oposto a f3 sen(fB)

tg(p) =

cateto adjacente a i cos ()

RelacBes trigonométricas

B) = hipotenusa 1
sec(f) = cateto adjacente a B cos(B)
B) = hipotenusa 1
cossec(p) = cateto opostoa B sen(p)
cateto adjacentea f  cos ()
cotg(B) = =

cateto opostoa B sen(f)

Por conseguinte, propomos aos discentes algumas situacdes-problema
envolvendo o0s conceitos abordados. Na resolucdo dos exercicios propostos
percebemos que as maiores duvidas dos discentes foram com relagcdo a
interpretacdo do problema, dado que alguns ndo conseguiam distinguir quando
utilizar a relagcdo de Pithdgoras ou a Tales. Além disso, alguns néo identificavam
guando haviam finalizado o problema, ou seja, ndo conseguiam fixar o objeto a ser
encontrado para solucionar o problema.

Em sequéncia, retomamos o conceito de complementar de um angulo e de que a
soma dos angulos internos de um tridngulo € equivalente a 180°. E voltando ao
tridngulo retadngulo, expomos que cos(f) = sen(y) e que cos(y) = sen(f). Ou seja,
cos(B) = sen(90° — B) ou equivalentemente sen(f) = cos (90° — ) e propomos um
exercicio de fixagdo envolvendo este topico.

Em seguida, no intuito de trabalhar com triangulos obtusos apresentamos aos
discentes as expressfes que permitem calcular as relagbes trigonométricas para
angulos obtusos as quais sao sen(x) = sen(180° — x) e cos(x) = —cos (180° — x).

Por fim, propomos aos discentes uma situac&o-problema no intuito de abordar o
conceito de lei dos senos e lei dos cossenos. ApdOs apresentar a situagao,
questionamos os discentes sobre as possiveis resolu¢gfes e entdo denotamos que

poderiamos utilizar a ideia de proporcionalidade entre a medida dos lados e 0s
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angulos opostos a estes. Para tal, expomos na lousa uma breve demonstracao para
obtencao da relagdo que representa a chama lei dos senos, conforme segue:

Consideramos 0 AABC acutangulo e duas de suas alturas AH, € BH,.

e No triangulo retangulo ACH,, temos:

N h A
sen(C) = ?1 - hy = b.sen(C)

¢ No tridangulo retangulo ABH,, temos:

~ h .
sen(B) = ?1 - hy = c.sen(B)
e Comparando as igualdades obtemos:
b.sen(f) = c.sen(B)

b _ c
sen(f}) B sen(f)

e No triangulo retangulo BCH,, temos:

N h A
sen(C) = ;2 - hy = a.sen(C)

¢ No triangulo retangulo ABH,, temos:

~ h ~
sen(A) = ?2 - h, =c.sen(4)
e Comparando as igualdade obtemos:
a.sen(é) = c.sen(4)

a _ C
sen(4) _ sen(C)

Infelizmente, por falta de tempo, ndo conseguimos demonstrar de mesmo modo a
relacdo que representa a denominada lei dos cossenos, mas expomos a expressao
e a explicamos brevemente. Entdo foram propostos exercicios de fixagdo

envolvendo estes conceitos.
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2.4.2 Plano de aula - 24.08.2019

Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Goncalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriagdo dos conceitos de arcos e
angulos na circunferéncia trigonométrica, unidades de medida de arcos, congruéncia
de arcos, arcos trigonométricos e a capacidade de resolver problemas que envolvam
esses conceitos.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com a circunferéncia trigopnométrica, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:
e Reconhecer um arco de circunferéncia;
¢ Relacionar a medida do arco com o angulo que o determina;
¢ l|dentificar arcos congruos;
e Diferenciar as unidades de medida de arcos ou angulos;
e Comparar arcos de circunferéncia;

e Resolver problemas que envolvam arcos de circunferéncia.

Conteudo: Circunferéncia Trigonométrica.
Recursos Didaticos: quadro, giz e folhas A4.
ETAPA 1 (30 minutos)
Nesta etapa pretendemos apresentar o conceito de arcos de circunferéncia e
angulos. Para tal, inicialmente, diferenciaremos o conceito de circulo e circunferéncia

utilizando-se das definicdes abaixo.
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Definicao
Sendo € um ponto de um plano a e r uma medida positiva, chama-se

circunferéncia de centro C e raio r o conjunto dos pontos do plano a que distam de C

a medida r.
--———— Ponbo exterior
a drcunferéndca
c Ponto poertencente
- a drnounferéncia
- Ponto interior
a drounferéncia
Definicao

Denomina-se de circulo a figura formada pela circunferéncia com a reunido de

seus pontos interiores.

Em sequéncia introduziremos a nogdo de arco de circunferéncia,
considerando dois pontos quaisquer, A e B, em uma circunferéncia.

Iremos expor que esses dois pontos dividem a circunferéncia em duas partes.
E, cada uma dessas partes, incluindo os pontos A e B, denomina-se arco da
circunferéncia, conforme abaixo.

—

e APB: arco de extremidades A e B, contendo P;

JEE——

e AP'B: arco de extremidades A e B, contendo P’;

Ainda, como complementagdo, denotaremos o0 conceito de corda de

circunferéncia, conforme abaixo.
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Definicao
Dada uma circunferéncia de centro C e dois de seus pontos, A e B, temos:

e O segmento de reta AB é chamado de corda;

e Uma corda que passa pelo centro € da circunferéncia é chamada de

00

Entdo denotaremos que um arco de circunferéncia apresenta duas formas de

diametro.

medida: a angular e a linear. Para tal retomaremos a nogcédo de angulo central de

uma circunferéncia, conforme abaixo.

e Em uma circunferéncia o angulo central é um angulo cujo vértice é o centro

da circunferéncia.

Sl

/ = a
/ angulo
| é//cemral

\ 9K J .abs

Definicao

A medida angular do arco é igual a medida do angulo central
correspondente.

Para exemplificar a situacdo tomaremos o arco AB como na figura abaixo,
destacando que o angulo AOBé o angulo central correspondente a esse arco. A

medida do angulo AOBé igual & medida angular do arco AB.

ol Je—arcodB

Vamos representar a medida do angulo e do arco da seguinte forma:
e med(AOB): medida do angulo A0B;

e med(AB): medida angular do arco 4B.
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Definicao

A medida linear de um arco é a medida de seu comprimento.

Para exemplificar, consideraremos o arco CD destacado na figura abaixo, e
explicaremos que se pudéssemos “esticar’ esse arco, seria possivel medir seu

comprimento com uma régua, ou seja, 0 comprimento de sua projecao.

Destacaremos ainda, que quando nos referimos a medida do arco, estamos
nos referindo a sua medida angular que pode ser medida em grau ou radiano. E
guando nos referimos ao seu comprimento, consideramos sua medida linear e,
nesse caso, usamos unidades lineares de medida, como metro, o centimetro, o

milimetro etc.

ETAPA 2 (40 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar as unidades de medida angular grau e
radiano. Para tal, descreveremos ambas separadamente e depois faremos sua
relacao.

O grau

Iremos reforcar que é uma unidade de medida de arco, em que:

e 1° (um grau) representa a medida angular de cada arco de uma circunferéncia
que foi dividida em 360 arcos de comprimentos iguais. Logo somando todos
esses arcos teriamos uma circunferéncia de 360° (trezentos e sessenta

graus).

Ainda retomaremos a definicdo de medida angular para afirma que:
o med([ﬁ?) = 60° = med(AOB)
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Faremos também uma analogia com os ponteiros de um reldgio, expondo

assim que o grau tem submultiplos. Por exemplo:
o 1'(1 minut0)=61—0dograu;
e 1" (1segundo) = %do minuto;
Para esta analogia descreveremos que uma hora, ou seja, uma volta
completa do ponteiro maior do relégio equivale a 60 minutos, mas como uma
circunferéncia possui um angulo central de 360° utlizando a regra de

proporcionalidade temos:

1 min _ x°
60 min  360°
X =6°

Ou seja, cada minuto representa 6° e utilizando o mesmo raciocinio temos
gue cada hora, como o relégio é divido em 12 partes ou ainda como o espacamento
entre as doze partes € igual e equivalente a 5 minutos, temos que cada hora
equivale a 30°.

Denotaremos ainda que podemos relacionar o comprimento do arco com sua
medida em grau. Para tal, retomaremos que o comprimento de uma circunferéncia
pode ser calculado pela expressdo C = 2mr, em que r representa o raio da
circunferéncia, e considerando um arco de circunferéncia qualquer, de comprimento

£, temos pela regra de proporcionalidade:
2.m.r 360
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Para tonar mais compreensivel o resultado obtido iremos expor o seguinte

exemplo.

Exemplo

1. Calcule o comprimento £ do arco AB = 45° de uma circunferéncia de 8cm de raio.
Utilizando a regra de proporcionalidade temos:

Resolucao

2m8 360  , _2mB845_2m360
— ﬁ — ot = z
? 45 360 360 T=5

O Radiano
Iremos reforcar que € uma unidade de medida de arco, em que:
e Considerando uma circunferéncia de centro O e raio r e um arco AB de
comprimento r sobre essa circunferéncia, a medida do arco AB é igual a 1
radiano, ou seja, med(AB)=1rad. A medida do angulo central

correspondente (AOB) também é 1rad, isto é, med(AOB) = 1 rad.

Explicaremos entédo que dado um angulo central de medida «, correspondente
a um arco AB qualquer sobre uma circunferéncia de raio r, para determinar a
medida «a, em radiano, é necessario verificar quantos arcos de comprimento r

“cabem” no arco AB.

Ainda ressaltaremos que para arcos determinados por um mesmo angulo
central, a razao entre o comprimento do arco e o raio da circunferéncia que o contém
€ constante e representa a medida a do angulo, em radiano, que € igual a medida

do arco correspondente.
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Para tonar mais compreensivel o resultado apresentado iremos expor o

seguinte exemplo.

Exemplo
1. Seja um arco AB de 8cm de comprimento sobre uma circunferéncia de 4cm de
raio. Calcular a medida, em radiano, do &ngulo central correspondente ao arco AB.

Resolucao

8

Utilizando a relacéo temos a = 2= 2rad.

Ainda nesse exemplo denotaremos que podemos expressar a medida de uma

circunferéncia 360° em radianos utilizando a regra de proporcionalidade, conforme

abaixo.
r 1
2mr ¢
2nr
c=— =c=27

r

Assim concluiremos que a medida de uma circunferéncia em radianos é 2.
Relagéo entre grau e radiano

Iremos retomar que uma circunferéncia mede 360° ou 2w rad, assim um
angulo raso, que determinar uma semicircunferéncia, corresponde a um arco que
mede 180° ou & rad.

Assim estabeleceremos que para se calcular uma das medidas em relacdo a
outra podemos nos valer da regra de proporcionalidade, conforme abaixo:

e Caso em gue se conhece a medida em grau:
180° T

medida conhecida x

e Caso em gue se conhece a medida em radiano:
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180° _ T
x  medida conhecida
Grau 0 45 90 135 180 270 360
T T
Radiano 0 - - 3—” T 3—7[ 21
4 2 4 2

Para esclarecer a relagéao exibida iremos expor os seguintes exemplos.
Exemplo

1. Calcule a medida de um arco, em grau, dado que mede % rad.
Resolucao

Pela regra de proporcionalidade temos,

T
180'3

180°
— =

=> x = = x = 30°

N

T

2. Calcule a medida de um arco, em radiano, dado que mede 200°.
Resolucao
Pela regra de proporcionalidade temos,

180° m 200.m 107
—— == x= =>x=—
200° x 180 9

3. Calcule a medida, em grau e radiano, de um angulo correspondente a um arco de

aproximadamente 12,56 cm de comprimento.
Resolucao
Para solucionar esse exercicio utilizaremos a regra de proporcionalidade e a

relacdo de comprimento de arco ¢ = 2nr.

e Em grau:

12,56 X

2.m.12 360

360.12,56
X = m = x = 60°

e Em radiano:

12,56

X = 1 = x = 1,047
Ou ainda, como 12,56 = 4 temos:

12,56 41 T
X— DX — DX —
AR TR TS
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ETAPA 3 (30 minutos)
Nesta etapa iremos propor 0s seguintes exercicios envolvendo os conceitos
abordados até o momento.
Exercicios
1. Determine a medida, em graus, do menor angulo central formado pelos ponteiros

de um reldégio que estda marcando 9h 30min.

Resolucao
Esperamos que os discentes percebam que em qualquer relégio o ponteiro
das horas percorre 30° em exatamente 1h, como no caso foram 30min entdo pela

regra de proporcionalidade temos:

30° 1h
=—>=>x=15°

X 1h

2

E como a distancia do ponteiro dos minutos que estd no numero 6 até o
namero 9 é de 15 min e cada minuto equivale a 6° pela regra de proporcionalidade

temos:

15min x 90
= — = o
Tmin _6°

Agora somando os valores temos que 90° + 15° = 105°.

. . . 2
2. Determine, em grau e radiano, a medida do arco que representa : da

circunferéncia.
Resolucao
Esperamos que os discentes lembrem que a medida do angulo central,

correspondente ao arco, é igual a medida angular do arco. Como temos um arco de

2 . ~ . . ~ . A
E da circunferéncia e uma circunferéncia completa tem um angulo central de 360°,

pela regra de proporcionalidade temos:
2

5o X o= 1440
1 360°  °°
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E esperamos que lembrem da relac&o entre grau e radiano conforme abaixo:
180° & 41
=D X = —

144° x 5
3. Um péndulo oscila e forma, entre suas posi¢cdes extremas, um angulo de 70°.

Sabendo que esse péndulo tem 25¢cm de comprimento, calcule o comprimento do
arco que ele descreve. Qual seria 0 comprimento do arco se o péndulo tivesse 20cm
de comprimento?

Resolucao

. ~ 2.mr.a . ~
Esperamos que os discentes lembrem da relacdo ¢ = ~eg assim teréo os

seguintes resultados:

2.1m.25.70

€25 = W =~ 30,56m
2.m1.20.70

fzo = W =~ 24,4cm

ETAPA 4 (30 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar a circunferéncia trigonométrica, para tal
estabeleceremos algumas noc¢des preliminares, conforme abaixo.

Destacaremos inicialmente que podemos percorrer uma circunferéncia em
dois sentidos: no sentido horéario e no sentido anti-horario. Assim adotando o sentido
anti-horario para as medidas positivas, fica determinado que o sentido oposto
horério, fornece medidas negativas.

Exemplificaremos em uma circunferéncia de centro O e dois pontos dela A e

B, sendo o ponto A o ponto de partida, conforme abaixo.

sentido
anti-horario
.B |
- 60°
e Sentido anti-horario: med(4B) = 60°
e Sentido horério: med(AB) = —300°
-300°

sentido
horério

Em sequéncia, Iremos expor que o circulo trigonométrico € uma

circunferéncia centrada na origem de um plano cartesiano e de raio de 1 unidade.
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Indagaremos aos discentes a respeito do valor do angulo central, esperando que
relembrem que a medida deste angulo € de 360°. E que o ponto A(1,0) € a origem
de todos os arcos, isto é, o ponto a partir do qual percorremos a circunferéncia até
um ponto P qualquer para determinar o arco AP (P é a extremidade do arco).
Adotando o sentido anti-horario como positivo, associaremos a cada ponto P da

circunferéncia, a medida de AP tal que 0rad <med(AP)<2mrad, ou 0°<
med(AP) < 360°.
f

.--*--_E_LT_--\"‘-\.
,ff/ H‘\\ = med(AB) =90° ou g rad;
f “'-I o
A f ‘ 5 ] med(AA’) = 180° ou Tt rad;
_1-‘._ 0 ‘1_" - 3
\ | * med(AB') = 270° ou — rad,;
\ /
\ /
= med(AA) = 360° ou 2m rad.
LY / (44)

Definiremos ainda, que a circunferéncia trigonométrica € divida em quatro
quadrantes (QI,QII,QI11,Q1V), pelo eixo das abscissas (eixo Ef) e 0 eixo das

ordenas (eixo ﬁ), conforme a figura abaixo.

eixo das
ordenadas

B|1

2'.' 1¢
quadrante guadrante

A’ Qn Q) A
1| 30 0 4¢ 1 eixo das
\ quadrante | quadrante abscissas
\ "
\\(O 1) (QIV)
e
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Ainda denotaremos que, dado um arco AP, temos:

Quadrante Medida em grau Medida em radiano
P eQl 0° < med(4P) < 90° 0 rad < med(AP) < %rad
pPeqn 90° < med(AP) < 180° g rad < med(AP) < mrad
o 1D o A 3w
P € QI 180° < med(AP) <270° | . _ med(AP) < ~rad
) AD o | 31 —
P e QIv 270° < med(AP) < 360 7rad§med(AP)S2nrad

Posteriormente apresentaremos trés tipos de simetrias na circunferéncia
trigopnométrica: em relacdo ao eixo das ordenadas, em relagcdo a origem 0 e em
relacdo ao eixo das abscissas, conforme abaixo.

Dado o arco AP, com medida med(AP) = a rad, conforme a figura abaixo

temos.

P"(-a, —b) P, —b)

P e P' sdo simétricos em relacdo ao eixo das ordenadas (tém abscissas opostas e
ordenadas iguais); med(AP') = (n — a) rad;

P e P" sdo simétricos em relacdo a origem O (tém abscissas opostas e ordenadas
opostas); med(AP") = (n + a) rad;

P e P'" sao simétricos em relacdo ao eixo das abscissas (tém abscissas iguais e

ordenadas opostas); med(4P"") = (2r — a) rad.

Definicao
Denomina-se de arcos simétricos aos arcos em que suas extremidades
apresentam uma das simetrias apresentadas anteriormente.

Para esclarecer o conceito apresentado iremos expor um exemplo na lousa.
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Exemplo
1. Determinar a medida dos arcos simétricos ao arco de % rad em relacdo ao eixo

das ordenadas, ao eixo das abscissas e a origem 0.

Resolucao
Segundo as relacdes apresentadas anteriormente, temos que 0S arcos

. sy . T
simétricos ao arco — rad medem:
~ . 5
e Em relacdo ao eixo das ordenadas:(n — %) rad = ?"rad;
~ . . b4 11m
e Em relacdo ao eixo das abscissas: (Zn — g) rad = - rad,

~ N . 7
e Em relac&o a origem 0: (n + g) rad = ?” rad.
Além das expressbes iremos expor também na circunferéncia conforme

abaixo.

Em sequéncia apresentaremos o conceito de congruéncia entre arcos de
circunferéncia. Para tal, diremos que toda vez que o ponto da circunferéncia, final
do arco iniciado em (1,0), € o mesmo para dois arcos diferentes (por exemplo, 0 e
21), chamamos esses arcos de cngruos ou congruentes.

Denotaremos ainda que todos os arcos congruos diferem entre si de um

multiplo de 2w, que o comprimento de cada volta, conforme abaixo.
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‘ ‘ ) '

) | J
B / g ; 3
—— ‘—0—-’ ——&_ - - —— —
A A ’ A
1 t
| |
: e 2 4 . |3
Ao numero ; esta A0 numero ? + 2ntambém Ao numero + 2+ 2nesta
3
associado o ponto B. esta associado o ponto B. associado o mesmo ponto B,

E supondo que houvessem k voltas inteiras iremos expor que o numero
associado a extremidade do arco, na imagem o ponto B do arco AB, seria escrito

assim:

§+ k.21 ou 60° + k.360°, comk € Z

A essa expressao denotaremos de expressao geral de arcos congruos a AB.
E para um arco qualquer teremos a seguinte expressao:
a+k.2noua+k.360° comk € Z
Para reforcar iremos retomar que:
Definicao
Dois arcos sdo congruos quando suas medidas diferem de um mudltiplo de
21 rad ou 360°.

Para esclarecer o conceito apresentado iremos expor dois exemplos na lousa.
Exemplo
1. Qual é o menor arco ndo negativo céngruo ao arco de 1320°, ou seja, qual é a 12
determinacao do arco 1320°?

Resolucéo

Pelo exposto temos que a + k.360° = 1320°, mas como % = 3.360 + 240

temos que a = 240° e k = 3. Portanto o menor arco ndo negativo é 240°.

2. Qual é o menor arco ndo negativo congruo ao arco de —750°, ou seja, qual é a

primeira determinag&o do arco de —750°?
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Resolucao
Pelo exposto temos que a + k.360° = —750°, mas como %10 = (—2).360 —

30 = (—2).360 + (330 — 360) temos que a = 330° e k = 2. Portanto o0 menor arco

nao negativo é 330°.

ETAPA 5 (30 minutos)

Nesta etapa iremos propor 0s seguintes exercicios envolvendo os conceitos
abordados até o momento.
Exercicios
1. Calcule a primeira determinacéo positiva do angulo 1115° e o niumero de voltas
completas em relacdo a circunferéncia trigopnométrica. Depois, escreva a expressao
geral dos arcos congruos.
Resolucao

Esperamos que os discentes lembrem-se do exemplo exposto, entdo

115 _ 33604+ 35 entdo a = 35°e

concluam que a + k.360° = 1115°, mas como 20

k = 3. Logo o numero de voltas completas na circunferéncia foram trés.
E colocando as informacBes na expressdo geral de arcos cOngruos temos
35° + k.360° com k € Z.

2. Determine o quadrante em que se encontra a extremidade de um arco de 960°.
Resolucao

Esperamos que os discentes utilizem a expressdo geral de arcos para
encontrar a primeira determinacéo positiva deste arco e que se lembrem de que a
circunferéncia trigonométrica € dividida em 4 quadrantes (0°—90°90° —
180°; 180° — 270°; 270° — 360), conforme abaixo.

960
a+k.360 =960 :>%= 2.360 + 240 = a = 240°

Como a = 240° temos que 240° € [180°,270°] = QIII. Logo esta no terceiro

guadrante.
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ETAPA 6 (50 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar o célculo do seno, cosseno e tangente
de um arco na circunferéncia trigopnométrica.

Para tal, consideraremos P(x,y) um ponto da circunferéncia trigonométrica,
ponto final do arco de medida a rad, definido a partir de niumero real a. Nessas

condicbes, definiremos:

TY
P(cos «, sen a) 32
. sen(a) = ordenada de P X 1
. cos(a) = abscissa de P sen a \>§‘ 0 K
AEETTEC) 0o
sen(a) w <o '
. Tg(a)zmcoma;tO

Ainda, denotaremos a seguinte relacdo fundamental sen?(a) + cos?(a) =1,
conforme abaixo.

Como o triangulo na circunferéncia trigopnométrica € retangulo, vale o
Teorema de Pitagoras, ou seja, a? = b? + ¢?, mas como o raio da circunferéncia é
unitario e representa a hipotenusa do triangulo e seno e cosseno os catetos, segue
que sen?(a) + cos?(a) = 1.

Posteriormente faremos duas observagdes, conforme segue abaixo.

Observacoes
12, Ao associar um numero real @« a um arco de circunferéncia, estamos associando
0 numero real ao ponto P(x,y) cuja abscissa € 0 cosseno de a e cuja ordenada é o
seno de a.
22, Apesar de a definicAo de seno e cosseno na circunferéncia trigonométrica
necessitar do arco em radianos — por conta da associagdo com numeros reais-, nao
ha problema em se referir aos valores dos angulos em graus. Ou seja, podemos
calcular os valores de seno e cosseno de arcos maiores de 90° e também para
angulos negativos.

Ainda, utilizando-se do conceito de simetria abordado anteriormente iremos
expor algumas relagbes de reducdo ao primeiro quadrante explicitando o sinal de

seno e cosseno em cada quadrante, conforme abaixo:
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De acordo com a imagem abaixo iremos expor que o valor de seno é positivo

no primeiro e segundo quadrantes e negativo no terceiro e quarto quadrantes.

T
Sn 4 i _— “ x ° CrescedeOalemQl (0 — E);
L S -\ 2
L., Y& [ . Decresce de 1 a0 em QII (E - n) ;
6 2 2 2 10 2
» 0 T2;
Lk 38NN Jo . Decresce de 0 a -1 em QIII (n — 3—”);
X\ 2 2 2 / 2
68, o - 1
LI $ ! b . Crescede-1a0emQIV (3—" — Zn).
B | | S z
4 4y S Sn 4
3 3 3
(2
Seno
aradiano sen(m — a) = sen(a) sen(m + a) = —sen(a) sen(2m — a) = —sen(a)
a grau sen(180° — a) = sen(a) | sen(180°+ a) = —sen(a) | sen(360° — a) = —sen(a)

De acordo com a imagem abaixo iremos expor que o valor de cosseno é

positivo no primeiro e quarto quadrantes e negativo no segundo e terceiro

qguadrantes.
2 Tl
_— 2 X
3 3 '-—-__\ 3 x
5= a. s l  fo N _4— T
L gp 2| i \ X o Decresce de 1 a 0 em QI (0 - —);
6/ \E 2
/ " V2 V2 < T
Nen | Y& 4\ o Decresce de 0 a-1 em QII (; — n) ;
n 2 |2 1l
”‘. R i R . Cresce de -1 a 0 em QIII (n - 37”)
@ |2
,76“ . ‘ PALL: . Cresce de 0 alem QIV (37” — 271).
3",\& \ ‘7x s
4 £ o "'——‘—-—‘ ~ Sm; T
3n 3



Cosseno
aradiano cos(m — a) = —cos(a) cos(m + @) = —cos(a) cos(2m — a) = cos(a)
a grau cos(180° — a) = —cos(a) | cos(180° + @) = —cos(a) c0s(360° — a) = cos(a)
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Posteriormente apresentaremos um quadro resumo com o sinal dos valores

de seno e cosseno, conforme abaixo.

Quadro resumo dos sinais de seno e cosseno

seno cosseno
4 I
F T *\\ P

f _ | _,\.
.
N/

T

De acordo com a imagem abaixo iremos expor que o valor da tangente é

positivo no primeiro e terceiro quadrantes e negativo no segundo e quarto

guadrantes.
9
‘B
A
X -
an 2 X
3 3_’_ e —— \_3‘ n !
;1 3 . \\9 p 4 = -
5z \G.| 3 o Cresce de 0 a +c0 em QI (0 — E);
" N 3
\ . Cresce de —0 a 0 em QII (g - n);
= ‘o
~* — 3
Iy . Cresce de 0 a +o em QII1 (n - 7),
‘ 5/
7z % . | V3 . Cresce de —o a0 em QIV (37" - 27r).
&\, " S s v
_S_K_ \"",_\ | A //71
4 4z - i " Sx'. 4 1
3 3 3
2
|
| -V3
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Tangente
aradiano Tg(m — a) = —Tg(a) Tg(m+ o) = Tg(a) Tg(2m — a) = —Tg(a)
o grau Tg(180° — o) = —Tg(a) Tg(180° + o) = Tg(a) Tg(360° — a) = —Tg(a)

ETAPA 7 (30 minutos)
Nesta etapa iremos propor 0s seguintes exercicios envolvendo os conceitos
abordados até o momento.
Exercicios
1. Dado sen(55°) = 0,8 calcule o valor aproximado de:
a. sen(125°)
b. sen(235°)
c. sen(305°)
Resolucao
Esperamos que os discentes utilizem as relacbes de reducdo ao primeiro
guadrante expostas anteriormente e concluam que:
sen(125°) = sen(180° — 125°) = sen(55°) = 0,8
sen(235°) = sen(180 + 55) = —sen(55) ~ —0,8
sen(305°) = sen(360° — 55°) = —sen(55°) =~ —0,8

2. ldentifique se a expressao abaixo tem resultado positivo ou negativo.
[sen(50°) + sen(125°)]. [sen(215°).sen(285°)]
Resolucéo
Esperamos que os discentes se lembrem de que o valor do seno no primeiro
guadrante é positivo, no segundo positivo, no terceiro negativo e no quarto negativo.
Logo como 50° e 125° estdo no primeiro e segundo quadrante e 215° e 285° no
terceiro e quarto quadrante, assim séo positivos e negativos respectivamente.
Como a soma de positivos é positiva e o0 produto de negativos € positivo e por
fim o produto de positivos é positivo, temos que o resultado é positivo.
3. Se cos(25°) ~ 0,9 registre o valor aproximado de:
a. cos(155°)
b. cos (205°)



89

C. cos (335°)
Resolucao
Esperamos que os discentes utilizem as relacbes de redugcdo ao primeiro
guadrante expostas anteriormente e concluam que:
c0s(155°) = cos(180° — 155°) = —cos(25°) = —0,9
c0s(205°) = cos(180 + 25) = —cos(25) = —0,9
c0s(335°) = cos(360° — 25°) = cos(25°) = 0,9

4. Indique o sinal do valor da expressao abaixo:
[cos(50°) + cos(325°)].[cos(215°) + cos(145°)]

Resolucao

Esperamos que os discentes se lembrem de que o valor do cosseno no
primeiro quadrante € positivo, no segundo negativo, no terceiro negativo e no quarto
positivo. Logo como 50° e 325° estdo no primeiro e quarto quadrante e 215° e 145°
no segundo e terceiro quadrante, assim sao positivos e negativos respectivamente.

Como a soma de positivos € positiva e soma de negativos € negativa, por fim,

0 produto de positivo por negativo € negativo, temos que o resultado é negativo.

5. Indique o sinal do valor da expressao abaixo:
[tg(40°) + tg(220°)].[tg(315°) + tg(1659)]

Resolucao

Esperamos que os discentes se lembrem de que o valor da tangente €
positivo no primeiro e terceiro quadrantes e negativo no segundo e quarto
quadrantes. Logo como 40° e 220° estdo no primeiro e terceiro quadrantes e 165° e
315° no segundo e quarto quadrantes, assim sdo respectivamente positivos e
negativos.

Como a soma de positivas é positiva e a soma de negativos é negativo, por

fim, o produto de positivo por negativo € negativo, temos que o resultado é negativo.

Por fim iremos propor os seguintes problemas extraclasse:
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1. Determine a medida, em graus, do menor angulo central formado pelos ponteiros

de um reldégio que esta marcando 7h 47min.

. . . 5
2. Determine, em grau e radiano, a medida do arco que representa 5 da

circunferéncia.

3. Em um relégio, a hora foi ajustada exatamente para 12 h. Calcule as horas e o0s
minutos que estard marcando esse relégio apés o0 ponteiro menor percorrer um

angulo de 44°.

4. A roda de uma motocicleta possui o raio medindo 50 centimetros. Determine a

distancia que a motocicleta percorre quando a roda da 500 voltas. Utilize 1 = 3,14.

5. Calcule a primeira determinacéo positiva do angulo 7560° e o niumero de voltas
completas em relacdo a circunferéncia trigopnométrica. Depois, escreva a expressao

geral dos arcos congruos.

6. Determine o quadrante em que se encontra a extremidade de um arco de 3560°.

7. Dado sen(g) ~ 0,86 calcule o valor aproximado de:
d. sen(%")
e. sen(%")
f. sen(s?n)
8. Se cos G) ~ 0,7 registre o valor aproximado de:
d. cos (%n)
€. cos (%n)

f. cos (%n)
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9. Indique o sinal do valor da expresséo abaixo:

[sen(53°) + cos(322°)].[tg(218°) + sen(137°)]

10. Calcule o valor da expresséao

cos(a) — sen(a)

sen(a) — cos (@) +sen(a)

Sabendo que cos(a) = % e0<ac< g
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2.4.2.1 Relatorio —24.08.2019

No sabado, dia 24 de Agosto de 2019, tivemos a oportunidade de realizar o terceiro
encontro do Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica
de Ensino em Universidades Publicas: Um Enfoque a Area de Matemaética — Promat,
no periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do Parana - Unioeste. No
dia em questdo, foram desenvolvidas atividades com o objetivo de trabalhar as
relagdes trigonomeétricas na circunferéncia trigonomeétrica.

Para introduzirmos o assunto aos discentes levantamos o0s seguintes
questionamentos “O que €& geometricamente uma circunferéncia?”, “O que é
geometricamente um circulo?” e “S&o representagdes do mesmo objeto?”. Neste
momento, recebemos respostas variadas que em geral denotavam que o circulo € a
figura geométrica formada pela reunido dos pontos equidistantes a um ponto central
e todos os pontos do interior delimitado pelos anteriores e que a circunferéncia é a
figura formada pela unido dos pontos equidistantes a um ponto central. Entédo
expomos aos discentes a definicdo geométrica formal de circulo e circunferéncia e
denotamos que iriamos trabalhar com a circunferéncia trigopnométrica.

Em sequéncia, tomamos uma circunferéncia e denotamos que ao tomar dois
pontos desta e liga-los pela curva da circunferéncia, delimitamo-la em duas partes
denominadas de arcos. Entdo indagamos aos discentes se poderiamos ligar os dois
pontos de outra forma e os mesmos responderam que seria possivel liga-los por
uma reta. Utilizando-se dessa resposta denotamos que a reta que liga dois pontos
de uma circunferéncia é denominada corda e que a corda que passa pelo centro da
circunferéncia é chamada de diametro e tem a medida igual a duas vezes o raio da
circunferéncia.

Por conseguinte, no intuito de introduzir aos discentes as medidas de arco, 0s
indagamos a respeito do angulo central da circunferéncia e 0s mesmos prontamente
responderam que este mede 360°. Entdo expomos que a medida do arco de uma
circunferéncia esta relacionada com a medida do angulo central que o determina e
gue podemos medi-lo tomando sua medida angular ou sua medida linear. E
denotamos que na medida angular pode-se utilizar como unidade de medida o Grau
e o0 Radiano e para a medida linear utilizamos unidades lineares como metro, o

centimetro, o milimetro etc.
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Em sequéncia expomos que o Grau representa a medida angular de cada
arco de uma circunferéncia que foi dividida em 360 arcos de comprimentos iguais. E
expomos alguns exemplos utilizando o horario marcado em um relégio. Ainda
denotamos que podemos relacionar o comprimento do arco com sua medida em
grau. Para tal, retomamos que o comprimento de uma circunferéncia pode ser
calculado pela expressao C = 2mr, em que r representa o raio da circunferéncia, e
considerando um arco de circunferéncia qualquer, de comprimento ¢, expomos pela

regra de proporcionalidade:

2.m.r 360
e
2.7«

~ 7360

Apresentamos também que o Radiano € uma unidade de medida angular que

corresponde ao angulo central subtendido por um arco de circunferéncia cujo
comprimento seja igual ao raio desta mesma circunferéncia. E explicamos que dado
um angulo central de medida «, correspondente a um arco AB qualquer sobre uma

circunferéncia de raio r, para determinar a medida a, em radiano, € necessario
g . « » — . £
verificar quantos arcos de comprimento r “cabem” no arco AB, ou seja, a = -

Posteriormente apresentamos a relacao entre o Grau e o Radiano, conforme
segue:
e Caso em gue se conhece a medida em grau:
180° T

medida conhecida x

e Caso em gue se conhece a medida em radiano:

180° B T
x  medida conhecida
Grau 0 45 90 135 180 270 360
T T
Radiano 0 — = 3—” T 3—” 21T
4 2 4 2

Entdo apresentamos alguns exemplos e propomos algumas situcdes-
problema aos discentes que em geral apresentaram mais duvidas para estabelecer a

relacdo de proporcionalidade, as quais foram sanadas com a resolucao na lousa.
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Por conseguinte, introduzimos aos discentes a circunferéncia trigpnométrica,
denotamos suas principais caracteristicas como raio, medidas em graus e radianos e
0os quadrantes. Além disso, apresentamos 0 conceito de simetria de arcos com a

seguinte ilustracao:

P(~a, —b) ~_ | 7 P™a, —b)

em que definimos:
P e P' sdo simétricos em relacdo ao eixo das ordenadas (tém abscissas opostas e
ordenadas iguais); med(AP') = (n — a) rad;
P e P" sdo simétricos em relacdo a origem O (tém abscissas opostas e ordenadas
opostas); med(AP") = (n + a) rad;
P e P'" sao simétricos em relacdo ao eixo das abscissas (tém abscissas iguais e
ordenadas opostas); med(4AP™) = (2r — a) rad.

Em sequéncia, apresentamos o0 conceito de congruéncia entre arcos
denotando que arcos congruos diferem entre si de um mdltiplo de 2m e
apresentamos 0 seguinte exemplo para estabelecer a expressdo geral de arcos

cbngruos:

A — fAr A
i
l |
; |3 T 7 T
Ao niumero 3 esta Ao numero 3 + 2m também Ao numero +2-2resta
associado o ponto B. esta associado o ponto B. associado o mesmo ponto B.

Entdo propomos algumas situagdes-problema nas quais os discentes, em
geral, ndo apresentaram davidas pertinentes a relatar.

Por fim, introduzimos as relagdes trigonométricas na circunferéncia, para tal,
consideramos P(x,y) um ponto da circunferéncia trigonométrica, ponto final do arco

de medida a rad, definido a partir de nimero real a. Nessas condi¢des, definimos:



. sen(a) = ordenada de P
. cos(a) = abscissa de P
. sen(a)

Tg(a) = cos(@ Coma # 0
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y
=
P(cos «, sen a) 2
1
o
sen a \ 0=2n X
x cosa |0 (1,0)
)
.
\ 3n
2

Ainda, denotamos a relacdo fundamental sen?(a) + cos?(a) = 1 relembrando

o Teorema de Pitagoras.

Assim passamos a trabalhar com o sinal das relagBes trigonométricas em

cada quadrante e seu arco simétrico ao primeiro quadrante, conforme abaixo:

Seno
2 13 X T
3= A —*‘r-\.j = J CrescedeOalem QI (0—5);
ol o & .
13 3 . Decrescede 1 a0em QII (E — n);
= 2 2 2 |0
| 4 2 9 3 I2n 31T
N F T / ) Decresce de 0 a -1 em QIII (n — 7);
IEN -2 1 1x
6 5:"‘ rT
O s e 2 o Crescede-1a0em QIV (37" — Zn).
3 1 %‘; 3
aradiano sen(m — a) = sen(a) sen(m + a) = —sen(a) sen(2m — a) = —sen(a)
a grau sen(180° — a) = sen(a) | sen(180° + a) = —sen(a) sen(360° — a) = —sen(a)
Cosseno
| x
21 ‘? e
11 3 — ._"'\_ El T T
ey S I (O B 5 Decrescede 1 a0em QI (0—5);
i ¥2 1 V2 0 ) Decresce de 0 a-1em QII (5 — 7'[);
e L £ 2 10
E ". - ~ .‘3OI 3 4 4] 2x Crescede-1a0em QIll (n —3?”);
2 |2
J"‘ .": } 11x 3T
. /7% CrescedeOalemQQlV (— - Zn).
i gty 7 - 7K 2
T ax~—4 —"5r 2
3 3 3
| 2
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aradiano cos(mt —a) = —cos(a) cos(m + a) = —cos(a) cos(2m — a) = cos(a)
a grau c0s(180° — @) = —cos(a) | cos(180° + a) = —cos(a) c0s(360° — a) = cos(a)
Tangente
tg
V3
27 % = T
3x 3 _—1— T n | o Cresce de 0 a +o0 em QI (0——);
a ~3 - 2
s= DA B
s N\ . Cresce de —o0 a 0 em QII G - n);
e 4> 3w
g . Cresce de 0 a +o0 em QIII (n - —);
L2 | v3 2
= / P T
_ am _
L o B 7= ; o Crescede —o0 a0 em QIV (2 Zn).
3 = 3
V3
aradiano Tg(m — o) = —Tg(a) Tg(m + o) = Tg(a) Tg(2m — a) = —Tg(a)
a grau Tg(180° — a) = —Tg(a) Tg(180° + a) = Tg(a) Tg(360° — o) = —Tg(a)

Para finalizar a aula propomos

conceitos abordados anteriormente.

algumas situacGes-problema envolvendo

(O8]
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2.4.3 Plano de aula - 31.08.2019

Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Gongalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgéo:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriacdo dos conceitos das principais
funcdes trigonométricas e a capacidade de resolver problemas que envolvam esses
conceitos.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com funcdes trigonométricas, objetiva-se que o aluno seja
capaz de:

¢ |dentificar uma funcéo periddica;

e Estender o conceito da circunferéncia trigonométrica em R;

e Compreender as principais funcdes trigonométricas;

e Relacionar as fun¢des trigonométricas com eventos periodicos;

e Analisar e construir o grafico de funcdes trigonométricas;
e Distinguir os graficos de fung¢des g dadas por f(x) +c¢, f(x+c¢), f(c.x) e
c. f(x), tendo por base o gréfico de f;
e Resolver problemas que envolvam fungdes trigonomeétricas.
Conteudo: Funcgbes Trigonométricas.
Recursos Didaticos: quadro, giz e folhas A4.
Encaminhamento metodologico:
ETAPA 1 (30 minutos)
Nesta etapa pretendemos retomar o conceito de fungéo e de periodicidade,
conforme abaixo.
Definicao
Considerando dois conjuntos, A e B, ndo vazios, dizemos que f € uma funcao
de A em B (ou que y € uma funcéo de x) se, e somente se, para cada elemento x de
A existem em correspondéncia a um unico elemento y de B. Representamos assim:

f:A->B
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Para tornar ainda mais clara a definicdo, iremos expor as seguintes situacdes
e suas devidas explicagdes:

o Mote que existem elementos do conjunto A (Dominio) que ndo

. se relacionam com os elementos do conjunto B (Contra
. - Dominio). Logo ndo é funcdo.

Mote que todos os elementos do conjunto A (Dominio) se

- - relacionam comum e Unico elemento do conjunto B (Contra
>/ " Dominic). Logo é fungio.

A L]

Em seguida, retomaremos o0s conceitos de dominio e imagem, conforme
abaixo.

Definicao

Dada uma funcgéo f: A — B, temos que:

e O conjunto A € chamado dominio da fungdo f que indicamos por D ou D(f)
(lemos “dominio de f7);

e O conjunto B € chamado contradominio da fungdo f que indicamos por CD

ou CD(F) (lemos “contradominio de f7).

Definicao
Dada uma funcéo f: A - B, temos que:
e Para cada x € D(f), o elemento f(x) € B € chamado de imagem de x pela
funcéo f;
e O conjunto formado por todas as imagens de x € chamado de conjunto

imagem da funcdo que indicamos por Im ou Im(f) (lemos “conjunto imagem

de f7).

Entdo reforcaremos que para se definir uma fungéo f, € preciso conhecer o
dominio D(f), o contradominio CD(f) e a maneira pela qual cada x do dominio se

corresponde com um unico y = f(x) do contradominio, em geral por uma lei.

r
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Em sequéncia, apresentaremos que existem fungbes denominadas
periddicas, para tal utilizaremos o seguinte exemplo:
Situacao exemplo

A variacdo da pressdo sanguinea P (em mmHg, milimetro de mercurio) de
uma pessoa em funcdo do tempo t (em s, segundo), € uma funcgéo ciclica, e cada

ciclo completo (periodo) equivale a um batimento cardiaco.
A lei da funcéo para certo individuo é definida por P(t) = 100 — 20. cos (g?n.t),
em que o arco é dado em radiano.

Apresentaremos 0 seguinte grafico que expBem a periodicidade desse

fendmeno.

+ P {mmHag)

120 1 T TN
1090 +- f/—‘\\\ _f'; \.\ SR
80 i N \\_/ ...... \\
1

—_ - + S ——

0375 0,75 1,125 1,5 1,875 225 tls)

Indagaremos aos discentes a respeito do intervalo de tempo de cada
batimento cardiaco, no intuito de que percebam que o ciclo completo dura 0,75s.
Ainda indagaremos a respeito da quantidade de batimentos cardiacos, que essa

situacdo apresenta, no decorrer de 1 minuto, esperando que percebam que se 1

ciclo dura 0,75s entéo % = 80 ciclos, ou ainda, 80 bpm.

Ainda denotaremos, a partir da lei de formacdo temos p(0,75) = p(1,5) =
p(2,25). E que a sequéncia 0,75; 1,5; 2,25 é uma progressao aritmetica de razéo
0,75.

Em sequéncia iremos apresentar a definicdo de funcéo periddica, conforme
abaixo.

Definicao

Uma funcéo f: R — R é chamada funcéo peridédica quando existe um namero
real positivo p tal que, paratodo x € R, f(x) = f(x + p).

Denotaremos ainda que o menor valor positivo de p que satisfaz a igualdade
acima € chamado periodo fundamental, ou simplesmente periodo de f.

Em sequéncia apresentaremos alguns exemplos de funcbes periddicas e

seus respectivos periodos.
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Exemplos
yb
2
R S 2 6 x
Va
-5 -3 = 3 3 -
|
y
1
27 . ol -
=3 -1 1 2 3 x

Posteriormente no intuito de introduzir as fungdes trigonométricas, iremos
definir a funcdo E:R — £ que associa a cada numero real t um Unico ponto P
localizado na circunferéncia 2 de raio 1, conforme figura abaixo. Denotaremos ainda
que essa funcdo leva o nome de seu criador — 0 matematico suico Leonhard Euler
(1707-1783)-, sendo denominada funcéo de Euler.

vt

-
-

0

|
po s g -1
|
|
!

Ainda faremos 0s seguintes apontamentos:

e Set=0,entdo P = A, ou seja, 0s pontos P e A séo coincidentes;

e Set > 0, percorremos o ciclo no sentido anti-horario (positivo), a partir de 4, e
marcamos nele o ponto P, extremidade do arco AP, de comprimento t;

e Se t <0, percorremos o ciclo no sentido horario (negativo), a partir de A, e

marcamos nele o ponto P, extremidade do arco AP, de comprimento |t|.
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Faremos também a seguinte analogia, para esclarecer os apontamentos, que
na pratica, a fungao de Euler consiste em “enrolar’ a reta R sobre a circunferéncia 12,

de modo que o zero da reta coincida com o ponto A(1,0) e que o sentido positivo da

“reta enrolada” seja o sentido anti-horério.
E explicitaremos que essa funcdo € periodica, de periodo 2m, ou seja:

E(t) = E(t + 2km),k € Z.
ETAPA 2 (60 minutos)
Nesta etapa pretendemos apresentar os conceitos relacionados a funcéao

seno e funcéo cosseno, conforme abaixo.
Iremos tomar um ponto P como a extremidade de um arco na circunferéncia

Funcéo Seno
trigopnométrica correspondente ao numero real x, conforme definido na funcédo de

Consideraremos a projecao ortogonal de P no eixo vertical e definiremos que

Euler.
a ordenada y, do ponto P € o seno do arco de medida x.
L1
|
A 1 TP
Vs !
© senx ™
f A
- ———————§———
! D: |
\.K\ .-"":
e |

Posteriormente apresentaremos a definicdo formal:
Definicao
A funcdo seno € a funcdo f:R — R que associa cada numero real x ao
= sen(x).

namero real y, = sen(x), ou seja, f(x)
R
Im
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Vamos construir o grafico da funcéo de lei f(x) = sen(x), utilizando o software
Geogebra, com base nos dados de uma tabela de valores para x. Inicialmente,

consideraremos x € [0,2r] (ou seja, localizado na 12 volta).

Ay
D ORI ) ..
09+ e ol -
0 ey L 4 i ©
05F---- ”-- | »
! ! /X 5% 4x 3n 5S¢ 7n 1Ix
) ooy . T » i
0 K 1 n T 2% N ON | ' 2N
O 3 P 3 4 6
05F-~--- -- e I ]
L -~ v
R e s . -

iy

Iremos denotar que, para valores de x maiores que 2 ou menores que zero,
0 seno de x assume os valores da 12 volta. Assim a funcdo seno é periddica, pois,
para todo x € R:sen(x) = sen(x + 2m) = --- = sen(x + 2km), k € Z. Assim a curva

obtida no intervalo [0,27] repete-se para x > 2w e x < 0.

sen x

1
12
2

Denotaremos que por definicdo o dominio e contradominio da fungdo seno
sao iguais a R. E em seu grafico, chamado senoide, observaremos o0s seguintes
aspectos:

e E periédica, de periodo 2 (cada ciclo se completa em um intervalo de 2m);
e E limitada, pois seus valores estdo no intervalo [—1,1], ou seja, seu conjunto

imagem é [—1,1];
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m 1

3w 5m
—] [ ] etc, e decrescente nos intervalos

e E crescente nos intervalos [—5,2

B35 7] et

e E positiva para x nos intervalos ]0,x[, ]2m, 3n[, etc e negativa para x nos
intervalos | — =, 0, |m, 27|, etc;
e Tem amplitude (metade da diferenca entre as ordenadas maxima e minima

dos pontos do grafico) igual a 1.

e ordenada maxima
ordenada minima
+ amplitude

YN /
i Nt/

Funcéo Cosseno

Iremos tomar um ponto P como a extremidade de um arco na circunferéncia
trigopnométrica correspondente ao numero real x, conforme definido na funcédo de
Euler.

Consideraremos a projecao ortogonal de P no eixo horizontal e definiremos

que a abscissa x,, do ponto P € o cosseno do arco de medida x.

Posteriormente apresentaremos a definigdo formal:
Definicao
A funcdo cosseno é a funcéo f: R — R que associa cada numero real x ao

namero real x,, = cos(x), ou seja, f(x) = cos(x).

X, & T T7™ecosx
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Vamos construir o grafico da funcao de lei f(x) = cos(x), utilizando o software
Geogebra, com base nos dados de uma tabela de valores para x. Inicialmente,

consideraremos x € [0,2r] (ou seja, localizado na 12 volta).

Iremos denotar que, para valores de x maiores que 2 ou menores que zero,
0 cosseno de x assume os valores da 12 volta. Assim a fung¢éo cosseno € periodica,
pois, para todo x € R:cos(x) = cos(x + 2m) = -+ = cos(x + 2km), k € Z. Assim a

curva obtida no intervalo [0,2r] repete-se para x > 2m e x < 0.

7<osx

LD TSR s e
y--\N21 < R - & K

[

ENE
N|a
|
|

Denotaremos que por definigdo o dominio e contradominio da fungdo cosseno
sdo iguais a R. E em seu grafico, chamado cossenoide, observaremos 0s seguintes

aspectos:

e E periddica, de periodo 2r (cada ciclo se completa em um intervalo de 2m);

e E limitada, pois seus valores estdo no intervalo [—1,1], ou seja, seu conjunto
imagem é [—1,1];

e E crescente nos intervalos [—m, 0], [rr, 21], etc, e decrescente nos intervalos

[0, ], [27, 3], etc;
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m

3T 5T
. posmva para x nos intervalos [—— —] [ ] etc e negatlva para x nos

etc;

intervalos [” 3”] [5" 7”]

e Tem amplitude (metade da diferenca entre as ordenadas maxima e minima

dos pontos do gréfico) igual a 1.

ETAPA 3 (60 minutos)
Nesta etapa pretendemos propor 0s seguintes exercicios envolvendo o0s
conceitos abordados até o momento.

1. A imagem apresentada na figura é uma cépia em preto e branco da tela
guadrada intitulada O peixe, de Marcos Pinto, que foi colocada em uma parede para

exposicao e fixada nos pontos A e B.

Por um problema na fixagcdo de um dos pontos, a tela se desprendeu, girando
rente a parede. Apés o giro, ela ficou posicionada como ilustrado na figura, formando

um angulo de 45° com a linha do horizonte

Para recolocar a tela na sua posicao original, deve-se gira-la, rente a parede, no
menor angulo possivel inferior a 360°. A forma de recolocar a tela na posi¢éo

original, obedecendo ao que foi estabelecido, é girando-a em um angulo de

a) 90° no sentido horéario.

b) 135° no sentido horario.
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c) 180° no sentido anti-horario.
d) 270° no sentido anti-horario.

e) 315° no sentido horario.
Resolucao

Esperamos que os discentes percebam que se a figura estivesse apenas
virada de lado, teriamos que gira-la 90° no sentido horario, mas como a imagem tem
uma inclinacdo extra de 45°, ao todo teriamos que gira-la 45°+ 90° = 135° no

sentido horario.

2. Raios de luz solar estdo atingindo a superficie de um lago formando um
angulo x com a sua superficie, conforme indica a figura. Em determinadas
condicBes, pode-se supor que a intensidade luminosa desses raios, na superficie do
lago, seja dada aproximadamente por [(x) = k ¢ sen(x) sendo k uma constante, e

supondo-se que x esta entre 0° e 90°.

Y S S S S S S S SR S S

Quando x = 30°, a intensidade luminosa se reduz a qual percentual de seu valor

maximo?

a) 33%
b) 50%
c) 57%
d) 70%
e) 86%

Resolucao

Esperamos que os discentes percebam que como 0° < x < 90° entdo o valor

maximo da expressdo [(x) =k.sen(x) é quando x =90° dado que [(90°) =
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k.sen(90°) = k.1 = k. Agora quando x = 30° teriamos [(30°) = k.sen(30°) = k.

N | =

k ~ ~ - . .
>~ Logo houve uma reducdo de 50% em relagdo ao valor maximo da intensidade

luminosa.

3. Um técnico precisa consertar o termostato do aparelho de ar-condicionado de um
escritorio, que esta desregulado. A temperatura T, em graus Celsius, no escritorio,

varia de acordo com a funcéao
T
T(h) =A+ B sen (E (h—12))

sendo h o tempo, medido em horas, a partir da meia-noite (0 <h <24)e Ae B os
parametros que o técnico precisa regular. Os funcionarios do escritorio pediram que
a temperatura maxima fosse 26°C, a minima 18°C, e que durante a tarde a

temperatura fosse menor do que durante a manha.

Quais devem ser os valores de A e de B para que o pedido dos funcionarios seja

atendido?

a) A=18eB =8
b) A=22eB =—4
c) A=22eB =4
d) A=26eB =-8
e) A=26eB =8

Resolucao

Esperamos que os discentes relacionem a temperatura maxima desejada com

o valor maximo da funcdo seno, ou seja, sen (1—”2(h—12)) =1 e a temperatura

minima com o valor minimo da funcdo seno, ou seja, sen (1”—2 (h— 12)) = —1. Assim

teriamos que as seguintes relacdes:
A+B.1=26

A+B.(-1) =18



108

Assim, segue que 24 = 44 = A = 22. Como queremos que no periodo vespertino a

temperatura do ar seja menor do que no periodo matutino, considerando o periodo

vespertino como sendo das 12h as 18h teriamos que a expressao 0 < sen (1—”2 (h—

12)) <1 logo se 22+ B =26 = B =4, mas terlamos uma temperatura maior no

periodo matutino o que contraria o desejado. Portanto B = —4.

4. Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), produtos
sazonais sao aqueles que apresentam ciclos bem definidos de produg&o, consumo e
preco. Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua disponibilidade nos
mercados varejistas ora € escassa, com precos elevados, ora é abundante, com
precos mais baixos, o que ocorre no més de produ¢do maxima da safra. A partir de
uma série histérica, observou-se que o preco P, em reais, do quilograma de um certo

produto sazonal pode ser descrito pela funcéo

X — 1

P(x)=8+5 cos(T)
onde x representa 0 més do ano, sendo x = 1 associado ao més de janeiro, x = 2
ao més de fevereiro, e assim sucessivamente, até x = 12 associado ao més de

dezembro.
Disponivel em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).

Na safra, 0 més de producdo maxima desse produto é

a) Janeiro
b) Abril

c) Junho
d) Julho
e) Outubro

Resolucao

Esperamos que os discentes se lembrem que o valor mdximo e minimo da

funcdo cosseno é 1 e —1 respectivamente, ainda que notem que a produ¢do méaxima
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ocorre quando o pre¢co € 0 mais baixo. Com isso esperamos que notem que o valor

minimo da funcao P(x) é quando cosseno € igual a —1, ou seja,

cos (nxT—n) = —1 = cos ()

n(x—1) =6n
x—1=6
x=7

Portanto o més de maior producdo é o més de Julho.

5. Um cientista, em seus estudos para modelar a pressao arterial de uma pessoa,
utiliza uma funcéo do tipo P(t) = A + Bcos(kt) em que A, B e K s&o constantes
reais positivas e t representa a variavel tempo, medida em segundo. Considere que
um batimento cardiaco representa o intervalo de tempo entre duas sucessivas
pressdes maximas.

Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve os dados:

Pressdo minima 78
Pressdo maxima 120
Numero de batimentos cardiacos por minuto 90

A funcédo P(t) obtida, por este cientista, ao analisar o caso especifico foi:
a) P(t) =99+ 21 cos (3mt)
b) P(t) =78 + 42 cos(3m t)
c) P(t) =99+ 21 cos (2r t)

d) P(t) =99 + 21 cos(t)
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Resolucao

Esperamos que os discentes se lembrem de que o valor médximo e minimo da

funcdo cosseno é 1 e —1 respectivamente, assim relacionando com a tabela temos:
A+ B.1=120
A+B.(—1) =178

Assim, segue que 24 = 198 = A = 99 e portanto B = 21. Ainda temos, a partir
da tabela, 90 bmp, ou % de batimentos por segundo. Como o enunciado diz que o
tempo entre dois valores maximos € o tempo de 1 batimento temos que o periodo

dessa funcéo é equivalente a % Mas por definicao de periodo

kZ=2

3— T
k=2 _3

—2;3° "

Portanto a lei de formacéo para esse caso especifico € P(t) =99 + 21 cos (3m
t).
6. A quantidade de certa espécie de crustaceos, medida em toneladas, presente

num trecho de mangue, foi modelada pela equacao

600
6 + 4 X sen(wt)

QM) =

onde t representa o nimero de meses transcorridos apos o inicio de estudo e w é
uma constante. O maximo e o minimo de toneladas observadas durante este estudo

sao, respectivamente,
a) 600 e 100
b) 600 e 150
c) 300 e 100
d) 300 e 60

e) 100 e 60
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Resolucao

Esperamos que os discentes percebam que os valores de maximo e minimo
da funcdo Q(t) sdo dados pelos valores maximos e minimos da funcdo seno, ou

seja, 1 e —1. Assim temos

o 000 _600_ o
Qminimo( _6+4X1_ 10 -

600 600
Qméximo(t) = =300

6+4x(-1) 2

Portanto os valores maximo e minimo sdo 300 e 60 toneladas

respectivamente.

7. Um satélite de telecomunicacdes, t minutos apos ter atingido sua o6rbita, esta a r
quildmetros de distancia do centro da Terra. Quando r assume seus valores maximo
e minimo, diz-se que o satélite atingiu 0 apogeu e o perigeu, respectivamente.
Suponha que, para esse satélite, o valor de r em funcao de t seja dado por

5865

t) =
T(®) = T770.15 x cos (0,060

Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu
afastamento do centro da Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores

de r, no apogeu e no perigeu, representado por S.
O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge o valor de:
a) 12765km
b) 12000km
c) 11730km
d) 10965km
e) 5865km

Resolucao
Esperamos que os discentes percebam que os valores de maximo e minimo
da funcdo r(t) sdo dados pelos valores maximos e minimos da funcdo seno, ou

seja, 1 e —1. Assim temos
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5865 5865
rml’nimo(t) = 1+015x 1 = 115 = 5100
- 5865 _ 5865 _
Tmaximo\t) = 177015 % (—1) ~ 0,85

Portanto a soma dos valores de r, no apogeu e no perigeu, € 5100 + 6900 =

12.000 km.

ETAPA 4 (30 minutos)

Nesta etapa pretendemos introduzir o conceito de funcdo tangente. Para tal,
apresentaremos a seguinte definicdo e apontamentos.
Funcéo Tangente

Consideraremos um ponto P como a extremidade de um arco, ha
circunferéncia trigonométrica de centro 0, correspondente ao numero real x.

Tomaremos o ponto T como intersecdo entre a reta OP e a reta tangente a
circunferéncia pelo ponto A(1,0).

Denotaremos que y,, ordenada do ponto T, € a tangente do arco de medida x,

conforme abaixo.

t
T
/\ \P
/ / tg x
/ x
V A

\ o) J’

\ / |

e

Posteriormente apresentaremos a definigdo formal:
Definicao

A funcdo tangente é a fungéo f:R — {g + km, k € Z} — R que associa cada
namero real x (com excecdo dos valores congruos a g e 37") ao namero real y, =
tg(x), ou seja, f(x) = tg(x).

Ainda, observaremos, na figura abaixo, utilizando o conceito de semelhanca

de tridngulos que:



e 0Q =cos(a), QP =sen(a), 0A=1e AT =tg(x);

e Os triangulos OQP e OAT sdo semelhantes, entédo

tg(x) sen(a)
1 cos(a)

/- E\l‘\\
ral}

0
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Vamos construir o grafico da fungéo de lei f(x) = tg(x), utilizando o software

Geogebra, com base nos dados de uma tabela de valores para x. Inicialmente,

consideraremos x € [0,27x].

tg x

E posteriormente para alguns valores de x maiores que 2r
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Observaremos que, para valores de x maiores que m ou menores que zero, a
tangente de x assume os valores da 12 meia volta. Assim, a funcdo tangente é
periddica, pois, para todo x de seu dominio, temos:

tglx) =tglx+m) =tglx+2n) = =tg(x + kn), k € Z.

Assim a curva obtida no intervalo ] — >, [ repete-se parax >~ e x < —.

Denotaremos que por definicho o dominio da fungdo tangente é R—{§+

kr,k € Z}, e o contradominio € R. E em seu gréfico, chamado tangentoide,
observaremos 0s seguintes aspectos:

e E periddica, de periodo 7 (cada ciclo se completa em um intervalo de m);

e Na&o é limitada, j& que seu conjunto imagem € Im =]—«, +« [ ou R;

e E crescente nos intervalos ]§+ kn,%” + kr[, em que k € Z;
Z . - s s -
e E positiva para x nos intervalos ]—n,—;[,]o,g[, etc e negativa para x nos

intervalos ]—g O[En[ etc;

Ainda, denotaremos que as retas verticais que passam pelos pontos de

abscissa §+kn,k € Z, sao denominadas assintotas da curva que representa a

funcdo dada por f(x) = tg(x), e quando um ponto se move ao longo de uma parte

extrema dessa curva, a distancia desse ponto a assintota se aproxima de zero.

ETAPA 5 (40 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar as transformacgdes gréficas ao se alterar
a lei da formacéo das fungbes trigopnométricas apresentadas, como ao somar uma
constante no argumento, multiplicar o argumento por uma constante, adicionar uma
constante ao valor da funcdo trigonométrica e multiplicar o valor da funcéo
trigonométrica por uma constante. Para tal, faremos uso do software Geogebra,
explicando cada caso separadamente conforme abaixo.
1° Caso: Funcdes trigonométricas do tipo y = k + g(x), em que g(x) é uma funcao
trigonométrica “simples” como g(x) = sen(x) ou g(x) = cos (x).

Vamos expor o0s seguintes exemplos, comparando a funcdo dada com a
“simples”:
1. f(x) = 2 + sen(x)

Primeiro, montaremos uma tabela adotando para x os valores de 0 a 2r:
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T 3 5w 37 71
x 0 1 /2 | 7 n % | 2| 7 21
sen(x) V2 V2 V2 V2
0 > 1 > 0 T | -1 | T 0
V2 V2 V2 V2
2 ve ve _ye _Ne
+ sen(x) ) 2+ > 3 2+ > 5 |2 > 1 |2 > 5

Entdo, iremos expor os graficos, no software, das fungdes f(x) = 2 + sen(x) e

g(x) = sen(x), em um mesmo sistema de eixos para efeito comparativo:

3 o £

Denotaremos que f apresenta mesmo dominio, periodo e amplitude que g,
porém o gréfico de f foi transladado, ponto a ponto, duas unidades para cima.
Ainda, que f continua limitada, mas o conjunto imagem é Im = [1,3].

Posteriormente apresentaremos 0s seguintes apontamentos:

Apontamentos Caso 1

O grafico de fungbes trigonométrica do tipo y =k + sen(x) sofre uma

translacao de |k| unidades em relacdo ao grafico original da seguinte forma:
e Sek > 0, atranslacao é para cima;

e Sek <0, atranslagéo é para baixo.

O mesmo vale para as fungdes do tipo y = k + cos (x) e y = k + tg(x).
2° Caso: Fung®es trigonométricas do tipo y = g(k + x), em que g(x) é uma funcéo
trigonométrica “simples” como g(x) = sen(x) ou g(x) = cos (x).

Vamos expor o seguinte exemplo, comparando a funcdo dada com a

“simples”:
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1. f(x) = cos (x +g)

Novamente, montaremos uma tabela adotando para x os valores de 0 a 2mx:

T T 3n 5n 3T 7T
X — — - — . —
0 4 2 4 m 4 2 4 2
cos(x) E — E — E E
1 2 0 2 -1 2 0 2 1
T T 3n 5 3n n o 5t
X+ = — - — - — s —
2 2 4 T 4 2 4 2m 4 2
T
cos(x +=) - E - E E E
2 0 2 -1 2 0 2 1 2 0

Entdo, iremos expor os graficos, no software, das fungdes f(x) = cos(x + g) e
g(x) = cos(x), em um mesmo sistema de eixos para efeito comparativo:

N

V2
_7 < \‘\
-1

’”
/::-[:t
/
LSTE
/
/
ﬁl{
e L
N\
N\

\,
N";‘\'
a3

Y |
/S
rd
/
&}
xy

Observaremos que a funcéo f apresenta mesmo dominio, imagem, periodo e

amplitude que g, mas o gréfico sofre translacéo de g para a esquerda.

Posteriormente apresentaremos 0s seguintes apontamentos:
Apontamentos Caso 2
O grafico de funcgdes trigonométrica do tipo y = cos(x + k) sofre uma
translacao de |k| unidades em relacdo ao grafico original de tal modo que:
e Sek > 0, atranslacao é para esquerda;

e Sek <0, atranslagéo é para direita.

O mesmo vale para as fungdes do tipo y =sen (x + k) e y = tg(x + k).
3° Caso: Funcgdes trigonométricas do tipo y =a+ g(b + x), em que g(x) € uma
funcéo trigonométrica “simples” como g(x) = sen(x) ou g(x) = cos (x).

Vamos expor o seguinte exemplo, comparando a funcdo dada com a

“simples”:
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1. h(x) = -1+ cos (x +§)

Novamente, montaremos uma tabela adotando para x os valores de 0 a 2mx:

X T s 3 57 3 7
0 4 2 4 s 4 2 4 2n
cos(x) V2 V2 V2 V2
1 7 0 _7 -1 _7 0 7 1
x+z T 3n 5 3n 7 9 5
2 2 4 T 4 2 4 2m 4 2
T
cos(x+5) 0 _@ 4 _E 0 @ L @ 0
2 2 2 2
T V2 V2 V2 V2
—1+4+cos(x+—= 1= 12z 1422 1422
x+2) | 1-= | 1-= | 4 1+ | 14|

Entdo, iremos expor os graficos, no software, das fungbes h(x) =-1+

cos(x + g) e g(x) = cos(x), em um mesmo sistema de eixos para efeito comparativo:

y‘

Observaremos que a funcdo f apresenta mesmo dominio, periodo e

amplitude que g, mas o grafico sofre translagéo horizontal de g para a esquerda e

outra translacdo vertical para cima em | — 1| unidades sendo o conjunto imagem
Im = [-2,0].
4° Caso: Funcgdes trigonométricas do tipo y=a+ g(b + x), em que g(x) € uma
funcdo trigonométrica “simples” como g(x) = sen(x) ou g(x) = cos (x).

Vamos expor o seguinte exemplo, comparando a funcdo dada com a
“simples”:
1. f(x) = 3 X cos (x)

Primeiro, montaremos uma tabela adotando para x os valores de 0 a 2mx:
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T 3 5w 3 7
x 0 Py /2 e ™ e > e 2

c0s () vz vz vz vz
1 7 0 _7 -1 _7 0 7 1

3 X cos(x) 32 _3V2 _3V2 32
3 2 0 2 -3 2 0 2 3

Ent&o, iremos expor os gréficos, no software, das fungdes f(x) = 3 X cos(x) e

g(x) = cos(x), em um mesmo sistema de eixos para efeito comparativo:

£ 5 754 N \. /
= . /

Denotaremos que a funcédo f apresenta mesmo dominio e periodo que g,
porém sua amplitude € 3, o triplo da amplitude de g. E o conjunto imagem de f é
Im = [-3,3], ou seja, f esta limitada entre —3 e 3.

Posteriormente apresentaremos 0s seguintes apontamentos:

Apontamentos Caso 4

O grafico de fungdes trigonométrica do tipo y = k X cos(x) tem amplitude igual
a |k| e o mesmo vale para fungdes do tipo y = k X sen(x).
5° Caso: Funcdes trigonométricas do tipo y = g(k X x), em que g(x) é uma funcao
trigonométrica “simples” como g(x) = sen(x) ou g(x) = cos (x).

Vamos expor os seguintes exemplos, comparando a funcdo dada com a
“simples”:

1. f(x) = sen(2x)
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Primeiro, montaremos uma tabela adotando para x os valores de 0 a 2r:

s 3t RY/4 3 n
x 0 1 /2 | 7 n % | 2| 7 21
sen(x) V2 V2 V2 V2
0 2 1 2 0 T | -1 T 0
5 s 3t RY/4 7
x 0 2 T B3 2m 2 3 ) 41
sen(2x) 0 1 -1 0 1 0 -1 0

Entdo, iremos expor os graficos, no software, das fungbes f(x) = sen(2x) e

g(x) = sen(x), em um mesmo sistema de eixos para efeito comparativo:

Y3
1 | . o~ —‘—.‘\ 7 ® f
2 - d X 2 /a
3 ' ¥ 4 \ 3n n /// g
¢ ' NG 2 & Y
— - -} = L g
[0 s EA 3n \. 5t / X
-2 4 2\ a4 [\ ‘4 /i
2 ) ' s N A
! - S

fungdo f 3
- p=n

=] -

funcao g

Observaremos que f apresenta 0 mesmo dominio, imagem e amplitude que
g, porém tem periodo igual a m, ou seja, metade do periodo de g.
2. f(x) = cos (2x)

Primeiro, montaremos uma tabela adotando para x os valores de 0 a 2m:

T 31 5n 3 7
x 0 1 /2 e T % | 2| 7 2
V2 V2 V2 V2
cos(x) 1 > 0 < | 1| %7 | o > 1
5 T 3 5w 7
x 0 2 T 9 2 9 3t 9 A1
cos(2x) 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1

Entdo, iremos expor os gréficos, no software, das funcdes f(x) = cos(2x) e

g(x) = cos(x), em um mesmo sistema de eixos para efeito comparativo:
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1
N 5 P an o~ i
'/ \ ) K 7 \\
/ .j -/ \ / \
) / \ / \

2
7 ‘ \\. ‘3"{’ g // -\h
'\y / \ //
\  a _ X L 2
I\ I / n \ 3n /In 2 X
N2 4\ 22 \/ N/ 2 . fa
2 \ - 4-A. \ /
-1 P S~ ,\\/

Observaremos que f apresenta 0 mesmo dominio, imagem e amplitude que
g, porém tem periodo igual a m, ou seja, metade do periodo de g.

Posteriormente apresentaremos 0s seguintes apontamentos:

Apontamentos Caso 5

e As fungdes trigonométricas do tipo y = sen(k X x) ou y = cos (k X x) tém
2T,

eriodo —;
P |k|

T

e As funcgdes trigopnométricas do tipo y = tg(k x x) tém periodo i

ETAPA 6 (20 minutos)

Nesta etapa pretendemos propor 0s seguintes exercicios envolvendo os
conceitos abordados até o momento.
Exercicios
1. Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo, a High Roller, situada em
Las Vegas. A figura representa um esboco dessa roda-gigante, no qual o ponto A

representa uma de suas cadeiras:

ol
Solo Solo

Disponivel em: hitp:/len.wikipadia org. Acessa em: 22 abr. 2014 (adaptada)
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A partir da posicao indicada, em que o segmento OA se encontra paralelo ao
plano do solo, rotaciona-se a High Roller no sentido anti-horario, em torno do ponto
0. Sejam t o angulo determinado pelo segmento OA em relacdo a sua posicao
inicial, e f a fungdo que descreve a altura do ponto A, em relacdo ao solo, em
funcao de t.

Apos duas voltas completas, f tem o seguinte grafico:

& f(metra)

168

88 -

T r{'radianc:]

Bl = ===

I

I

I

I
0 2 2T

A expressao da funcao altura é dada por:
a) f(t) =80.sen(t) + 88
b) f(t) = 80.cos(t) + 88
c) f(t) =88.cos(t) + 168
d) f(t) = 168.sen(t) + 88.cos (t)
e) f(t) =88.sen(t) + 168.cos (t)

Resolucao

Esperamos que os discentes observem que o grafico da funcdo f esta
deslocado 88 unidades para cima, ou seja, foi somado a constante 88 junto a fungéo
trigonométrica. Fazendo uma analogia, se subtraissemos 88 unidades, teriamos que
para x = 0 a imagem é 0 logo podemos concluir que é uma funcéo do tipo senoide,
ou seja, seno. Ainda como ha uma alteracdo na amplitude que normalmente seria 1,
mas no caso é de 80 temos que uma constante multiplicando a funcdo seno.

Assim esperamos que os discentes concluam que a funcdo f = 80.sen(t) +
88.
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Por fim iremos propor os seguintes problemas extraclasse:
1. O gréfico a seguir representa a funcdo periodica definida por f(x) = 2.sen(x),
x € R. No intervalo [%,5?"], A e B sdo pontos do grafico nos quais f (g) =f (57”) sao

valores maximos dessa funcao.

0

l/ A B
3 T /T2 N\
N ~

~—

A éarea do retangulo ABCD é:
a) 6m
b) 5m
c) 4m
d) 3w
2. Gabriel verificou que a medida de um angulo é i—’;rad. Essa medida é igual a:
a) 48°
b) 54°
c) 66°
dy 72°

3.Sendo A = 12 + sen?(x) + cos?(x), 0 < x < g é correto afirmar que:

a) A=11
by A=12
c) A=13
d A=2n

4. A figura a seguir mostra parte do gréafico da funcéo:

a) 2.cos(x)
b) 2.sen (g)
c) 2.sen(x)
d) 2.sen(2x)
e) 2.cos (2x)



123

5. A figura a seguir representa um esbo¢o do grafico de uma funcdo y =A +
B.sen G) gue € muito Gtil quando se estudam fendmenos periddicos, como, por

exemplo, o movimento de uma mola vibrante. Ent&o, o produto das constantes A e B

7z

e:

/

a) 6

b) 10
c) 12
d) 18
e) 50

6. A figura a seguir representa o grafico da funcéo:

N

a) f(x) =2.sen (g)

b) f(x) = 2.sen(2x)

c) f(x) =1+ 2.sen(x)
d) f(x) =2.cos (g)

e) f(x) = 2.cos (2x)

7. Se f:R — R é uma funcéo definida pela leia f(x) = 25¢™*) + 1, entdo o produto do
menor valor pelo maior valor que a fungcédo assume é:

a) 4,5

b) 3,0

c) O

dy 2,4

e) 1,3
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2.4.3.1 Relatorio —31.08.2019

No sédbado, dia 31 de agosto de 2019, tivemos a oportunidade de realizar o quarto
encontro do Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica
de Ensino em Universidades Publicas: Um Enfoque a Area de Matemaética — Promat,
no periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do Parana — Unioeste.
Neste dia, propomos atividades com o intuito de apresentas os conceitos de fun¢des
trigonométricas.

Inicialmente, expomos um breve resumo das aulas anteriores acerca de
relacBes trigonométricas no triangulo retangulo e na circunferéncia trigonométrica.
Ainda, relembramos os discentes das principais relagdes estudadas, utilizando
guestionamentos diretos em coletivo, principalmente sobre seno, cosseno e
tangente. Denotamos na lousa, os diferentes modos de escritas das mesmas e para
finalizar, explicamos aos alunos acerca dos sinais das relacées em cada quadrante.
Destaca-se a participagcéo dos discentes na construcao deste resumo.

Em sequéncia, para introduzir o conceito de fungfes trigpnométricas, fizemos
0s seguintes questionamentos: ‘O que € funcao?’, “O que €& dominio e
contradominio?” e “O que é imagem”, com o propdsito de que os alunos lembrassem
a definicdo de funcao. Percebemos que alguns estavam confusos com estes termos,
entdo, resolvemos abordar no quadro a seguinte situacao-problema:

“Maria vai toda manha comprar pdes doce. Cada pao doce custa 0,50 centavos. Se
Maria comprar 5 pées, qual o valor que ela gastara? E 10 paes? Numa situacdo em
que fosse n pdes?”.

Exemplificamos esta situacdo, construindo uma tabela no quadro,

relacionando a quantidade de paes com o valor a ser pago.

Quantidade de Paes Preco em RS
1 0,50
2 1,00
n n x 0,50

Mostramos que essa relacdo é uma funcdo, em que a quantidade de paes

representa 0 dominio e o valor a ser pago representa a imagem dentro do
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contradominio que é o conjunto dos numeros R. Em seguida, apresentamos a
seguinte situagao-problema:

A variacdo da pressdo sanguinea P (em mmHg, milimetro de mercuario) de uma
pessoa em funcdo do tempo t (em s, segundo), € uma funcéo ciclica, e cada ciclo

completo (periodo) equivale a um batimento cardiaco. A lei da funcdo para certo
individuo é definida por P(t) = 100 — 20.cos (%”t) em que o arco € dado em

radiano.
Com o proposito de explicar o conceito de periodicidade expusemos o grafico

desta funcéo:

+ P {(mmHg)
120 | o i H0S N

100 +-- ,’/ 1o - - \ (/

.r/ .\‘-. / / N / ‘\\.
80 | P4 . N N ELoR -
%

70375 075 1125 1.5 1875 225 t(s)

Indagamos os alunos acerca do intervalo de cada batimento cardiaco e
mostramos que este intervalo € 0,75 segundos. Propusemos aos alunos que
encontrassemos a quantidade de batimentos por minuto e no quadro, mostramos por
meio da regra da proporcionalidade que € 80 bpm. Explicamos que este intervalo é
um ciclo e que conforme o grafico mostra, o ciclo repete-se. Esta repeticdo foi
associada com o conceito de congruéncia que fora estudado nas aulas interiores e
denominada de periodo. Em seguida, expusemos alguns exemplos de graficos com
periodo indagamos os alunos acerca das propriedades de cada um.

Com o proposito de fixar este conceito e introduzir as fungdes trigonométricas,
expusemos a fungcédo de Euler. Ao explicarmos inicialmente as propriedades desta
funcdo, os alunos apresentaram-se confusos e nao souberam responder as
indagacgodes feitas, tal como: “Qual a imagem?” e “Qual o dominio e contradominio”.
A fim de sanar tais duvidas, associamos esta fungdo com o conceito de congruéncia
e afirmamos que a caracteristica da mesma é “enrolar a reta real”. Em seguida,
retomamos desde o inicio as propriedades e mostramos que a funcao é periddica.

Na sequéncia, apresentamos a funcéo seno, retomando a correspondéncia na
circunferéncia trigonométrica. Explicamos por meio do grafico, o dominio,
contradominio, imagem e periodo. Mostramos aos alunos, 0 maximo e minimo da

7

funcdo, amplitude, os intervalos onde a fungdo é crescente e decrescente, e
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indagamos ao final, acerca das caracteristicas apresentadas com o propoésito de
fixacdo. Do mesmo modo, expusemos para os alunos a funcéo cosseno.

Ao fim da exposicdo das propriedades de cada funcdo, propomos alguns
exercicios para os alunos com o propoésito de explorar e reforcar os conceitos
abordados. Os exercicios consistiam em observar a funcdo dada e aplicar o ponto
de maximo ou minimo para obter a solugdo. Ao percorrer as carteiras para ajudar os
alunos, percebemos a dificuldade de observarem os pontos de maximo e minimo.
Observavam, a expressao da funcdo como um todo e ndo como uma funcdo
trigonométrica. Ainda, em um exercicio, tiveram grande dificuldade de construir e
resolver um sistema de equacdes lineares com duas incognitas e duas expressoes.

Ao percebemos esta dificuldade, incentivamos os alunos a resolverem
sozinhos. ApGs um certo tempo, propomos a resolucdo na lousa. Corrigimos o0s
exercicios com a ajuda dos alunos e explicando quando observar o ponto de
mMaximo e minimo.

Em seguida, com a ajuda do Software Geogebra, expusemos as
transformacdes na funcdo seno e cosseno. Para tal, levantamos o0s seguintes
questionamentos: “O que acontece com o dominio da fungdo seno se somarmos um
valor ‘fora’ da fungdo? E se multiplicarmos?”. Em seguida refizemos os mesmos
guestionamentos a respeito da fungcdo cosseno, se aconteceria da mesma forma que
a funcdo anterior, e com alguns exemplos semelhantes a funcdo anterior,
concluimos que as mesmas caracteristicas se aplicam ao cosseno.

Por fim, expomos com o auxilio do Geogebra algumas das caracteristicas da
funcdo tangente como intervalos de crescimento e decrescimento, periodo, entre
outros e propomos a resolucdo do ultimo exercicio da lista o qual propunha a analise
de um gréafico gerado pelas transformacdes de uma funcdo trigonométrica, que no

caso era o seno.
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2.5 Modulo 3 — Geometria Analitica
2.5.1 Plano de aula - 14.09.2019
Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Goncalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriacdo dos conceitos de sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais, distancia entre pontos, ponto médio e pontos
colineares.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com sistema cartesiano ortogonal, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:
¢ |dentificar um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais;
e Localizar pontos no sistema cartesiano ortogonal;
e Calcular a distancia entre pontos;
e Determinar o ponto médio de um segmento;
e Verificar a colinearidade entre trés pontos quaisquer;
e Resolver problemas que envolvam distancia no sistema cartesiano;

e Solucionar problemas que envolvam ponto medio e colinearidade.

Conteudo: Geometria Analitica: sistema cartesiano ortogonal.
Recursos Didaticos: quadro, giz, folhas A4 e papel milimetrado.
Encaminhamento metodoldgico:
ETAPA 1 (60 minutos)

Num primeiro momento, organizaremos 0sS alunos em grupos, em seguida,
apresentaremos alguns fatos histéricos acerca da Ponte da Amizade:

“A Ponte da Amizade, foi construida durante as décadas de 1950 e 1960. Liga
a cidade de Foz do Iguacu no Brasil e Ciudad del Este no Paraguai, passando sobre

o rio Parana. O local onde se encontra o canal entre Sete Quedas e Foz do Iguagu
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era estreito, profundo e com aguas revoltas. Suas variagdes de nivel em condicbes
normais chegavam (antes da constru¢do da Barragem de Itaipu) até dez metros em
36 horas, resultando uma oscilacdo 30 cm por hora. Em funcdo da rapidez de
variacfes do rio Parana foi definido que a ponte deveria ter vao livre de 18 metros

acima do nivel da agua mesmo em grandes cheias.”

Figura 7: Ponte da Amizade

Fonte: http://www.pmfi.pr.gov.br/
Em sequéncia, apresentaremos as seguintes figuras contendo alguns

aspectos técnicos sobre a ponte retirados do IBGE:
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Feito isso, faremos aos alunos as seguintes perguntas utilizando a figura
abaixo:
» “Considerado que ha um carro parado exatamente no ponto A, indicado na
figura abaixo, quais séo as coordenadas deste carro?”
» “Qual é a altura em relac&o ao nivel da agua?”
» “Quantos metros faltam para chegar na metade do trajeto Brasil-Paraguai? E

para concluir o trajeto?”
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ApOGs os questionamentos, distribuiremos a figura acima impressa em papel
milimetrado para auxiliar nos célculos. Enquanto os alunos trabalham, estaremos
indo em suas carteiras para sanar as possiveis davidas.

Esperamos que os alunos observem que o ponto A equivale as coordenadas
do vértice de uma funcéo e que este vértice corresponde a coordenada (276,2; 32),
pois a metade do trajeto corresponde a 276,2 metros e 151,5 metros corresponde a
metade do arco. Logo, o ponto A é: 276,2—151,5 = 124,7 que corresponde a
coordenada (124,7; 32).

ETAPA 2 (40 minutos)
Nesta etapa, pretendemos apresentar o conceito de coordenada de um ponto

no sistema cartesiano ortogonal. Para tal, iremos propor uma atividade prética,
conforme abaixo:
e Iremos considerar o plano cartesiano como sendo a sala de aula, em que a

origem do plano € a primeira carteira primeira fileira e cada fileira seguinte

e Entdo escolheremos discentes aleatoriamente e pediremos quais sdo suas
coordenadas no plano exemplificado.

e Posteriormente faremos 0 mesmo considerando 0s eixos negativos.

Em sequéncia iremos apresentar as seguintes definicdes e exemplos:
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Definigdo:
Sejam x e y dois eixos perpendiculares entre si e com origem comum O, diz-
se que x e y formam um sistema cartesiano ortogonal e o plano determinado por

eles é chamado plano cartesiano.

Exemplos %
Ao par ordenado de numeros reais: H
= (0,0) esta associado o ponto O;
* (3,2) esta associado o ponto 4; . Sant
» (—1,4) estd associado o ponto B; £ - 2 : -
» (—2,—-3) estéa associado o ponto C; ! °o

* (2,—1) estd associado o ponto D.

Considerando o ponto A = (3,2), denotaremos que 0 humero 3 € a coordenada x
ou a abscissa do ponto 4, e 0 nimero 2 é a coordenada y ou a ordenada do ponto A.
Junto aos exemplos faremos as seguintes observacoes:
Observacgdes:
i. Os eixos x e y chamam-se eixos coordenados e dividem o plano em quatro

regibes chamadas quadrantes, cuja identificacao é feita conforme a figura;

sy
2° quadrante 12 quadrante
=g, i)
X
0
3? quadrante 4° quadrante

(=i =) {+:-)

ii.  Se o ponto P pertence ao eixo x, suas coordenadas séo (a,0), com a € R;
iii.  Se o ponto P pertence ao eixo y, suas coordenadas sao (0,b), com b € R.

Em seguida, introduziremos o conceito de distancia entre dois pontos. Para
tal, retomaremos o plano cartesiano exemplificado na sala de aula e escolheremos
dois discentes aleatoriamente, entdo faremos as seguintes indagacoes:

¢ Qual a distancia entre os discentes?

e Como podemos calcular esta distancia?
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Em sequéncia ligaremos os dois discentes com um barbante e faremos os
mesmos questionamentos, de modo que, os alunos relacionem que a distancia entre
os discentes ligados pelo barbante é equivalente ao comprimento do segmento de

barbante determinado pelos mesmos, conforme a imagem.

Por conseguinte, retomaremos que dados dois pontos A e B, com A # B,
podemos formar uma reta, os pontos que formam esta reta recebem coordenadas no
plano cartesiano e por meio dessas coordenadas, podemos calcular a distancia
entre quaisquer pontos da reta, que é dada pela medida do segmento de reta por
eles determinado.

Entdo apresentaremos 0s seguintes exemplos, que serdo resolvidos apenas
com os conhecimentos prévios dos discentes a respeito de distancia e o Teorema de

Pitagoras:
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iy 'y
“A(!,l) B(3,1) ‘2 ‘1 ' 1 2 3 5
T I O - jall $ [
| REREA pe A(—2,—-1)-1 B(3, -1
dA,B)=3—-1=2 d(A,B)=3+2=5
I 2‘yl_oAl1,2| 144
7] B(1,3)
1+ .
- 212l
0 1 % 2
1 1 Al
3 x
5 ) SR e I T
3
4+ Fampr, -4
dA.B)=2+4=6 [d(A, B))2 =32+ 22=>d(A,B) = V13

Entdo retomaremos que distancia entre dois pontos A e B, com A# B, é a
medida do segmento que tem os dois pontos como extremidade. E denotaremos que
como sao dois pontos genéricos, isto €, sem valor, representamos as coordenadas
desses pontos de maneira genérica, por exemplo, A = (x1,y1) € B = (x3,¥3).

Logo, para a obtencédo da distancia, observamos que podemos determinar um
tridngulo retangulo tomando a reta que passa pelo ponto B e é ortogonal ao eixo x e

a reta que passa pelo pelo ponto A e é ortogonal ao eixo y, de modo que a

intersecao dessas retas € o ponto € = (x,,y1), COmo mostra a figura seguir:

\Y
B(x, y,)
y; _._J /‘ e B
> o i \
~ Sy > diA.B) - | Ay
A(xl’ YY) . e |
=l o [-_ 'C(x_, y,) < o
o) Ax B A ax -
O X X

a% = b% 4 c?

Denotaremos que segmento AB é a hipotenusa do triangulo ABC e a medida
de AB corresponde a distancia entre os pontos Ae B que queremos determinar.
Para tal, utilizaremos o Teorema de Pitdgoras:

[d(4, B)]? = Ax? + Ay?
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d(A, B) = \/Ax? + Ay?
Mostraremos que AC corresponde a x, —x; € BC corresponde a y, —y_1.

Portanto, a expressao para a distancia entre dois pontos quaisquer é:

d(A,B) = \/(Xz —x1)% + (y2 —y1)?

Observacao: Denotaremos que duas distancias entre dois pontos séo iguais se, e
somente se, seus quadrados também s&o, ou seja, a operacao de extracdo da raiz é
desnecessaria para verificar a igualdade, o que economiza tempo na resolucao.
Exemplo

Um ponto P(a,2) é equidistante dos pontos A = (3,1) e B = (2,4). Determine
a abscissa do ponto P.

Como P é equidistante de A e B, devemos ter:
Método de extracdo daraiz:

d(P,A) =d(P,B)
JB—-a)2+(1-2)2=(2-a)?+ (4—2)2
JB-a)?2+1={2-a)?+4
B-a)+1=2-a)+4
9—-6a+a’+1=4—4a+a’+4
a?—a’—-6a+4a=4+4-9-1
—2a=-2

a=1
Método sem extracdo daraiz:
d(P,A) =d(P,B)
[(P, A)]? = [d(P, B)]?
B-a)3+1=2-a)+4
9—6a+a’+1=4—4a+a’+4
a’?—a’*—-6a+4a=4+4-9-1
—2a=-2

a=1



136

ETAPA 3 (50 minutos)

Nesta etapa pretendemos propor alguns exercicios envolvendo os conceitos
abordados.
1. Um bairro de uma cidade foi planejado em uma regido plana, com ruas paralelas e
perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano de
coordenadas cartesianas, esse bairro se localiza no segundo quadrante e as
distancias nos eixos sao dadas em quilébmetros.

4y

A reta da equacgéo y = x + 4 representa o planejamento do percurso da linha
do metr6 subterraneo que atravessara o bairro e outras regides da cidade. No ponto
P = (-5,5), localiza-se um hospital publico. A comunidade solicitou ao comité de
planejamento que fosse prevista uma estacdo do metré6 de modo que sua distancia
ao hospital, medida em linha reta, ndo fosse maior que 5km.

Atendendo ao pedido da comunidade, o comité argumentou corretamente que
iSso seria automaticamente satisfeito, pois ja estava prevista a construgcdo de uma
estacao no ponto:

a) (-5,0)
b) (-3,1)

c) (-2,1)
d) (0,4)
e) (2,6)

Resolucéo
Como o hospital se localiza em P = (—5,5) e deseja-se que a distancia entre a
estacdo e o hospital e linha reta seja menor que 5km, esperamos que os discentes

analisem os pontos do 2° quadrante que pertencem a reta dada, conforme segue:
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A->x=—4oy=0
B-o>x=-3ey=1
C > x=-2ooy=2
ID » x=-1 oy=3
E-> x=0eoy=4

E ao calcularem a distancia destes pontos em relacdo ao ponto P obtenham:

d(A,P) = \/(—5 —(—4) +(5-0)?2=V26>5

d(B,P) = J(—s — (—3))2 +(5-1)2=+20<5

d(C,P) = J(—s —(-2) +(5-2?=VI8<5

d(D,P) =+/(=5—(-1))2+ (5—-3)2=+20<5
d(E,P) =+/(-5-0)2+ (5—4)2 =vV26 > 5

Logo os pontos possiveis, em relacdo ao analisador, para implantar a estacao
sdo B = (-3,1), C = (—2,2) e D = (—1,3). Mas nas alternativas o Unico presente é o
ponto B representado pela letra b).

Outra resolucao possivel é por meio da analise das alternativas dadas, temos
que apenas 0s pontos representados pelas letras b), d) e e) pertencem a reta
y = x + 4 e calculando a distancia destes em relacdo ao ponto P temos que apenas
a alternativa b) satisfaz a condi¢do da distancia maxima de 5km em linha reta entre

a estacao e o hospital.

2. Sabendo que P(2m + 1,—3m — 4) pertence ao terceiro quadrante, determine 0s
possiveis valores reais de m.
Resolucao

Esperamos que os discentes se recordem que no terceiro quadrante as

coordenas de um ponto sao do tipo x,y < 0, ou seja:

2m+1<0 -3m—-—4<0
2m < —1 -3m<4
1 4
m<—§ m>—§
4 1
mel-3.771
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3. Determine quais sdo as coordenadas genéricas em funcdo de a, dos pontos
pertencentes a bissetriz dos quadrantes impares e pares.

a) Impar P = (a,—a) e Par P = (a,a)

b) impar P = (a,a) e Par P = (0,q)

c) impar P = (a,a) e Par P = (a,—a)

d) Impar P = (0,—a) e Par P = (0,q)

e) Impar P = (—a,—a) e Par P = (a,a)
Resolucao

Esperamos que os discentes lembrem que os quadrantes impares sdo 0 1%e

32 e se o0 ponto P(x,y) pertence a bissetriz dos quadrantes temos que suas
coordenadas sdo iguais, ou seja, x =y e em funcdo de a teriamos P = (a,a), com
a € R. E que se lembrem que os quadrantes pares sdo 0 22 e 0 42 e se 0 ponto
P(x,y) pertence a bissetriz dos quadrantes temos que suas coordenadas s&o
simétricas, ou seja, x = —y e em funcdo de a teriamos P(a,—a). Logo a alternativa

c) é a correta.

ETAPA 4 (40 minutos)

Nesta etapa pretendemos introduzir o conceito de ponto médio de um
segmento de reta e suas coordenadas no plano cartesiano ortogonal e a condicéo
de alinhamento de trés pontos.

Para tal, retomaremos o exemplo do barbante e faremos os seguintes
guestionamentos aos discentes:

¢ Qual é o ponto médio do segmento de barbante determinado pelos alunos?

e Como podemos calcular este ponto de modo mais geral?

No intuito de que notem que o ponto médio do segmento de barbante
determinado € justamente a metade do comprimento do barbante e que podemos
calcular este valor tomando a média entre a soma dos valores das abscissas e
ordenadas.

Em sequéncia, formalizaremos que dado um segmento de reta AB tal que
A = (x1,y,1) € B = (x,,y,) séo pontos distintos, podemos determinar as coordenadas
de um ponto M, denominado ponto médio de AB. Para tal, vamos relembrar o

teorema de Tales, conforme segue:

Teorema de Tales
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Retas paralelas cortadas por transversais formam  segmentos
correspondentes proporcionais.

LYy
i
¥ iBz B
2 T
M, e
Y1 /
A, A
Y, + v
: L PUUSEY L PRESEAL O L RS
0| X X X

E utilizando as informacgdes graficas com o teorema de Tales, temos:

AM A1M1 X — X1 x2+x1
—=—-o1= SX—X1=Xy—X 2 2X =Xy +X; O>X=

MB MlBl xz_x 2
ﬂzAzMz_)lzy—}ﬁ Yy = — v o 2V = v 4V _ Y2ty
W m Y, —y y V1 V2 y y Y2 Y1 y 2

Assim concluiremos que dado um segmento de extremidades A = (xy,y;) €
B = (x,,y,) 0 seu ponto médio M tem abscissa x = % e ordenada y = %
Em sequéncia iremos expor 0s seguintes exemplos:
Exemplos
1. Vamos determinar M, ponto médio de AB, nos seguintes casos:
a) A=(3,-2)eB=(-1,-6)

Considerando M = (x,y) temos:
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Logo, M = (1,—4).

b) A= (1,2) e B = (34)

Considerando M = (x,y) temos:

1+3
x:T:

2+4
y:—z =3

Logo, M = (2,3).
Por conseguinte, iremos apresentar a condicdo para alinhamento de trés

pontos. Para tal, consideraremos os pontos A, B e C alinhados conforme a figura:

24

G
Y3 G

B.
Y21 *B

A.'
y ‘A

A B, C, X

o) x SRR ARET

Assim, novamente pelo Teorema de Tales, temos:
E _ AlBl E x2 - x1

——— - = =
AC A1C1 AC x3 - x1
AB  A;B, AB v, — ¥
E—a——— e
AC A,C, AC  y3—y

Comparando as duas expressdes anteriores, obtemos:

X2 —=X1 _Y2— 01
X3 —X1 Y3~ N
Y3—=V1_V2—W
x3—x1_x2—x1
Ys=V1 Va7 V1 _
X3 — X1 xz_x1_

0
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(X3 —x) (2 —y1) — (2 —x) (3 —y1) =0
X3Yp — X3Y1 — X1Y2 + X1Y1 — X2Y3 + Xy + X1Y3 —x1Y; =0
X3Y2 + X2Y1 + X1Y3 — X3Y1 — X1Y2 — X2y3 =0

x; y1 1
A Ultima igualdade corresponde ao determinante |x, vy, 1f.
x3 y3 1
A patrtir disso, concluiremos que se trés pontos A4, B e C séo colineares, entéo:
x; y1 1
D=|x, y, 1|=0.
x3 y3 1

Denotaremos, também, que podemos verificar se trés pontos A, B e C sao
colineares observando o coeficiente angular das retas determinadas por AB e BC,

pois se este coeficiente for igual entdo os pontos sdo colineares. Para tal, iremos
expor que o coeficiente angular de uma reta pode ser calculado por m = %
—A0
Para ilustrar os conceitos apresentados proporemos o seguinte exemplo.
Exemplo
1. Vamos verificar se os pontos A = (—3,5), B = (1,1) e C = (3,—1) sao colineares.

Usando as coordenadas dos pontos dados, iremos calcular o determinante:

-3 5 1
D=1 1 1/=-3+15-1-3-5-3=15-15=0
3 -1 1

Logo, como D = 0 temos que 0s pontos estao alinhados.

Observacéao: Denotaremos que € possivel verificar o alinhamento geometricamente,

mas € o0 processo analitico que garante a propriedade.

Ainda, iremos expor que dados trés pontos quaisquer, nao colineares,
A= (x4,Y4), B=(xp,y,) € C=(x:y:). COmo esses pontos ndo sdo colineares, ou
seja, ndo estdo numa mesma reta, eles determinam um triangulo. A area desse

triangulo seré dada por:

1 1 Xg Ya 1
A=§|det(D)|=§ Xp Yp 1
Xe Yo 1

Exemplo
1. Dado o triangulo de vértices A = (4,0), B=(0,0)e C = (0,6), calcule sua area.

Iremos denotar que dado as informag¢des do enunciado temos:
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) 40 1 1
A==ldet®|==ll0 0 1|l=21-24| = 1204
2 2o 6 Il 2

ETAPA 5 (50 minutos)
Nesta etapa iremos propor aos discentes as seguintes situacdes-problema:

Exercicios:

1. Nos ultimos anos, a televisdo tem passado por uma verdadeira revolugdo, em
termos de qualidade de imagem, som e interatividade com o telespectador. Essa
transformacdo se deve a conversdo do sinal analégico para o sinal digital.
Entretanto, muitas cidades ainda ndo contam com essa nova tecnologia. Buscando
levar esses beneficios a trés cidades, uma emissora de televisdo pretende construir
uma nova torre de transmissdo, que envie sinal as antenas A, B e C, ja existentes

nessas cidades. As localizagcbes das antenas estdo representadas no plano

cartesiano:

4 y (km)

4 e T
] ) 1 ] ] ] ] ] )

BOF = =1= =4 = = = e = = g - -y -

80f -~ =4--F-d--t-#-1--b-4-
R TS - (- -

40._-l__J——L-_l__L__I-..J__L__J_
1 ' 1 ] 1] ) ] |} ]

Y R R S A
] ] ] ] 1] ] ] |} |

B e
) | | ] ] ) ] ] |

(1] SR R B2 R DR oy DR e e B
] | | ] ] ] ) |} |
| | | ! | | | | | o

10 20 30 40 50 60 70 80 90 (k)

A torre deve estar situada em um local equidistante das
trés antenas.

O local adequado para a construcdo dessa torre corresponde ao ponto de
coordenadas
a) (65, 35)
b) (53, 30)
c) (45, 35)
d) (50, 20)
e) (50, 30)
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Resolucao

A torre deve ser construida em um ponto P equidistante simultaneamente aos
pontos A = (30,20), B = (70,20) e C = (60,50). Esperamos que os discentes notem
gue os pontos equidistantes simultaneamente a A e B pertencem a reta que passa

pelo ponto médio de AB e por C (denominada mediatriz se pensarmos no triangulo
30+70

ABC). Logo essa reta passa pela coordenada x = = 50, abscissa do ponto

médio de AB e os pontos pertencentes a ela sdo do tipo P; = (50, ;).
E como o ponto C deve ser, também, ao ponto P temos que d(PA) = d(PC)
ou d(P,B) = d(P,C), em ambos 0s casos temos 0 mesmo resultado:
d(P,A) =d(P,C)
V(50 —30)2 + (y — 20)2 = /(50 — 60)2 + (y — 50)2
400 + (y —20)? = 100 + (y — 50)2
400 + y% — 40y + 400 = 100 + y% — 100y + 2500
60y = 1800

_1800
Y =760

Portanto a antena deve ser instalada no ponto P(50,30) representado pela

alternativa e).

2. Dado os pontos A = (1,2), B = (2,4) e C = (4,1) determine a area da figura que
delimitam.
Resolucao

Esperamos que os discentes utilizem o conceito apresentado anteriormente
gue associa a area de um triangulo com o determinante de uma matriz com as

coordenadas de seus veértices e concluam que:

" 1 2 1| 4 7
A==|det(D)|==|2 4 1||==]-7]===35ua
2 2|, 1 4l 2 2

3. Considere o triangulo ABC, onde A = (2,3), B = (10,9) e C = (10, 3) representam
as coordenadas dos seus vértices no plano cartesiano. Se M é o ponto médio do
lado AB, entdo, a medida de MC vale:

a) 2v3

b) 3
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c) 5
d) 3v2
e) 6
Resolucao
Esperamos que os discentes se utilizem dos conceitos de distancia entre
pontos e ponto médio, apresentados anteriormente, e concluam que como M =

(x,y) € ponto médio de AB, temos:

2+ 10
X = > =6
3+9
y:—z =6

Logo como sabemos que M = (6,6) e C = (10,3), podemos calcularMC

conforme segue:

d(MC) = /(10— 6)2 + (3—6)2 =V16 + 9 = V25 = 5u.m.

4. Determine x de modo que os pontos A = (3,5), B =(1,3) e C = (x,1) sejam 0s
vértices de um triangulo.
Resolucao

Esperamos que os discentes lembrem que se trés pontos estdo alinhados,

x1 Y1 1
entdo det(D) =[x, y, 1| =0.Ou seja,
X3 y3 1
3 5 1
1 3 1|1+#0
x 1 1
9+5x+1—-3x—3-5%#0
2x + —2
x#—1

5. Considere num sistema de coordenadas cartesianas o poligono com vértices nos
pontosA=(-3,-3), B=(31), €C=(-33) e D=(-1,-1). O quadrilatero
determinado pelos pontos médios dos segmentos AB, BC, CD e DA, nesta ordem, é
um:

a) Losango

b) Retangulo
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c) Trapézio
d) Quadrado
e) Paralelogramo
Resolucao
Esperamos que os discentes se utilizem do conceito de ponto médio e

concluam que:

e O ponto médio de AB é M,

(3+( 3) 1+(- 3)) (0 1)
S

e O ponto médio de BC é M, = 32+3 3+1) (0,2);
e O ponto médio de CD é M; = ( 13) 1+3) = (-2,1);
e O ponto médio de DA é M, = (_3+2(_1),_3+2(_1)) = (-2,-2).

Os pontos médio encontrados determinam no plano cartesiano a seguinte

figura:

Logo temos um paralelogramo que corresponde a alternativa e). Denotaremos

ainda que existem outros modos de resolver este problema.
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2511 Relatorio —14.09.2019

No sabado, dia 14 de setembro de 2019, realizamos o quinto encontro do
Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de Ensino
em Universidades Publicas: Um Enfoque a Area de Matematica — Promat, no
periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do Parana — Unioeste. Neste
dia, iniciamos o segundo médulo de aulas que abrange o conteido de geometria
analitica.

Inicialmente, expomos aos estudantes uma imagem da ponte da amizade
que liga Brasil e Paraguai, e apontamos algumas caracteristicas da mesma e alguns
valores relacionados a suas medidas, altura, extenséo, e comprimento do arco, e na
sequéncia apresentamos um problema relacionado a ponte para introduzir o
conceito de plano cartesiano, e durante o processo de resolu¢cdo contamos com a
participacdo dos estudantes.

Em seguida utilizamos a sala de aula para construirmos um plano cartesiano,
em primeiro momento apenas com valores positivos para o eixo das ordenadas e
das abscissas, entdo tomamos a parede do quadro como sendo o eixo das
abscissas(x) e a parede da janela como o eixo das ordenadas(y), e cada carteira da
fila da janela correspondiam a um ponto do eixo Y assim como a primeira carteira de
cada fila correspondia a um ponto do eixo X, entdo escolhemos estudantes
aleatoriamente para responder qual era sua coordenada no plano, questionamos
aos estudantes qual era a sua distancia em relacéo ao colega que estava a frente ou
ao lado.

Na sequéncia refizemos o procedimento, agora tomando os valores
negativos do plano, e repetimos os questionamentos em relacdo a distancia, ao final
desta etapa utilizamos o Geogebra para mostrar todos esses pontos no plano
cartesiano. Voltamos ao primeiro exemplo e agora escolhemos dois alunos sentados
na diagonal e com o auxilio de um barbante perguntamos aos alunos se era possivel
medir essa distancia e como fariamos, alguns alunos levantaram a ideia de utilizar a
férmula da distancia entre os pontos, questionados o porqué daria certo disseram
gue haviam decorado, entdo mostramos a eles como encontrar essa férmula e que
ela tem ligacdo ao Teorema de Pitagoras.

Posteriormente, utilizando novamente o Geogebra mostramos aos discentes

0s quadrantes do plano cartesiano e colocamos alguns pontos para que ficasse mais
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visivel, em seguida utilizamos um exemplo para mostrar que se dados duas
distancias entre dois pontos seréo iguais se, e somente se, 0s seus quadrados sao
congruentes.

Em seguida, entregamos aos discentes a folha de exercicios e pedimos para
que eles resolvessem os trés primeiros que na sequéncia iriamos corrigi-los, apos o
intervalo fizemos a correcdo do primeiro exercicio, pois percebemos que eles
estavam com mais dificuldade de resolvé-lo, e posteriormente corrigimos os dois
restantes que haviamos solicitado.

Fazendo uso novamente do barbante e com o exemplo que havia utilizado
anteriormente, fizemos o seguinte questionamento, se quiséssemos encontrar 0
ponto médio desse segmento como fariamos? De pronto os estudantes disseram
que poderiamos dobrar o barbante ao meio assim teriamos o ponto médio,
perguntamos entdo de uma forma mais genérica seria possivel de fazer? E para
resolver tal duavida utilizamos do teorema de Tales para mostrarmos a
proporcionalidade dos segmentos formados.

Utilizando da proporcionalidade, mostramos aos alunos a condicdo de
alinhamento de trés pontos, e mostramos como saber se 0s pontos sao colineares
utilizando determinante de matriz, expomos também como encontrar o coeficiente
angular de uma reta qualquer, ap6s este procedimento exemplificamos no quadro
para melhor fixarem a relacdo. Expomos também que se trés pontos ndo colineares
estiverem no plano conseguimos transforma-lo em um tridangulo e a partir disso
calcular a area desta figurar utilizando de uma relacdo entre o determinante da
matriz.

Finalizamos a aula deixando alguns minutos para que o0s estudantes
terminassem de resolver os exercicios de sala, e como ndo daria tempo de corrigi-
los nesta aula informamos que no inicio da proxima aula iremos fazer as correcoes e

sanar as possiveis duvidas.
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2.5.2 Plano de aula - 21.09.2019

Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Gongalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriacdo dos conceitos de sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais, inclinagéo da reta, coeficiente angular da reta,
formas da equacéo da reta, posicdes relativas entre retas, distancia de um ponto a
uma reta.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com sistema cartesiano ortogonal, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:
¢ |dentificar uma reta no plano cartesiano;
e Obter o coeficiente angular de uma reta no plano cartesiano ortogonal;
e Manipular a equagéo da reta em formas diversas;
e Caracterizar as posi¢oes relativas entre retas;
e Calcular a distancia entre um ponto e uma reta no plano cartesiano
ortogonal;
¢ Resolver problemas que envolvam os conceitos sobre reta e ponto no
plano cartesiano.
Conteudo: Geometria Analitica: sistema cartesiano ortogonal.
Recursos Didaticos: quadro, giz e folhas A4.
Encaminhamento metodologico:
ETAPA 1 (40 minutos)

Nesta etapa, pretendemos apresentar o conceito de inclinacédo e coeficiente
angular de uma reta.
Para tal, faremos uma contextualizacdo utilizando um mapa da cidade de

Cascavel-PR, conforme figura abaixo.
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Proporemos aos discentes 0s seguintes guestionamentos:
e O mapa apresenta ruas na vertical ou somente na horizontal? Existem ruas

na diagonal? Todas as ruas sao retas?

Esperamos que os discentes notem que algumas ruas se cruzam e outras nao se
interceptam. Ainda que, existem ruas na vertical, horizontal e diagonal no mapa
projetado em duas dimensdes.

Entdo, para introduzir o coeficiente angular de uma reta, iremos supor & como a
medida do angulo que a rua r forma com o eixo x. E denotaremos que a medida a
do angulo é considerada do eixo x para a reta r, no sentido anti-horéario, e

denomina-se inclinagéo da reta r.

Assim poderemos denotar & medida da inclinacdo de r nos seguintes casos,
utilizando o Geogebra conforme abaixo:

¢ Retas nao paralelas ao eixo x

iy by 13

L

T

o e 90° < o < 180°
0° < ax < 90Q° o = 90°
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e Retas paralelas ao eixo x
Ly

Entdo concluiremos que, para cada reta r no plano cartesiano ortogonal, o
angulo a € unico e tal que 0° < a < 180°.

Por conseguinte, definiremos que o coeficiente angular ou a
declividade dessa reta r € o numero real m que expressa a tangente

trigonométrica de sua inclinacédo «a, ou seja:

m = tg(a)
Vamos denotar alguns casos, considerando 0° < a < 180°, conforme
segue:
e Para a =0°, temos m = tg(a) = tg(0°) = 0, ou seja, temos uma
reta de valor constante;

e Para0° < a < 90° temos m = tg(a) > 0, ou seja, temos uma reta
de valor crescente;

Ly

e Para 90° < a < 180°, temos m = tg(a) < 0, ou seja, temos uma
reta de valor decrescente;
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Ly

I x

e Para a =90° temos que m = tg(a) assume um valor que tende
ao infinito e, muitas vezes, € apresentado como indefinido,
portanto assumimos que a reta r € vertical em relagdo ao eixo x e

nao tem declividade.

Ly r

"~(l x
LI\ -

Em sequéncia, iremos apresentar os seguintes exemplos:

Exemplos:
1. Determinar o coeficiente angular das retas nos seguintes casos:
a) b)
Y y s
O x
O X
a,=0"->m,=tg( ,)=tg(0°)=0 a; = 90° - m, = tg(a,) é indefinido
c) d)
y y

\500 “\1350
/

X 0o \ X

a, = 60° - m, = tg(a,) = tg(60°) =3 ay =135°->m, =tg(a,) = tg(135°) = -1

(8]

Denotaremos também que é possivel obter o coeficiente angular de uma reta
a partir das coordenadas de dois de seus pontos.
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Como para a = 0° (reta horizontal) a declividade é nula e para a = 90° (reta

vertical) ndo ha declividade, vamos analisar 0os casos de 0° < a <90° e 90° < a <
180°, conforme segue:

e Caso0°<a<90°:

Seja r a reta determinada por A = (x1,¥1) € B = (x3,¥2) € seja C = (x3,¥1),
conforme a figura:

Y
B
) / ]
A o
Ya A c
"'] o
o .~ X, X, X

No triangulo ABC (C é reto), temos:

¢ (a):d(C»B):A_YZYB—YA
g d(4,0)  Ax  xp—x,

Ent&o o coeficiente angular € dado por:

Y —Ya
Xp — Xz

m =

e Cas090°< a < 180°:

Seja r a reta determinada por A = (x1,¥1) € B = (x3,¥,) € seja C = (x3,¥1),
conforme a figura:

No triangulo ABC (C é reto), temos:

d(C.B) Ay _ys—ya

tg(p) = d(C,A) Ax x4 — xg
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Como tg(B) = tg(180° — a) = —tg(a), temos:
—tg(a) = tg(B)

YB — Va
X4 — XB
YB — Va _ YB — Va
Xa—Xp Xp— X4
Entdo o coeficiente angular é dado por:

YB — Va

Xg — X4

—tg(a) =

tg(a) = —

m =

A partir desses resultados concluiremos que, se A = (x4,V4) € B = (x5,¥5)

sdo dois pontos distintos quaisquer na reta r, que ndo é paralela ao eixo y, a
declividade ou o coeficiente angular de r € dado por:

Ay yp—Ya
m=-—= .
Ax  xg—xy
Em sequéncia apresentaremos 0s seguintes exemplos:
Exemplos:

1. Qual o coeficiente angular das retas que passam nos seguintes pontos:
a) A=(21)eB=(49)

9-1 8
Map =35 =7=4
b) A=(=12)e B = (0,5)
_5-(D_6_,
AB 5-2 3

ETAPA 2 (30 minutos)

Nesta etapa, pretendemos propor algumas situacdes-problema envolvendo o
conteudo abordado.

Exercicios

1. Determine o coeficiente angular da reta r na figura.
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Resolucao

Esperamos que os discentes identifiquem que os pontos tem as coordenadas
A=(20)eB=(01).

Logo podem calcular o coeficiente angular, como segue:

1-0 1
TrTo-27 72
2. Determine o valor de m, Xxmg, sabendo que m, e mg correspondem,

respectivamente, ao coeficiente angular das retas r e s apresentadas na figura.

yi
P,

B s

| // : \\

- / ‘ \

¥ q \ o

B T, A

10 2 NN

Resolucao

Esperamos que os discentes percebam que as coordenadas dos pontos
dados séo P = (2,2) e 0 = (0,0), assim podem calcular o coeficiente da reta r, como
segue:

0—-2
m, = 0-2 =1

Como ndo temos dois pontos conhecidos da reta s, esperamos que 0S

discentes utilizem a informagé&o do coeficiente encontrado, pois:
1=m, =tg(B) > p =45°
Pela propriedade do angulo externo temos a = f + 90° = 135°, assim:
mg = tg(135°) = —1

Logo, m, X mg =1 x (—1) = —1. Denotaremos que esse produto comprova
que essas retas sao perpendiculares e que pode ser utilizado como propriedade
para retas perpendiculares, ou seja, que formam um angulo de 90° entre si, de modo
a nado precisar do raciocinio anterior.
3. Seja r a reta determinada pelos pontos A = (k,4) e B = (0,1), com coeficiente
angular m = 3. Determine o valor de k.

Resolucao
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Esperamos que os discentes se utilizem do coeficiente angular dado para
encontrar o valor de k, conforme segue:
1-4 -3 3

S0k ko x k=1

m=3
ETAPA 3 (40 minutos)
Nesta etapa, pretendemos apresentar a equagdo da reta quando sé&o
conhecidos um ponto P(x,y) e a declividade m da reta.
Para tal, tomaremos um ponto P, = (x,,y,) € a declividade m que determinam

uma reta r. Ainda, consideraremos P = (x,y) um ponto genérico dessa reta, temos

que :
iy
d(c,p
v 2 “K“)=dé@c%
mz)")’o
y Pr,- s b Fc X~ %o
. } Y — Yo =m(x — Xo)
[ ST X i

Ainda, faremos as seguintes observacoes:

e A equacdo y—y, =m(x —x,) independe de m ser positivo ou negativa e da
localizac&o do ponto Py;
e Se areta é paralela ao eixo x, temos que m = 0 e a equacao da reta serd dada

pory = yo;
e Se areta é paralela ao eixo y, todos os pontos da reta tém a mesma abscissa e

a equacao sera dada por x = x,.

Ent&o iremos expor o seguinte exemplo:

Exemplo
1. Determine a equacéo da reta que passa pelo ponto A = (—1,4) e tem coeficiente
angular 2.
Resolucao

Usando a equacédo da reta y—y,=m(x—x,) e as informacdes do
enunciado, temos:

y—4=2(x—-(-1))>y=2x+2+4->2x—y+6=0
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2. Determine a equacéo da reta que passa pelo ponto A = (—1,—-2) e B = (5,2).
Resolucao
YB—YA

Usando a expressdo m = —-eas informagdes do enunciado, temos:
B—XA

_2- (=2) 4 2
MTE2(CD 6 3
Agora tomando a expresséo y — y, = m(x — x,) € 0 ponto A dado, temos:

2 2 2 4
y—(—2)=§(x—(—1))—>y+2=§(x+1)—>§x—y—§=0—>2x—3y—4=0

ETAPA 4 (40 minutos)
Nesta etapa pretendemos apresenta as diferentes formar de expressdo a
equacao da reta.

e Formareduzida da equacao dareta

Retomaremos a equacdo y — y, = m(x — x,) € tomaremos o ponto particular
(0,n), isto é, o ponto em que a reta intersecta o eixo y, assim obtemos:
y—n=m(x—0)

y—n=mx

y=mx-+n
em que o numero real n, que é a ordenada do ponto em que a reta intersecta o eixo
y, € chamado de coeficiente linear. Denotaremos que essa forma é especialmente
importante, pois permite obter o coeficiente angular da reta a partir de uma equagao.
Ainda, que a equacdo reduzida das retas que passam pela origem do sistema
cartesiano ortogonal tem como equacéo y = mx.
Exemplos
1. A expressdo y = 2x+ 3 representa a equacdo reduzida da reta que tem

coeficiente angular m = 2 e linear n = 3.
2. A expressao y = gx + 2 representa a equacdo reduzida da reta que tem
.. 5 .
coeficiente angular m = e linear n = 2.
e Equacéo geral dareta
Denotaremos que toda reta do plano possui uma equacgao da forma:

ax+by+c=0

em que a, b e ¢ sdo constantes com a e b ndo simultaneamente nulos.
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Exemplos

1. Aretay = _%x + 1 pode ser escrita na forma geral por 3x + 4y — 4 = 0.
2. Areta ’2—6 + % = 1 pode ser dada na forma geral por 5x + 2y — 10 = 0.

3. Areta y = 5 pode ser dada na forma geral por 0x + 1y —5 = 0.

4. A reta x = 2 pode ser dada na forma geral por 1x + 0y — 2 = 0.

e Formasegmentéaria da equacédo dareta

Consideraremos uma reta r que nao passa pela origem (0,0), intercepta o
eixo Ox no ponto A = (a, 0) e intercepta o eixo y no ponto B = (0, b).

O coeficiente angular dessa reta é:

_0-b b
T a-0 a
Usando a forma reduzida y = mx + n, emquem=—§en=b,temos:

__?b +b

y=—o%

ay = —bx + ab

bx + ay = ab
bx+ay_ab b0
ab ab ab’ @

Xy

—+==1

a+b

Denotaremos que essa € a forma segmentaria da equacédo da reta que néo

passa pela origem e intercepta os eixos x e y nos pontos (a, 0) e (0, b).

Exemplos
1. A forma segmentaria da equacgéo da reta que corta os eixos em (5,0) e (0,—2) é
“+Z =1
2. Se y=2x—5 é a equacdo de uma reta na forma reduzida, podemos chegar a

forma segmentaria:

2x
y=2x—-5-2x—y=5-o——-==1->—+4+"2-=1

y x Y
5 5
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ETAPA 5 (50 minutos)

Nesta etapa pretendemos propor algumas situagcdes-problema envolvendo o
conteudo ja abordado.
Exercicios
1. Determine a equacao da reta que passa pelo ponto P(2,3) e pelo ponto Q,
simétrico de P em relacéo a origem.
Resolucao

Esperamos que os discentes lembrem que o simétrico de um nimero a € 0
namero -a, pois a + (—a) = 0. Logo concluam que Q = (—2,—3) e calculem o

coeficiente angular da reta e expressem sua equacéao, conforme segue:

3-3 —6 3
M=527"472
3
y-3=2(x-2)
2y—6=3x—6
3x — 2y =0

2. Se a reta cuja equacado geral € 5x —y —5 = 0 passa pelo ponto A = (k,k + 3),
calcule as coordenadas do ponto A.
Resolucao
Esperamos que os discentes notem que se A pertence a reta entao:
5k—(k+3)—5=0
5k—k—3-5=0
4k = 8
k=2
Logo as coordenadas do ponto sdo A = (2,2 + 3) = (2,5).
3. Se os pontos A = (3,5) e B = (—3,8) determinam uma reta, calcule o valor de a
para que o ponto C = (4, a) pertenca a essa reta.
Resolucao
Esperamos que os discentes notem que se 0 ponto C pertence a reta entéo é

colinear & A e B, assim temos:

4 a 1
3 5 1|1=0
-3 8 1

20—3a+24+15—-32—-3a =0
—6a = —27
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9
“=32
4. Na figura abaixo estéo representados, em um sistema cartesiano de coordenadas,
um quadrado cinza de area 4 unidades, um quadrado hachurado de area 9 unidades
e a reta r que passa por um vértice de cada quadrado. Nessas condi¢des, a equagao
daretar é:

YA

¥ x

a) x—2y=—4
b) 4x -9y =0

C) 2x+3y=-1
d x+y=3

e) 2x—y=3

Resolucao
Esperamos que os discentes notem que o quadrado cinza tem lado medindo

2 e 0 quadrado hachurado tem lado medindo 3, conforme a figura:

YA

3
0.2)

(23)

=Y

(0,0) 2 5

E calculando o coeficiente da reta, obtenham:
3-2 1
=207 2
Assim concluam que a equacédo geral € dada por y = %x + 2 que pode ser

escrito na forma de equacao geral como x — 2y = —4.
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ETAPA 6 (40 minutos)

Nesta etapa pretendemos abordar as posigdes relativas entre duas retas no
plano e a formula da distancia entre um ponto e uma reta. Para tal retomaremos o
exemplo do mapa da cidade de Cascavel-PR, conforme figura abaixo.

\ 1Y
Q

o e AR

E proporemos os seguintes questionamentos aos discentes:
e O mapa apresenta ruas que ndo se cruzam comparando duas a duas? E

apresenta ruas que se cruzam em algum ponto? E coincidentes?

Esperamos que os discentes notem que h& ruas que se cruzam e também ha
ruas que nao se interceptam. Ainda observem que néo é possivel na pratica ter ruas
coincidentes, pois estariam uma sobre a outra. A partir disso, iremos expor de forma
mais geral as posigdes relativas entre retas.

Denotaremos, utilizando o Geogebra, que dado duas retas, r e s, contidas no
mesmo plano sé&o paralelas ou concorrentes.

e Retas paralelas

Duas retas distintas e ndo verticais r e s séo paralelas se, e somente se, seus

coeficientes angulares sao iguais (m; = m,).
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e Retas concorrentes

Duas retas distintas e nado verticais r e s SA0 concorrentes se, e somente se,

seus coeficientes angulares sdo diferentes (m,; # m,).

e Retas perpendiculares

Duas retas r e s sdo perpendiculares uma a outra se, e somente se, sao

concorrentes e formam um angulo reto.

5

Denotaremos ainda que:
Teorema
Duas retas r e s de coeficientes angulares m,. e mg; séo perpendiculares entre
si se, e somente se, m, X mg = —1
Observacdo: Observaremos que se uma das retas é paralela a um dos eixos
coordenados, entdo a reta perpendicular a ela é paralela ao outro eixo coordenado.
Denotaremos ainda que uma maneira rapida de verificar se duas retas sao
paralelas ou concorrentes é comparar suas equacdes gerais. Para tal, tomaremos

duas retas, r e s, tal que riax+by+c=0 e s:a'x+b'y+c" =0, entdo

~ a b c
comparando as razoes E , E e ; temos:
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e Se EZEZE’ entdo temos a mesma reta representada de duas formas

diferentes, em geral conhecidas como paralelas iguais ou coincidentes;

a

b ~ L.
e Se—= o % entdo temos duas retas paralelas distintas;

al

a b ~
e Se E * E’ entdo temos duas retas concorrentes.

Por conseguinte, pretendemos expor aos discentes a expressao que permite
calcular a distancia de um ponto a uma reta, para tal iremos questiona-los sobre
como podemos fazer este célculo. Em sequéncia, denotaremos que para um ponto
P = (x,,y,) € uma reta r de equagdo ax + by +c =0, temos uma férmula que
facilita o calculo da distancia d de P a r, conforme segue:

= lax, + by, + c|
Va? + b?

Por fim, iremos propor algumas situagdes-problema envolvendo o contetdo

abordado.
Exercicios
1. Num sistema cartesiano, um trem segue uma trajetéria retilinea dada pela reta
2x + 3y - 6 = 0. A menor distancia entre uma cidade localizada no ponto P(3,v13)
e o trem é:

a) 1

b) 2

c) 3

d) 4

e) 5

Resolucéo
Esperamos que os discentes notem que neste caso como temos a equagao
da reta e o ponto P basta calcularmos a distancia entre eles, conforme segue:
i 2.(3) +3.(V13) — 6] _ [3V13| _3VI3 _ 5
V22 432 Vi3 V13

2. Considere uma cidade em que as ruas sao representadas por retas e as casas,

por pontos. Num mapa cartesiano dessa cidade, com medidas em km, a padaria
Pannetutti se localiza no ponto P(-5,0) e 0 acougue Quasar se localiza no ponto

Q(-1,-3). Uma pessoa que estiver na origem desse mapa e quiser se dirigir a Rua
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Pedro Quintdo, na qual se localizam a padaria e o agougue, ter4 de caminhar uma
distancia de, no minimo,

a) 2km

b) 2,5km

c) 3km

d) 3,5km

e) 4km

Resolucao
Esperamos que os discentes notem que com os dois pontos dados podemos

obter a equacéo da reta que representa a Rua Quintdo, conforme segue:
_ -3-0 _ 3
M= 15 "1

0= ( (-5) > + L
= —— — - = —— —_
y= X y= 4x 7
Agora com a equacao da reta e o ponto de origem (0,0) podemos calcular a
distancia entre eles, conforme segue:

TO+L+2 2 2 s

J(—Z) 1 \F_§_

3. Conhecidas as equacdes das retas rmx + y-3 =0e s:3x + y + k = 0,

=3km

U'll-l>

15
4

podemos afirmar que r e s séo retas
a) paralelas,sem = 2ek =-3.
b) coincidentes,sem = 3 ek #-3.
c) concorrentes,sem # 3,k € R.
d) concorrentes,sek =-3, m € R.

e) paralelas,sem = 1,k € R.

Resolucéo
Esperamos que os discentes analisem as alternativas com as equacdes das
retas, conforme segue:
a) Sem=2ek=-3temosr:2x+y—-3=0 es:3x+y—2=0, ou seja, sdo

concorrentes, pois m, # mg.
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Se m=3 e k#+-3 temosr:3x+y—-3=0 e s:3x+y+k=0, ou seja,
temos retas paralelas, mas n&o coincidentes pois % = % * —%, comk # —3.

Sem # 3 e k € R, temos duas retas concorrentes pois m, # m;.

Se k = -3 e m € R, temos que as retas podem ser coincidentes se m = 3 ou
concorrentes se m # 3.

Sem=1ekeR, temosrix+y—3=0 e s:3x+y+ k=0, ou seja, sao

concorrentes, pois m,. # ms.

4. No sistema cartesiano ortogonal, a reta 3x + 2y - 6 = 0 intercepta a curva

y = cos x, conforme figura. A distancia do ponto P a reta dada é:

Resolucao

Esperamos que os discentes notem que podemos descobrir a abscissa e

ordenada do ponto P utilizando o gréafico e a equacéo da reta dada, conforme segue:

cos(x) =—1->x=m
Logo, P = (&, y), colocando a equacao da reta na forma geral temos:
—-3x+6 3
Y=g T Tgr s

Tendo a equacéo da reta e o ponto P = (m,3) podemos calcular a distancia

entre eles conforme segue:
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_B.(m+2.3)-6 3r+6-6] 3n

d
V32 + 22 V13 V13

Por fim iremos propor os seguintes problemas extraclasse:

1. Determine o coeficiente angular da reta r na figura.

Sk

A

0 1 2 3 Z\

2. Determine o valor de m, xmg, sabendo que m, e mg correspondem,

respectivamente, ao coeficiente angular das retas r e s apresentadas na figura.

Utilize o teorema de retas perpendiculares.

¥4
|
2“ 5 # r
| N
/ N
- ‘/ \
o
//[3 H N
710 2 v X

3. Seja r a reta determinada pelos pontos A = (5,0) e B = (2,0). Determine o valor

do coeficiente angular da reta.

4. A soma do coeficiente angular com o coeficiente linear da reta que passa pelos
pontos A(1, 5) e B(4, 14) é:

a) 4

b) -5

c) 3

d) 2

e) 5
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5. A reta que passa pela origem e pelo ponto médio do segmento AB com A =
(0,3) e B = (5,0) tem qual coeficiente angular?
6. Os pontos A, B, C, D, E e F determinam um hexagono regular ABCDEF de lado 1,

tal que o ponto A tem coordenadas (1,0) e o ponto D tem coordenadas (-1,0), como
na figura abaixo.

A equacdo da reta que passa pelos pontos B e D é:

a) y=3x

b) y=?3x+§
C) y=73x+73
d) yz?gx—?g
) y=Sx -2

2

7. Encontre a equacdo da reta t que passa pelo ponto X(-1,8) e é perpendicular a
bissetriz dos quadrantes impares.

8. Calcule o produto dos coeficientes angulares das retas abaixo.

2
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2.5.2.1 Relatorio —21.09.2019

No s&bado, dia 21 de Setembro de 2019, tivemos a oportunidade de realizar o sexto
encontro do Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica
de Ensino em Universidades Publicas: Um Enfoque a Area de Matemaética — Promat,
no periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do Parana - Unioeste. No
dia em questdo, foram desenvolvidas atividades com o objetivo de trabalhar com
Geometria Analitica, especificamente os conceitos de sistema de coordenadas
cartesianas ortogonais, inclinacdo da reta, coeficiente angular da reta, formas da
equacdao da reta, posicdes relativas entre retas, distancia de um ponto a uma reta.

Com o intuito de promover uma contextualizagdo aos discentes, optamos por
apresenta-lhes um mapa da cidade de Cascavel-Parani e entdo levantamos as
seguintes indagacdes “O mapa apresenta ruas na vertical? E na horizontal? Existem
ruas na diagonal? Todas as ruas sao retas?”, a partir das quais os discentes
conseguiram observar que havia ruas na horizontal, vertical e diagonal e que
algumas né&o eram retas.

Em sequéncia, desenhamos uma reta no quadro, representando uma rua
qualquer do mapa, e posteriormente um sistema cartesiano ortogonal com o qual
estabelecemos que a inclinacdo da reta, ou seja, seu coeficiente angular é
equivalente a tangente do angulo que a reta forma com o eixo horizontal no sentido
anti-horario. E ilustramos com o uso do software Geogebra alguns casos
particulares, por exemplo, quando a reta é paralela ao eixo horizontal e quando a
reta é vertical ao eixo horizontal do plano cartesiano.

Ainda, utilizando o Geogebra e algumas ilustracdes na lousa, denotamos com
a participacdo de alguns discentes, os quais se lembraram das relacbes
trigonométricas, que se 0° < a < 90° entdo tg(a) > 0, ou seja, o coeficiente da reta
€ positivo e logo € uma reta crescente e se 90° < a < 180° entdo tg(a) < 0 assim o
coeficiente angular da reta é negativo e consequentemente a reta é decrescente. E
para fixacdo dos conceitos expomos algumas situagbes exemplo que foram
resolvidas em conjunto com os discentes.

Por conseguinte, denotamos aos alunos que podemos calcular o coeficiente
angular de uma reta utilizando as coordenadas de dois de seus pontos. Para tal,
desenhamos um sistema cartesiano na lousa e nesse determinamos dois pontos

quaisquer e tracamos uma reta. Entdo no ponto de coordenada vertical inferior
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tracamos uma reta que é paralela ao eixo horizontal e tragamos a reta que passa
pelo outro ponto e é paralela ao eixo vertical, sendo que estas duas se encontram
em um terceiro ponto e sdo perpendiculares.

Assim denotamos que a figura formada pelos trés pontos € um triangulo
retdngulo e que podemos utilizar as relagbes trigpnométricas para obter o valor da
inclinagdo da reta, visto que, o valor de cada cateto do triangulo é equivalente a

variacdo das medidas no eixo vertical e horizontal e assim podemos calcular o valor

da inclinagédo pela expressdo m = tg(a) = % Vale ressaltar que neste momento
1—40

realizamos os célculos em dois casos, 0° < a < 90° e 90° < a < 180°, e denotamos
gue a expressao anterior vale para ambos.

Em sequéncia propomos algumas situacdes-problema envolvendo o0s
conceitos abordados, nos quais notamos que alguns discentes possuem dificuldades
em interpretar o sistema cartesiano e para ajuda-los retomamos alguns dos
exemplos expostos anteriormente. Além disso, fomos surpreendidos por alguns
discentes que conseguiram realizar os exercicios utilizando-se de outros raciocinios,
por exemplo, simetria. Posteriormente realizamos a corre¢cdo dos exercicios na
lousa.

Na sequéncia, utilizando a relacdo entre a tangente e a inclinacdo da reta,
introduzimos a equacdo da reta como sendo y —y, = m(x —x,) e para fixacado
expomos alguns exemplos na lousa. Ainda, apresentamos outras duas formas de
representacdo, a equacdo geral da reta e a equacdo reduzida, expondo suas
caracteristicas e ilustrando com alguns exemplos na lousa. Além disso, expomos
alguns exemplos no Geogebra para facilitar a visualizacdo das alteragbes no gréafico
conforme se altera os coeficientes.

Entdo propomos aos discentes algumas situacdes-problema envolvendo o
conteudo abordado, nos quais os discentes apresentaram duvidas principalmente
quanto a interpretacdo dos enunciados, pois algumas palavras/conceitos como
simétrico ndo eram de seu conhecimento. E posteriormente corrigimos os problemas
na lousa com o auxilio dos alunos.

Por fim, retomamos o mapa da cidade de Cascavel-Parana no intuito de
abordar as posicdes relativas entre duas retas. Para tal fizemos os seguintes
guestionamentos aos discentes “O mapa apresenta ruas que ndo se cruzam

comparando duas a duas? E apresenta ruas que se cruzam em algum ponto? E
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coincidentes?”. Com isto, conseguimos que os discentes percebessem que duas
retas podem ser paralelas, concorrentes, perpendiculares ou coincidentes.

Ainda, apresentamos a expressao que permite calcular a distancia de um
ponto até a uma reta e expomos alguns exemplos na lousa. Entdo propomos

algumas situagBes—problema, as quais nao foram possiveis de finalizar em sala.
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2.5.3 Plano de aula —-28.09.2019

Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Goncalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgao:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriacdo dos conceitos da equacéao geral
e reduzida da circunferéncia e as posicdes relativas entre ponto, reta e
circunferéncia.
Objetivos Especificos: Ao se trabalhar com as férmulas da circunferéncia e as
posicdes relativas, espera-se que 0s alunos sejam capazes:

e Determinar a equacao geral e reduzida da circunferéncia;

Diferenciar as posicdes relativas entre ponto, reta e circunferéncia;

Associar as posic¢des relativas com os conceitos anteriores de trigopnometria;

Resolver problemas com as equacg0des reduzida e geral da circunferéncia;

Resolvam problemas que envolvam posic¢oes relativas.

Contetdo: Equacdo geral e reduzida da circunferéncia, posicOes relativas
envolvendo ponto, circunferéncia e reta.

Recursos Didaticos: quadro, giz, folhas quadriculadas e multimidia.
Encaminhamento metodologico:

ETAPA 1 (40 minutos)

Nesta etapa pretendemos abordar as formulas da equacdo geral e reduzida
da circunferéncia. Para tal, explicaremos que a circunferéncia (4) € uma figura
geométrica plana com forma circular formada por um conjunto de pontos
equidistantes de um ponto central. A distdncia do centro a qualquer ponto da

circunferéncia € determinada pelo tamanho da medida do raio (7).
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Figura 8: Circunferéncia

Fonte: acervo dos autores
Seja um ponto € centro da circunferéncia (1) e uma medida r # 0, chamada

raio, temos que P € 1 & CP =r, ou seja, 0S pontos pertencentes a circunferéncia

distam a mesma medida r de seu centro C.

Figura 9: Distancia do centro a um ponto da circunferéncia

Fonte: acervo dos autores
Em seguida, com o auxilio da figura abaixo, denotaremos que, dada uma

circunferéncia com centro C(a,b) e raio r. Se um ponto P(x,y) pertence a
circunferéncia, entdo a seguinte expressao para distancia entre os pontos P e C:
(x—a)*+ (y—b)* =r?
A,

]

a .

>

Figura 10: Expresséo para distancia
Fonte: brasilescola.uol.com.br/matemética/
Que, por sua vez, é a formula da equacao reduzida da circunferéncia e que

permite determinar os elementos essenciais para a construgao da circunferéncia: as
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coordenadas do centro e o raio. Quando o centro da circunferéncia estiver na origem
C = (0,0), a equacéo da circunferéncia sera x? + y? = r2.
Se desenvolvermos a equacédo reduzida, obtemos a equacao:
(x—a)?+ @y —-b)?=r?
(x? —2ax+a®)+ (y?2 = 2by+b?) —1r2=0
x%+y%—2ax—2by+ (a®*+b*—1r3) =0
que é a férmula da equacgéo geral ou normal da circunferéncia.

Denotaremos que €é muito comum na que as circunferéncias sejam
representadas por sua equacdo geral, como, por exemplo, a circunferéncia x? +
y? —2x + 4y — 4 = 0. Isto, a primeira vista, ndo nos permite identificar nem o centro
nem o raio da circunferéncia em questdo. Mas existem métodos de se obter a
equacao reduzida a partir da geral e apresentaremos duas formas, conforme segue:

e Método de completar os quadrados

Iremos expor que nesse método, o objetivo € obter os quadrados perfeitos
(x —a)? e (y — b)? a partir das informacdes apresentadas na equacio geral. Para
exemplificar tomaremos a equacgdo x? + y? — 2x + 4y — 4 = 0:

» Vamos agrupar na equacao geral os termos em x e 0s termos em y, isolando

no outro membro o termo independente, conforme segue:
x2—2x+—+y*+4y+—=4+—+—

» Somaremos a ambos o0s termos da equacao valores convenientes, de modo
que os termos em x e 0s termos em y se transformem, cada qual, em um
qguadrado perfeito. Como o nimero que completa o quadro perfeito em x e em
y € o0 quadrado da metade do coeficiente que o0s acompanha
respectivamente, ou seja, para x é o quadrado da metade de —2 que é
(-1)2=1 e para y é o quadrado da metade de 4 que é 22 = 4. Assim
somando 1 e 4 em ambos 0s membros temos:

x2—2x+1+y*+4y+4=4+1+4
x—-1D*+(W+2)?2=9

> Assim temos a seguinte equacdo reduzida (x — 1) + (y + 2)? =32, que

representa uma circunferéncia de centro C = (1,—2) e raio 3.
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> Observaremos ainda que se os coeficientes de x2 e y? ndo forem iguais a 1
basta dividir toda equacdo por um numero conveniente de forma que se
tornem 1.

e Método da comparacéo
Iremos expor que neste método devemos comparar os coeficientes dos

termos das duas equacfes — a equacdo geral teodrica e a equacdo geral dada.
Tomando o mesmo exemplo anterior temos:
x?+y?—2ax—2by+(@®>+b%2—1r2)=x?>+y> —2x+4y—4
Dessa forma segue que:
—2ax —2by + (a®? + b2 —712) = =2x + 4y + (—4)

—2ax =—-2x-»>a=1
—2by =4y > b =-2
a?+b?—1r2=-4-512+(-2)°-r’?=—4->7r2=9->57r=3

E portanto, o centro da circunferéncia é C = (1,—2) eoraio é r = 3.

ETAPA 2 (30 minutos)

Nesta etapa pretendemos propor algumas situacdes-problema em relacdo ao
conteudo ja abordado.
1. Sobre um sistema cartesiano considera-se uma malha formada por

circunferéncias de raios com medidas dadas por numeros naturais e por 12

. . . ~ T
semirretas com extremidades na origem, separadas por angulos de grad conforme

a figura.
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Suponha que os objetos se desloquem apenas pelas semirretas e pelas
circunferéncias dessa malha, ndo podendo passar pela origem (0,0).
Considere o valor de = com aproximacéao de, pelo menos, uma casa decimal.

Para realizar o percurso mais curto possivel ao longo da malha, do ponto B

até o ponto A, um objeto deve percorrer uma distancia igual a:
(2.(m).1)

a) ~——+8
b) (2-(:)-2) 16
C) (2.(73t).3) 44
d) (2.(73t).4) +2
e) D24y
Resolucéao:

Esperamos que os alunos observem que se fosse possivel passar pela
origem o menor caminho seria 0 determinado pelas semirretas de origem em A e B
até a origem do sistema, pois a menor distancia entre dois pontos € uma reta.

Mas, como ndo podemos passar pela origem, esperamos que notem que
cada uma das semirretas de uma circunferéncia a outra tem medida igual 1. E que
conforme o raio da circunferéncia aumenta a medida de comprimento do arco

também aumenta, visto que [ = a X r. Logo, a circunferéncia de raio r =1 tem o

. . . /i
arco de menor medida, no caso, pelo enunciado, tem 12 arcos de comprimento =

Assim basta tomarmos a semirreta de origem em B até a circunferéncia de
raio r = 1, percorrer 4 arcos desta circunferéncia e tomar a semirreta de origem na
circunferéncia de raio r = 1 até o ponto A.

Ou seja, iremos percorrer 8 semirretas de medida 1 e 4 arcos de comprimento
s
- somando temos:

4xﬂ+8—2n+8
6 3

Que pode ser escrito como:
2XmXx1

8
3 +
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2. Considere as circunferéncias:
Ci:x>—10x+y?2—8y+32=0
Cy: x?—16x+y?>—14y+104=0
E correto afirmar que:

01. Sao circunferéncias concéntricas.

02. A circunferénciaC;tem centro em (5, 4) e C, em (8,7).

04. A circunferéncia C, tem raio igual a 4 unidades.
08. As circunferéncias interceptam-se nos pontos (5,7) e (8, 4).
Resolucao:
Esperamos que os discentes comparem as equacglOes gerais dadas com a
tedrica para obter o centro e raio das circunferéncias, conforme segue:
e Para(Cyq:
x? +y?% —2ax — 2by + (a* + b* —r?) = x* — 10x + y* — 8y + 32
—2ax =-10x - a =5
—2by=-8y->b=4%
a?+b*—12=32->-12=32-25-16=-9->r=/9=3
e Para(C,:
x% +y? —2ax — 2by + (a® + b?> —1?) = x? — 16x + y? — 14y + 104

—2ax = —-16x ->a =8
—2by=-14y->b =7

a?+b?—12=104>-1r2=104—64—49= -9 >r =9 =3
Logo suas equac¢des na forma reduzida séo:

{Clz(X—5)2+(y—4)2=9
C,=(x—-8)?2*+(x—-7)?=9

Analisando as informacdes temos que ndo sdo concéntricas, mas tem mesmo
raio. E os centros sdo C; = (5,4) e C, = (8,7).

Denotaremos que podemos, também, verificar a intersecdo resolvendo o
seguinte sistema:

2 _ 2 _ —
{x 10x +y“—8y+32=0 y = —x +12

X2 —16x+y2—14y +104=0

x2—10x + (—x+12)2—8(—x+12)+32=0

x?—10x +x2 —24x+144+8x—-96+32=0
2x%2—26x+80=0
x2—-13x+40=0
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xy=5ex,=8
Disso segue que:
y1=-5+12=7
y,=—-8+12=4
Portanto as circunferéncias se interceptam em (5,7) e (8,4). Logo a soma das

respostas € 2 + 8 = 10.

3. Um arquiteto deseja desenhar a fachada de uma casa e, para isto, utiliza um
programa de computador. Na constru¢do do desenho, tal programa considera o
plano cartesiano e traca curvas a partir de suas equacdes. Na fachada, a janela tem
a forma do retangulo MNPQ encimado pela semicircunferéncia PRQ, conforme

mostra a figura:

¥ (em) 4

0 " {cm)

Para desenhar a janela o arquiteto precisa da equacao da semicircunferéncia
PRQ. Sabe-se que 0 segmento MN € paralelo ao eixo Ox e tem comprimento igual a

2 cm, que MQ tem comprimento igual a 1 cm e que o ponto M tem coordenadas

(4, g). Uma possivel equacéo da semicircunferéncia é dada por:
a) y==—J/0—- -5
b) y =2+ /(A + (x—5)%)
0 y=3+J/0- G52

d) y =2+/(1—(x—-5)?)

&) y=2+/0A+(x-5?)
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Resolucéao:
Esperamos que os discentes tomem o ponto médio S entre PQ, entdo
PS =1 =QS, pois 2 = MN = PQ. Temos que a abscissa de Q é igual a de M que ¢é 4

e como MQ =1 e a ordenada de M é ; segue que a ordenada de Q é 1 +2 = g

Ainda, a abscissa do ponto médio S é 4 + 1 = 5e sua ordenada ¢€ igual a de Q, ou
seja, equivale a g
Como S é o centro da circunferéncia que é dada pelas coordenadas (5,2) eo

raio r = 1. Desse modo, aplicando as informacfes na equacdo reduzida da

circunferéncia, obtemos:
2

(=502 + —5) =12

2
52
(r-3) =1-@-or
5
y—2= [T=G-57

5
y=§+ 1—(x—05)2

Portanto a alternativa correta € a letra d).

ETAPA 3 (60 minutos)

Nesta etapa, pretendemos analisar com os alunos as distancias entre um
ponto e o centro C da circunferéncia. Para estudar essas posicOes relativas,
determinaremos uma circunferéncia 1 de centro C(X,,Y,) e raio r. Iremos expor trés
situacgdes relativas ao posicionamento, detalhadas a seguir.

e Ponto Pinterno a circunferéncia:

Quando a distancia do ponto P até o centro € menor que 0 raio da

circunferéncia;

Fonte: brasilescola.uol.com.br/matematica/



https://brasilescola.uol.com.br/matematica/
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e Ponto P externo a circunferéncia:

Quando a distancia do ponto P até o centro € maior que O raio da
circunferéncia;

Fonte: brasilescola.uol.com.br/matematica/

e Ponto P pertence a circunferéncia:

Quando a distancia do ponto P até o centro é igual ao raio.

Fonte: brasilescola.uol.com.br/matematica/

Em seguida, apresentaremos uma situacao-problema e a solucionaremos
com 0s conceitos apresentados.
Exemplo:
1. O ponto P(3,b) pertence a circunferéncia de centro no ponto €(0,3) e raio 5.
Calcule o valor da coordenada b.
Resolucéao:

Esperamos que os discentes utilizem a equacao reduzida de circunferéncia e

as informacdes do enunciado de modo a obter:

(x—0)2+(y—-3)2=52>x2+(y—-3)2=25


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/
https://brasilescola.uol.com.br/matematica/
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Sabendo que o ponto P pertence a circunferéncia, temos que:
32+ (b —3)% =52
9+ (b—3)2=25
(b—3)2=16
b—3=4+4
b=7eb,=-1

ETAPA 4 (30 minutos)

Nesta etapa pretendemos propor algumas situacdes-problema envolvendo os
conceitos abordados.
Exercicios
1. A manchete demonstra que o transporte de grandes cargas representa cada vez
mais preocupacao quando feito em vias urbanas.

CAMINHAO ENTALA EM VIADUTO NO CENTRO

Um caminhao de grande porte entalou embaixo do viaduto no cruzamento das
avenidas Borges de Medeiros e Loureiro da Silva no sentido Centro-Bairro, préximo
a Ponte de Pedra, na capital. Esse veiculo vinha de Sdo Paulo para Porto Alegre e

transportava trés grandes tubos, conforme ilustrado na foto.

Considere que o raio externo de cada cano da imagem seja 0,60 m e que eles
estejam em cima de uma carroceria cuja parte superior esta a 1,30 m do solo. O

desenho representa a vista traseira do empilhamento dos canos.
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A margem de seguranca recomendada para que um veiculo passe sob um
viaduto é que a altura total do veiculo com a carga seja, no minimo, 0,50 m menor

do que a altura do vao do viaduto.

1
Considere 1,7 como aproximacédo para 3z. Qual deveria ser a altura minima do

viaduto, em metro, para que esse caminhao pudesse passar com seguranca sob seu

vao?

a) 282
b) 3,52
C) 3,7
d) 4,02
e) 4,2
Resolucao

Esperamos que os discentes visualizem um triangulo equilatero entre os
centros das circunferéncias dos canos. O lado do triangulo equilatero mede o dobro
do raio, isto €, diametro da circunferéncia, que no caso é 2 x 0,6 = 1,2.

E que lembrem que, pelo Teorema de Pitdgoras, a altura de um triangulo

equilatero é dado por:

£ X3
h = V3

Logo,

1,7
h=1,2 X-E?-= 0,6 x1,7=1,02

E por fim notem que a altura do viaduto € uma soma entre: altura do triangulo
somada ao diametro do cano mais a distancia da carroceria ao solo e a margem de
seguranca, isto

hyigauto = 1,02+ 1,2+ 1,3+ 0,5 = 4,02m
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2. Em um sistema de dutos, trés canos iguais, de raio externo 30 cm, sao soldados
entre si e colocados dentro de um cano de raio maior, de medida R. Para
posteriormente ter facil manutencéo, € necessario haver uma distancia de 10 cm
entre 0s canos soldados e o cano de raio maior. Essa distancia é garantida por um

espacador de metal, conforme a figura:

Utilize 1,7 como aproximacao para /3. O valor de R, em centimetros, é igual a:

a) 64
b) 65,5
C) 74
d) 81
e) 91
Resolucao

Esperamos que os discentes observem que os centros dos 3 menores
formam um tridngulo equilatero cujo centro coincide com o centro da circunferéncia

maior. E como queremos calcular o raio R da circunferéncia maior, temos que:

espagcamento de manutengio + raio do cano menor + distancia do centro da circunferéncia maior a menor

R=10+30+d

s - 2
Logo, esperamos que encontrem o valor d, que € igual a 3 da altura do
triangulo equilatero, pois como todos os angulos internos desse triangulo sédo de 60°
. . . 2 ~
temos que o ponto de encontro das bissetrizes dista 3 da altura em relacdo a cada

vértice, segue que:
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d = 34cm
Logo R = 10 + 30 + 34 = 74cm. Portanto a alternativa correta é representada
por ¢).
~ . A . 3 3
3. Sao dados: uma circunferéncia de centro C = (5,1) um ponto T = (E'_l) que

pertence a circunferéncia. Qual é a equacédo dessa circunferéncia?
Resolucao
Esperamos que os discentes tomem as informacdes do enunciado e

escrevam a equacao reduzida da circunferéncia, conforme segue:
2

3
(r=3) +O-D7=r
Tendo, também, a informacdo que o ponto T = (%,—1) pertence a

circunferéncia. Entdo, podem substitui-lo na equacao para calcular o valor do
raio, conforme segue:

G-I rermmen

(-2)? =72

r:=4

2
Portanto, a equagdao reduzida da circunferéncia é (x - %) + (y — 1) = 4.

Etapa 5 (40 minutos)
Nesta etapa pretendemos abordar as posic¢des relativas entre circunferéncia e
reta. Para tal, entregaremos aos alunos folhas quadriculadas e expondo o seguinte

questionario na multimidia:

1. Desenhe as trés possibilidades de posi¢do entre circunferéncia e reta,

2. O numero de intersecdes das retas com o circulo definiria um critério para
determinar qual posicao relativa existe entre uma reta e um circulo?

3. Para determinar os pontos comuns ao circulo e a reta, algebricamente, o que

teria que ser resolvido?
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Em seguida, com o auxilio do Geogebra, mostraremos aos alunos as

posicoes relativas entre reta e circunferéncia, com 0s seguintes passos:

e Vamos plotar o grafico da circunferéncia A: x2 +y2 = 8 e criar uma barra
deslizante;

e No campo de entrada de dados do GeoGebra, vamos digitar a equacao
sty = x + ¢,

e Movimentaremos a barra e observar a posicdo da reta s em relacdo a
circunferéncia A.

e Indagaremos os alunos acerca do que eles observam;

e Habilitando o rastro, validaremos essas observagoes.

Afirmaremos que conforme foi mostrado, existem retas que tocam a
circunferéncia em dois pontos, retas que tocam a circunferéncia em apenas um
ponto e outras que nao interceptam a circunferéncia em ponto algum.

Quando nao existe nenhum ponto em comum entre reta e circunferéncia,
denominamos esta reta de exterior. Se ha4 um ponto em comum entre reta e
circunferéncia, denominados esta reta de tangente. Por fim, se a reta intercepta em
dois pontos na circunferéncia, denominamos esta reta de secante.

Para finalizarmos, voltando ao Geogebra, mostraremos novamente as
posicdes relativas, em seguida, pediremos aos alunos que generalizem, isto €,
guando podemos afirmar que uma reta € exterior, secante ou tangente a uma
circunferéncia.

Esperamos que relacionem a distancia da reta e o raio da circunferéncia,

obtendo assim:
e r é exterior quando d(C, s) > raio;
e r é secante quando d(C, s) =raio;

e r é tangente quando d(C, s) < raio.

Por conseguinte, proporemos aos alunos alguma situagdes-problema,

conforme o conteudo abordado.
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Exercicios

1. Um emblema de uma bandeira de uma escola de samba é uma figura geométrica
definida por x2 + y?-6x-6y + 9 < 0 quando projetada em um plano cartesiano com
x e y dados em metros. Esse emblema sera pintado em duas cores separadas pela
reta y = x. A regido acima da reta sera pintada de verde, e a regido abaixo seri
pintada de rosa. Considerando que a escola de samba pretende confeccionar 100
dessas bandeiras e que uma lata de tinta cobre 4 m? do emblema, determine a

quantidade minima de latas de tinta rosa a serem utilizadas. Adote = = 3,14.

a) 225
b) 320
C) 354
d) 450
e) 500
Resolucao

Esperamos que os discentes transformem a equacdo geral x? + y2- 6x- 6y +
9< 0 dada no enunciado na equagao reduzida, utilizando um dos métodos
apresentados anteriormente, por exemplo:

x?+y?—2ax—2by+ (a®*+b?>—1r?)=x?>+y2—6x—6y +9

—2ax =—-6x ->a=3
—2by =—6y - b =3
a?+b*—1r*=9-5—1r2=9-9-959r2=957r=3

Logo, temos a equacao reduzida:
(x—3)2+(y—3)2<32
Comoocentroé C =(3,3)eoraior=3. Aretay =x contétm o centro C e a

area pintada de rosa € metade da area da circunferéncia temos:

nr?
A= T = 14-,13 mz

Como sdo 100 bandeiras, a area total é 14,13 x 100 = 1413 m? e como cada

lata cobre 4 m? pela regra da proporcionalidade temos:

4 1
1413 x
1413

x = —— = 353,25

4
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x = 354 latas

Logo a alternativa correta esta representada por c).

2. Considere a circunferéncia inscrita no triangulo equilatero, conforme mostra a
figura a sequir:

A equacdo da circunferéncia é:
a x*+@-1*=1

0w el-2 =3

c) x2+(y

d) 22+(y-2) =2
e) x? + (
Resolucao
Esperamos que os discentes notem que o centro da circunferéncia é o
incentro do triangulo PQR. Como o triangulo PCO é retangulo, temos que:
tan(30)= 2 = co =

3 . . A . ,
Portanto, como CO = ‘/3—— e a abscissa do centro da circunferéncia € x =0 a

equacao da circunferéncia é:
2

er(y-2) -2
3 3
Por fim iremos propor os seguintes problemas extraclasse:
1. Os pontos de intersecao do circulo de equacéo (x — 4)2 + (y — 3)2 = 25 com 0s
eixos coordenados sao vértices de um triangulo. A area desse triangulo é:
a) 22.
b) 24.
c) 25.
d) 26.
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e) 28
2. Dada a circunferéncia de equacdo x* + y? — 6x — 10y + 30 = 0, seja P seu ponto de
ordenada maxima. A soma das coordenadas de P e:
a) 10
b) 10,5
c) 11
d) 11,5
e) 1
3. A distancia entre o centro da circunferéncia de equacdo (x — 2)°+ (y +5)°=9 e a
reta de equacdo 2y +5x=0¢
a) -5
b) O
c) 2
d) 5
e) 9
4. Considere as equacdes das circunferéncias
Cuxl—2x+y*—2y=0
CoX?—4x+y*—4y=0
cujos graficos estado representados abaixo:

A &rea da regido hachurada é:

a) 37 unidades de area.

b) P unidades de area.
c) 97 unidades de area.

d) 67 unidades de area.
w

e) 2 unidades de area.



189

5. Dada a figura abaixo cujas medidas estéo expressas em centimetros,

A,
N

2

E as proposicoes:
| — é uma circunferéncia de diametro 2 cm.
Il — é uma circunferéncia de area 47Tcmz.
[Il — é uma circunferéncia de equacao x2 + y2 = 4,
Considerando as proposi¢cdes apresentadas, assinale a alternativa correta:
a) Apenas as proposicoes | e lll sdo verdadeiras.
b) Apenas as proposicoes | e Il séo verdadeiras.
c) Apenas a proposicao Il € verdadeira.
d) Apenas as proposicoes Il e lll sdo verdadeiras.
e) Apenas a proposicao Il é verdadeira.
6. Durante uma aula de Matematica, o professor sugere aos alunos que seja fixado

um sistema de coordenadas cartesianas (X, y) e representa na lousa a descricdo de

cinco conjuntos algébricos, 1, 11, 1, IV e V, como se segue:
I - é a circunferéncia de equagao x? + y? = 9;
Il — é a pardbola de equacdo y =-x?-1, com x variando de -1 a 1;

Il — é o quadrado formado pelos vértices (-2, 1), (-1, 1), (-1, 2) e (-2, 2);
IV — é o quadrado formado pelos vértices (1, 1), (2, 1), (2, 2) e (1, 2);

V — é o ponto (0, 0).

Qual destas figuras foi desenhada pelo professor?
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2.5.3.1 Relatorio —28.09.2019

No sabado, dia 28 de Setembro de 2019, tivemos a oportunidade de realizar
0 sétimo encontro do Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da
Rede Publica de Ensino em Universidades Publicas: Um Enfoque a Area de
Matematica — Promat, no periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do
Parana - Unioeste. No dia em questdo, foram desenvolvidas atividades com o
objetivo de trabalhar com Geometria Analitica, especificamente o0s conceitos
de equacao geral e reduzida da circunferéncia e as posi¢des relativas entre ponto,
reta e circunferéncia.

Iniciamos a aula fazendo as corre¢Bes dos exercicios que haviam ficado para
0s estudantes no encontro anterior e sanando as possiveis davidas que restavam.
Em seguida retomamos com os alunos a definicdo de circunferéncia, e explicamos a
distancia entre ponto e circunferéncia definiu que do centro da circunferéncia até a
borda dela temos como medida o raio. Com o auxilio de uma imagem projetada
relembramos o conceito da distancia entre pontos e que essa relacdo também pode
ser usada na circunferéncia.

Em seguida, apresentamos a equacédo reduzida da circunferéncia, utilizando
da expressao da distancia chegamos a equacdo reduzida, aproveitando dessa
expressdo encontramos a equagdo geral da circunferéncia, ao definirmos
apresentamos um exemplo para melhor fixacdo. Ao final do exemplo apresentamos
aos alunos gue ha outras formas de obter a equacéao reduzida utilizando a equacao
geral, esses métodos foram o de completar quadrado e o método de comparacéo,
ao expormos e exemplificamos os dois métodos os alunos relataram que completar
quadrado € mais facil que o de comparagao.

Na sequéncia entregamos o material do aluno e solicitamos que eles
fizessem os trés primeiros exercicios da lista, passamos nas carteiras para auxiliar
0s estudantes na resolugdo, o circularmos verificamos que no primeiro exercicio
pensaram que havia possibilidade de o caminho ser uma reta, isso por néo terem
interpretado o problema, no segundo exercicio demoraram a perceber que deveriam
usar apenas a equagao reduzida, dado alguns minutos fizemos as corre¢cdes no
quadro e reforcamos alguns pontos que haviamos percebido, como por exemplo, as

dificuldades citadas anteriormente.
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Posteriormente, analisamos com os alunos os conceitos de distancia de um
ponto e centro da circunferéncia, utilizamos um exemplo para fixar o conceito, e por
restar pouco tempo explicamos o ultimo conteldo da aula, utilizando o Geogebra
explicamos as posicoes relativas entre circunferéncia e reta, mostramos que existem
retas que tocam a circunferéncia em um Unico ponto, existem retas que interceptam
a circunferéncia em dois pontos, e retas que nao tocam em nenhum ponto.

Por conseguinte, pedimos que o0s estudantes fizessem o0s exercicios
restantes da lista, depois de alguns minutos fizemos a correcdo de mais dois
exercicios no quadro e como j4 estava acabando a aula informamos que na proxima

aula fariamos as demais correcoes.
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2.6 M6dulo 4 — Estatistica e Probabilidade
2.6.1 Plano de aula-05.10.2019

Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Gongalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgéo:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriacdo dos conceitos de medidas
centrais e do Principio Fundamental da Contagem.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com o conceito do principio fundamental da contagem,
espera-se que 0s alunos:
e Diferenciar média, moda e mediana;
e Resolver problemas que envolvam os conceitos de medidas centrais;
¢ ldentificar situacdes que envolvem PFC;
e Estabelecer as restricbes nos problemas que utilizam PFC;
e Utilizar a notacgéao fatorial;
e Analisar e definir os casos dos problemas que envolvem PFC;
e Resolver problemas pelo principio aditivo e o PFC,;

e Compreender e resolver problemas pela possibilidade complementar.

Conteudo: Medidas de tendéncia central e principio fundamental da contagem.
Recursos Didaticos: quadro, giz e folhas A4.
Encaminhamento metodologico:
ETAPA 1 (30 minutos)

Nesta etapa pretendemos retomar o conceito de amostra e populacdo para
explorar os conceitos de média, moda e mediana. Para tal retomaremos a situacao

apresentada na primeira aula a respeito da “TV digital”:
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Situacao 1.

A tecnologia da TV digital garante acentuada melhoria na qualidade da
imagem e do som, permite a transmissao simultanea de programas diferentes em
um unico sinal e a participacdo ativa do telespectador. Aléem disso, possibilita
sintonizar as emissoras em aparelhos celulares e em automéveis. Essas qualidades,
principalmente a interatividade, estimulam a mudanga de comportamento do
telespectador, até entdo quase totalmente passivo.

Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica — IBGE e da
Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios — PNAD, em 2011, 96,9% dos
domicilios brasileiros tinham acesso a televisédo, conforme o seguinte grafico:

Distribuicdo dos domicilios brasileiros segundo a
existénciade TV

97%
ESem TV
Com TV

3%

A partir desses dados iremos indagar aos discentes “Qual é o
universo\conjunto\populagéo estudado (a)? E qual € a amostra analisada?”. Com
esta pergunta, esperamos que os discentes respondam que na pesquisa realizada
os domicilios brasileiros formam uma populacdo\universo de estudo enquanto os
domicilios pesquisados formam uma amostra dessa populacdo. E ressaltaremos
que, em geral, se analisam amostras para estabelecer inferéncias estatisticas, dado
que nem sempre € possivel ou viavel analisar toda a populagéo.

Também, definiremos na lousa os conceitos abordados conforme abaixo:
Definicao

Uma populacdo é um conjunto de elementos que tém pelo menos uma

caracteristica em comum.

Definicao
Uma amostra € um subconjunto finito formado por elementos extraidos de

uma populacao.
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Feito isto, indagaremos aos discentes sobre as medidas de tendéncia central
que podem ser utilizadas em estatistica, no intuito de que se lembrem dos conceitos
de moda, média e mediana, entdo apresentaremos a definicdo formal dos conceitos,
conforme segue.

Média

A média x € o valor obtido pelo quociente da soma dos elementos de um
conjunto de dados pela quantia total de elementos. Ou seja, se X = {x1,x;, ..., Xp}
entdo ¥ = 2 n

n
Moda

A moda representa o valor mais frequente de um conjunto de dados, em caso
de haver mais de um valor adicionasse prefixos bi, tri, etc, ou seja, bimodal, trimodal,
etc.

Mediana

A mediana representa a posi¢cao do valor central de um conjunto de dados
ordenado, se o numero de elementos do conjunto for par deve-se tomar a média
entre os dois elementos da posicéo central.

Posteriormente apresentaremos trés situagcdes-problema para diferenciar o
uso de cada um dos conceitos apresentados, conforme segue.

Situacéo 1.

Uma instituicdo de ensino interessada em avaliar o nivel de conhecimento de
seus alunos que prestariam o vestibular decidiu realizar um simulado e obteve como
resultado {10, 10,10,10,9,9,5,5,5,4,4,3,3,2,1}, sendo os resultados iguais ou

superiores a 6 satisfatorios e inferiores a 6 insatisfatorios.

Resolucéo
Denotaremos que tomando a média dos elementos do conjunto de dados
obtemos que:

1O+1O+1O+1O+9+9+5+5+5+4+4+3+3+2+1_90_6
15 15
ou seja, tomando a média temos que 0s alunos obtiveram um resultado mediano.

X =

Agora tomando a mediana que é o valor central do conjunto de dados temos
que:
Med =5
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ou seja, pela mediana os alunos obtiveram um resultado inferior a média e
insatisfatorio.
E pela moda teriamos que:
Mod = 10
ou seja, tomando a moda teriamos que o0s alunos obtiveram um resultado excelente.
Por fim, concluiremos que neste caso a medida mais aceitavel seria a
mediana dado que no conjunto de dados temos 6 valores elevados que alteram o
valor da média induzindo a pensar que os resultados foram satisfatérios, sendo que
na verdade a maioria dos resultados foi insatisfatorio.
Ent&o iremos expor que:
e A média deve ser utiliza quando os valores do conjunto de dados né&o
apresentam grande discrepancia entre si;
e A mediana deve ser utilizada quando houver grande discrepancia entre os
valores do conjunto de dados;
e E a moda deve ser utilizada quando houver uma caracteristica nos elementos

do conjunto de dados que se sobressaia em relacdo as demais.

ETAPA 2 (30 minutos)

Nesta etapa pretendemos propor algumas situacdes-problema envolvendo os
conceitos abordados.
Exercicios:
1. O grafico apresenta o comportamento de emprego formal surgido, segundo o
CAGED, no periodo de janeiro de 2010 a outubro de 2010.

400.000 | glg
300.000 S e T
. 0. 8044
200.000 (84419 200 426 312,057 L~
100,000 2=
o/

JAN FEV MAR ABR MAIO JUN JUL AGO SET OUT
2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010

Com base no gréfico, o valor da parte inteira da mediana dos empregos

formais surgidos no periodo é:

a) 212.952
b) 229.913
c) 240.621
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d) 255.496
e) 298.041

Resolucao

Esperamos que dos discentes lembrem que para calcular a mediana,
devemos escrever todos 0s numeros referentes ao comportamento de emprego

formal em ordem:

181.419; 181.719; 204.804; 209.425; 212.952; 246.875; 266.415; 298.041; 299.415; 305.068

E observem que os valores centrais dessa lista sdo: 212.952 e 246.875. Logo,

tomando a média entre eles temos:

212.952 + 246.875 _ 459.827
2 2

ed = = 229.913,05

A parte inteira desse resultado é 229.913, representado pela alternativa b).

2. A tabela a seguir mostra a evolucdo da receita bruta anual nos trés ultimos anos

de cinco microempresas (ME) que se encontram a venda.

2009 2010 201

ME (em milhares (em milhares (em milhares

de reais) de reais) de reais)

Alfinetes V 200 220 240
Balas W 200 230 200
Chocolates X 250 210 215
Pizzaria Y 230 . 230 230
Tecelagem Z 160 210 245

Um investidor deseja comprar duas das empresas listadas na tabela. Para tal,
ele calcula a média da receita bruta anual dos ultimos trés anos (de 2009 até 2011)

e escolhe as duas empresas de maior média anual.

As empresas que esse investidor decidiu comprar sao:

a) Balas W e Pizzaria Y.

b) Chocolates X e Tecelagem Z.
c) PizzariaY e Alfinetes V.

d) Pizzaria Y e Chocolates X.

e) Tecelagem Z e Alfinetes V.
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Resolucao

Esperamos que os discentes percebam que para solucionar o problema basta
calcular a média da receita bruta das empresas e selecionar as duas maiores,

conforme segue.

Alfinetes V:
200 + 220+ 240 660
= =220
3 3
Balas W:
200 + 230 + 200 630
= = 210
3 3
Chocolates X:
250 + 210 + 215 675
= = 225
3 3
Pizzaria Y:
230 + 230 + 230 690
= = 230
3 3
Tecelagem Z:
160 + 210 + 245 615
= = 205

3 3

Assim as maiores médias sdo da Pizzaria Y e Chocolates X, representado

pela alternativa d).

3. Dois alunos apostaram qual deles terminaria 0 ano com a maior media. As notas

deles foram:

1% Bimestre 2° Bimestre 3* Bimestre 4° Bimestre
Aluno 1 10,0 : 9.0 50 40
Aluno 2 6,0 6,5 7.5 8.0
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Entre as alternativas a seguir, assinale aquela que for correta.

a) O aluno 1 conseguiu a melhor média, pois possui as melhores notas iniciais.

b) O aluno 2 conseguiu a melhor média, pois manteve as notas préximas umas
das outras.

c) O aluno 1 venceu a aposta, pois sua média foi 7,0.

d) O aluno 2 venceu a aposta, pois sua média foi 7,0.

e) Nenhum aluno venceu a aposta, pois suas médias foram iguais.

Resolucao

Esperamos que os discentes percebam que basta calcular a média dos

alunos para solucionar o problema, conforme segue.

Aluno 1:

10+9+5+4 28

4 4

Aluno 2:

6+65+75+8 28
4 4
Assim concluam que ninguém venceu a aposta, pois a média de ambos é

igual e portanto a alternativa correta € representada por e).

ETAPA 3 (60 minutos)

Nesta etapa para introduzir o conceito do principio fundamental da contagem
iremos nos valer da seguinte contextualizacao:

“Frequentemente estamos interessados em contar o numero de maneiras em
gue determinadas acdes podem ser executadas. De quantas maneiras podemos nos
vestir? De quantas formas podemos viajar de uma cidade para outra? De quantas
formas podemos combinar as opcdes de comida para montar o cardapio de um
jantar? Uma maneira simples de contar é fazer uma lista com todas as
possibilidades e contd-las uma a uma. Contudo, isso é pouco eficiente e € muito
comum que o0 numero de possibilidades seja tdo grande que isso se torna até

impossivel. Por exemplo, de quantas formas podemos escolher as trés letras e os
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quatro nameros para montar uma placa de carro? Ou como calcular 0 nimero de
maneiras de preencher um cartdo da Mega sena?”

Apresentaremos 0 seguinte problema que sera resolvido com os alunos:

Jeniffer participara da promocéao de uma loja de roupas que esta dando um
vale-compra no valor de R$ 1000,00 reais. Ganhara o desafio o primeiro participante
que conseguir fazer o maior numero de combinacfes com o kit de roupa cedido pela
loja. No kit temos: seis camisetas, quatro saias e dois pares de sapato do tipo salto
alto. De quantas maneiras distintas Jeniffer podera combinar todo o vestuario que

esta no kit de roupa?

Resolucao

Denotaremos que um método simples de visualizar todas as combinacdes
possiveis é construindo uma arvore de decisdo. Considerando as seguintes agoes:
qual camiseta vestir? E qual calca vestir, apds a escolha da camiseta? A arvore de
deciséo é construida da seguinte forma:

> No primeiro nivel, chamado de raiz da arvore, ndo é tomado nenhuma

decisdo. Como h& mais camisetas, neste nivel, indicamos as escolhas para

camisetas.

> No segundo nivel, indicamos as saias possiveis para cada uma das
camisetas.

> No ultimo nivel, indicamos os sapatos possiveis para cada uma das

saias possiveis.
Obtemos por meio da arvore de decisbes 48 combinacdes, contando cada

ramo da arvore.

Explicaremos para o0s alunos que este raciocinio € generalizado para
situagcbes onde duas ou mais acdes ou escolhas precisam ser executadas,
definindo:

Se desejamos executar uma sequéncia de n acbes, onde a primeira acao
pode ser executada de m; maneiras, a segunda de m, maneiras e assim
sucessivamente, até que a n-ésima agao pode ser executada de m,, maneiras, entao

0 numero total de maneiras de executar essa sequéncia de acdes € igual ao produto

(my).(my)..... (m,,).
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A formulacdo acima é denominada de o Principio Fundamental da Contagem,
chamado muitas vezes de principio multiplicativo.
Em seguida, proporemos que o0s alunos resolvam algumas situacoes-

problema.

Exercicios
1. Digamos que vocé possui 3 camisas e 2 calgas sociais. De quantas maneiras
diferentes vocé pode se vestir (escolhendo exatamente uma das camisas e uma das

calgas)?

Resolucao

(i) escolher a camisa; (ii) escolher a calca. A acdo (i) pode ser executada de 3
maneiras diferentes e, para cada uma dessas maneiras, poderemos executar a agao
(i) de 2 maneiras diferentes. Dessa forma, o niUmero total de maneiras de executar

ambas as acdes sera 3 - 2 = 6.

2. Para montar um sanduiche em uma lanchonete, o cliente deve escolher
exatamente um tipo pao, um tipo de carne e um tipo de queijo. Sabe-se que existem
trés opcdes para o pao (baguete, pdo de forma ou péo arabe), duas op¢des para a
carne (hamburguer ou frango) e trés opc¢des para o queijo (mussarela, cheddar ou
suico). Calcule quantos sanduiches diferentes é possivel montar?
Resolucao

O cliente tera 3 decisbes. Ha 3 possibilidades para a escolha do pao e, para
cada uma delas, h4 2 possibilidades para a escolha da carne. Além disso, agora,
para cada uma dessas 2 - 3 possibilidades para escolha de péo e carne, ha ainda 3
possibilidades para a escolha do queijo. Isso totaliza (2:3)-3 = 18 maneiras de

montar o sanduiche.

3. Considere trés cidades A, B e C, de forma tal que existem trés estradas ligando A

a B e dois caminhos ligando B a C.

%

a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B?
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b) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e voltar
para A novamente, passando por B?

c) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e

depois voltar para A sem repetir estradas e novamente passando por B?
Resolucao

Esperamos que percebam que séo 6 possibilidades diferente de ir de A até C.

Como, para ir sdo 6 possibilidades, para voltar também s&o 6. Totalizando, 36
possibilidades.

Como, para ir sdo 6 possibilidades, mas apenas uma delas foi escolhida, para
nao repetir estradas na volta, resta 1 possibilidade de C para B e 2 de B para A.
Temos entdo 6-1-2 = 12 possibilidades

4. Um construtor disp8e de quatro cores (verde, amarelo, cinza e bege) para pintar
cinco casas dispostas lado a lado. Ele deseja que cada casa seja pintada com
apenas uma cor e que duas casas consecutivas ndo possuam a mesma cor. Por
exemplo, duas possibilidades diferentes de pinturas estdo indicadas abaixo:
Primeira: verde, amarelo, bege, verde, cinza; Segunda: verde, cinza, verde, bege,
cinza. Quantas séo as possibilidades?
Resolucao

Iniciando a pintura pela primeira casa, que pode ser pintada com qualquer
uma das quatro cores, seguindo para sua vizinha, que ndo podera ser pintada
apenas com a cor utilizada na primeira, e seguindo o mesmo raciocinio até a ultima

casa, temos 4-3-3-3-3 = 324 possibilidades.

Etapa 4 (45 minutos)

Comecaremos esta etapa, introduzindo a notacao fatorial. Explicaremos que
em diversas vezes em problemas matematicos, nos deparamos com produtos em
gue 0s termos sao naturais consecutivos. Para facilitar a representacédo destes
produtos, foi criada a representacao fatorial:

n',n € N

Apresentaremos 0s seguintes exemplos para entendimento:

0l=1
11=1
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31=3-2-1=6

nn=nn-1)-nn—-2)-...-3-2-1

Em seguida, proporemos o seguinte exemplo:

Exemplo

1. Newton possui 9 livros distintos, sendo 4 de Geometria, 2 de Algebra e 3 de
Andlise. O numero de maneiras pelas quais Newton pode arrumar esses livros em

uma estante, de forma que os livros de mesmo assunto permanegam juntos, é:

a)288
b)296
c)864
d)1728
e) 2130

Resolucao

Queremos com este problema, que os alunos pensem na restricdo dada pelo
enunciado e de que forma poderdo resolver com 0s conceitos e notacdo
apresentadas.

Com a ajuda dos alunos, solucionaremos no quadro o problema, explicando
gue o livro de Geometria tem 4! formas de ser organizado pelo principio fundamental
da contagem, do mesmo modo, o livro de Algebra tem 2! e o livro de Andlise tem 3!
formas de ser organizado. Pelo PFC temos que:

412131=4-3-2-1-2-1-3-2-1=1288

Obtemos 288 maneiras de organizar os livros. No entanto, pelo enunciado, os
livros de mesmo assunto devem permanecer juntos, como sédo 3 livros temos 3.
Pelo PFC concluimos que: 288-3! = 1728maneiras de organizar os livros na

estante, logo a alternativa correta é a d).
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Em seguida proporemos 0s seguintes exercicios:
Exercicios
1. Estima-se que haja, no Acre, 209 espécies de mamiferos, distribuidas conforme a

tabela a seguir.

grupos taondmicos | nomero de espacies
Artiodactilos 4
Camivoros 18
_Cetacens | 2
Quirdpbencs 103
Lagomorios 1
_Marsupiais 16
Penssodactios 1
Primatas 0
Roedones 33
Sirénios 1
Edentados 10
Total A

TAC Amazbnia, amo 1, 0" 3, daz 2003

Deseja-se realizar um estudo comparativo entre trés dessas espécies de
mamiferos — uma do grupo Cetaceos, outra do grupo Primatas e a terceira do grupo
Roedores. O namero de conjuntos distintos que podem ser formados com essas

espécies para esse estudo € igual a:

a) 1 320
b) 2 090
c) 5845
d) 6 600
e) 7 245

Resolucéo

Esperamos que os discentes notem pela tabela e pelo PFC que temos:
2-20-33 =1320 grupos

2. O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de simbolos que permite que
pessoas daltbnicas identifiguem cores. O sistema consiste na utilizacdo de simbolos
gue identificam as cores primarias (azul, amarelo e vermelho). Além disso, a
justaposicdo de dois desses simbolos permite identificar cores secundarias (como o
verde, que é o amarelo combinado com o azul). O preto e o branco séo identificados
por pequenos quadrados: o que simboliza o preto € cheio, enquanto o que simboliza

o branco é vazio. Os simbolos que representam preto e branco também podem estar
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associados aos simbolos que identificam cores, significando se estas sdo claras ou

escuras.

Folha de S&o Paulo. Disponivel em: www1.folha.uol.com.br. Acesso em: 18 fev. 2012 (adaptado).

De acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema

proposto?
a) 14
b) 18
c) 20
d 21
e) 23
Resolugéo

Esperamos que os discentes notem que para a identificacdo das cores
priméarias sdo definidas 3 cores. Juntando as cores, 2 a 2, obtemos mais 3 cores

secundarias, totalizando 6 cores. Sendo cada uma no seu tom original, clara ou
escura, obtemos 6 - 3 = 18cores. Ainda, temos as cores branco e preto, finalizando

20 cores, alternativa c).

Etapa 5 (60 minutos)

Explicaremos aos alunos que ha problemas em que ndo é possivel aplicar
diretamente o PFC e que isso acontece quando a arvore de decisdo é assimétrica,
ou seja, quando a quantidade de escolhas para uma certa acdo muda de acordo
com as acOes tomadas anteriormente. Em situagbes como a descrita, faz-se
necessario, dividir o problema em varios casos.

Para exemplificar, utilizaremos o seguinte problema:

Exemplo

1. Um artesdo de joias tem a sua disposicdo pedras brasileiras de trés cores:
vermelhas, azuis e verdes. Ele pretende produzir joias constituidas por uma liga
metalica, a partir de um molde no formato de um losango ndo quadrado com pedras
nos seus vertices, de modo que dois vértices consecutivos tenham sempre pedras
de cores diferentes. A figura ilustra uma joia, produzida por esse artesdo, cujos
vértices A, B, C e D correspondem as posi¢des ocupadas pelas pedras.
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tim)

Com base nas informacgdes fornecidas, quantas joias diferentes, nesse formato, o
artesdo podera obter?
Resolucao

Explicaremos aos alunos que deve ser considerada duas situacfes para
resolver o problema. A 12 situagao: as pedras em A e C sao de cores diferentes e a
22 situacdo: as pedras A e C sdo de mesma cor. Para a 12 situacdo, existem 3
possibilidades de escolha para A, 2 possibilidades para C e 1 possibilidade para B e

D. Obtendo pelo PFC: 3 -2 -1 -1 = 6possibilidades. Para a 22 situacdo, existem 3
possibilidades de escolha para A, 1 possibilidade para C, 2 possibilidades para B e

D, resultando em: 3 -1 -2 - 2 = 12possibilidades. Logo, o artesdo podera produzir

6 + 12 = 18 joias diferentes.

Para concluir, afirmaremos que a técnica utilizada para resolver o problema
acima € denominada de Principio Aditivo, definida como:
‘Ao dividir um problema de contagem em casos, onde dentro de cada caso
contamos o numero de solu¢des que nele se enquadram e todas as solucdes se
enquadram em exatamente um dos casos, 0 numero total de solugcdes € igual a
soma dos numeros de solugdes de cada caso.”

Em seguida, proporemos aos discentes algumas situacdes-problema.
Exercicios
1. Digamos gue vocé deseja comprar um computador, mas esta em davida sobre
gual marca, modelo e cor ira escolher. Ha apenas duas marcas, que chamaremos de
Marca A e Marca B, pelas quais vocé se interessa. A Marca A tem a disposicao trés
modelos e cada um desses pode ser comprado em quatro possiveis cores. Ja a
Marca B oferece dois modelos, tais que, para cada um, ha duas possiveis escolhas

de cor. De quantas maneiras diferentes vocé pode realizar a compra?
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Resolucao
Esperamos que os discentes observem que ha trés decisbes que devem ser
tomadas: a marca, o modelo e a cor. Porém, para cada possivel marca, modelo e

cor, a quantidade é diferente. Logo, temos duas situacbes: 12 comprar um

computador da marca A ou comprar um computador da marca B.

Se optarmos pela compra da marca A, pelo PFC temos: 3 - 4 = 12escolhas para o
modelo e cor. Se optarmos pela compra da marca B, pelo PFC temos: 2 -2 =

4escolhas para o modelo e cor. Note que, poderemos executar apenas uma Unica
situacdo, podemos entdo somar as escolhas obtendo 16 maneiras de realizar a

compra.

2. Numa cidade, cinco escolas de samba (I, II, Ill, IV e V) participaram do desfile de
Carnaval. Quatro gquesitos sdo julgados, cada um por dois jurados, que podem
atribuir somente uma dentre as notas 6, 7, 8, 9 ou 10. A campea sera a escola que
obtiver maior pontuacédo na soma de todas as notas emitidas. Em caso de empate, a
campeda serd a que alcancar a maior soma das notas atribuidas pelos jurados no
quesito Enredo e Harmonia. A tabela mostra as notas do desfile desse ano no

momento em que faltava somente a divulgacdo das notas do jurado B no quesito

Bateria.

cvme s [ |
Jurado | A B A B A B A B

E“':"'“ 6|7 |8|8)9|9|8] 55
E“T:’"“ 9 |8 |10| 9 |10]10]10 66
E’Ef"a g8 | 8|7 |8|6|7]|6 50
Esﬁ:"a o 10|10 109 |1]|10]| |es
E*‘f;"“ 6|7 |9|8|6|8|s]| |s4

Quantas configuragBes distintas das notas a serem atribuidas pelo jurado B no

quesito Bateria tornariam campea a Escola I1?
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Resolucao

Esperamos que os discentes observem que pela tabela, as escolas I, lll e V
nao poderiam ser campeas, pois hao conseguiriam atingir a média de 68 pontos. Em
caso de empate, a escola Il é a campea pelo quesito enredo. Esta mesma escola € a
camped em outros 6 casos possiveis e em cada um deles temos outras 5 possiveis
maneiras das outras escolas se colocarem. Assim, o numero total de configuracdes
€6-5-5=750.

3. Ana quer fazer duas aulas de natacdo por semana, uma de manha e a outra a
tarde. A escola de natacdo tem aulas de segunda a sabado as 9 h, 10 he 11 h e de
segunda a sexta as 17 h e 18 h. De quantas maneiras distintas Ana pode escolher o
seu horario semanal, de modo que ela ndo tenha suas aulas ho mesmo dia nem em
dias consecutivos?
Resolucao

Esperamos que os discentes observem que podemos dividir em dois casos:
1° com aula aos sdbados e 2° sem aula aos sabados. Para o primeiro caso, sdo 3
possibilidades de aulas nos sabados, 2 possibilidades de horarios e 4 possibilidades
de dias. Obtendo pelo PFC 24 possibilidades. Ja para o segundo caso, sdo 6
possibilidades de dias ndo consecutivos, 2 possibilidades de horarios manhéa/tarde.
Para manha existem 3 possibilidades de aula e para tarde existem 2 possibilidades.
Pelo PFC temos 72 possibilidades. Pelo principio aditivo, 96 possibilidades no total.
4. No Nordeste brasileiro, € comum encontrarmos pecas de artesanato constituidas
por garrafas preenchidas com areia de diferentes cores, formando desenhos. Um
artesdo deseja fazer pecas com areia de cores cinza, azul, verde e amarela,
mantendo o mesmo desenho, mas variando as cores da paisagem (casa, palmeira e
fundo). O fundo pode ser representado nas cores azul ou cinza; a casa, nas cores
azul, verde ou amarela; e a palmeira, nas cores cinza ou verde. Se o fundo ndo pode
ter a mesma cor nem da casa nem da palmeira, por uma questdo de contraste,
entdo o numero de variagfes que podem ser obtidas para a paisagem é:
a) 6

b) 7
C) 8
d) 9

e) 10
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Resolucao

Esperamos que os discentes observem que, pelo enunciado, temos 3
paisagens e 4 cores e que o fundo podera ser azul ou cinza. Para o fundo azul
temos: palmeira cinza ou verde e a casa azul ou verde, 4 possibilidades. Para o
fundo cinza temos: palmeira verde e a casa azul, verde ou amarela, 3 possibilidades.

Pelo principio aditivo, 7 variacfes que € a alternativa b).

5. O codigo de barras, contido na maior parte dos produtos industrializados, consiste
num conjunto de varias barras que podem estar preenchidas com cor escura ou nao.
Quando um leitor Optico passa sobre essas barras, a leitura de uma barra clara é
convertida no numero 0 e a de uma barra escura, no niumero 1. Observe a seguir um

exemplo simplificado de um codigo em um sistema de codigo com 20 barras.

Se o leitor Optico for passado da esquerda para a direita ira ler:
01011010111010110001

Se o leitor Optico for passado da direita para a esquerda ira ler:
10001101011101011010

No sistema de cddigo de barras, para se organizar o processo de leitura
optica de cada cddigo, deve-se levar em consideracdo que alguns codigos podem
ter leitura da esquerda para a direita igual a da direita para a esquerda, como o
codigo 00000000111100000000, no sistema descrito anteriormente. Em um sistema
de cdédigos que utilize apenas cinco barras, a quantidade de cédigos com leitura da
esquerda para a direita igual a da direita para a esquerda, desconsiderando-se todas

as barras claras ou todas as escuras, €é:

a) 14
b) 12
C) 8
d)

e) 4
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Resolucao

Como queremos que a leitura seja a mesma independente do lado, a barra
devera ser simétrica. Sabendo que o codigo de barras possui 5 barras, faz-se
necessario considerar a possibilidade de combinacdo das 3 primeiras. Cada barra é
preenchida com cor preta ou n&o, logo tem 2 possibilidades em cada barra. Para as
trés barras, obtemos 8 possibilidades. No entanto, como as barras ndo podem ser
inteiramente brancas ou escuras, subtraimos duas possibilidades, totalizando 6

possibilidades, alternativa d).

Etapa 6 (45 minutos)

Comecaremos etapa, afirmando aos alunos que muitas vezes é mais facil
contar o numero de possibilidades de algo ndo acontecer do que o numero de
possibilidades de acontecer.

Ou seja, contamos o numero de possibilidades de algo que ndo tem uma
determinada caracteristica e excluimos do total das possibilidades dadas,
denominamos de possibilidade complementar. Utilizando o exercicio abaixo
abordaremos o que foi afirmado acima.

Chamamos de palavra qualquer sequéncia finita de letras, formadas usando o
alfabeto de 26 letras. Assim, para ser considerada uma palavra, a sequéncia finita de
letras ndo precisa fazer sentido, ou seja, ndo precisa ser encontrada num dicionario
de Portugués. Por exemplo, “CASA”, “PERIPONGUE”, “TITANTNN” sao palavras.
Calcule o numero de palavras com cinco letras, que possuem (pelo menos) duas
letras consecutivas iguais.

Explicaremos aos alunos que se tentarmos contar as palavras destes tipos,
teremos que dividir em varios casos. Por exemplo, podemos considerar primeiro as
palavras em que todas as letras s&do iguais, em seguida, aquelas em que
exatamente quatro letras sao iguais, mas a quinta letra € diferente. Afirmaremos
entdo que é mais facil contar as palavras que nao possuem a caracteristica
desejada.

De fato, para a primeira letra temos 26 possibilidades e 25 possibilidades para
as demais letras. Obtemos um total de 26-25-25-25-25 = 26 - 25*palavras de
cinco letras que ndo possuem a caracteristica desejada e que é a possibilidade
complementar da desejada. Ainda, o total de palavras com cinco letras pelo PFC é
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igual 26°. Logo, o numero de palavras com a caracteristica desejada é 26° — 26 -
25% = 1725126.

Em seguida, proporemos aos discentes algumas situacdes-problema.
Exercicios
1. Para gerar a sua senha de acesso, 0 usuério de uma biblioteca deve selecionar
cinco algarismos de 0 a 9, permitindo-se repeticdes e importando a ordem em que
eles foram escolhidos. Por questdes de seguranca, senhas que nao tenham nenhum
algarismo repetido sdo consideradas invalidas. Por exemplo, as senhas 09391 e
90391 sao validas e diferentes, enquanto a senha 90381 é invalida. O numero total
de senhas vélidas que podem ser geradas € igual a:

a) 69760
b) 30240
c) 50000
d) 19760
Resolucao

A quantidade de cédigos com 5 algarismos de 0 a 9 pelo PFC é 10° =
100000. Contando os algarismos que nao sdo repetidos, obtemos pelo PFC:
10-9-8-7-6 =30240. Excluindo o valor encontrado do total obtemos 69760,

alternativa a).

2. Para diminuir o emplacamento de carros roubados, um determinado pais resolveu
fazer um cadastro nacional, no qual as placas sdo formadas com 3 letras e 4
algarismos, sendo que a 12 letra da placa determina um estado desse pais.
Considerando o alfabeto com 26 letras, o nimero MAXIMO de carros que cada
estado podera emplacar sera de;

a) 175760
b) 409500
c) 6500000
d) 6760000

e) 175760000
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Resolucao
Pelo PFC é de 6760000, pois para a primeira letra temos 1 possibilidade que
€ uma letra por estado, para a segunda e terceira temos 26 possibilidades e para

todos os numeros temos 10 possibilidades que sdo os algarismos de 0 a 9.

Por fim iremos propor os seguintes problemas extraclasse:
1. Quantos numeros de seis algarismos distintos podemos formar usando 0s
digitos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, nos quais o0 1 e 0 2 nunca ocupam posi¢cdes adjacentes

(jJuntos), mas 0 3 e 0 4 sempre ocupam posi¢cdes adjacentes?

a) 144
b) 180
c) 240
d) 288
e) 360

2. Quantas senhas com 4 algarismos diferentes podemos escrever com 0S
algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,e 9?

3. De quantas maneiras diferentes 6 amigos podem sentar em um banco para tirar

uma foto?

4. Quantas comissdes de 4 elementos podemos formar com 20 alunos de uma

turma?

5. O diretor de uma escola convidou os 280 alunos de terceiro ano a participarem de
uma brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e 6 personagens numa casa de 9
comodos; um dos personagens esconde um dos objetos em um dos cémodos da

casa. O objetivo da brincadeira € adivinhar qual objeto foi escondido por qual

personagem e em qual cdbmodo da casa o objeto foi escondido.

Todos os alunos decidiram participar. A cada vez um aluno é sorteado e da a
sua resposta. As respostas devem ser sempre distintas das anteriores, € um mesmo
aluno ndo pode ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver

correta, ele é declarado vencedor e a brincadeira é encerrada.
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O diretor sabe que algum aluno acertara a resposta porque h&a

10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

270 alunos a mais do que possiveis respostas distintas
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6. Uma empresa construird sua pagina na internet e espera atrair um publico de

aproximadamente um milh&o de clientes. Para acessar essa pagina, sera necessaria

uma senha com formato a ser definido pela empresa. Existem cinco opc¢fes de

formato oferecidas pelo programador, descritas no quadro, em que “L” e “D”

representam, respectivamente, letra maitscula e digito.

I LDDDDD
1l DDDDDD
1l LLDDDD
[\ DDDDD

v LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem como os digitos, entre os 10

possiveis, podem se repetir em qualquer das opc¢oes.

A empresa quer escolher uma opg¢édo de formato cujo niumero de senhas

distintas possiveis seja superior ao numero esperado de clientes, mas que esse

namero nao seja superior ao dobro do nimero esperado de clientes.

A opcéo que mais se adequa as condi¢cdes da empresa €
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7. Uma secretaria possui 6 camisas, 4 saias e 3 pares de sapatos. O numero de
maneiras distintas com que a secretaria podera se arrumar usando 1 camisa, 1 saia

e 1 par de sapatos corresponde a

a) 13
b) 126
C) 72
d) 54

8. A escrita Braile para cegos é um sistema de simbolos no qual cada carater € um
conjunto de 6 pontos dispostos em forma retangular, dos quais pelo menos um se

destaca em relacdo aos demais. Por exemplo, a letra A é representada por:

O numero total de caracteres que podem ser representados no sistema Braile

e:

a) 12
b) 31
C) 36
d) 63
e) 720
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2.6.1.1 Relatorio —05.10.2019

No sabado, dia 05 de Outubro de 2019, tivemos a oportunidade de realizar o
oitavo encontro do Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede
Plblica de Ensino em Universidades Puablicas: Um Enfoque & Area de Matematica —
Promat, no periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do Parana -
Unioeste. Neste dia, foram desenvolvidas atividades com o intuito de trabalhar o
Principio Fundamental da Contagem, com enfoque nas diversas situacdes em que
pode ser apresentado.

Antes de iniciar o conteuddo do Principio Fundamental da Contagem,
retomamos com o0s alunos as principais medidas de dispersdo: média, moda e
mediana. Com o objetivo de distinguir quando seria correto usar cada uma delas.
Para isso, propomos a situacdo onde descrevia uma pesquisa quanto ao uso de TV
digitais nos domicilios no Brasil. Questionamos o0s alunos se agquela pesquisa
representava toda a populacdo brasileira, e caso a pesquisa em uma regiao
especifica os dados obtidos seriam 0s mesmos.

ApoOs essa breve discussao, definimos com os alunos o que sdo amostra e

populacao, e tomando a situacdo-problema:

Uma instituicdo de ensino interessada em avaliar o nivel de conhecimento de
seus alunos que prestariam o vestibular decidiu realizar um simulado e obteve como
resultado {10,10,10,10,9,9,5,5,5,4,4,3,3,2,1}, sendo os resultados iguais ou superiores

a 6 satisfatorios e inferiores a 6 insatisfatorios.

Indagamos os alunos acerca de qual medida de dispersdo representaria
melhor este problema. Para isso, mostramos que a média e a moda nao
representariam este problema, pois a média mostrava que todos os alunos tiverem
resultados satisfatorios e a moda, o resultado contrario. Logo, concluimos com o0s
alunos que a mediana seria 0 valor mais aceitavel para representar este problema.
Para finalizar esta etapa, propomos alguns exercicios para serem resolvidos pelos
alunos.

Os alunos em geral, ndo tiveram dificuldades em realizar os calculos das
medidas de dispersado, e em um dos exercicios propostos, na hora da correcéo, uma

aluna apresentou outra forma de solucionar que néo estava prevista.
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Em sequéncia, comegamos a definir os conceitos envolvidos no Principio
Fundamental da Contagem. Para isto, foi realizado uma breve contextualizagéo,
onde foram descritas diversas situacdes do cotidiano em que estamos preocupados
em “combinar” ou “arrumar” objetos de varias maneiras. Também, foi indagado aos
alunos acerca das placas de carro, como era obtida aquela sequéncia alfanumérica
e de que quantas maneiras poderiamos obter esta sequéncia.

Para reafirmar os conceitos de reagrupar, recombinar e rearrumar objetos e
de quantos maneiras possiveis poderia ser realizado, propomos a seguinte situacao

para os alunos:

Jeniffer participara da promoc¢édo de uma loja de roupas que esta dando um vale-
compra no valor de R$ 1000,00 reais. Ganhara o desafio o primeiro participante que
conseguir fazer o maior numero de combinacdes com o kit de roupa cedido pela loja.
No kit temos: seis camisetas, quatro saias e dois pares de sapato do tipo salto alto.
De quantas maneiras distintas Jeniffer poderd combinar todo o vestuario que esta no
kit de roupa?

De imediato, os alunos associaram a multiplicacéo 6 - 4 - 2 = 48como resultado para
o problema. Indagamos entdo, como chegaram a este resultado e por qué era
valido. Muitos afirmaram que era valido, mas nenhum explicou o porqué desse
resultado. A fim de ilustrar o resultado e mostrar a validade, construimos no quadro a
arvore de possibilidades para este problema, comecando com as camisetas, saias, e
por fim, sapatos. No final, concluimos com os alunos que cada raminho obtido da
arvore era uma possibilidade e que o resultado obtido era 0 mesmo da multiplicacéo
gue disseram anteriormente. A fim de fixar a ideia da arvore de possibilidades,
propomos 4 exercicios para 0s alunos.

Os alunos tiveram algumas dificuldades em interpretar o item c) do seguinte

exercicio:

3. Considere trés cidades A, B e C, de forma tal que existem trés estradas ligando A

a B e dois caminhos ligando B a C.

%
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a) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B?

b) De gquantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e voltar
para A novamente, passando por B?

c) De quantas formas diferentes podemos ir de A até C, passando por B, e

depois voltar para A sem repetir estradas e novamente passando por B?

Associaram a ideia de percorrer apenas um caminho, tanto pra ida e volta,
mas ndo contaram que pra ida sdo 6 possibilidades. Assim, muitos chegaram na
resposta 6, quanto o correto seria 12 possibilidades, uma vez que sdo 6
possibilidades para ir, 1 de voltar por C e 2 de voltar por B.

Em seguida, apresentamos a notacédo fatorial. A maioria dos alunos sabiam o
calculo que representava, mas ndo souberam explicar o porqué era utilizado.
Apresentamos entdo, alguns exemplos de nimeros em notagéo fatorial e afirmamos
gue era conveniente pois facilitava a representagdo. Propomos entdo, mais alguns
exercicios a fim de estabelecer o que até aguele momento fora apresentado.

Logo apOs a correcdo dos exercicios, propomos a seguinte situacdo aos

alunos:

Um artesdo de joias tem a sua disposicdo pedras brasileiras de trés cores:
vermelhas, azuis e verdes. Ele pretende produzir joias constituidas por uma liga
metdlica, a partir de um molde no formato de um losango ndo quadrado com pedras
nos seus veértices, de modo que dois vértices consecutivos tenham sempre pedras
de cores diferentes. A figura ilustra uma joia, produzida por esse artesdo, cujos

vértices A, B, C e D correspondem as posi¢cdes ocupadas pelas pedras.

—,

1
tim)

©
Com base nas informacfes fornecidas, quantas joias diferentes, nesse formato, o

artesdo podera obter?
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Alguns alunos, responderam que pelo PFC ja obteriamos a resposta, mas néao
souberam dizer qual era. No quadro, explicamos que cada acao tomada, determina
a quantidade de decisdes para a outra acdo. Logo, propomos aos alunos que
poderiamos resolver o problema, dividindo o mesmo em duas situacfes e que a
soma das possibilidades das duas situag6es seria o0 valor que estavamos buscando.

Os alunos, apresentaram-se confusos com essa ideia, mas afirmamos que
alguns problemas, como o apresentado, era necessario essa divisdo em situacdes e
somas das possibilidades e que isso € denominado pelo Principio Aditivo. Propomos
entdo, mais alguns exercicios para fixarem a ideia.

Em geral, os alunos apresentaram dificuldades para resolver os exercicios
sugeridos. Pois todos, para serem resolvidos, teriam que ser divididos em situacdes
e analisados cada uma. Muitos alunos tentaram resolver pelo PFC sem dividir em
casos, para estes e 0 restante, reafirmamos a ideia de cada decisdo tomada
interferir na escolha da outra decisdo. Depois de um determinado tempo, realizamos
a correcdo no quadro, explicando cada situagcdo com o proposito de sanar as
davidas existentes.

Na sequéncia, afirmamos para os alunos que em algumas situacdes era mais
facil calcular a quantidade de possibilidade de determinada coisa ndo acontecer do

que o contrario. Para isto, propomos 0 seguinte:

Calcule o numero de palavras com cinco letras, que possuem (pelo menos) duas
letras consecutivas iguais.

Apresentamos também aos alunos, que palavras ndo precisariam ter
significado ou representar algo, que era considerado como uma sequéncia de letras.
Indagamos entdo, acerca de palavras que condiziam com a situagdo apresentada.
Alguns alunos disseram: “BANHO”, “SALA”, entre outras. No entanto, questionamos
se sabiamos a quantidade exata dessas palavras.

Mostramos no quadro, que para o caso geral, uma palavra de 5 letras pode
ser formado por 26 - 25 - 25 - 25 - 25 = 26 - 25% e que 0 caso apresentado e requerido
era um subconjunto daquele valor, dado por 26-25* Logo, o resultado era a
subtracdo 26° — 26 - 25* = 1725126. Afirmamos que essa ideia é resultado direto do
conjunto complementar, e que, por exemplo, era mais facil contar que nédo ganhara
na Mega-Sena do que o contrario. Para finalizar a aula, propomos 0s exercicios

restantes do material do aluno.
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2.6.2 Plano de aula—-19.10.2019

Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Gongalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:

Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.

Tempo de execucgéo:

Um encontro com duracao de 4 horas.

Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriagdo dos conceitos de permutacao,
combinacdo e arranjo e a capacidade de resolver problemas que envolvam estes
conceitos.

Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com analise combinatéria, objetiva-se que o aluno seja capaz

de:
¢ Identificar situacdes que envolvam permutacao;
e Diferenciar permutacéo simples e com repeticao;
e Desenvolver e relacionar as nocdes de fatorial e permutacao;
e Distinguir arranjo e combinagéao;
e Resolver problemas que envolvam arranjo e combinacao.
Conteudo: Permutacédo, Arranjo e Combinacao.
Recursos Didaticos: quadro, giz, folhas A4, régua e fita métrica.
Encaminhamento metodologico:
ETAPA 1 (60 minutos)

Nesta etapa pretendemos retomar o Principio Fundamental da Contagem -
PFC, no intuito de posteriormente apresentar o conceito de permutacdo simples.
Para tal, iremos expor que:

Se um evento é composto de duas etapas sucessivas e independentes de tal
maneira que o0 numero de possibilidades na 12 etapa € m e para cada possibilidade
da 12 etapa o numero de possibilidades na 22 etapa é n, entdo 0 numero total de
possibilidades de o evento acontecer € dado pelo produto m X n.

Ainda apresentaremos o seguinte exemplo:
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Exemplo
1. Digamos que vocé possui 3 camisas e 2 calgas sociais. De quantas maneiras
diferentes vocé pode se vestir (escolhendo exatamente uma das camisas e uma das
calcas)?
Resolucao
(i) escolher a camisa; (ii) escolher a calca. A acao (i) pode ser executada de 3
maneiras diferentes e, para cada uma dessas maneiras, poderemos executar a acao
(i) de 2 maneiras diferentes. Dessa forma, o numero total de maneiras de executar
ambas as acdes sera 3 - 2 = 6.

Feito isso, proporemos aos discentes 0 seguinte questionamento:
12, Quantos numeros de 3 algarismos (sem repeti-los num mesmo numero)
podemos formar com os numeros 1, 2 e 3?
Resolucao

Esperamos que os discentes percebam que agora desejamos obter o nimero
de agrupamentos possiveis com os 3 algarismos dados no enunciado e todos serao
utilizados em cada agrupamento sem repeticdo. Ou seja, resolvendo por tentativa
cheguem a: 123, 132, 213, 231, 312 e 321. E concluam que s&o seis ndmeros
possiveis. Que também podem ser representados pelo diagrama de arvore de

possibilidades:

] 2 3—=123
3 2—=1 32
1 3—-
5 213
3 1—=231
1 2—
3 312
2 T—=3 21
' i i
3 2 1
possibilidades possibilidades possibilidade

Ressaltaremos ainda que analisando a situagéo pelo PFC temos que 3 X 2 X
1 = 6 possibilidades.

Posteriormente diremos que:
Definicao

Permutar € sinbnimo de trocar. Intuitivamente, nos problemas de contagem,
devemos associar a permutacdo a nocdo de embaralhar, de trocar objetos de

posicéo.
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De modo geral, se tivermos n elementos distintos, podemos escolher o
primeiro elemento da fila de n maneiras, o segundo elemento de n — 1 maneiras e
prosseguindo desta forma e usando o principio multiplicativo temos que o niumero de
agrupamentos possiveis de se obter com n elementos é dado por:

nxn—1)Xxn—-2)x..x3x2x1

Denotaremos que esses agrupamentos ordenados (diferem pela ordem)
recebem o nome de permutac¢des simples. Indicado por B, em que n € o numero de

elementos, ou seja,

Bb=nx(n—-1)xn—-2)x..x3x2x1

Ainda ressaltaremos que B, € também chamado de fatorial do nimero natural

n e indicado por n! (Ié-se “n fatorial”). Assim temos:
n=nxXxm-1)xn—-2)x..x3x2x1

Por conseguinte, apresentaremos alguns exemplos no intuito de fixar os
conceitos apresentados.
Exemplos:
1. Quantos agrupamentos podemos formar com 5 algarismos distintos sem
repeticdo?
Resolucao

Ps =5%Xx4Xx3x2x1=120
51=5Xx4x3x2x1=120
2. Quantas sdo as combinac¢des (anagramas) possiveis sem repeticdo com as letras
da palavra PERDAO? E as que iniciam em P e terminam em O? E as que as letras A
e O ficam juntas?
Resolucéo
(i)
Po=6X5X4X3%x2x1=720
6! =6xXx5Xx4x3%x2x1=720
(i)  Devemos permutar as 4 letras nao fixas, ou seja, calcular:
P—-——-——-—-0
P,=4Xx3%x2x1=24
4! =4Xx3Xx2%x1=24
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(i) Como as letras devem estar juntas devemos considerar como se fossem
apenas um, ou seja, permutar apenas 5 elementos, conforme segue:
P =5%Xx4Xx3x2x1=120
51 =5Xx4x3x2x1=120
Em sequéncia iremos propor algumas situacdes-problema envolvendo o
conceito de permutacédo simples.
Exercicios
1. Qual é a soma dos numeros de 4 algarismos distintos formados por 2, 4, 6 e 8?
Resolucao
Esperamos que os discentes percebam que a soma S procurada tem P,
parcelas, ou seja, 4! =4 x3x2x1=24 parcelas. E notem que na ordem das
unidades simples U, cada algarismo aparece 6 vezes (niumero de permutacdes dos
outros 3 algarismos nas outras ordens) e que ocorre 0 mesmo nas outras ordens
que sao dezena D, centena C e unidade de milhar UM.
Logo temos que a soma dos valores, em cada ordem, é:
B8+8+:-+8)+(6+6+:+6)+--+2+2+--+2)=120

6 vezes 6 vezes 6 vezes

S=120U+ 120D + 120 C + 120 UM
S = (120 x 1) + (120 x 10) + (120 x 100) + (120 x 1000)
S =120 + 1.200 + 12.000 + 120.000 = 133.320

2. Quantos sao os anagramas da palavra SABER?

Resolucao
Esperamos que os discentes notem que temos que realizar a permutagéo das
5 letras da palavra SABER, conforme segue:
Ps =5%X4Xx3X%x2x1=120=>5!

3. O setor de recursos humanos de uma empresa vai realizar uma entrevista com
120 candidatos a uma vaga de contador. Por sorteio, eles pretendem atribuir a cada
candidato um numero, colocar a lista de nimeros em ordem numérica crescente e
usa-la para convocar os interessados. Acontece que, por um defeito do computador,
foram gerados numeros com 5 algarismos distintos e, em nenhum deles,

apareceram digitos pares.

Em razdo disso, a ordem de chamada do candidato que tiver recebido o nimero
75913 é:
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a) 24
b) 31
c) 32
d) 88
e) 89

Resolucao

Esperamos que os discentes contando apenas 0s impares observem que

restam os algarismos 1, 3, 5, 7, 9. E pela permutacdo simples, obtém-se 5! =120

nameros de cinco algarismos distintos. Escrevendo estes numeros em ordem

crescente até o numero 75913, temos:

4! = 24 nimeros iniciados em 1
4! = 24 numeros iniciados em 3
4! = 24 numeros iniciados em 5
3! = 6 numeros iniciados em 71
3! = 6 numeros iniciados em 73
2! = 4 ndmeros iniciados em 751
2! = 4 nimeros iniciados em 753

1! = 1 nimero 75913

Logo, a ordem de chamada do candidato que tiver recebido o nimero 75913

24+24+24+6+6+2+2+1=89°

4. Com as letras da palavra PROVA podem ser escritos x anagramas que comegam

por vogal e y anagramas que comecam e terminam por consoante. Os valores de x

e y sao, respectivamente:
a) 48 e 36
b) 48 e 72
c) 72e 36
d) 24 e 36
e) 72e24
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Resolucao

Esperamos que os discentes notem que para x temos duas possibilidades (A
ou O) para a primeira letra, como iremos utilizar apenas uma delas sobram 4 letras
para permutar e assim concluam que:

x=2X4!=2x24 =148

E para y notem que temos 3 possibilidades (P, R ou V) para a primeira letra e
como utilizaremos apenas uma sobram 2 possibilidades para a quinta letra em que
também utilizaremos apenas uma, assim restam com as vogais trés letras para
permutar e assim concluam que:

y=3X3IX2=3X6X2=236

Logo, x =48 e y = 36.

Também consideraremos outras resolu¢des como:
Para x:

o Primeira letra: duas possibilidades (A ou O)

e« Segunda letra: quatro possibilidades (sdo 5, uma ja foi utilizada para a

primeira)
o Terceira letra: trés possibilidades
e Quarta letra: duas possibilidades
e Quinta letra: uma possibilidade

Pelo principio multiplicativo, séo 48.
Paray:

o Para a primeira letra: 3 possibilidades (P,R ou V)

o Para a quinta letra: 2 possibilidades, uma ja foi utilizada para a primeira.
« Para a segunda letra: 3 possibilidades, 5 letras, duas ja foram utilizadas.
o Para aterceira letra: 2 possibilidades

o Para a quarta letra: uma possibilidade

Pelo principio multiplicativo, sédo 36.

Logo, x =48 e y = 36.
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ETAPA 2 (30 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar o conceito de permutacdo com
repeticdo. Para tal tomaremos a seguinte situacao-problema:

12, Quantas sdo 0s anagramas possiveis com a palavra AMORA?
Resolucao

Esperamos que os discentes apresentem algumas ideias de resolucéo
utilizando seus conhecimentos prévios.

Em sequéncia, iremos expor que nesse casO 0S anagramas nhao
correspondem mais a uma permutacdo simples, pois temos letras repetidas que
ocasionam anagramas repetidos.

Logo, apesar da palavra AMORA ter 5 letras o nimero de anagramas €
inferior a 5! = 120. Se as duas letras A fossem distintas, A;MORA,, teriamos 5!
anagramas, ou seja, fixadas as letras M,R e O a permutacédo das letras A; e A,
daria, para cada anagrama, origem a 2! novos anagramas. Como essas letras sao
iguais, a permuta ndo gera um novo anagrama, mas um repetido.

Entdo para o calculo correto do numero de anagramas da palavra AMORA,
devemos dividir por 2! o total de permutacdes simples que € 5!. Portanto, o total de
anagramas da palavra AMORA é:

5! 120
Anagramas = 51 = - =
Ressaltaremos que o mesmo raciocinio se aplica quando ha repeticdo de
mais de um elemento, por exemplo, a palavra MACACA que tem:
6! 720 720
2131 2x6 12
Posteriormente apresentaremos que:

=60

Angramas =

Definicao
O numero de permutacdes de n elementos, dos quais ny,n,, ..., n, Sao tipos
distintos é indicado por P,"*"?""k e & dado por:

|
Pnl,nz,...,nk — n.

n

nl! X nz! X ... X nk!
Entdo proporemos algumas situacdes-problemas envolvendo permutacao

com repeticao.
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Exercicios
1. O nimero de anagramas da palavra BIOCIENCIAS que terminam com as letras
AS, nesta ordem é:

a) 9!

b) 11!

9!
) 2m

11!
2!
11!

e)?

d)

Resolucao

Esperamos que os discentes notem que como as letras AS devem aparecer
sempre juntas no final, temos que realizar apenas a permutacao das outras 9 letras
e considerar a repeticdo das letras | e C com 3 e 2 vezes respectivamente, conforme
segue:

Py 9
P,xP; 2!x3!

(n+1)!-n!

2. Sendo n # 0, o(s) valor(es) de n tal que T 7n é (sdo):

a) 7
b) Oe7
c) 0elO
d) 1
e) De2

Resolucao
Esperamos que os discentes manipulem a expressao utilizando a nocéao de
fatorial, conforme segue:
(n+1)!—n!
RCE
[(m+ D) xnxn—D!]—-[nx(n-1)]
(n—1)!
(mn-DIx([(n+1)xn]—-n)
(n—1)!
[((n+1)xn]—n=7n

=7n

n

n+n—-n="7n
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ETAPA 3 (40 minutos)
Nesta etapa pretendemos apresentar aos discentes o conceito de arranjo.
Para tal, retomaremos que a permutacdo simples de n elementos € qualquer
agrupamento ordenado desses n elementos. Por exemplo, com a palavra AMOR
podemos formar 4! = 24 anagramas, ou seja, as 4 letras dessa palavra podem ser
reordenadas de 24 maneiras diferentes, resultando 24 anagramas.
Entdo indagaremos aos discentes de quantas maneiras diferentes podemos
formar sequéncias com 2 letras distintas, escolhidas entre as 4 da palavra AMOR.
Iremos explicar a situacado em duas etapas:
12 etapa: escolher a primeira letra entre 4 possiveis;
22 etapa: escolher a segunda letra entre 3 possiveis.
Pelo principio multiplicativo, iremos expor que temos 4Xx3=12
possibilidades de formar sequéncias com 2 letras distintas.
Observaremos que desse total de 12 possibilidades:
e Comecam por A - AM, AO e AR,
e Comecam por M - MA, MO e MR;
e Comecam por O - OA, OM e OR;
e Comecam por R - RA, RM e RO.

Diremos entdo que esses agrupamentos ordenados sdo os arranjos simples
dos 4 elementos distintos dados, tomados 2 a 2. E para representa-lo podemos
escrever como A,, = 4 x 3 = 12.

Ainda, explicaremos para 3 letras dentre as 4 possiveis, em que as duas
primeiras etapas se repetem e, para a 32 etapa, temos escolha da terceira letra entre
as 2 restantes, o que totaliza 4 x 3 x 2 = 24 possibilidades. Desse total de 24
possibilidades:

e Comecam por A - AMO, AMR, AOM, AOR, ARO E ARM,;
e Comecam por M - MAO, MAR, MOA, MOR, MRA E MRO;
e Comecam por O - OAM, OAR, OMA, OMR, ORA E ORM;
e Comecam por R - RAM, RAO, RMA, RMO, ROA E ROM,;
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Denotaremos que esses agrupamentos ordenados sao arranjos simples dos 4
elementos distintos dados, tomados 3 a 3. E para representa-lo podemos escrever
COmMo Ay3 =4 X3 X2 =24.

Por conseguinte, apresentaremos que:

Definicao

Dado um conjunto com n elementos, chame-se arranjo simples dos n
elementos, tomados p a p, qualquer agrupamento ordenado (sequéncia) de p
elementos distintos, escolhidos entre 0s n possiveis.

E denotaremos que se indica por 4,, 0 nimero de arranjos simples de n
elementos tomados p a p.

Entdo iremos calcular o nimero total de agrupamentos no caso geral de n
elementos arranjados p a p, com n > p, conforme segue:

e Paran =p,temosque 4, , =B, =nl;
e Para n>p, temos n elementos distintos e vamos arranja-los p a p.

Construindo a arvore de possibilidades, obtemos:

» Na primeira posi¢ao: n possibilidades, pois temos n elementos;

» Na segunda posicdo: (n—1) possibilidades, pois temos (n—1)
elementos disponiveis;

= Na terceira posi¢do:(n—2) possibilidades, pois temos (n—2)

elementos disponiveis;

* Na p-ésima posi¢éo: n — (p — 1) possibilidades, pois temos n — (p — 1)

elementos disponiveis.

E pelo PFC, temos que o numero total de possibilidades é dado por:
App=nxn-1Dxn-2)x.x[n-((p-1)]

p fatores

App=nxn—-1x..x(n—p+1)

Denotaremos que podemos indicar esse produto por termos fatoriais,

multiplicando a expressao anterior por —EZ:Q:
(n —p)!
Ap,=nxXxn—-1DX.XxX(n—p+1)X——=
np (n—p+1) ST

2 nx(m-1Dxn-2)X..Xx(n—p+1)x(n—p)!
e (n—p)!
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n!
Y P —
" (n-p)!
Ressaltaremos que podemos utilizar qualquer uma das duas expressdes

apresentadas. Para tal, iremos expor alguns exemplos, conforme segue:

n n-p+1
J A10,4=T6><9x8>< 7  =5040 0uA10,4=16—0!!=%W=5040;
n n—-p+1
o Ag,=8x 7 =560Udg,= E—: = SX;X& = 56.

Por fim, denotaremos que no caso de combinacdes a ordem importa.
Feito isso, iremos propor algumas situagdes-problema abordando o conceito
que fora explanado.
Exercicios
1. Quatro amigos vdo ao cinema e escolhem, para sentar-se, uma fila em que ha
seis lugares disponiveis. Sendo n 0 nimero de maneiras como poderéo se sentar, 0
valor de n/5 é igual a:
a) 360
b) 720
c) 144
d) 72
e) 24

Resolucao
Esperamos que os discentes notem que podemos utilizar o conceito de
arranjo simples para solucionar o problema, conforme segue:

6!

A6,4 = 5 = 360

Logo como n =360 temos que §=$=72 gque é representando pela

alternativa d).
2. Um clube tem 30 membros. A diretoria é formada por um presidente, um vice-
presidente, um secretario e um tesoureiro. Se uma pessoa pode ocupar apenas um
desses cargos, de quantas maneiras € possivel formar uma diretoria?
Resolucao

Esperamos que os discentes notem que podemos utilizar o conceito de

arranjo simples para solucionar o problema, conforme segue:
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Azpq = i—zi = 657.720 maneiras.

3. Para uma viagem, seis amigos alugaram trés motocicletas distintas, com
capacidade para duas pessoas cada. Sabe-se que apenas quatro desses amigos
sao habilitados para pilotar motocicletas e que ndo havera troca de posicdes ao
longo do percurso. De quantas maneiras distintas esses amigos podem se dispor
nas motocicletas para realizar a viagem?

a) 24

b) 72

c) 120

d) 144

e) 720

Resolucao
Esperamos que os discentes notem que podemos utilizar o conceito de

arranjo simples para solucionar o problema, conforme segue:

41
Agz == 24

Logo a 24 maneiras de se definir os pilotos e P; = 3! = 6 modos de se ocupar
os lugares restantes.

Assim esperamos que concluam pelo principio multiplicativo que ha 24 x 6 =
144 maneiras distintas de acomodar os seis amigos nas motocicletas, logo a
alternativa correta é d).
ETAPA 4 (40 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar aos discentes 0 conceito de
combinacgdo. Para tal, faremos aos discentes o0 seguinte questionamento:
12, Considerando o conjunto formado pelas letras da palavra AMOR, quantos

subconjuntos com 3 elementos podemos formar?

Resolucao
Denotaremos que, como Visto anteriormente, 0 nimero de agrupamentos da

palavra AMOR € dado por 4,3 = 4 X 3 X 2 = 24. Esses agrupamentos séo:

AMO | AMR | AOM | AOR | ARO | ARM | MAO | MAR | MOA | MOR | MRA | MRO

OAM | OAR | OMA | OMR | ORA | ORM | RAO | RAM | RMA | RMO | ROA | ROM
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Ressaltaremos que em termos de conjuntos cujos elementos sao as letras do
agrupamento, os conjuntos formados por AMO, AOM, MAO, MOA, OAM e OMA séao
iguais, pois ao permutar 3 letras, o conjunto continua tendo exatamente 0s mesmos
elementos, isto €, o conjunto ndo se modifica.

Dessa forma, o total de 24 sequéncias com as 3 letras deve ser dividido por
P; =3 x2x1 =6 (nimero de permutactes de 3 letras).

Assim poderemos afirmar que a quantidade de subconjuntos com 3

,A43
e_'

24 . .
elementos === 4, escolhidos entre os 4 elementos do conjunto das letras da

3

palavra AMOR:
{A,M,0},{A,M,R},{4,0,R},{M, 0,R}

Denotaremos que esses agrupamentos sdo combinacdes simples de 4
elementos tomados 3 a 3.

Por conseguinte, iremos expor que:
Definicao

Dado um conjunto de n elementos, chama-se de combinacdo simples dos n
elementos, tomados p a p, qualquer agrupamento ndo ordenado (subconjunto) de p
elementos escolhidos dentre os n possiveis.

Ainda iremos expor que indica-se por C,, 0 nimero de combinagdes simples
de n elementos tomados p a p.

Denotaremos que com p elementos distintos, podemos obter p! permutagoes.
Isso significa que, a partir de uma combinacéo, podemos obter p! arranjos distintos
dos n elementos tomados p a p.

Logo, o numero total de combinagdes € igual ao quociente entre o niUmero de
arranjos (4,,) € o numero de permutacgdes (p!):

n!
Cnp:An.p: (n—p)! _ n!
©p! p! p! (n —p)!
Por fim, denotaremos que no caso de combinac¢des a ordem nao importa.

Posteriormente iremos propor algumas situacdes-problema envolvendo o
conceito de combinagéo.
Exercicios
1. Um grupo de 6 alunos decide escrever todos os anagramas da palavra

PERGUNTA. Esta tarefa serd feita em véarios turnos de trabalho. Em cada turno 3
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alunos escrevem e 0s outros descansam. Para serem justos, decidiram escrever o
mesmo namero de anagramas em cada turno.
Qual deve ser o numero minimo de anagramas, escrito por turno, de modo que nao
se repitam grupos de trabalho?

a) 23

b) 720

c) 2016

d) 5040

e) 35000

Resolucao
Esperamos que os discentes notem que o niumero de anagramas da palavra
PERGUNTA é Pg =8! =40320. E como temos 6 alunos para agrupa-los 3 a 3
esperamos que utilizem o conceito de combinagao simples, conforme segue:
6!
313!
Logo para obtermos o nimero de anagramas que cada aluno devera escrever

Ce 3 20

esperamos que facam:

40320
20

= 2016.

2. Doze times se inscreveram em um torneio de futebol amador. O jogo de abertura
do torneio foi escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times para
compor o Grupo A. Em seguida, entre os times do Grupo A, foram sorteados 2 times
para realizar o jogo de abertura do torneio, sendo que o primeiro deles jogaria em

seu préprio campo, e 0 segundo seria o time visitante.

A quantidade total de escolhas possiveis para o Grupo A e a quantidade total de

escolhas dos times do jogo de abertura podem ser calculadas através de:

a) uma combinagao e um arranjo, respectivamente.
b) um arranjo e uma combinagéo, respectivamente.
C) um arranjo e uma permutacgéo, respectivamente.
d) duas combinagdes.

e) dois arranjos.
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Resolucao

Esperamos que os discentes notem que serdo escolhidos 4 times dentre 12
times para definir o grupo A, como a ordem de escolha n&o importa, trata-se de uma
combinacgdo. Para o jogo de abertura, devem ser escolhidos dois dentre os quatro
times que formam o grupo A, sendo que 0 primeiro joga em seu proprio campo e o
segundo como visitante, logo a ordem de escolha importa, portanto trata-se de um

arranjo. Assim a resposta correta esta representada pela alternativa a).
Por fim iremos propor os seguintes problemas extraclasse:
1. Quantos numeros de 5 algarismos podemos formar com os nameros 1,2,3,4,5?
2. Quantos sao os anagramas da palavra FULCRO?
3. Tomando como base a palavra UFPEL, resolva as questdes a seguir.

a. Quantos anagramas podem ser formados de modo que as vogais estejam
sempre juntas?

b. Quantos anagramas podem ser formados com as letras UF juntas?

c. Quantos anagramas podem ser formados com as letras PEL juntas e nessa

ordem?

4. Considere todos os numeros formados por seis algarismos distintos obtidos

permutando-se, de todas as formas possiveis, os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6.

a. Determine gquantos numeros € possivel formar (no total) e quantos nimeros
se iniciam com o algarismo 1.
b. Escrevendo-se esses numeros em ordem crescente, determine qual posi¢ao

ocupa o numero 512346 e que nimero ocupa a 2422 posicao.

5. Determine o numero de anagramas da palavra PRECIPUAMENTE.

6. Se -1

1 ~ ,
) ———— = — entdo o valor de n é:
(n+1)!—-n! 81

f) 13
g) 11
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h) 9
i 8
j) 6

7. Uma familia € composta por seis pessoas (pai, mae e quatro filhos) que nasceram
em meses diferentes do ano. Calcule as sequéncias dos possiveis meses de

nascimento dos membros dessa familia.

8. Em época de eleicdo para o grémio estudantil do colégio, tiveram 12 candidatos
aos cargos de presidente, vice-presidente e secretario. De quantos modos diferentes

estes candidatos poderdo ocupar as vagas deste grémio?
9. Para montar um sanduiche, os clientes de uma lanchonete podem escolher:

* Um entre os tipos de pao: calabresa, orégano e queijo;
* Um entre os tamanhos: pequeno e grande;
* De um até cinco entre os tipos de recheio: sardinha, atum, queijo, presunto e

salame; sem possibilidade de repeticdo de recheio num mesmo sanduiche.

Calcule:
a. Quantos sanduiches distintos podem ser montados;
b. O numero de sanduiches distintos que um cliente pode montar, se ele ndo

gosta de orégano, s6 come sanduiches pequenos e deseja dois recheios em cada

sanduiche.
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2.6.2.1 Relatorio —19.10.2019

No sabado, dia 19 de Outubro de 2019, tivemos a oportunidade de realizar o
nono encontro do Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede
Plblica de Ensino em Universidades Puablicas: Um Enfoque & Area de Matematica —
Promat, no periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do Parana -
Unioeste. No dia em questdo, foram desenvolvidas atividades com o objetivo de
trabalhar os conceitos de Permutacao, Arranjo e Combinagéo.

Inicialmente, retomamos junto aos discentes algumas ideias abordadas no
encontro anterior sobre principio fundamental da contagem, para que pudéssemos
apresentar o conceito de permutacdo simples e relaciond-lo com o fatorial. Para tal,
expomos alguns exemplos na lousa, como o nimero de possibilidades para se vestir
guando temos 3 camisas e 2 calcas, denotando o calculo das possibilidades tanto
pelo principio multiplicativo, quanto pela arvore de possibilidades. Entdo para
formalizar o conceito denotamos que se um evento € composto por duas etapas
independentes e sucessivas e tendo a primeira etapa m possibilidades e a segunda
n possibilidades, temos que o numero de possibilidades total do evento é dado pelo
produto de m por n.

Posteriormente, propomos outros exemplos para fixar o conceito, por
exemplo, sobre as possibilidades de numeros de 3 algarismos distintos formados
pelos numeros 1, 2 e 3. Neste denotamos a relagdo da permutacdo com o fatorial,
expondo que o numero de possibilidades pode ser expresso por 3.2.1 = 3! = 6, além
disso, expomos que permutar € basicamente a troca de posi¢édo dos elementos.

Por conseguinte, propomos algumas situacdes-problema envolvendo o
conceito abordado, nas quais notamos certa dificuldade dos discentes em expressar
um raciocinio mais abstrato do que mecanico, visto que muitos estavam tentando
escrever todas as possibilidades, o que pode ser uma tarefa ardua em alguns casos.
Contudo, por indagacdes e encaminhamentos individuais conseguimos que alguns
estabelecem meios de resolugcdo diferentes. Assim, fora possivel corrigir os
problemas na lousa com a participacéo de alguns discentes.

Na sequéncia, com a intencdo de apresentar o conceito de permutagcdo com
repeticdo, propomos aos discentes que estabelecessem o numero de palavras
possiveis com as letras da palavra AMORA. Em um primeiro momento alguns

discentes pensaram em 5!, mas logo perceberam que temos letras repetidas. Neste
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momento, expomos que quando temos elementos repetidos ao troca-los de posicao
obtemos a mesma configuracéo, desse modo € necessario excluir os termos que se
repetem utilizando-se da operacao de divisao.

Ainda sobre permutacdo com repeticdo, para tornar mais claro o conceito,
pedimos que os alunos expusessem uma palavra, a qual foi ARARA. Entéo,
utilizando a lousa e giz colorido, determinamos 0s 12 casos possiveis sem repeticdo

dentro os 120 anagramas totais.

A ARA A ARA A ARA A ARA A ARA A ARA

ARA A ARA A ARA A ARA A ARA A ARA A

E como anteriormente, propomos algumas situacdes-problema para explorar
a compreensao dos discentes sobre o assunto. Dentre os problemas propostos
havia um que exigia manipulacdo algébrica, no qual os discentes tiveram
dificuldades por ndo estarem acostumados com este tipo de trabalho. Contudo
demos os encaminhamentos necessarios para que os discentes tomassem nota
sobre as notacdes e expomos a resolucdo dos problemas na lousa.

Em seguida, no intuito de introduzir o conceito de arranjo utilizamos a palavra
AMOR. Inicialmente descrevemos que utilizando permutacdo simples teriamos 24
possibilidades, no entanto podemos estar interessados em analisar apenas as
sequéncias formadas por duas letras distintas da palavra, ou ainda por trés letras
distintas. Deste modo obtemos que para duas letras temos 12 possibilidades e para

trés letras temos 24 possibilidades. Em ambos os casos relacionamos o nimero de

~ . . 24
permutacdes inicial com os casos particulares, por exemplo, temos que 12 = 5=

4! 41
21 (4-2)

A patrtir disto definimos o conceito de arranjo, denotando que a ordem

importa, e na sequéncia propomos algumas situacOes-problema, nas quais 0s
discentes ndo apresentaram grandes dificuldades.

Por fim, com a intencdo de introduzir o conceito de combinagao retomamos o
exemplo da palavra AMOR, no qual tratamos as possibilidades em termos de
conjuntos cujos elementos séo as letras do agrupamento. Assim, denotamos que 0s
conjuntos formados por AMO, AOM, MAO, MOA, OAM e OMA séao iguais, pois ao
permutar 3 letras, o conjunto continua tendo exatamente 0os mesmos elementos, isto

€, 0 conjunto ndo se modifica.
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Dessa forma, expomos que o total de 24 sequéncias com as 3 letras deve ser
dividido por P; =3 X2 x1 =6 (numero de permutacdes de 3 letras). E assim,

afirmamos que a quantidade de subconjuntos com 3 elementos é % = 2?4 =4,
3
escolhidos entre os 4 elementos do conjunto das letras da palavra AMOR:
{A,M,0},{A,M,R},{A,0,R},{M, O,R}

Ainda, como feito anteriormente tomamos o numero de possibilidades e

4!

. .~ 24 4! 4! 4! (4—3)!
relacionamos com as repeticdes conforme segue 4 ===—=—= =
6 31 311  31(4-3)! 3!
n!
. . A — n! ~
Assim conseguimos expor que C,, = —2 = &Pt . E entdo resolvemos um
P pl p! p!(n-p)!

exercicio conceitual em que os discentes tinham que identificar se utilizariam arranjo
e combinacdo, no qual lembrando-se de que para arranjo a ordem importa e para

combinac¢éo ndo importa, os discentes ndo tiveram dificuldade.
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2.6.3 Plano de aula—-26.10.2019

Plano de Aula
Janaina Maria de Lima Gongalves
Lucas Campos de Araujo
Patricia Ferreira Suri
Publico-Alvo:
Alunos do 3° ano do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino — NRE
CASCAVEL, inscritos no projeto.
Tempo de execucgéo:
Um encontro com duracao de 4 horas.
Objetivo Geral: Promover aos alunos a apropriacdo dos conceitos introdutério da
teoria de probabilidade e a capacidade de resolver problemas que envolvam estes
conceitos.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com a teoria de probabilidade, objetiva-se que o aluno seja
capaz de:
e Identificar um experimento aleatério;
e Comparar um evento com o espac¢o amostral;
e Calcular a probabilidade de um evento;
e Distinguir eventos independentes e dependentes;
¢ Indicar eventos mutuamente exclusivos;
e Relacionar a teoria de conjunto com probabilidade;
e Resolver problemas que envolvam experimentos aleatérios.
Conteudo: Probabilidade.
Recursos Didaticos: quadro, giz, folhas A4, régua e fita métrica.
Encaminhamento metodoldgico:
ETAPA 1 (30 minutos)
Nesta etapa para introduzir a aula iremos expor para os discentes a seguinte
contextualizagéo:
Nos jogos de futebol, antes de iniciar a partida, o juiz pede aos capitdes de
cada equipe que escolham o lado da moeda (cara ou coroa) e, depois, a langa para
o alto. O vencedor desse cara ou coroa pode escolher o lado do campo para iniciar a

partida ou optar pela posse da bola.
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Feito isso indagaremos aos discentes sobre o motivo pelo qual é utilizado
este método. E posteriormente explicaremos que esse método garante que as duas
equipes tenham a mesma chance de escolha, ja que € possivel obter um de dois
valores: cara ou coroa.

Denotaremos que a area que investiga a chance de ocorréncia de um evento
€ denominada teoria da probabilidade e teve sua origem no século XVII, na tentativa
de responder questdes ligadas aos jogos de azar.

Entdo indagaremos aos discentes sobre outras situacbes de seu
conhecimento que envolvem a teoria de probabilidades esperando que os mesmos
relatem multiplos aspectos da vida social e econbémica que vivenciam, como
previsdo meteoroldgica, mercado financeiro, efeitos colaterais de medicamentos,
entre outros.

Por conseguinte, retomando a situacao do futebol, iremos expor que, antes do
lancamento da moeda, ndo € possivel saber com exatidao qual sera o resultado. Por
isso, esse tipo de situacdo € chamada de experimento aleatdrio. Daremos,
também, outros exemplos de experimentos aleatdrios como o lancamento de um
dado, a retirada de uma bola em um bingo, o sorteio dos nimeros na loteria, entre
outros.

Ressaltaremos que os possiveis resultados no lancamento de uma moeda,
denominados eventos, sdo: cara ou coroa. O conjunto dos eventos possiveis
Q = {cara, coroa} forma o0 espa¢go amostral desse experimento. Daremos, também,
outros exemplos como o langcamento de um dado nédo viciado em que 0 =
{1,2,3,4,5,6)}.

Assim concluiremos que:

= Experimento aleatdrio € todo experimento que, quando repetido varias
vezes sob as mesmas condicbes, apresenta, entre as possibilidades,
resultados imprevisiveis;

» Espago amostral (2) de um experimento aleatdrio € o conjunto de todos os
resultados possiveis desse experimento;

= Evento (E) é todo subconjunto do espaco amostral do experimento aleatorio.

Em sequéncia apresentaremos algumas situa¢cées como exemplo.
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Exemplos
1. No langcamento de um dado, um possivel evento é: o nUmero apresentado na face
voltada para cima € par. Nesse caso, denotaremos que O espaco amostral &
N=1{1,2,3,4,56} e 0 evento € E = {2,4,6}. E o numero de elementos dos dois
conjuntos é indicado, respectivamente, por #0 = 6 e #E = 3.
2. Quando se retira uma bola de uma urna contendo 50 bolas numeradas de 1 a 50,
um possivel evento é: a bola retirada conter um namero primo menor que 20. Nesse
caso, denotaremos que 0 espaco amostral desse experimento é
Nn={1,273,..,49,50} e o evento é F =1{2,3,5,7,11,13,17,19}. E 0o numero de
elementos dos dois conjuntos € indicado, respectivamente, por #2 = 50 e #E = 8.
Denotaremos entéo 0s seguintes conceitos:
= Evento simples ou elementar € todo subconjunto unitario do espaco
amostral,
= Evento certo € quando o subconjunto coincide com o espa¢o amostral, ou
seja, sao equipotentes;
= Evento impossivel é quando o subconjunto é vazio, ou seja, ndo tem

elementos.

Em sequéncia iremos propor alguns exercicios para trabalhar os conceitos
abordados.
Exercicios
1. Em uma embalagem, ha 500 parafusos. Um experimento consiste em escolher,
aleatoriamente, 3 parafusos dessa embalagem e verificar se eles estdo de acordo
com as normas de qualidade. Calcule o numero de elementos do espago amostral
desse experimento.
Resolucéo

Esperamos que os discentes notem que para descobrir 0 namero de
elementos € necesséario contar todos 0s subconjuntos possiveis de 3 parafusos
dentre os 500 disponiveis, ou seja, calcular a combinacdo de 500 parafusos

agrupados 3 a 3, conforme segue:

500!

6500’3 == W == 20708500
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2. Para o langamento simultédneo de 2 dados, um azul e um vermelho, considerados
ambos nao viciados e numerados de 1 a 6, determine os eventos correspondentes a
cada uma das seguintes situacoes:

a) Sair o mesmo numero em ambos os dados;

b) Sair soma menor que 2;

c) Sair soma maior que 1 e menor que 15;

d) Sair, em um dos dados, o numero 6 e, no outro dado, um nimero multiplo de

3.

Resolucao
Esperamos que os discentes notem que o espaco amostral é:

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
_(21),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
~(3,1),(3,2),(33),(34),(3,5),(3,6)

(41),(4,2),(4,3),(44),(4,5),(4,6)

(5,1),(5,2),(5,3),(54),(5,5),(5,6)

(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)

e assim obtenham os seguintes resultados:
(@) E ={(1,1),(2,2),(33),(44),(5,5),(6,6)}
(b)E=190

(©)E=10

(d)E = {(6,3),(3,6), (6,6)}

0

ETAPA 2 (30 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar aos discentes a definicdo formal de
probabilidade. Para tal, proporemos a seguinte situacao:

Suponha que Joaquim em um belo dia se sinta com sorte e queira fazer
apenas um jogo na loteria conhecida como Mega Sena. Contudo antes jogar ele
decide conferir as suas chances de vitéria em relagcdo a quantidade de numeros
escolhidos para se jogar.

Joaquim sabe que uma cartela da Mega Sena é composta por 60 nameros

dois quais serao sorteados seis para determinar o resultado. Ainda, sabe que:

Quantidade de n° Jogados Valor da Aposta

6 3,50

7 24,50
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8 98,00
9 294,00
10 735,00
11 1.617,00
12 3.234,00
13 6.006,00
14 10.510,50
15 17.517,50

Como Joaquim possui um orgcamento limitado de R$600,00 para realizar suas
apostas, qual seria a estratégia probabilisticamente mais correta a ser tomada?
Resolucao

Iremos expor que podemos resolver a situacdo determinando o espaco
amostral e verificando a probabilidade de cada jogo com quantidades diferentes de
n°® marcados em relagdo ao orcamento disponivel.

Para tal, denotaremos que o0 espaco amostral, ou seja, o0 conjunto dos
resultados possiveis desse experimento aleatério pode ser obtido por uma
combinacdo dos 60 niumeros tomados 6 a 6, conforme segue:

Coo,6 = ﬂ
’ 6! 54!
A partir desses 50.063.860 grupos iremos concluir que a chance de Joaquim

= 50.063.860

ganhar com:
e 1 cartela de 6 niumeros é de 1 em 50.063.860, em que podemos representar o

evento por E =1 cartelade 6 nimeros € a probabilidade por P(E) =

1

—— =~ (0,000000019.
50.063.860

Ressaltaremos que nessa situag&do, consideramos que, para cada evento
simples, existe a mesma chance de ocorréncia. E quando adotamos esse critério em
um espaco amostral finito, esse espaco € denominado espago amostral
equiprovavel.

Entdo continuaremos a explicacéo da situacao para os demais casos:

e 1 cartela de 7 numeros € equivalente a 7 cartelas de 6 numeros, pois

7!

C76 = 6!1!

=7 dentre as 50.063.860, ou seja, denotando por
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E = 1 cartela de 7 nimeros temos que a probabilidade é P(E) = 20063860 0673 60 =
1

7.151.980

~ 0,000000139.

e 1 cartela de 8 numero é equivalente a 28 cartelas de 6 nameros, pois

686=8—!=28 dentre as 50.063.860, ou seja, denotando por
¢ 6!2!

E = 1 cartela de 8 nimeros temos que a probabilidade é P(E) = 20063860 022 60 =
1

1.787.995

~ 0,000000559.

e 1 cartela de 9 numeros é equivalente a 84 cartelas de 6 ndmeros, pois

9!
613!

Coe =84 dentre as 50.063.860, ou seja, denotando por

E =1 cartela de 9 nimeros temos que a probabilidade é P(E) = 20063860 OE: 60 =
3

1.787.995

~ 0,000001677.

Concluiremos entdo que como Joaquim dispdem de apenas R$600,00 e ira
comprar apenas uma cartela terd maiores chances de ganhar se fizer uma aposta de
9 nimeros.

Por fim, apresentaremos a seguinte defini¢cao:

Definicao

Em um espaco amostral equiprovavel 2, finito e ndo vazio, a probabilidade

de ocorréncia de um evento E, indicada por P(E), é a razdo entre 0 numero de

elementos do evento, #E, e o numero de elementos do espaco amostral, #0:

P(E) = HE
T HO

A partir da definicdo denotaremos que:
0 < #E < #0
0 HE  #()
w0
0<P(E)<1
Ou seja, se E é um evento impossivel, entdo P(E) =0 e se E é um evento
certo entdo P(E) = 1.
Em sequéncia iremos propor algumas situacOes-problema para fixar o
conceito apresentado.
Exercicios

1. Um casal planeja ter trés filhos. Calcule a probabilidade de nascimento de:
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a) Duas meninas e um menino;
b) Trés meninos;
c) Pelo menos um menino;

d) Todas as criancas do mesmo sexo.

Resolucao
Esperamos que os discentes descrevam o0 espago amostral para entdao se

preocupar com 0s eventos do enunciado, isto podera ser feito, por exemplo, por um
Masculino i‘“astulino
Feminino
. Feminino
Masculino
Feminino
Masculino
Masculino
Masculino <
Feminino

Feminino
Feminino <
Masculino
Ou seja, 0 espaco amostral é:

N={WM,MM),(M,M,F),(M,F,M),(F,M,M),(F,F,M),(F,M,F),(M,F,F),(F,F,F)}

diagrama conforme segue:

Feminino

(@ E ={(F,F,M),(F,M,F),(M,F,F)}logo #E = 3 e temos que P(E) = Z—Z = %
1

(b) E = {(M,M, M)} logo #E = 1 e temos que P(E) = S

() E = {(M,M,M),(M,M,F),(M,F,M),(F,M,M),(F,F,M),(F,M,F),(M,F,F)} logo
#E = 7 e temos que P(E) = %

(d) E = {(M,M, M), (F,F,F)} logo #E = 2 e temos que P(E) = g = i
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2. Todo o pais passa pela primeira fase de campanha de vacinacdo contra a gripe
suina (H1N1). Segundo um médico infectologista do Instituto Emilio Ribas, de Sao
Paulo, a imunizagao “deve mudar”, no pais, a histéria da epidemia. Com a vacina, de
acordo com ele, o Brasil tem a chance de barrar uma tendéncia do crescimento da
doenca, que j& matou 17 mil no mundo. A tabela apresenta dados especificos de um
anico posto de vacinacgao.

Campanha de vacinagao contra a gripe suina

Datas da apn Quantidade de
vacinacao o pessoas vacinadas
8a19de Trabalhadores da saude 42
marco e indigenas
22 de margo a Portadores de doencas 22
2 de abril cronicas
Adultos saudaveis entre
5 a 23 de abril 20 & 29 anos 56
24 de abril a Populacao com mais de 30
7 de maio 60 anos
10a21de Adultos saudaveis entre 50
maio 30 e 39 anos

Desponivel em: hitpJ/img.terra.com.br. Acesso em: 26 abr. 2010 (adaptado).

Escolhendo-se aleatoriamente uma pessoa atendida nesse posto de vacinacéo, a
probabilidade de ela ser portadora de doenca cronica €

a) 8%

b) 9%

c) 11%

d) 12%

e) 22%

Resolucao
Esperamos que os discentes observem que o numero de elementos do
espaco amostral é
#0 =42+ 22+ 56+ 30+ 50 = 200
Como queremos saber a probabilidade de uma pessoa portadora de doencga
cronica ter sido vacinada e temos do enunciado que 22 com doengas cronicas foram
vacinadas, esperamos que os discentes utilizem a definicAo de probabilidade e

obtenham:

22 11
—=011=11%

P(E) = — =
(B) =350 = 100
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ETAPA 3 (40 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar aos discentes 0s conceitos de
intersecdo e unido de eventos, eventos complementares e mutuamente exclusivos,
para tal faremos uso dos diagramas de Venn associados a situacfes-problema.
Situacao 1.

Entrevistaram-se 300 adolescentes acerca da preferéncia quanto a esportes
individuais ou esportes coletivos. O resultado da pesquisa foi 0 seguinte:

e 150 gostam de esportes individuais;
e 200 gostam de esportes coletivos;

e 50 gostam igualmente dos dois tipos.

Denotaremos que é possivel representar a situacdo utilizando o diagrama de

Venn, conforme segue:

Entdo iremos expor que, nesse experimento, 0 espaco amostral € a unido do
conjunto dos adolescentes que gostam de esportes individuais (i) com o conjunto
dos que gostam de esportes coletivos (C), ou seja, o total de 300 jovens
entrevistados. Ressaltaremos que escolhendo um adolescente ao acaso:

e A probabilidade de E: gostar apenas de esportes individuais € dada por

#E 100 _ 1,
P = =50~ 3
e A probabilidade de E: gostar apenas de esportes coletivos é dada por

#E 150 _ 1,

PEE) =0 =535=7
e A probabilidade de E: gostar de ambos os tipos de esportes € dada por

#E 50 1
P(E) —E—%—g.

Ressaltaremos que em geral, se A e B sao eventos quaisquer, a
probabilidade da intersecdo de A e B, representada por P(A N B), é dada por:
#(ANB)

P(ANB) = e
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Ainda observaremos que se A e B nao apresentam elementos comuns, ou
seja, AN B = @ temos que P(AN B) =0, pois #(AN B) = 0.

Situacao 2.

Considere o langamento de um dado néo viciado numerado de 1 a 6. Nessa
situacdo, considere o evento A:sair nimeropar com #A =3, e 0 evento B =
sair nimero impar com #B = 3. Sabe-se que # =6, logo a probabilidade dos

eventos A e B € dada por:

3
P(4) =2 =P(B)

B

Q

Denotaremos que a probabilidade de ocorréncia do evento B poderia ser
calculada considerando-se que ha somente duas possibilidades no experimento, ou
seja, 0 numero sorteado s6 pode ser par ou impar. Assim, a reunido dos eventos A e

B implica um evento certo, cuja probabilidade é igual a 1. Isto €, P(A) + P(B) =1 —

P(B)=1—P(A)=1—%=%

Por conseguinte, ressaltaremos que se 2 é o espaco amostral de um
experimento aleatério e A um evento de . Dizemos que o evento A é o
complementar do evento 4 se:

e ANA=0:
o AUA=AQ.

Assim teremos que P(4) + P(A) = 1, ou seja, P(A) = 1 — P(4).
Situacao 3.

Marcos esta jogando com 0s amigos. A brincadeira consiste em somar pontos
com o lancamento simultaneo de dois dados, um vermelho e um azul. Qual é a
probabilidade de Marcos obter soma par ou soma multipla de 3?
Resolucao

Denotaremos que conhecemos e podemos descrever 0 espaco amostral e 0s

eventos mencionados, conforme segue:
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e O espaco amostral 2 tem 36 elementos:

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)
(5,1),(5,2),(5,3),(54),(5,5),(5,6)
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)

18

e O evento A = sair soma par tem 18 elementos e temos que P(4) = Py

0=

(1,1),(1,3),(1,5)
_(2,2),(24),(2,6)
~(3,1),(33),(35)

(4,2),(4,4),(4,6)

(5,1),(5,3),(5,5)

(6,2),(6,4),(6,6)

e O evento B = sair soma multiplade 3 tem 12 elementos e temos que

A

12
P(B) = g:

(1,2),(1,5)
_(21),24)
~(33),3,6)

(4,2),(4,5)

(51),(54)

(6,3),(6,6)

Estamos interessados na probabilidade de ocorrer o evento A ou B, ou seja,

B

na probabilidade da unido de A e B, que é dada por P(A U B).
Logo para a situacéo analisada teremos que:

(1,1),(1,2),(1,3),(1,5)
(2,1),(2,2),(2,4),(2,6)
(3,1),(3,3),(3,5), (3,6)
(4,2), (4,4),(4,5), (4,6)
(5,1),(5,3),(54),(5,5)
(6,2),(6,3)(6,4),(6,6)
Pela definicdo de probabilidade temos que:
#(AUB) 24 2
PAVE) =— 00— =373
Logo a probabilidade de Marcos obter soma par ou mdultipla de 3 é de

AUB =

w N

~ 66,67%.
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Vamos supor ainda que, no jogo entre Marcos e 0s amigos, deseja-se calcular
a probabilidade de obter soma par e soma multipla de 3. Nesse caso, iremos expor
gue basta calcular A n B e utilizar a definicdo de probabilidade, conforme segue:
ANnB ={(1,5),(24),(3,3),(4,2),(51),(6,6)}

P(AnB)_#(AnB)_ 6 1
#2036 6
Consideraremos os resultados obtidos para P(A4),P(B),P(AUB)eP(ANB) e

observaremos que:

2 1 1 1
P(AUB)=§=E+§—g=P(A)+P(B)—P(AOB)

Por conseguinte, generalizaremos a situacdo tomando os eventos A e B de
um mesmo espaco amostral 2, finito e ndo vazio, para os quais teremos:

#(AUB) = #A+ #B — #(AN B)
#(AUB):ﬂ_i_E_#(AnB)
#1) #0  #0) #1)

Assim concluiremos que a probabilidade de ocorréncia do evento unido de A
e B é dada por:

P(AUB) = P(4A) + P(B) — P(ANB).

Neste momento, observaremos que se A e B sao conjuntos disjuntos, ou seja,
ANB =@, entdo os eventos A e B sdo chamados de mutuamente exclusivos, e
temos que:

P(AUB) = P(A) + P(B)

Para exemplificar, tomaremos a situagcao anterior sobre o jogo do Marcos com
0S amigos em que o0 evento A = sair soma par € B = sair soma 5, temos que
ANB =0.

Em sequéncia, iremos propor algumas situacfes-problema envolvendo os
conceitos abordados.

Exercicios

1. Numa escola com 1200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o conhecimento
desses em duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol. Nessa pesquisa constatou-
se que 600 alunos falam inglés, 500 falam espanhol e 300 ndo falam qualquer um
desses idiomas. Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que
ele ndo fala inglés, a probabilidade de que esse aluno fale espanhol é de

1
a)z
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Resolucao

Esperamos que os discentes notem que se somarmos o numero de alunos
que falam inglés, os que falam espanhol e os que ndo falam nenhuma dessas
linguas, teremos um total de 1400, o que supera a quantidade de alunos da escola.
Isso garante entédo que ha alunos que falam inglés e espanhol simultaneamente.

Assim como temos 1200 alunos na escola e 300 deles ndo falam linguas
estrangeiras, restam apenas 900 alunos que falam essas linguas.

Esperamos que observem que se somarmos a quantidade de alunos que
falam inglés (600) com os que falam espanhol (500), obteremos um total de 1.100.
Entdo, ao fazermos a diferenca desse total com a quantidade que fala lingua
estrangeira, isto €, 1.100 - 900 obteremos 200. Essa € a quantidade de alunos que
falam as duas linguas. Portanto, de 600 alunos, apenas 400 falam somente inglés, e
de 500 alunos, apenas 300 falam apenas espanhol. Para facilitar o entendimento, os
discentes podem organizar essas informacées em um diagrama de Venn, conforme

segue:

Pelo diagrama temos evidentemente que 400 alunos falam apenas inglés, 300
alunos falam apenas espanhol, 200 alunos falam as duas linguas e 300 alunos néo
falam nenhuma lingua estrangeira.

Como estamos interessados em escolher um aluno que néo fala inglés, nosso

espaco amostral serd composto por aqueles que falam apenas espanhol ou que nao


https://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/aplicacoes-dos-diagramas-venn.htm
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falam nenhuma lingua, logo, #2 = 600. O numero de casos favoraveis € a
guantidade de alunos que falam apenas espanhol, entdo #E = 300. Assim poderéo

entdo calcular a probabilidade:

P(E)=22=1

600 2

2. Em uma central de atendimento, cem pessoas receberam senhas numeradas de 1
até 100. Uma das senhas é sorteada ao acaso. A probabilidade de a senha sorteada

ser um nimero de 1 a 20 é de

a) 1/100
b) 19/100
c) 20/100
d) 21/100
e) 80/100

Resolucao

Esperamos que os discentes notem que o # =100 e #E = 20, assim
utilizando a definicdo de probabilidade temos que
P(E) #E 20
#0100
3. Em uma escola, a probabilidade de um aluno compreender e falar inglés é de
30%. Trés alunos dessa escola, que estdo em fase final de selecéo de intercambio,
aguardam, em uma sala, serem chamados para uma entrevista. Mas, ao invés de
chama-los um a um, o entrevistador entra na sala e faz, oralmente, uma pergunta
em inglés que pode ser respondida por qualquer um dos alunos. A probabilidade de

o entrevistador ser entendido e ter sua pergunta oralmente respondida em inglés é

a) 23,7%
b) 30,0%
c) 44,1%
d) 65,7%
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e) 90,0%
Resolucao

Esperamos que os discentes notem que como temos trés alunos que irdo
fazer a selec@o a chance do primeiro ndo saber falar inglés é de 70%, a do segundo
também é de 70% e O mesmo ocorre para 0 terceiro. Logo pelo principio

multiplicativo temos que:
P(nio falar inglés) = 0,7 x 0,7 X 0,7 = 0,73

que é justamente o complementar do conjunto de evento dos alunos que falam

inglés. Portanto, temos que:
P(falar inglés) + P(ndo falar inglés) = 1
P(falar inglés) =1— 10,73 =1 — 0,343 = 0,657 = 65,7%

4. Em um jogo ha duas urnas com 10 bolas de mesmo tamanho em cada urna. A

tabela a seguir indica as quantidades de bolas de cada cor em cada urna.

Cor Urna1|Urna 2
Amarela | 0
Azul 3
Branca 2 2
Verde 1 3
Vermelha 0 4

Uma jogada consiste em:

1. O jogador apresenta um palpite sobre a cor da bola que seré retirada por ele
da urna 2;

2. Ele retira, aleatoriamente, uma bola da urna 1 e a coloca na urna 2,

misturando-a com as que la estao;

Em seguida ele retira, também aleatoriamente, uma bola da urna 2;

4. Se a cor da ultima bola retirada for a mesma do palpite inicial, ele ganha o
jogo.

w
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Qual cor deve ser escolhida pelo jogador para que ele tenha a maior

probabilidade de ganhar?

a) Azul.

b) Amarela.
c) Branca.
d) Verde.
e) Vermelha.

Resolucao

Esperamos que os discentes verifiquem qual é a probabilidade de o jogador

ganhar de acordo com cada cor escolhida. Para tal devem fazer uso da

probabilidade de unido de eventos, obtendo assim:

A probabilidade de obter uma bola de cor X € igual a probabilidade de retirar a

bola de cor X na urna 1 multiplicada pela probabilidade de retirar a bola de cor X da

urna 2 somada com o produto da probabilidade de né&o retirar a bola de cor X da

urna 1 com a probabilidade de retirar a bola de cor X da urna 2.

Bola Amarela

P (4 1>+(6 0) 4 0,0363
=|— X — — X — | =— =
10 11 10 11 110 ’
e Bola Azul
P (3 2)+(7><1> 13 0,1181
==X — X =) =—=
10 11 10 11 110 ’
e BolaBranca

p (2 3)+<8X2> 22 0.2
=(—Xx— — X =) ===
10 11 10 11 110 '

e BolaVerde
P—(1x4)+(9x3>—31 0,2818
—\10 " 11 10~ 11) 110

e Bola Vermelha
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P—<0x4>+(10x4>—40 0,3636
“\10 711 10~ 11) 110

Portanto, podemos constar que a maior probabilidade é obtida escolhendo-se

a bola vermelha representada pela alternativa e).

ETAPA 5 (40 minutos)

Nesta etapa pretendemos apresentar aos discentes 0 conceito de
probabilidade condicional. Para tal, iremos nos valer da seguinte situacéo-problema:
Situacdo — Um jogo consiste em escolher um namero entre 1 e 6 e lancar um dado
duas vezes sucessivas. Se o numero escolhido aparecer em pelo menos um dos
langamentos, a pessoa vence. Se ndo aparecer em nenhum dos dois langamentos,
a pessoa perde. Dois amigos decidiram joga-lo. Um deles escolheu o nimero 3 e
lancou o dado duas vezes. Qual é a probabilidade de ele ganhar se nédo obteve o
namero 3 no primeiro lancamento?

Resolucao
Denotaremos que o espaco amostral desse experimento é:

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
_(21),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
" (31),(3,2),(33),(34),(3,5),(3,6)

(4,1),(4,2),(4,3),(44),(4,5),(4,6)

(5,1),(5,2),(5,3),(54),(5,5),(5,6)

(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)

e representaremos 0s seguintes eventos:

0

e Evento A: obter o nimero 3 em pelo menos um dos langamentos;

A =1{(1,3),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4), (3,5),(3,6), (4.3), (53), (6,3)}
#A _ 11
0

Como #A = 11 temos que P(A) = — = v

#

e Evento B: ndo obter o nUmero 3 no primeiro langamento;

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)

B = (21),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)

Como #B = 30 temos que P(B) = :—z = 2 = ﬁ.
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Denotaremos por A|B a ocorréncia do evento A, dado que o evento B ja tenha
ocorrido, e por P(A|B) a probabilidade condicional de ocorrer A, dado que B ja
ocorreu.

Nessa situacdo, diremos que, P(A|B) é a probabilidade de obter 3 em um dos
langamentos do dado, sendo que néo foi obtido 3 no primeiro langamento.

Ressaltaremos que a ocorréncia do evento B modifica a condicdo e a
probabilidade do evento A, pois, a partir da ocorréncia de B, o espaco amostral

passa a ser o conjunto B e disso temos que:

papy < HAOD)
#B
peal) = T2, #ANE)
#) #B
pealp) = TANB) #4
#0  ¥#EB
H(ANB)
P(A|B) = %
#)
palpy < PAND)
P(B)
pag) =238 23 101667
30/36 30 6

Assim concluiremos que a probabilidade de um dos amigos ganhar, tendo
escolhido o nimero 3 e ndo obtido esse niumero no primeiro langamento do dado, é
de aproximadamente 16,67%. E definiremos que em geral, temos:

P(ANB)
P(B)
com P(B) # 0,ou P(An B) = P(B) x P(A|B).

P(A|B) =

Por conseguinte denotaremos que dois eventos, A e B, sdo eventos
independentes quando a probabilidade de ocorréncia de um deles nao afeta a
ocorréncia do outro, isto é, se: P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B).

E que para ocorréncia simultanea de dois eventos independentes,
substituimos P(A|B) por P(A) em P(AnB) =P(B) X P(A|B) e temos P(ANB) =

P(A) x P(B). Ainda, que na ocorréncia de mais de dois eventos independentes a
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probabilidade é o produto das probabilidades de cada um dos eventos conforme o
principio multiplicativo.

Entdo iremos propor algumas situacfes-problema envolvendo os conceitos
abordados.
Exercicios
1. Um grupo de 50 mocas é classificado de acordo com a cor dos cabelos, e dos

olhos de cada moca, segundo a tabela:

Olhos
Cabelos azuis castanhos
Loira 17 9
Morena 4 14
Ruiva 3 3

Esta chovendo quando vocé encontra a menina, seus cabelos estdo completamente
cobertos, mas vocé percebe que ela tem olhos castanhos. Qual a probabilidade de
ela ser morena?
Resolucao

Esperamos que os discentes notem que o deseja-se descobrir a probabilidade
da moca ser morena dado que tem olhos castanhos. Ou seja, denominando o

evento B:ter olhos castanhos e A: ser morena temos que:

P(B)—26—13
50 25

18 9
P(A)_%_g
14 7
P(AnB)=%=E

Dessa maneira utilizando o conceito de probabilidade condicional concluam

que:
P(AnB) 7/25 7
P(B)  13/25 13

Ou seja, a probabilidade de ser morena dado que tem olhos castanhos é de

P(A|B) =

aproximadamente 53,8%.

Por fim iremos propor os seguintes problemas extraclasse:



257

1. Em uma populagdo humana, a probabilidade de um individuo ser mudo é

. 50 - . 85 .
estimada em Too00' & probabilidade de ser cego & o000 € @ probabilidade de ser

, 6 “ » ~ . IT “
mudo e cego é T5000" Nesse caso, “ser mudo” ndo exclui a possibilidade de “ser

cego”. Com base nessas informacgodes, a probabilidade de um individuo, escolhido ao

acaso, ser mudo ou cego € igual a:

a) 0,0135
b) 0,0129
c) 00174
d) 0,0156
2. Em uma urna existem bolas enumeradas de 1 a 15. Qualguer uma delas

possui a mesma chance de ser retirada. Determine a probabilidade de se retirar uma

bola com nimero nas seguintes condi¢des:

a) par
b) primo
C) par ou primo

d) par e primo

3. Um teste de multipla escolha é composto de 12 questbes, com 5 alternativas
de resposta, sendo que somente uma, € correta. Calcule a probabilidade de uma

pessoa, marcando aleatoriamente as 12 questdes, acertar metade das respostas.

4. Uma moeda € langada 10 vezes. Determine a probabilidade de sair “coroa” 7
vezes.
5. Um aluno prestou vestibular em apenas duas Universidades. Suponha que,

em uma delas, a probabilidade de que ele seja aprovado é de 30%, enquanto na
outra, pelo fato de a prova ter sido mais facil, a probabilidade de sua aprovacéo sobe
para 40%. Nessas condicdes, a probabilidade de que esse aluno seja aprovado em

pelo menos uma dessas Universidades € de:
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a) 70%
b) 68%
c)  60%
d  58%
e) 52%

6. Dois jovens partiram, do acampamento em que estavam, em direcdo a Cachoeira
Grande e a Cachoeira Pequena, localizadas na regido, seguindo a trilha indicada

neste esquema:

Cachoeira Grande

Cachoeira Pequena

Acampamento

Em cada bifurcacdo encontrada na trilha, eles escolhiam, com igual probabilidade,
qualguer um dos caminhos e seguiam adiante. Entdo, ¢ CORRETO afirmar que a
probabilidade de eles chegarem a Cachoeira Pequena é:

a) %
b) §
C) %
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2.6.3.1 Relatorio —26.10.2019

No sabado, dia 26 de Outubro de 2019, tivemos a oportunidade de realizar o
nono encontro do Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede
Plblica de Ensino em Universidades Publicas: Um Enfoque a Area de Matematica —
Promat, no periodo matutino na Universidade Estadual do Oeste do Parana -
Unioeste. No dia em questdo, foram desenvolvidas atividades com o objetivo de
trabalhar os conceitos de Probabilidade.

Inicialmente, questionamos aos discentes se eles gostavam de esportes
individuais e coletivos, a maioria respondeu que gostava de esportes coletivos,
entdo perguntamos se nas disputas de futebol a maneira que é escolhido quem fica
com campo e quem fica com a bola era justa? Entdo eles nos responderam que sim,
guestionamos o0 porgqué, e os discentes responderam que cada time teria 50% de
chance de ganhar, em seguida explicamos que o lancamento da moeda € o mais
justo pois cairia apenas cara ou coroa dando a mesma chance para ambos os lados.

Posteriormente, definimos o que € um experimento aleatério, 0 que é o
espaco amostral, 0 que € um evento, e utilizamos a situacdo descrita acima para
exemplificar o que haviamos definido anteriormente. Apés, denotamos 0s conceitos
de evento simples, evento certo e evento impossivel. Em sequéncia pedimos aos
estudantes que resolvessem o0s dois primeiros exercicios da lista, e que nos
passariamos auxiliando nas resolucdes, passados alguns minutos fizemos a
corregcdo no quadro.

Em seguida, questionamos aos discentes se 0s pais apostavam em jogos
como a Mega Sena, alguns responderam que sim, entdo apresentamos a seguinte
situacao, suponha que Joaquim em um belo dia se sinta com sorte e queira
fazer apenas um jogo na loteria conhecida como Mega Sena. Contudo antes jogar
ele decide conferir as suas chances de vitdria em relacédo a quantidade de niumeros
escolhidos para se jogar.

Joaquim sabe que uma cartela da Mega Sena é composta por 60 niumeros
dois quais serdo sorteados seis para determinar o resultado. Apresentamos uma
tabela com os valores das apostas para determinados numeros, e questionamos
qual seria a melhor estratégia para apostar sabendo que ele tinha um orgamento de
R$ 600,00- para isso utilizando os conceitos de combinacg&o, calculamos com os

discentes qual seria a probabilidade de ele ganhar com um jogo de seis numeros,
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assim como qual seria a probabilidade dele ganhar com os demais jogos, ao final
concluimos entdo que como Joaquim dispéem de apenas R$600,00 e ird comprar
apenas uma cartela tera maiores chances de ganhar se fizer uma aposta
de 9 numeros.

Adiante, definimos o conceito de probabilidade, e que pela razdo entre o
namero de elementos do evento e o numero de elementos do espaco amostral, apos
pedimos para que os estudantes resolvessem os exercicios 3 e 4 do material,
circulamos pelas carteiras para tirar possiveis duvidas, dado alguns minutos fizemos
a correcao no quadro.

Por fim, explicamos os conceitos de unido e intersecao de eventos, para tal
utilizamos de diagramas para melhor mostrar a eles o que estava sendo explicado,
pedimos para que os discentes fizessem os demais exercicios e os liberamos para a
confraternizacdo de encerramento, nos despedimos e deixamos aberto para eles

tirarem as duvidas conosco posteriormente via mensagem.
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2.6 PROMAT - Consideracdes

O PROMAT beneficiou todos os participantes. Os discentes tiveram a
possibilidade de estar na frente da sala de aula como docente. Em especial no
nosso grupo, foi satisfatério saber que estdvamos ajudando os alunos, no
aprendizado e producdo de conhecimento sobre a matematica. A parte de
planejamento de aulas, possibilitou-nos o aprofundamento critico e o
desenvolvimento em relacdo a metodologia que iria ser trabalhada.

O aprendizado obtido, como docente, proporcionou-nos varias reflexfes
durante este trajeto. Os pontos fortes e fracos, individualmente de cada integrante
do grupo, o enfrentamento de obstaculos epistemoldgicos. Proporcionou-nos ainda,
a visdo de unicidade acerca dos alunos, as suas etapas para o aprendizado
concreto e suas dificuldades ao longo do caminho.

A partir dessa possibilidade, concluimos e averiguamos a importancia de tal
projeto. Junto aos alunos, crescemos e enfrentamos as dificuldades em sala de aula.
Pudemos, visualizar previamente, como seria 0 meio em que escolhemos participar
profissionalmente. Contudo, conscientes que haveriam mudancas, relacionadas a
colegas, alunos e escolas.

Certificamos, acima de tudo que, como futuros educadores, devemos mostrar
gue a matemética ndo é s6 mais um contetdo a ser mostrado na escola, deve ser

ensinada para agregar na vida do aluno.



