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INTRODUÇÃO 
 

Este texto contém um conjunto de descrições dos momentos nos quais estivemos 

exercendo uma parte de nossa prática docente, referente a preparação e execução do projeto 

denominado PROMAT - Programa de Acesso e de Permanência de Estudantes da Rede 

Pública de Ensino em Universidades Públicas: Um Enfoque à Área de Matemática. Ele é 

ofertado pelo colegiado de Matemática da Universidade Estadual do Oeste do Paraná, que 

consiste em um programa de ensino, voltado aos ingressantes em cursos superiores e 

participantes de exames nacionais visando levá-los ao entendimento de conteúdos 

matemáticos por meio de abordagens diferenciadas, com intuito de favorecer a aprendizagem 

e consequentemente o acesso e permanência dos envolvidos nos cursos das instituições a que 

se candidatarem. 

As aulas ocorreram durante nove sábados, no segundo semestre do calendário 

acadêmico do ano de 2018. Durante as aulas foram abordados assuntos do Ensino Médio, 

trabalhando conceitos de estatística, trigonometria, geometria analítica, análise combinatória e 

probabilidade.  

No decorrer deste acervo, serão apresentados os planos de aula elaborados, seguidos 

do material do aluno e o texto com o relato da aplicação, no qual abordamos as observações 

feitas por nós durante as aulas ministradas.  

  

  



7 

 

 

 

 

 

 

 

 

MÓDULO 1 
 

 

 

 

 

 

 

  



8 

 

2.1 1° ENCONTRO DO PROMAT – 04/08/2018 

Público Alvo: Estudantes do Ensino Médio  

Tempo de execução: 4 horas-aula. 

Objetivo Geral: Interpretar e resolver problemas envolvendo gráficos e tabelas. 

Objetivos Específicos:  

Ao se trabalhar com Tratamento da Informação, objetiva-se que o aluno seja capaz 

de: 

 Interpretar e resolver problemas envolvendo gráficos e tabelas; 

 Realizar a transposição de tabela para gráfico; 

 Compreender a estruturação de gráficos de barras, gráfico de linhas, gráfico de 

colunas, gráfico de setores e gráfico de dispersão; 

 Entender as medidas de posição que um conjunto de dados fornece e ser capaz de 

interpretá-las; 

 Analisar informações expressas em gráficos e/ou tabelas como recurso para a 

construção de argumentos. 

Conteúdo: Tratamento da Informação. 

Recursos Didáticos: Barbante, régua, trena, material do aluno, lápis, borracha, compasso, 

transferidor. 

Metodologia: Optamos por adotas a metodologia de Resolução de Problemas segundo 

Onuchic e Allevato (1999), em nossa aula, ela consiste em: 

1) Preparação do problema: Preparar um problema que não seja rotineiro ao aluno, de 

fácil resolução ou que já tenha visto algo muito semelhante anteriormente; 

2) Leitura individual: Solicitar que cada aluno seja efetue a leitura de maneira 

individual e silenciosa do problema; 

3) Leitura em conjunto: Efetuar a leitura do problema novamente, porém agora em voz 

alta e no grupo, para que juntos discutam e interpretem o problema.  

4) Resolução do problema: Reunidos no grupo, em um trabalho cooperativo e 

colaborativo, os alunos resolvê-lo;  

5) Observar e incentivar:  Enquanto os alunos buscam resolver o problema, o professor 

observa, estimula o trabalho colaborativo, levando-os a refletir a respeito do enunciado e das 

estratégias de resolução adotadas, incentivando a interação entre eles; 

6) Registro das resoluções na lousa: Representantes dos grupos são convidados a 

registrar, na lousa, suas resoluções; 
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7) Plenária: Os grupos visualizem, analisem e discutam as resoluções registradas na 

lousa pelos colegas, argumentando e defendendo seus pontos de vista. Nesse processo o 

professor atua como mediador das discussões, questionando, promovendo a interação entre os 

alunos; 

8) Busca do consenso: O professor, junto aos alunos, procura chegar a um consenso 

sobre o melhor caminho usado para resolução e se o resultado obtido está correto. 

9) Formalização do conteúdo: O professor registra na lousa de forma organizada e 

estruturada em linguagem matemática padronizando os conceitos, os princípios e os 

procedimentos construídos através da resolução do problema.  

Encaminhamentos metodológicos: 

Iniciaremos a aula propondo uma dinâmica, para isso solicitaremos aos alunos que se 

levantem e façam um círculo.  

Pegaremos um rolo de barbante, então um de nós, iniciará a dinâmica amarrando-o, 

ou enrolando ou apenas segurando na ponta do dedo indicador e fazendo uma apresentação 

pessoal, dizendo o nome e o lugar onde mora. Em seguida, essa pessoa escolherá um 

participante e jogará com cuidado o rolo de barbante para que o colega pegue.  

Já com o rolo de barbante em mãos, pediremos ao aluno que enrole o barbante em 

seu dedo indicador e que da mesma maneira faça uma apresentação pessoal, dizendo seu 

nome, o lugar onde mora e o curso que pretende cursar. Feita a apresentação, este deverá 

manter o barbante preso em seu dedo indicador e arremessar o rolo para outra pessoa. O jogo 

prosseguirá nessa dinâmica, até que o último jogador faça a sua apresentação.  

Assim que todos tenham se apresentado, requisitaremos que todos olhem a teia 

formada com o barbante e perguntaremos sobre alguma forma geométrica reconhecida.  

Na sequência, pediremos ao último participante que desenrole o fio e arremesse o rolo para o 

colega que jogou o rolo para ele, sendo que este aluno, que está arremessando o rolo deverá 

dizer o nome da pessoa que passou para ele, praticamente repetir o que foi dito e assim por 

diante. Caso não consiga relembrar, é permitido qualquer tipo de ajuda por parte dos colegas.  

O jogo prossegue nessa sistemática até que o rolo chegue às mãos do primeiro 

participante. 

Na sequência, os alunos se organizarão em grupos com 4 integrantes, entregaremos o 

material do aluno e encaminharemos a tarefa 1. 

Tarefa 1 

Destinaremos um período para que os alunos tentem resolver a tarefa 1, em seguida 

explicaremos na lousa os conceitos que envolvem média, moda e mediana e como calcular o 
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desvio padrão. 

Consiste em me responder à pergunta: Qual grupo apresenta a estatura dos 

integrantes menos divergentes? 

Pediremos para que cada grupo realize a medição dos integrantes, de acordo com 

nosso material a fim de padronizar os valores, questionaremos como podemos responder essa 

pergunta. 

Resposta: Após os integrantes de cada grupo terem se medido, discutiremos sobre maneiras 

de responder à pergunta inicial, esperamos que eles façam algumas afirmações. 

Socializaremos formalizando o conceito de média, variância e desvio padrão e coeficiente de 

variação. 

 

Média aritmética representada por 𝑥̅, é calculada considerando que todas as observações 

participam com o mesmo peso. Assim, para um conjunto de n observações calculamos a 

média aritmética: 

𝑥̅ =  ∑
𝑥𝑖

𝑛

𝑛

𝑖=1

 

 

Variância: é uma medida de dispersão de um conjunto de dados, calculada por: 

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
∑(𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝑥̅)² 

Desvio Padrão: Representa a dispersão que os dados assumem, em relação à média, 

calculada por: 

𝑠 = √𝑠2 

Coeficiente de Variação: Representada por CV, essa medida apresenta a variabilidade de um 

conjunto de dados, obtida através de proporção, pode ser calculada por:  

𝐶𝑉 =  
𝑠

𝑥̅
 100 

Tarefa 2 

Encaminharemos, então, a tarefa 2, com o intuito de explorar a organização dos 

dados e o conceito de moda. 

(Enem 2012 – adaptado) O gráfico apresenta o comportamento de emprego formal 

surgido, segundo o CAGED, no período de janeiro de 2010 a outubro de 2010. 
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Figura 1- Emprego Formal 

 
Disponível em: www.mte.gov.br. Acesso em: 28 fev. 2012 (adaptado) 

Com base no gráfico, o valor da parte inteira da mediana dos empregos formais 

surgidos no período é: 

Resposta: Os dados precisarão ser ordenados de forma crescente, em seguida, como é um 

conjunto par de dados é necessário extrair a média entre os valores da posição 5 e 6. 

Os dados dos empregos formais são dados por: 

 1 1 1   0         1   0 0      0 1  1     1 1        1          0  0  , é 

necessário que os dados sejam agrupados em ordem crescente ou decrescente, optaremos por 

ordenar de maneira crescente: 

 1 1 1  1 1     0  0    0       1                 1      0 1      1    0 0    

O conceito de mediana é a medida que divide um conjunto de dados 

ordenados em duas partes iguais, 50% dos dados são maiores que a mediana e 50% 

são menores que a mediana. 

Com base, no conceito acima é necessário calcular a média do 5° e 6° valores, 

portanto:  

 1           

 
=     1    

Como o problema pede da parte inteira da mediana o valor é 229913. 

Tarefa 3 

Encaminharemos a tarefa 3, para que os alunos resolvam. 

(ENEM 2017) No próximo fim de semana, uma pessoa receberá visitas em sua 

casa, precisando, portanto, comprar refrigerante. Para isso, ela fez a pesquisa de preços em 

dois supermercados e montou esta tabela. 
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Figura 2- Tabela pesquisa de preço 

 

Fonte: Inep 

Ela pretende comprar apenas garrafas que tenham a mesma capacidade. 

Independentemente de em qual supermercado essa pessoa fará a compra, a fim de ter o 

menor custo, ela deverá adquirir garrafas com que capacidade? 

Resposta:  

Com o intuito de filtrar os dados da tabela os valores que possuem menor custo em 

cada capacidade, o procedimento é comparar o valor atribuído a cada garrafa pet. 

Destinaremos um tempo para que os alunos realizem algumas hipóteses e em grupo 

possam socializar a maneira que encontraram para determinar a solução da questão.  

 

Tarefa 4 

Em uma enquete realizada, numa escola, sobre a aprovação do lanche escolar, os 

alunos deveriam atribuir uma nota entre 0 e 10 conforme opinião, em que 0 significa 

insatisfeito e 10 indica que está excelente. Abaixo uma tabela que indicam as notas dos 

alunos: 

Tabela 1- Pesquisa de opinião 

Notas Votos 

0 ⊢    4 

  ⊢    16 

  ⊢    38 

  ⊢    50 

  ⊢⊣  10 32 

Fonte: Os autores (2018) 

a) Qual o número de alunos que participaram da pesquisa? 
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b) Assumindo média 6 como boa, o que você pode afirmar dessa enquete? 

c) Calcule a taxa percentual que cada informação da tabela representa; 

d) Represente essas informações em forma de gráfico, de acordo com as 

condições abaixo: 

Figura 3- Gráfico de frequência 

Fonte: Os autores (2018) 

Figura 4- Gráfico percentual 

 

Fonte: Os autores (2018)

Resposta: 

a) Através da soma de todas as observações obtemos 140 alunos 

b) Que houveram 82 votos acima 6, portanto o lanche é de boa qualidade – surge espaço 

para comentar da média de dados agrupados, em que o somatório da média da classe 

multiplicada pelos votos, divididos pelo número de alunos fornece a média dos votos. 

c) Retomaremos brevemente o conceito de regra de três e também conceito de proporção, 

para o cálculo das porcentagens. 

 

Tabela 2- Pesquisa de opinião com percentual 

Notas Votos % 

0 ⊢2 4 2,9 

2 ⊢ 4 16 11,4 

4 ⊢ 6 38 27,1 

6 ⊢ 8 50 35,7 

8 ⊢⊣ 10 32 22,9 

Fonte: Os autores (2018) 

d) Consiste na construção do gráfico de colunas com os eixos Notas X Votos e outro com 

eixos Notas X Percentual. 
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Figura 5 - Notas vs votos 

  

Fonte: Os autores (2018) 

Figura 6- Notas vs percentual 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Tarefa 5 

A emissão dos gases do efeito estufa colocam o mundo em risco e causam as 

mudanças climáticas que afetam toda a fauna e flora do planeta, além de gerar eventos de 

secas e chuvas mais drásticos. 

0
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Figura 7-Gráfico de setores 

 

Fonte: IPCC (2014) 

 

a) Cada setor corresponde a que angulação? 

b) Transponha esses dados em um gráfico de colunas. 

Resposta:  

a) Por meio de regra de três, ou proporção esperamos que os alunos encontrem as 

correspondências dos ângulos: Construções 21,6°; Energia 36°; transporte 50,4°; Indústria 

75,6°; Agricultura 86,4° e Eletricidade 90°. 

b) Transpondo os gráficos, esperamos que os alunos encontrem situação similar a 

exposta abaixo: 

Figura 8- Transposição do gráfico de setores 

 
Fonte: Os autores (2018) 

Tarefa 6 

0%
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15%

20%

25%

30%
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Emissão dos gases de efeito estufa 
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(Enem 2015) Doenças relacionadas ao saneamento ambiental inadequado 

(DRSAI) podem estar associadas ao abastecimento deficiente de água, tratamento 

inadequado de esgoto sanitário, contaminação por resíduos sólidos ou condições 

precárias de moradia. O gráfico apresenta o número de casos de duas DRSAI de uma 

cidade:  

 

Figura 9- Doenças relacionadas ao saneamento inadequado 

 

Fonte: Inep 

O mês em que se tem a maior diferença entre o número de casos das doenças de 

tipo A e B é 

Resposta: Esperamos que os alunos analisem e percebam que o mês com maior diferença é o 

de setembro. 

Questões complementares: 

1) (ENEM 2016) O procedimento de perda rápida de “peso” é comum entre os 

atletas dos esportes de combate. Para participar de um torneio, quatro atletas da categoria até 

66 kg, Peso-Pena, foram submetidos a dietas balanceadas e atividades físicas. Realizaram três 

“pesagens” antes do início do torneio. Pelo regulamento do torneio, a primeira luta deverá 

ocorrer entre o atleta mais regular e o menos regular quanto aos “pesos”. As informações com 

base nas pesagens dos atletas estão no quadro. 



17 

 

Figura 10- Pesagem do atletas 

 

Fonte: Inep 

Após as três “pesagens”, os organizadores do torneio informaram aos atletas quais 

deles se enfrentariam na primeira luta. A primeira luta foi entre os atletas: 

a) I e III. b) I e IV. c) II e III. d) II e IV. e) III e IV. 

Resposta: A primeira luta deve ocorrer entre o atleta mais regular e o menos regular quanto 

aos pesos, ou seja, entre o atleta de menor desvio-padrão e o de maior desvio padrão, 

respectivamente. Assim, essa luta será entre os atletas II e III. 

2) (Enem 2016) Estimativas do IBGE para a safra nacional de cereais, leguminosas e 

oleaginosas, em 2012, apontavam uma participação por região conforme indicado no gráfico. 

As estimativas indicavam que as duas regiões maiores produtoras produziriam, 

juntas, um total de 119,9 milhões de toneladas dessas culturas, em 2012. 

Figura 11- Dados IBGE 

 
Disponível em: www.ibge.gov.br. Acesso em: 3 jul. 2012. 

De acordo com esses dados, qual seria o valor mais próximo da produção, em milhão 

de tonelada, de cereais, leguminosas e oleaginosas, em 2012, na Região Sudeste do país?  
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a)10,3 b)11,4 c)13,6 d)16,5 e)18,1 

Resposta: Somando os percentuais da região Sul e Centro-Oeste é possível estabelecer uma 

regra de três com a região Sudeste, alternativa e. 

3) (Enem 2015) Um dos principais indicadores de inflação é o índice Nacional de 

Preços ao Consumidor Amplo (IPCA). O gráfico apresenta os valores do IPCA nos anos 

de 1994 a 2011. 

 
Figura 12- Inflação 

 

Fonte: Inep. 

O valor mais próximo da mediana de todos os valores da inflação indicados no 

gráfico é: 

a)5,97 b)6,24 c)6,5 d)8,07 e)10,1 

Resposta: Correlato a tarefa 2. 

𝑀𝑒𝑑 =       , deste modo a alternativa b, é a mais adequada. 

 

4) (ENEM 2013) A cidade de Guarulhos (SP) tem o 8° PIB municipal do Brasil, 

além do maior aeroporto da América do Sul. Em proporção, possui a economia que mais 

cresce em indústrias, conforme mostra o gráfico. 



19 

 

Figura 13- Decolagens de aviões 

 
Fonte: Inep. 

 

Analisando os dados percentuais do gráfico, qual a diferença entre o maior e o menor 

centro em crescimento no polo das indústrias? 

a) 75,28  b) 64,09  c) 56,95  d) 45,76  e) 30,07  

Resposta: A partir da análise do gráfico é possível identificar que o maior valor é 60,52 e o 

menor 3,57. Logo a diferença  0   −     =       . Portanto alternativa c. 

 

Referências bibliográficas: 

QUESTÕES DO ENEM. Disponível em: <https://www.qconcursos.com/questoes-do-

enem/disciplinas/matematica-matematica/analise-de-tabelas-e-

graficos?aba=pratica&modo=1>. Acesso em: 12 jul 2018. 

PIANA, Clause F.B.; MACHADO, Amauri A.; SELAU, Lisiane P. R., Estatística 

Básica. Departamento de Matemática e Estatística – Universidade Federal de Pelotas. 

Disponível em: 

<http://www.energiapura.net.br/alunos/planejamento_experimentos/Aulas_PAE/aula1_PAE/A

postila_EB.pdf>. Acesso em: 16 jul 2018. 
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2.1.1 MATERIAL DOALUNO 

 

NOME: DATA: 

___/___/2018 

PROMAT – 2018, Universidade Estadual do Oeste do Paraná – UNIOESTE 
Que bom ter sua presença conosco!!! Caro estudante, este será seu material, aproveite-o da 

melhor forma possível. Bons estudos!!! 

“Eu ouço e eu esqueço. Eu vejo e eu lembro. Eu faço e eu entendo”. 

-Antigo provérbio chinês 

Tarefa 1 

Como podemos responder à pergunta: “Qual grupo apresenta a estatura dos 

integrantes menos divergentes? ” 

Estudante  Altura 

  

  

  

  

 

Complete: 

A ____________________________ 

representada por_____, é calculada 

considerando que todas as observações 

participam com o mesmo peso. Assim, 

para um conjunto de n observações 

calculamos a média aritmética: 

𝑥̅ = 

A _______________ é uma medida de 

dispersão de um conjunto de dados, 

calculada por: 

𝑠2 = 

O ________________________representa 

a dispersão que os dados assumem, em 

relação à média, calculada por: 

𝑠 = 

O ________________________________ 

representada por CV, essa medida 

apresenta a _____________________ de 

um conjunto de dados, obtida através de 

proporção, pode ser calculada por:  

𝐶𝑉 =  

Tarefa 2 

(Enem 2012 – adaptado) O gráfico apresenta o comportamento de emprego formal surgido, 

segundo o CAGED, no 

período de janeiro de 

2010 a outubro de 2010. 

Com base no gráfico, o 

valor da parte inteira da 

mediana dos empregos 

formais surgidos no 
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período é: 

 

Complete: 

O conceito de _______________________ é a medida que divide um conjunto de 

dados ordenados em duas partes iguais, 50% dos dados são maiores que ela e ___________ 

são menores. 

Tarefa 3 

(ENEM 2017) No próximo fim de semana, uma pessoa receberá visitas em sua casa, 

precisando, portanto, comprar 

refrigerante. Para isso, ela fez a 

pesquisa de preços em dois 

supermercados e montou esta tabela. 

Ela pretende comprar apenas 

garrafas que tenham a mesma 

capacidade. Independentemente de 

em qual supermercado essa pessoa 

fará a compra, a fim de ter o menor custo, ela deverá adquirir garrafas com que 

capacidade? 

Tarefa 4 

Em uma enquete realizada, numa escola, sobre a aprovação do 

lanche escolar, os alunos deveriam atribuir uma nota entre 0 e 

10 conforme opinião, em que 0 significa insatisfeito e 10 indica 

que está excelente. Ao lado uma tabela que indicam as notas dos 

alunos:  

a) Qual o número de alunos que participaram da pesquisa? 

 

b) Assumindo média 6 como boa, o que você pode afirmar 

dessa enquete? 

 

c) Calcule a taxa percentual que cada informação da tabela representa; 

 

 

d) Represente essas informações em forma de gráfico, de acordo com as condições 

abaixo: 
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Tarefa 5 

A emissão dos 

gases do efeito 

estufa colocam o 

mundo em risco 

e causam as 

mudanças 

climáticas que 

afetam toda a 

fauna e flora do 

planeta, além de 

gerar eventos de secas e chuvas mais drásticos. 

c) Cada setor corresponde a que 

angulação? 

 

d) Transponha esses dados em um gráfico 

de colunas. 

 

 

 

Tarefa 6 

Enem 2015) Doenças relacionadas ao 

saneamento ambiental inadequado (DRSAI) 

podem estar associadas ao abastecimento 

deficiente de água, tratamento inadequado de 
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esgoto sanitário, contaminação por resíduos sólidos ou condições precárias de moradia. O 

gráfico apresenta o número de casos de duas DRSAI de uma cidade:  

O mês em que se tem a maior diferença entre o número de casos das doenças de 

tipo A e B é 

 

 

Questões complementares: 

1) (ENEM 2016) O procedimento de perda rápida de “peso” é comum entre os atletas dos 

esportes de combate. Para participar de um torneio, quatro atletas da categoria até 66 kg, 

Peso-Pena, foram submetidos a dietas balanceadas e atividades físicas. Realizaram três 

“pesagens” antes do início do torneio. Pelo regulamento do torneio, a primeira luta deverá 

ocorrer entre o atleta mais regular e o 

menos regular quanto aos “pesos”. As 

informações com base nas pesagens dos 

atletas estão no quadro. 

Após as três “pesagens”, os 

organizadores do torneio informaram aos 

atletas quais deles se enfrentariam na 

primeira luta. A primeira luta foi entre os atletas: 

 

a) I e III. b) I e IV. c) II e III. d) II e IV. e) III e IV. 

 

2) (Enem 2016) Estimativas do IBGE para a safra nacional de cereais, leguminosas e 

oleaginosas, em 2012, apontavam uma participação por região conforme indicado no gráfico. 

As estimativas indicavam que as duas regiões maiores produtoras produziriam, juntas, um 

total de 119,9 milhões de toneladas dessas culturas, em 2012. 

De acordo com esses dados, qual seria o valor mais 

próximo da produção, em milhão de tonelada, de cereais, 

leguminosas e oleaginosas, em 2012, na Região Sudeste 

do país?  

a)10,3 b)11,4 c)13,6 d)16,5 e)18,1 
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3) (Enem 2015) Um dos principais indicadores de inflação é o índice Nacional de Preços 

ao Consumidor Amplo (IPCA). O gráfico apresenta os valores do IPCA nos anos de 1994 

a 2011. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O valor mais próximo da mediana de todos os valores da inflação indicados no 

gráfico é: 

a)5,97 b)6,24 c)6,5 d)8,07 e)10,1 

 

4) (ENEM 2013)A cidade de Guarulhos (SP) tem o 8° PIB municipal do Brasil, além do 

maior aeroporto da América do Sul. Em proporção, possui a economia que mais cresce em 

indústrias, conforme mostra o gráfico. 

Analisando os dados 

percentuais do gráfico, qual 

a diferença entre o maior e o 

menor centro em 

crescimento no polo das 

indústrias? 

 a) 75,28  b) 64,09 

 c) 56,95  d) 

45,76  e) 30,07  

 

 

 

 

GABARITO 

1 C 

2 E 

3 B 

4 C 
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2.1.2 RELATÓRIO DO 1° ENCONTRO 

 

Ao chegarmos à sala, organizamos as carteiras formando quartetos, escrevemos no 

quadro “SEJAM BEM VINDOS” e fixamos as fitas métricas na parede para a realização da 

atividade que faríamos posteriormente. O assunto abordado neste encontro foi tratamento da 

informação, que consistia na interpretação de dados, gráficos e tabelas. 

Esperamos os alunos chegarem. As 8h05min iniciamos a aula, havia um grupo 

grande de alunos presentes. Solicitamos que os presentes se dispusessem em um círculo em 

torno das carteiras, pois realizaríamos uma dinâmica, a “teia do envolvimento”, que consiste 

em se apresentar, mencionando seu nome, curso de interesse e cidade em que reside, em 

seguida arremessar o rolo de barbante a uma pessoa, para que esta realizasse o mesmo 

processo, se apresentasse e arremessasse o rolo, e assim por diante. Ao chegar no último 

integrante, este deveria apresentar a pessoa que arremessou o rolo de barbante a ele, até que o 

rolo retornasse a pessoa que iniciou a dinâmica. 

Durante a realização da dinâmica observamos que a turma era composta por pessoas 

de diversas cidades, com interesse nos mais variados cursos e de idades que variavam entre 13 

e 18 anos. Os alunos se mostraram tímidos no período da dinâmica, grande parte dos alunos 

não lembrava o nome da pessoa que havia arremessado o rolo, tiveram alguns momentos de 

descontração, como por exemplo, um aluno arremessou o rolo de barbante, durante a 

dinâmica e o cone central em que o barbante é enrolado, saiu do novelo, cena inusitada para 

nós. 

Prosseguindo, pedimos para que retornassem aos lugares, conversamos sobre o 

Projeto PROMAT, sobre o grupo do WhatsApp e esclarecemos que estaríamos ministrando 11 

encontros no 2º semestre de 2018. Distribuímos o material do aluno e explicamos sobre o 

mesmo. O conteúdo foi iniciado com cálculo das medidas de tendência central (média, moda 

e mediana), esboçamos na lousa um conjunto de dados, próximos entre si, já pensados 

anteriormente, e pedimos para os alunos que realizassem o cálculo das medidas, socializamos 

os resultados e apresentamos um novo conjunto de dados, com os valores mais dispersos entre 

si, pedimos para que realizassem o cálculo da média e da mediana. Levantamos algumas 

considerações sobre esses valores, a respeito da representatividade das medidas dos dados, 

para que observassem melhor a representação das medidas, dispomos na reta numérica o 

conjunto de dados e as medidas de dispersão. 

Na representação geométrica (reta numérica) os alunos puderam visualizar os dois 

casos, perceberam que havia diferenças nas medidas de dispersão em relação à 
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representatividade dos dados. Para que pudéssemos reforçar essa ideia apresentamos um novo 

conjunto, este com valores próximos entre si, exceto um que era discrepante, na representação 

geométrica era visível que a média era apenas um valor no intervalo, pois somente o valor 

discrepante era maior que ela, em contrapartida a mediana representava melhor essa situação. 

Fomos motivados durante a semana que antecedia a aula a trabalhar com essa interpretação 

das medidas de tendência central, tanto que não aparece no plano de aula, em que foram 

propostas na aula de estágio para nós algumas notícias que a mídia trazia sobre o uso da 

média e da mediana, em que a interpretação que cada uma delas proporcionava retratava 

extremos. 

Desta forma, encaminhamos a discussão abordando as alturas dos integrantes dos 

quartetos, no sentido de verificar, qual das medidas de tendência central representaria melhor 

as alturas. Induzimos a realizar a tarefa 1 do material do aluno, para isso orientamos que o 

grupo medisse as alturas de cada integrante utilizando as fitas métricas que estavam fixas na 

parede, cada colega media os outros do grupo. Após coletadas as medidas, os grupos iam 

calculando a média e a mediana dos valores. 

A Tarefa 1 consistia em responder à pergunta: “Qual grupo possui alturas menos 

divergentes? ”, desta forma fomos construindo uma tabela na lousa com as alturas dos 

professores e encaminhando cada processo. Possuíamos a intenção de que os alunos 

chegassem ao coeficiente de variação das alturas do grupo, auxiliamos tanto na lousa quanto 

nos grupos para chegar a estes valores, todos os grupos encontraram o coeficiente de variação 

antes do intervalo, então foram liberados e ao retornarem formalizamos todos os passos que 

foram necessários para encontrar o coeficiente de variação, como a Variância e o Desvio 

Padrão. 

Encaminhamos a Tarefa 2, que consistia em uma questão do Enem, na qual pedia a 

mediana dos valores, os alunos resolvem rapidamente a pergunta e socializamos no quadro a 

resolução. Em seguida foi encaminhada a Tarefa 3 que também era uma questão do Enem, em 

que exigia a interpretação de uma tabela, os alunos demandaram maior tempo para a 

resolução desta atividade. Como a maioria dos alunos depende de transporte, alguns 

necessitam sair pouco antes do término da aula, nisso alguns estudantes saem da aula. 

A Tarefa 3 apresentou resoluções bem interessantes, na qual abrimos para que os 

grupos comentassem sobre a resolução, foi um momento bem interessante em que os alunos 

puderam realizar suas considerações sobre a questão. Após o consenso encaminhamos a 

Tarefa 4 que era sobre a transposição de uma tabela em gráfico, logo corrigimos e pedimos 

para que os alunos deixassem as carteiras enfileiradas, encerrando assim a aula.  
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Figura 14- Execução da tarefa 1 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Figura 15- Coleta das alturas dos estudantes 

 

Fonte: Os autores (2018) 
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2.2 2º ENCONTRO DO PROMAT - 11/08/2017 

Publico Alvo: Alunos do Ensino Médio. 

Tempo de execução: 4 horas-aula 

Objetivo Geral: Perceber trigonometria no triângulo retângulo em diferentes situações 

problemas. 

Objetivos Específicos:  

 Reconhecer as razões trigonométricas;  

 Interpretar geometricamente os ângulos notáveis.  

Recursos Didáticos: Quadro, giz, lápis, borracha, material do aluno, cartolina, transferidor, 

jogo. 

Encaminhamento metodológico: 

Tarefa 1 

Pediremos para que os alunos sentem em grupos de quatro pessoas nas carteiras, que 

estarão dispostas desta maneira. 

Entregaremos para cada grupo quatro triângulos retângulos, com diferentes medidas 

de ângulos e quatro transferidores, para que encontrem a medida de cada ângulo auxiliaremos 

os alunos em eventuais dúvidas com relação ao uso do transferidor. 

Cada triângulo retângulo entregue as equipes, terão a medida do ângulo reto e do 

ângulo  , para que os alunos possam diferenciar cateto oposto de cateto adjacente. 

 Solicitaremos que os alunos preencham os valores de cada ângulo na tabela a seguir. 

Tabela 3- Medida dos lados do triângulo retângulo 

 

Triângulo 

Comprimento em centímetros 

Cateto oposto a   Cateto adjacente Hipotenusa 

ABC    

DEF    

JKL    

MNO    
Fonte: Os autores (2018) 

Em seguida, preencherão a seguinte tabela presente no material do aluno, sendo que 

calcularão as razões pedidas: 

Tabela 4- Razões trigonométricas 

 

Triângulo 

Razões entre os lados 

Cateto oposto a  e 

hipotenusa  

Cateto adjacente e 

hipotenusa 
Cateto oposto a  e 

cateto adjacente 
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ABC    

DEF    

JKL    

MNO    
Fonte: Os autores (2018) 

Apresentaremos oralmente e pediremos para que os alunos preencham no material do 

aluno as definições das razões trigonométricas no triângulo retângulo da seguinte maneira: 

 

Razões trigonométricas: 

Seno  

Uma das constantes obtidas ao relacionar as medidas dos lados em triângulos 

retângulos é conhecida por seno. Num triangulo qualquer, o seno de um ângulo agudo é a 

razão entre a medida do cateto oposto a ele e a medida da hipotenusa. 

𝑠𝑒𝑛  ̂  =  
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜

𝐻𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
 

 

Cosseno  

Outra constante obtida ao relacionar as medidas dos lados em triângulos retângulo conhecida 

por cosseno. Num triangulo qualquer, o cosseno de um ângulo agudo é a razão entre a medida 

do cateto adjacente a ele e a medida da hipotenusa. 

𝑐𝑜𝑠  ̂  =  
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑 𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒

 𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
 

Tangente  

A terceira constante obtida ao relacionar as medidas dos triângulos é conhecida por 

tangente. Num triangulo qualquer, a tangente de um ângulo agudo é a razão entre a medida do 

cateto oposto e a medida do cateto adjacente a ele. 

𝑡   ̂  =    
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑 𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒
 

Tarefa 2 

Uma pessoa de 1,80cm de altura (citar o nome de um aluno que possui esta altura), a 

qual encontrou na primeira aula deste módulo observa uma árvore com o auxílio de um 

teodolito, a uma distância de dez metros. O mesmo decide se afastar dando um quarto de 

passo de cada vez (de 20 em 20 cm), e repetindo o processo quatro vezes, como mostra a 

figura a seguir. Quais os valores de ângulos encontrados por esta pessoa em cada passo. Eles 

se alteram. Justifique sua resposta. 

Resposta: uma maneira de resolução é desenhar a representação da situação. 
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Tarefa 3 

A figura abaixo mostra a trajetória de um móvel a partir de um ponto A, com BC = 

CD, DE = EF, FG = GH, HI = IJ e assim por diante. Sabe-se que sen   ° = 0  . Descubra 

qual é a tg   °. 

Figura 16- Sequência de triângulos retângulo 

 
 

Resposta:  

Podemos escrever a seguinte relação com as medidas apresentadas no triângulo: 

𝑎2 = 𝑏2  𝑐² 

1 ² =  1 ²   𝑐² 

    =  1     𝑐² 

    –  1   =  𝑐² 

 1 =  𝑐² 

√ 1 = 𝑐 

 = 𝑐 

Então calculamos a tangente 

𝑡  ∝ =
𝑠𝑒𝑛 ∝

𝑐𝑜𝑠 ∝
 

𝑡 ∝ =  

𝑐𝑜

ℎ𝑖𝑝
𝑐𝑎

ℎ𝑖𝑝

 

𝑡    ° =  

9

15
12

15

 

𝑡    ° =  
 

1 
 ×

1 

1 
 

𝑡    ° =
1  

1 0
 

𝑡    ° = 0    

 

Após a realização desta atividade, será exemplificado no quadro outras formas de 
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semelhanças de triângulos. Apresentando a seguinte imagem: 

Figura 17- Relação de tangência 

 
 

Tarefa 4 

Para determinar a distância de um barco até a praia, um navegante utilizou o seguinte 

procedimento: a partir de um ponto A, mediu o ângulo visual a fazendo mira em um ponto 

fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B de modo que 

fosse possível ver o mesmo ponto P da praia, no entanto sob um ângulo visual 2α. A figura 

ilustra essa situação: 

Figura 18- Trajetória do barco 

 

Fonte: Inep. 

Suponha que o navegante tenha medido o ângulo α=30° e, ao chegar ao ponto B, 

verificou que o barco havia percorrido a distância AB=2000m. Com base nesses dados e 

mantendo a mesma trajetória, a menor distância do barco até o ponto fixo P será: 

Resposta:  

𝑠𝑒𝑛  0° =  
𝑐𝑜

 𝑖𝑝
 

√ 

 
=  

𝑐𝑜

 000
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√ 

 
×  000 = 𝑐𝑜 

 
 000√ 

 
= 𝑐𝑜 

1000√ = 𝑐𝑜 

Tarefa 5 

(CEFET-MG - adaptado) Uma escada que mede 6m está apoiada em uma parede. 

Sabendo-se que ela forma com o solo um ângulo α, a distância de seu ponto de apoio no solo 

até a parede, em metros, é: (use cos α = √5/3). 

Resposta: 

𝑐𝑜𝑠 ∝ =  
𝑐𝑎

 𝑖𝑝
 

√ 

 
=

𝑐𝑎

 
 

√ 

 
×  =  𝑐𝑎 

 √ = 𝑐𝑎 

Tarefa 6 

Para relacionar com os ângulos notáveis realizaremos a seguinte atividade: 

No material do aluno, pediremos para que respondam as seguintes perguntas com 

relação a imagem 

 

Considerando o triângulo abaixo, responda:  

 
Figura 19- Triângulo Equilátero 

  

Fonte: Os autores (2018) 

- Como você classificaria este triângulo com relação aos lados e aos ângulos?  

- O triângulo a seguir possui os três ângulos iguais, como podemos nomeá-lo? 

- Trace a medida da altura deste triângulo. 
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- Como você faria para calcular a altura desse triângulo? 

-Calcule a altura desse triangulo considerando x o valor de seu lado. 

 

Figura 20- Representação dos ângulos 

 

 Fonte: Os autores (2018) 

Ângulos notáveis:  

Observar que após traçar a altura, o triângulo equilátero foi dividido em dois 

triângulos retângulos, ressaltando que um dos ângulos de 60º foi divido em dois ângulos de 

30º. Com isso calcularemos juntamente com os alunos a altura deste triângulo, em função de 

x, aplicando o teorema de Pitágoras. 

𝑎² = 𝑏²  𝑐² 

𝑥² = (
 

2
) ²   ² 

𝑥² =
𝑥²

 
  ² 

 𝑥²

 
=

𝑥²    ²

 
 

 𝑥² = 𝑥²    ² 

  ² =  𝑥² − 𝑥² 

 ² =
 𝑥²

 
 

√ ² = √
 𝑥²

 
 

 =
𝑥√ 
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Encontrada a altura do triângulo equilátero, determinar as relações trigonométricas 

dos ângulos de 30º e 60º. Faremos juntamente com os alunos o cálculo do seno de 30 e 60 

graus no quadro: 

Tabela 5- ângulos notáveis 

  0°   °  0° 

Seno    

Cosseno    

Tangente    

Fonte: Os autores (2018) 

Seno de  0°: 

𝑠𝑒𝑛  0° =

 

2

𝑥
 

𝑠𝑒𝑛  0° =
𝑥

 
×

1

𝑥
 

𝑠𝑒𝑛  0° =
𝑥

 𝑥
 

𝑠𝑒𝑛  0° =
1

 
 

 

Seno de  0°: 

𝑠𝑒𝑛  0° =  

 √3

2

𝑥
 

𝑠𝑒𝑛  0° =
𝑥√ 

 
×

1

𝑥
 

𝑠𝑒𝑛  0° =
𝑥√ 

 𝑥
 

𝑠𝑒𝑛  0° =
√ 

 
 

Auxiliaremos os alunos nos grupos e se necessário faremos as considerações de 

todos os ângulos no quadro. 

Cosseno de  0° 

cos  0° =  

 √3

2

𝑥
 

𝑐𝑜𝑠  0° =
𝑥√ 

 
×

1

𝑥
 

cos  0° =
𝑥√ 

 𝑥
 

𝑐𝑜𝑠  0° =
√ 

 
 

Cosseno de  0° 

 

cos  0° =

 

2

𝑥
 

𝑐𝑜𝑠  0° =
𝑥

 
×

1

𝑥
 

𝑐𝑜𝑠  0° =
𝑥

 𝑥
 

𝑐𝑜𝑠  0° =
1

 
 

 

Tangente de  0° 

tan  0 ° =

 

2

 √3

2

 

tan  0° =
𝑥

 
×

 

𝑥√ 
 

tan  0° =
 𝑥

 𝑥√ 
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tan  0° =
1

√ 
×

√ 

√ 
 

tan  0° =  
√ 

 
 

 

Tangente de  0°: 

tan  0° =  

 √3

2
 

2

 

tan  0° =
𝑥√ 

 
×

 

𝑥
 

tan  0° =
 𝑥√ 

 𝑥
 

tan  0 = √  

 

Para calcular o seno, cosseno e tangente de   ° dos ângulos notáveis, relacionaremos 

geometricamente com o quadrado, fazendo as seguintesperguntas que serão respondidas no 

material do aluno: 

 

Figura 21- Quadrado 

 

Fonte: Os autores (2018) 

-Trace uma das diagonais.  

 

-Para calcular o valor da diagonal deste quadrado precisamos aplicar 

 

-Calcule o valor da diagonal deste quadrado de lado medindo x  

 

-Com o valor da diagonal em função de x e utilizando o triângulo retângulo, 

podemos determinar os valores de seno, cosseno e tangente do ângulo de 45º.  
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Figura 22- Diagonal do quadrado 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Definiremos a diagonal do quadrado da seguinte maneira, considerando o teorema de 

Pitágoras: 

𝑎2 = 𝑏2  𝑐2 

𝑎2 = 𝑥2  𝑥2 

𝑎2 =  𝑥2 

√𝑎² =√ 𝑥² 

𝑎 = 𝑥√  

 

Com a medida da diagonal encontrada, pedir aos alunos para que calculem seno, 

cosseno e tangente do ângulo de 45º. 

Seno de   °:  

sen  ° =
𝑥

𝑥√ 
 

sen   ° =
𝑥

𝑥√ 
×

√ 

√ 
 

sen   ° =  
𝑥√ 

 𝑥
 

sen   ° =
√ 

 
 

Cosseno de   °: 

cos   ° =
𝑥

𝑥√ 
 

cos   ° =
𝑥

𝑥√ 
×

√ 

√ 
 

cos   ° =  
𝑥√ 

 𝑥
 

cos   ° =
√ 

 
 

 

Tangente de   °: 

tan   ° =
𝑥

𝑥
 

tan   ° = 1 

 

Tarefa 5 
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Cantaremos juntamente com os alunos a paródia de uma música da Xuxa para 

fixação dos valores de seno, cosseno e tangente dos ângulos notáveis 

https://www.youtube.com/watch?v=nC4vCF9zQOI. 

Música do seno, cosseno e tangente (Versão Xuxa) 

E o seno é 1, 2, 3 (bis) 

E o cosseno é 3, 2, 1 (bis) 

Todo mundo sob 2, todo mundo sob 2,  

Com raiz onde não tem 1 (mais um, mais um) 

 

Raiz de 3 (palmas), sob 3 (gritos) 

Com 1 e raiz de 3 para formar a tangente 

 

Desafio: 

(UERJ) Um barco navega na direção AB, próximo a um farol P, conforme a figura 

abaixo. 

Figura 23- Deslocamento do barco 

 

No ponto A, o navegador verifica que a reta AP, da embarcação ao farol, forma um 

ângulo de 30º com a direção AB. Após a embarcação percorrer 1.000 m, no ponto B, o 

navegador verifica que a reta BP, da embarcação ao farol, forma de 60º com a mesma direção 

AB. Seguindo sempre a direção AB, a menor distância entre a embarcação e o farol será 

equivalente, em metros a:  

a) 500 m. b) 500√3 m. c) 1.000 m. d) 1.000√3 m. 

Resposta: 

𝑠𝑒𝑛  0° =
𝑐𝑜

 𝑖𝑝
 

https://www.youtube.com/watch?v=nC4vCF9zQOI
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√ 

 
=

𝑐𝑜

1000
 

√ 

 
× 1000 = 𝑐𝑜 

1000√ 

 
= 𝑐𝑜 

 00√ = 𝑐𝑜 

Tarefa 6 

Trabalharemos com o jogo pife trigonométrico, o qual possui as mesmas regras do 

pife normal, sendo que cada jogador receberá seis caras, e formará duas trincas, de razões 

trigonométricas equivalentes. 

 

Questões complementares: 

1.(UFPI) Um avião decola, percorrendo uma trajetória retilínea, formando com o 

solo um ângulo de 30° (suponha que a região sobrevoada pelo avião seja plana). Depois de 

percorrer 1.000 metros, a altura atingida pelo avião, em metros, é: 

Resposta: 500 m 

 

2. Uma escada medindo 3 m precisa fazer ângulo de 45º com a parede para que não 

escorregue. A que distância o pé da escada precisa ficar da parede? 

Resposta: 
3√2

2
 

 

3. Um homem solta um papagaio para que voe ao alto de uma árvore. A distância 

percorrida pelo papagaio é de 7m e seu voo faz 60° com o solo. Qual é a distância do homem 

até a árvore? 

Resposta: 3,5m 

 

4. Em calçadas são necessárias rampas de acesso aos cadeirantes. Deseja-se construir 

uma rampa ao lado de uma calçada que tem 20cm de altura. A rampa forma 30° com o solo. 

Qual é a distância do pé da rampa até a calçada? 

Resposta: 20√  

 

2.2.1 MATERIAL DO ALUNO 
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NOME: DATA: 

___/___/2018 

PROMAT – 2018, Universidade Estadual do Oeste do Paraná – UNIOESTE 
Que bom ter sua presença conosco!!! Caro estudante, este será seu material, aproveite-o da 

melhor forma possível. Bons estudos!!! 

 

“Nada essencial pode ser ensinado. Mas tudo tem que ser aprendido”. 

-Millôr Fernandes 

Tarefa 1 

 

Triângulo 
Comprimento em centímetros 

Cateto oposto a   Cateto adjacente Hipotenusa 

ABC    

DEF    

JKL    

MNO    

 
 

Triângulo 

Razões entre os lados 

Cateto oposto a   e 

hipotenusa  

Cateto adjacente e 

hipotenusa 
Cateto oposto a   e 

cateto adjacente 

ABC    

DEF    

JKL    

MNO    

 
Razões trigonométricas 

Seno: 

 

𝑠𝑒𝑛  ̂  =   

Cosseno: 

 

𝑐𝑜𝑠  ̂  =   

Tangente:  

 

𝑡   ̂  =    

 

 

Tarefa 2 

Uma pessoa de 1,80cm de altura, a qual encontrou na primeira aula deste módulo 

observa uma árvore com o auxílio de um teodolito, a uma distância de dez metros. O 

mesmo decide se afastar dando um quarto de passo de cada vez (de 20 em 20 cm), e repetindo 

o processo quatro vezes, como mostra a figura a seguir. Quais os valores de ângulos 

encontrados por esta pessoa em cada passo? Eles se alteram? Justifique sua resposta. 

 

Tarefa 3 

A figura abaixo mostra a trajetória 

de um móvel a partir de um ponto A, com 

BC = CD, DE = EF, FG = GH, HI = IJ e 

assim por diante. Sabe-se que sen   ° =

0  . Descubra qual é a tg   °. 
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Tarefa 4 

Para determinar a distância de um 

barco até a praia, um navegante utilizou o 

seguinte procedimento: a partir de um 

ponto A, mediu o ângulo visual a fazendo 

mira em um ponto fixo P da praia. 

Mantendo o barco no mesmo sentido, ele 

seguiu até um ponto B de modo que fosse 

possível ver o mesmo ponto P da praia, no 

entanto sob um ângulo visual 2α. A figura 

ilustra essa situação: 

 
Suponha que o navegante tenha 

medido o ângulo  =  0° e, ao chegar ao 

ponto B, verificou que o barco havia 

percorrido a distância   =  000 . Com 

base nesses dados e mantendo a mesma 

trajetória, a menor distância do barco até o 

ponto fixo P será: 

 

 

 

Tarefa 5 

(CEFET-MG - adaptado) Uma escada que mede 6m está apoiada em uma parede. 

Sabendo-se que ela forma com o solo um ângulo α, a distância de seu ponto de apoio no solo 

até a parede, em metros, é: (use cos α = √5/3). 
Considerando o triângulo ao lado, responda:  

 

 Como você classificaria este triângulo com relação aos lados e aos ângulos? 

_____________________________________________. 

 O triângulo a seguir possui os três ângulos iguais, como podemos nomeá-lo? 

____________________________. 

 Trace a medida da altura deste triângulo. 

 Como você faria para calcular a altura 

desse triângulo? 

 

 Calcule a altura desse triângulo 

considerando x o valor de seu lado. 
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  0°   °  0° 

Seno    

Cosseno    

Tangente    

 

Considerando o quadrado abaixo, responda:  

 

 

 Trace uma das diagonais.  
 

 Para calcular o valor da diagonal deste 

quadrado precisamos aplicar 

______________________________. 

 

 Calcule o valor da diagonal deste quadrado de 
lado medindo x  

 

 
 

 
 

Música do seno, cosseno e tangente (Versão Xuxa) 

E o seno é 1, 2, 3 (bis) 

E o cosseno é 3, 2, 1 (bis) 

Todo mundo sob 2, todo mundo sob 2,  

Com raiz onde não tem 1 (mais um, mais 

um) 

 

Raiz de 3 (palmas), sob 3 (gritos) 

Com 1 e raiz de 3 para formar a tangente 

 

Questões complementares: 

1.(UFPI) Um avião decola, percorrendo uma trajetória retilínea, formando com o 

solo um ângulo de 30° (suponha que a região sobrevoada pelo avião seja plana). Depois de 

percorrer 1.000 metros, a altura atingida pelo avião, em metros, é: 

 

2. Uma escada medindo 3 m precisa fazer ângulo de 45º com a parede para que não 

escorregue. A que distância o pé da escada precisa ficar da parede? 

 

3. Um homem solta um papagaio para que voe ao alto de uma árvore. A distância 
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percorrida pelo papagaio é de 7m e seu voo faz 60° com o solo. Qual é a distância do homem 

até a árvore? 

 

 

4. Em calçadas são necessárias rampas de acesso aos cadeirantes. Deseja-se construir 

uma rampa ao lado de uma calçada que tem 20cm de altura. A rampa forma 30° com o solo. 

Qual é a distância do pé da rampa até a calçada? 

 

 

 

 

GABARITO 

1 500 m 

2 
 √ 

 
 

3 3,5 m 

4 20√  
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2.2.2 RELATÓRIO DO 2° ENCONTRO  

 

Aos dezoito dias do mês de agosto de 2018, nos reunimos nas dependências da 

Universidade Estadual do Oeste do Paraná, para mais um encontro do PROMAT. 

Com os alunos já dispostos em quartetos, iniciamos a aula, entregando o material do 

aluno para os mesmos, lemos e pedimos para que acompanhassem em seus materiais a Tarefa 

um. 

 Para esta tarefa, entregamos para cada grupo, três triângulos, cujas medidas 

demarcadas dos ângulos   𝛽 𝑒 𝛿 correspondiam respectivamente,  0°   ° 𝑒  0° os mesmos 

possuíam também a marcação do ângulo reto. 

Nesta atividade prática, os alunos deveriam medir os ângulos demarcados nos 

triângulos que receberam, com o auxílio do transferidor e réguas anotando em uma tabela, os 

dados que encontravam. Notamos que os alunos, se mostraram interessados pela atividade 

proposta, sendo que os grupos dividiam os afazeres entre si, enquanto um aluno media os 

ângulos, outro calculava as razões solicitadas na tarefa, por exemplo. 

Definimos as relações de seno, cosseno e tangente, presentes em um triângulo 

retângulo e projetamos as definições das mesmas, para que os alunos preenchessem em seus 

materiais. 

Em seguida, encaminhamos as tarefas número dois, três, quatro e cinco do material do 

aluno, as quais eram problema que aplicavam as razões trigonométricas. Passamos auxiliando 

os alunos em suas dúvidas, todos os grupos nos solicitaram. 

Socializamos a socialização das resoluções dos grupos oralmente, de modo que os 

grupos colaboravam dizendo como resolveram cada problema. Um fato que nos chamou 

atenção foi às diversas maneiras de resolução que os grupos tiveram no momento da 

socialização isso ficou explícito.  

Para relacionar as razões trigonométricas com as medidas dos ângulos notáveis 

realizaremos uma atividade com representação geométrica, a qual com base em um quadrado 

e um triângulo equilátero de lado l, definimos as razões trigonométricas para os ângulos de 

 0°   ° 𝑒  0°. 

Para fixação do conceito, cantamos juntamente com os alunos, a paródia de uma 

música da Xuxa. 

Apenas relataram o que ocorreu. Quais foram as impressões de vocês? As expectativas 

que tinham quanto a aula? Foram comprovadas ou refutadas? Falem sobre o que não está 

posto, coloquem no texto as reflexões sobre o ocorrido.   
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2.3 3º ENCONTRO DO PROMAT - 18/08/2017 

Público-Alvo: Estudantes do Ensino Médio.  

Tempo de execução: Um encontro com duração de 4 horas. 

Conteúdo: Ciclo Trigonométrico 

Objetivo Geral: Compreender o funcionamento do ciclo trigonométrico. 

Objetivos Específicos: 

Ao trabalhar com o Ciclo trigonométrico, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

 Explorar o conceito de comprimento de circunferência e comprimento de arcos. 

 Reconhecer o ciclo trigonométrico; 

 Trabalhar com a medida de um arco em radiano e em grau;  

 Identificar o seno e o cosseno no ciclo trigonométrico;  

 Determinar e relacionar os valores do seno e cosseno;  

 Explorar noções de arcos côngruos; 

 Reconhecer que o ciclo é formado por triângulos. 

Recursos Didáticos: Quadro, giz, lápis, borracha, material do aluno, cartolina, papel 

quadriculado, cola, compasso, transferidor, régua, barbante, lápis. 

Encaminhamentos metodológicos: 

Tarefa 1 

Circunferência 

Com o auxílio da projeção de lâminas, faremos a definição de circunferência e 

falaremos sobre arcos e ângulos: 

Figura 24- Desenhando uma circunferência 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Dados um ponto A de um plano e uma distância r, chamamos de circunferência de 
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centro A e raio r o conjuntos dos pontos do plano que distam r e A. 

 

Arcos e ângulos 

Vamos recordar alguns conceitos já conhecidos da Geometria plana: 

• arco geométrico: é uma das partes da circunferência delimitada por dois pontos, inclusive, se 

os dois pontos coincidirem, teremos arco nulo ou arco de uma volta. 

Figura 25- Arcos 

 

Fonte: Os autores (2018) 

• arco e ângulo central: todo arco de circunferência tem um ângulo central que subtende. 

Figura 26- Ângulos de uma circunferência 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Tarefa 2 

Medida e comprimento de arcos 

Explicaremos aos alunos que podemos obter duas medidas de um arco: seu 

comprimento (medida linear), e sua medida angular. 

O comprimento de um arco é sua medida linear e pode ser indicado em milímetro, 

centímetro, metro, etc. 

A medida angular do arco é igual à medida do ângulo central correspondente. 

Geralmente, as unidades usadas para medir um arco são o grau e o radiano. 

Solicitaremos que os alunos, desenhem duas circunferências concêntricas de raios 
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diferentes e um ângulo central de medida α que determine nessas circunferências, 

respectivamente, os arcos AB e A`B`. Passaremos o seguinte questionamento para que 

discutam no grupo: 

 As medidas angulares de AB e A`B` são iguais? 

 Os comprimentos de AB e A`B` são iguais? 

Espera-se que os alunos percebam que a medida angular do arco depende apenas da 

medida do ângulo central, logo, as medidas angulares são iguais. Já os comprimentos dos 

arcos, são diferentes, pois dependem do raio da circunferência que contém cada um deles 

(quanto maior o raio, maior será o comprimento da circunferência). 

 

Tarefa 3  

Entregaremos a cada aluno um papel milimétrico e solicitaremos que tracem uma reta 

de 20cm, marcando o ponto central, origem (O).  Pedir que com o auxílio do transferidor, 

desenhem uma circunferência com 10cm de raio, sobre a reta traçada.  

Durante a construção realizaremos cada passo mencionado, no quadro juntamente com 

os alunos os auxiliando sempre que preciso. 

Figura 27- Divisão da circunferência em duas partes iguais 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Utilizando o compasso, encontraremos a perpendicular à reta dada e que passe pelo 

ponto (O), desenhando um arco de circunferência acima e um abaixo da circunferência 

principal. Para isso, posicionaremos a ponta seca do compasso em A e depois em B, com 

abertura maior do que o raio de 10cm. Traçar a perpendicular utilizando as duas intersecções 

dos arcos como pontos da reta. 
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Figura 28- Divisão em 4 partes  da circunferência 

 
Fonte: Os autores (2018) 

Explicar que desta forma, dividimos a circunferência em quatro partes iguais. E que 

iremos nomear as divisões seguindo a orientação convencionada, anti-horária como positiva: 

I, II, III e IV (primeiro, segundo, terceiro e quarto quadrante). Solicitar que os alunos também 

façam essas marcações em suas circunferências. 

Pedir que observem que: 

Uma circunferencia possui 360 graus (360°) e como a dividimos em quatro partes 

iguais, teremos em cada quadrante 90 graus: 

  0°

 
=  0° 

No I quadrante teremos ângulos de 0° até 90° no II quadrante de ≈  0°  até 1 0° e 

assim por diante. Solicitar que marquem esses valores sobre a circunferência em suas 

respectivas posições. 

Relembraremos que o comprimento de uma circunferência é dado pela seguinte 

fórmula: 

𝐶 =  𝜋 ∙ 𝑅 

Explorar que se o raio da circunferência for R=1 (unidade) teremos que  

𝐶 =  𝜋 ∙ 𝑅 → 𝐶 =  𝜋 ∙ 1 → 𝐶 =  𝜋 

Sendo 𝐶 => o arco de   0°, então 

  0° = 𝐶 →   0° =  𝜋 𝑒 𝜋 = 1 0° 𝑝𝑜𝑖𝑠 𝜋 =   0°/  

Mencionar que agora também podemos expressar os ângulos utilizando outra unidade 

de medida – o radiano (rad), além do grau. 

Então: 
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90°=180°/2 como 180°=π teremos que 

π/2= 3,14159.../2=1,57079...radianos 

 

60°=180°/3 como 180°=π teremos que  

π/3=3,14159.../3=1,04719...radianos 

 

45°=180°/4 como 180°=π teremos que 

π/4=3,14159.../4=0,78539...radianos 

 

Antes de prosseguirmos com a explicação, apresentaremos os conceitos mencionados 

e solicitaremos aos alunos que os anotem no material do aluno como forma de registro. 

 

Unidades de medida de arcos 

Grau (símbolo °) é um arco unitário igual á 
1

360
 da circunferência que contém o arco a 

ser medido, ou seja, quando dividimos a circunferência em 360 partes uma delas representa 

1°. 

Os submúltiplos do grau são o minuto (símbolo ‘) e o segundo (símbolo “). 

1‘ = 
1

60
 do grau 

1” = 
1

60
 do minuto 

Radiano (símbolo rad) é um arco unitário cujo comprimento é igual ao raio da 

circunferência que contém o arco a ser medido. 

Para sabermos quanto um arco (ou ângulo) mede em radiano, tenho sua medida em 

graus, ou vice-versa, podemos utilizar uma regra de três simples: 

  0°

𝑥 (𝑒   𝑟𝑎𝑢𝑠)
=

 𝜋

𝑦 (𝑒  𝑟𝑎𝑑)
 

 

Desenharemos uma circunferência no quadro e dividiremos em duas partes. 
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Figura 29- Metade da circunferência 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Questinar os alunos sobre o quanto cada parte vale do todo e quanto vale o inteiro em 

forma fracionária. Após a discussão explicar que se temos 2/2=1 da circunferencia, que vale 

 𝜋, logo: 

1 0° =
1

 
∙  𝜋 = 𝜋 

  0° =
 

 
∙  𝜋 =  𝜋 

Dividir a circunferência em quatro partes e efetuar o mesmo questionamento, quanto 

cada parte vale do todo e quanto vale o inteiro em forma fracionária. Então temos 4/4=1 da 

circunferencia, a qual vale  𝜋: 

 0° = (
1

 
) ∙  𝜋 = 𝜋/  

1 0° = (
 

 
) ∙  𝜋 = 𝜋 

  0° = (
 

 
) ∙  𝜋 =  𝜋/  

  0° = (
 

 
) ∙  𝜋 =  𝜋 
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Figura 30- Quadrantes 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Tarefa 4 

Encaminharemos os exercícios a seguir: 

1. Sabemos que a medida de 180° equivale a π radianos. Determine qual valor em radianos 

corresponde a 1° e também qual valor em graus é correspondente ao valor de 1 radiano. 

Resposta: 1° corresponde a 0,0174533; 

1rad corresponde a 57,2958. 

 

2. (Fuvest – SP) Quantos graus mede aproximadamente um ângulo de 0,105 radianos? 

Resposta: 6 

 

3. Calcule as transformações de medidas de ângulos pedidas: 

 

a) 120° em radianos; 

Resposta: 
2𝜋

3
 rad 

 

b) 
2𝜋

7
 em graus; 

 Resposta:51,43° 

    

 

c) 234° em radianos; 

Resposta: 
13𝜋

10
 rad 

 

d) 
3𝜋

5
 em graus. 

 Resposta: 108° 

  

 

 

Jogo 

 Trabalharemos com o jogo dominó trigonométrico, o qual, é similar ao dominó formal, 

no entanto, o mesmo associa grau e radiano. 
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Figura 31- Dominó trigonométrico 

 

 

Tarefa 5 

Explicaremos como é formado o ciclo trigonométrico e então, diremos aos alunos que 

a partir de agora a circunferência desenhada anteriormente passará a ser um círculo 

trigonométrico. Que o raio R=10cm, representará R=1 (unidade) [10 cm equivalente a 1 

unidade neste círculo]. 

Formalizaremos sobre os sinais presentes no ciclo trigonométrico. Mencionando que o 

ciclo trigonométrico, ou circunferência trigonométrica, tem centro na origem de um plano 

cartesiano O (0,0) de um plano cartesiano. E que podemos percorrer a circunferência em dois 

sentidos: no sentido horário e também anti-horário. Adotemos o sentido anti-horário para 

medidas positivas e sentido oposto horário para medidas negativas. Solicitar que marquem 

sobre a circunferência construída no início da aula os sinais de positivo e negativo. 

Questionaremos oralmente:  

 Pelo que vimos até aqui, é possível calcularmos a medida em graus ou radianos de um 

ângulo maior que 360°, uma vez que, a circunferência possui tal medida? 

Deixaremos um tempo para que os alunos pensem e se questionem.  

Dizer que, nos estudos trigonométricos existem arcos que possuem medidas maiores 

que 360º, isto é, eles possuem mais de uma volta. Sabemos que uma volta completa equivale a 

360º ou 2π rad, com base nessa informação podemos reduzi-lo à primeira volta, realizando o 

seguinte cálculo: dividir a medida do arco em graus por 360º (volta completa), o resto da 

divisão será a menor determinação positiva do arco. Mostraremos alguns exemplos no ciclo e 

os alunos verificarão os mesmos nos ciclos construídos por eles. 

Arcos côngruos (ou congruentes) 

Os arcos que têm a mesma extremidade e diferem apenas por um número k de voltas 

inteiras são chamados de arcos côngruos. 

De maneira geral: 
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 Se um arco mede   graus, a expressão geral dos arcos côngruos a ele é: 

    𝑘 ∙    0° 𝑐𝑜  𝑘 ∈  ℤ 

 Se um arco mede 𝑥 radianos, a expressão geral dos arcos côngruos a ele é: 

𝑥    𝑘𝜋 𝑐𝑜  𝑘 ∈  ℤ 

Responda: 

a) Determinar a localização principal do arco de 4380º utilizando a regra prática. 

Resposta: 4380º: 360º é correspondente a 4320º + 60º, portanto, o resto da divisão é igual a 

60º que é a determinação principal do arco. 

b) Qual a determinação principal do arco com medida igual a 1190º? 

Resposta: 1190º: 360º, a divisão possui resultado igual a 3 e resto 110, concluímos que o arco 

possui três voltas completas e extremidade no ângulo de 110º.  

 

Tarefa 6 

Definiremos seno e cosseno no arco, utilizando o ciclo, para isso e, então mostraremos 

como encontrar seus valores. 

Nomearemos o eixo “x” (dentro da circunferência) de cosseno: 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜃  ∀𝜃 =

 ângulo qualquer 

Nomearemos o eixo “y” (dentro da circunferência) de seno: 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛𝜃  ∀𝜃= ângulo 

qualquer 

 

Figura 32-Eixos do seno e cosseno 

 
 

Fonte: Os autores (2018) 

Apresentar as razões trigonométricas, no próprio ciclo trigonométrico, para isso 
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desenhar um triângulo retângulo no quadro inscrito em uma circunferência. 

Questionar sobre o que é um triângulo retângulo, como eles já estudaram este 

conteúdo, espera-se que digam que um triângulo retângulo possui um ângulo reto, dois 

ângulos agudos complementares e três lados, sendo, um a hipotenusa (lado maior) e outros 

dois lados os catetos. 

Isto feito, desenhar no quadro um triângulo retângulo idêntico ao apresentado na 

circunferência e dizer que ambos são os mesmos, com a ajuda dos alunos fazendo perguntas 

nomear a hipotenusa o cateto oposto e o cateto adjacente, com base neste triângulo explicar 

que o seno no triângulo retângulo é: 

sen  =  
 𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎 𝑑𝑜 𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜 𝑎  

 𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎 𝑑𝑎  𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
 

Mostrar também dentro do ciclo esta representação, sendo que no ciclo o seno é 

representado pelo eixo y. 

Logo em seguida dizer que o cosseno é representado e calculado pela: 

cos  =  
 𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎 𝑑𝑜 𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑 𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎  

 𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎 𝑑𝑎  𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
 

Mostrar também dentro do ciclo trigonométrico esta relação, a qual é representada no 

ciclo pelo eixo x. 

Tarefa 7 

Prosseguiremos com a construção do ciclo trigonométrico. Para isso, solicitaremos que 

os alunos colem o papel milimétrico o qual traçaram a circunferência, sobre o suporte (papel 

cartão) para terem uma base firme. Utilizando o transferidor deverão posicionar o marco zero 

sobre o ponto central e marcar os ângulos de dez em dez graus. Pedir que posicionem a régua 

sobre os marcos feitos para estende-los até a extremidade da circunferência e realizar a 

marcação do valor dos mesmos, assim como a marcação dos valores nos eixos seno e cosseno, 

seguido de seus respectivos sinais (+ ou -). Utilizando a ponta seca do compasso perfurar o 

centro da circunferência e por esta abertura formada passar o barbante que será distribuído. 

Entregar a cada aluno um palito e solicitar que prendam o barbante no palito para o mesmo 

não ultrapassar a abertura feita com o compasso, o palito ficará na parte de trás da construção. 

Após a construção, deixar tempo para o reconhecimento e familiarização do material.  

Agora vamos à um exemplo prático para vermos como se comportam os eixos. 

Mencionaremos descobriremos os sinais do seno e cosseno do ângulo de 50 graus. 

Conversando com os alunos, fazer com que identifiquem em qual quadrante o 50 se encontra, 

os fazendo pensar que 50 graus está entre 0 e 90 graus, então ele se localiza no primeiro 



54 

 

quadrante. 

Com o ciclo trigonométrico construído, esticar o barbante até os 50 graus e depois 

esticá-lo de maneira que forme uma projeção ortogonal até o ponto que determinarmos o 

limite deste ângulo, com relação ao eixo do seno, ou seja, o eixo vertical. Explicar aos alunos 

que ao partir desta projeção, encontramos exatamente o seno deste ângulo. Questioná-los se o 

eixo do seno deste ângulo está na parte superior ou inferior do eixo y? para a partir disso fazer 

com que verifiquem se este valor encontrado é positivo ou negativo. Lembrá-los que para 

saber o sinal do seno de 50º basta lembrar daquela relação de sinais nos quadrantes do círculo 

trigonométrico. Logo, o seno de 50º tem valor positivo. 

Mencionaremos que se for verificado na calculadora, o seno de 50º é 

aproximadamente 0,76. Isso indica que a distância do raio desta circunferência (que é 

unitário) até seu centro é de 76%. Foi a partir destes cálculos que os antigos matemáticos 

conseguiram determinar os valores de seno, cosseno e tangente para a trigonometria, que a 

gente encontra na tabela trigonométrica.  

Solicitar que os alunos determinem o valor e o sinal do cosseno de 50 graus. Deixar 

cerca de cinco a dez minutos para que concluem essa atividade.  Eles deverão efetuar a 

projeção a partir do eixo vertical e observar a sua posição com relação ao eixo x, assim 

perceberam que ele também assumirá um valor positivo por se encontrar ao lado direito do 

eixo horizontal. 

Solicitaremos que os alunos respondam o questionário abaixo utilizando o ciclo 

trigonométrico construído por eles: 

1. Preencha a tabela abaixo. 

Tabela 6- Valores trigonométricos 

Graus 30º 45º  90º 135º 225º  315º 

Radianos   
𝜋

 
    

 𝜋

 
  

Cos         

Sem         

Fonte: Os autores (2018) 

 

Resposta: 

Tabela 7- Valores trigonométricos preenchidos 

Graus 30º 45º 60º 90º 135º 225º 270º 315º 
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Radianos 
𝜋

 
 

𝜋

 
 

𝜋

 
 

𝜋

 
 

 𝜋

 
 

 𝜋

 
 

 𝜋

 
 

 𝜋

 
 

Cos 
√ 

 
 

√ 

 
 

1

 
 0 −

√ 

 
 −

√ 

 
 0 

√ 

 
 

Sem 
1

 
 

√ 

 
 

√ 

 
 1 

√ 

 
 −

√ 

 
 -1 −

√ 

 
 

Fonte: Os autores (2018) 

2. Você consegue apontar alguma relação entre os valores de seno e cosseno encontrados no 

1º quadrante e os demais quadrantes? Quais? 

3. Qual o arco que possui valor de seno e cosseno iguais? Como você explica esse fato?  

 

Tarefa 8 

Sabendo que o tempo requerido para resoluções das atividades propostas na prova do 

ENEM é curto, trabalharemos uma atividade visando este critério. Ou seja, será proposto aos 

alunos um problema para ser resolvido em um tempo de três minutos, treinando sua 

capacitação e buscando melhorar sua preparação para prova: 

Desafio: (ENEM – 2004) Nos X-Games Brasil, em maio de 2004, o skatista brasileiro Sandro 

Dias, apelidado “Mineirinho”, conseguiu realizar a manobra denominada “900”, na 

modalidade skate vertical, tornando-se o segundo atleta no mundo a conseguir esse feito. A 

denominação “900” refere-se ao número de graus que o atleta gira no ar em torno de seu 

próprio corpo, que, no caso, corresponde a 

a) uma volta completa. 

b) uma volta e meia. 

c) duas voltas completas. 

d) duas voltas e meia. 

e) cinco voltas completas. 

Resposta: d) duas voltas e meia. 

 

Questões Complementares: 

1) Preencha as lacunas com >, < ou =.  

a) sen 75° __ sen 35°.  

Resposta: > 

b) cos 40° __ cos 135°.  

Resposta: > 

c) sen 60° __ cos 60°.  

Resposta: > 

d) cos 270° __ cos 𝜋2.  
Resposta: = 

 

2) Indique em qual quadrante está a extremidade de cada arco dado abaixo:  

a) 800°  

Resposta: I quadrante 

b) 375° 

Resposta: I quadrante 

c) 1050°  

Resposta: IV quadrante 
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d) 930° Resposta: III quadrante 

 

3) Um móvel A, partindo do ponto de origem dos arcos de uma circunferência trigonométrica, 

percorreu um arco de 1690°. O móvel B, partindo deste mesmo ponto de origem, percorreu 

um arco de  
35𝜋

8
 radianos. Desse modo, pode-se afirmar que o móvel: 

a) A deu 4 voltas no sentido anti-horário e parou no I quadrante.   

b) A deu 4 voltas no sentido horário e parou no III quadrante.   

c) B deu 2 voltas completas no sentido anti-horário e parou no I quadrante.   

d) B deu 2 voltas completas no sentido horário e parou no I quadrante.   

e) Independente do número de voltas, os móveis A e B pararam no primeiro quadrante. 

Resposta: C 

 

4) (UEPB 2005) O valor de cos 1 200º é igual ao valor de:  

a) cos 30º.  

b) – sen 30º. 

c) – sen 60º.  

d) – cos 60º.  

e) cos 45º 

Resposta: D 

 

Avaliação:  Sistema de avaliação processual, envolvendo a expressão oral e escrita.  

 

Referências: 

Arcos com mais de uma volta. Disponível em: 

<http://brasilescola.uol.com.br/matematica/arcos-mais-de-uma-volta.htm> Acessado em  07 

jul 2018. 

 

Ciclo Trigonométrico. Disponível em: <http://pt.slideshare.net/con_seguir/ciclo-

trigonometricoexercicios> Acessado em 06 jul 2018. 

 

Ensinando Trigonometria. Disponível em: 

<http://monografias.brasilescola.uol.com.br/matematica/ensinando-trigonometria.htm> 

Acessado em 07 jul 2018. 

 

Manipulando e Construindo Conceitos do Seno e do Cosseno no Ciclo Trigonométrico. 

Disponível em: 

<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=26172>Acessado em 07 jul 

2018. 

 

Plano de Aula. Disponível em: 

<http://matinterdisciplinar.pbworks.com/w/file/fetch/88827455/Plano%20de%20aula%20da%

20macro%20aula%20Natalia.pdf> Acessado em 06 jul 2018. 

  

http://brasilescola.uol.com.br/matematica/arcos-mais-de-uma-volta.htm
http://pt.slideshare.net/con_seguir/ciclo-trigonometricoexercicios
http://pt.slideshare.net/con_seguir/ciclo-trigonometricoexercicios
http://monografias.brasilescola.uol.com.br/matematica/ensinando-trigonometria.htm
http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=26172
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http://matinterdisciplinar.pbworks.com/w/file/fetch/88827455/Plano%20de%20aula%20da%20macro%20aula%20Natalia.pdf
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2.3.1 MATERIAL DO ALUNO 

 

NOME: DATA: 

___/___/2018 

PROMAT – 2018, Universidade Estadual do Oeste do Paraná – UNIOESTE 
Que bom ter sua presença conosco!!! Caro estudante, este será seu material, aproveite-o da 

melhor forma possível. Bons estudos!!! 

“O homem não teria alcançado o possível se, repetidas vezes, não tivesse tentado o 

impossível”. 

-Max Webber 

Tarefa 1 

Definição de circunferência: 

Dados um ponto A de um plano e uma distância r, 

chamamos de ________________ de _________ A e _________ 

r o conjunto dos pontos do plano que distam r e A. 

 

Arcos e ângulos 

• arco geométrico: é uma das partes da circunferência delimitada 

por dois pontos, inclusive, se os dois pontos coincidirem, teremos arco _________ ou arco de 

________________. 

 

• arco e ângulo central: todo arco de circunferência tem um ângulo __________ que subtende. 

 

Tarefa 2 

Medida e comprimento de arcos 

 O _______________ de um arco é sua medida __________ e pode ser indicado em 

milímetro, centímetro, metro, etc. 

 A medida ______________ do arco é igual à medida do ângulo __________ 
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correspondente. Geralmente, as unidades usadas para medir um arco são o ___________ e o 

radiano. 

 

 

 Desenhe duas circunferências concêntricas de raios diferentes e um ângulo central de 

medida α que determine nessas circunferências, respectivamente, os arcos AB e A`B`.  

 

 

 As medidas angulares de AB e A`B` são iguais? 

 Os comprimentos de AB e A`B` são iguais? 

 

Tarefa 3 

Unidades de medida de arcos 

___________ (símbolo °) é um arco unitário igual á __________ da circunferência que 

contém o arco a ser medido, ou seja, quando dividimos a circunferência em 360 partes uma 

delas representa ____. 

Os submúltiplos do grau são o minuto (símbolo ’) e o segundo (símbolo ”). 

1 ’ = 
1

60
 do grau 

1 ” = 
1

60
 do minuto 

____________ (símbolo rad) é um arco unitário cujo comprimento é igual ao _______ 

da circunferência que contém o arco a ser medido. 

Para sabermos quanto um arco (ou ângulo) mede em radiano, tendo sua medida em 

graus, ou vice-versa, podemos utilizar uma regra de três simples: 

  0°

𝑥 (𝑒   𝑟𝑎𝑢𝑠)
=

 𝜋

𝑦 (𝑒  𝑟𝑎𝑑)
 

 

Tarefa 4 

1. Sabemos que a medida de 180° equivale a π radianos. Determine qual valor em radianos 

corresponde a 1° e também qual valor em graus é correspondente ao valor de 1 radiano. 

 

2. (Fuvest – SP) Quantos graus mede aproximadamente um ângulo de 0,105 radianos? 
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3. Calcule as transformações de medidas de ângulos pedidas: 

 

a) 120° em radianos;      b) 
2𝜋

7
 em graus; 

  

 

c) 234° em radianos;      d) 
3𝜋

5
 em graus. 

  

 

Tarefa 5 

 É possível calcularmos a medida em graus ou radianos de um ângulo maior que 360°, 

uma vez que, a circunferência possui tal medida? 

 

 

Arcos côngruos (ou congruentes) 

Os arcos que têm a mesma _____________ e diferem apenas por um número k de 

_______ inteiras são chamados de arcos côngruos. 

De maneira geral: 

 Se um arco mede   graus, a expressão geral dos arcos côngruos a ele é: 

    𝑘 ∙    0° 𝑐𝑜  𝑘 ∈  ℤ 

 Se um arco mede 𝑥 radianos, a expressão geral dos arcos côngruos a ele é: 

𝑥    𝑘𝜋 𝑐𝑜  𝑘 ∈  ℤ 

Responda: 

a) Determine a localização principal do arco de 4380º. 

 

b) Determine o arco que possui a mesma angulação na primeira volta da circunferência do 

arco com medida de 1190º? 

 

Tarefa 6 

No ciclo trigonométrico o seno é representado no eixo _______, chamado de eixo das 

______________. 

No ciclo trigonométrico o cosseno é representado no eixo ________, chamado de eixo das 

______________. 

 

Tarefa 7 

1. Preencha a tabela abaixo. 
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Graus 30º 45º  90º 135º 225º  315º 

Radianos   
𝜋

 
    

 𝜋

 
  

Cos         

Sen         

 

2. Você consegue apontar alguma relação entre os valores de seno e cosseno encontrados no 

1º quadrante e os demais quadrantes? Quais? 

 

 

3. Qual o arco que possui valor de seno e cosseno iguais? Como você explica esse fato?  

 

Questões Complementares: 

1) Preencha as lacunas com as relações de >, < ou =.  

a) sen 75° __ sen 35°.  

b) cos 40° __ cos 135°.  

c) sen 60° __ cos 60°.  

d) cos 270° __ cos 𝜋2.  
 

2) Indique em qual quadrante está a extremidade de cada arco dado abaixo:  

a) 800°  

b) 375°  

c) 1050°  

d) 930° 

 

3) Um móvel A, partindo do ponto de origem dos arcos de uma circunferência trigonométrica, 

percorreu um arco de 1690°. O móvel B, partindo deste mesmo ponto de origem, percorreu 

um arco de  
35𝜋

8
 radianos. Desse modo, pode-se afirmar que o móvel: 

a) A deu 4 voltas no sentido anti-horário e parou no I quadrante.   

b) A deu 4 voltas no sentido horário e parou no III quadrante.   

c) B deu 2 voltas completas no sentido anti-horário e parou no I quadrante.   

d) B deu 2 voltas completas no sentido horário e parou no I quadrante.   

e) Independente do número de voltas, os móveis A e B pararam no primeiro quadrante. 

 

4) (UEPB 2005) O valor de cos 1 200º é igual ao valor de:  

a) cos 30º.  

b) – sen 30º. 
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c) – sen 60º.  

d) – cos 60º.  

e) cos 45º 

 

GABARITO 

1 a) > 

b) > 

c) > 

d) = 

2 a)  I quadrante 

b)  I quadrante 

c) IV quadrante 

d) III quadrante 

3       C 

4       D 
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2.3.2 RELATÓRIO DO 3° ENCONTRO 

 

Aos dezoito dias do mês de agosto de 2018, reuniram-se nas dependências da 

Universidade Estadual do Oeste do Paraná, nós estagiários e os alunos inscritos no projeto do 

PROMAT, para mais um encontro do projeto. 

Com os alunos já dispostos em quartetos, iniciamos a aula, relembrando com o auxílio 

da projeção de lâminas, a definição de circunferência, arcos e ângulos, utilizando imagens 

para melhor compreensão dos alunos. Desta forma, explicamos sobre arco geométrico, arco e 

ângulo central, os alunos deveriam completar lacunas existentes no material do aluno sobre a 

explicação de cada conceito. Os mesmos não demonstraram dificuldade quanto a isso. 

Na Tarefa 2, tratamos da medida e comprimento de arcos, para isso solicitamos que os 

alunos desenhassem duas circunferências concêntricas de raios diferentes e um ângulo central 

que determinasse dois arcos nessas circunferência e, questionamos se as medidas angulares de 

ambos os arcos eram iguais e se os comprimentos eram os mesmos, os alunos conseguiram 

perceber por meio da construção e discussão no grupo,  que a medida angular depende apenas 

da medida do ângulo central, logo, as medidas são diferentes, pois dependem do raio da 

circunferência que contém cada um deles. Um aluno até reiterou a explicação feita, 

mencionando que, quanto maior o raio, maior será o comprimento da circunferência. 

Confirmamos sua colocação a qual foi exposta a toda turma. 

Na sequência, realizamos a construção do ciclo trigonométrico. Para a construção, foi 

necessário o uso de materiais de desenho geométrico, como, régua, compasso e transferidor. 

Percebemos que muitos alunos tinham dificuldade em manusear o compasso e o transferidor, 

portanto fomos muito solicitados pelos grupos nesta atividade. O ponto positivo, é que como 

os alunos estavam dispostos em quartetos, não foi necessária explicação individualizada, e ao 

explicarmos a maneira correta de usar o material para os quatro integrantes de uma só vez, 

otimizamos o tempo da aula. Na figura 1, temos a imagem de um aluno realizando a marcação 

dos ângulos no ciclo. 
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Figura 33- Marcação dos graus no ciclo trigonométrico 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Encaminhamos a Tarefa 4, a qual continha três exercícios a serem resolvidos sobre a 

transformação de graus em radianos e vice e versa. Restavam poucos minutos para o 

intervalo, portanto não deu tempo dos alunos concluírem e ao retornamos do mesmo, 

deixamos mais alguns minutos para que os alunos finalizassem. Na sequência, iniciamos a 

correção no quadro com o auxílio dos alunos, eles ajudavam no passo a passo e então 

apresentavam a resposta que haviam obtido. Os alunos não apresentaram dificuldade para 

resolução desta tarefa, uma vez que, utilizaram regra de três para definição dos valores, no 

entanto, tivemos que atentá-los quanto a colocação dos valores de cada grandeza, para não 

misturar grau com radiano.  

Posteriormente, iniciamos a noção de arcos côngruos questionando aos alunos, se era 

possível calcularmos a medida de um ângulo maior que 360°, uma vez que, a circunferência 

possui tal medida. Os alunos prontamente responderam que era possível, pois tratava de um 

ciclo e poderia dar várias voltas. Optamos, por projetar a representação no software Geogebra, 

para que os alunos pudessem compreender melhor tal explicação. Em seguida, pedimos que 

calculassem qual era a menor determinação positiva de alguns arcos. 

Dando continuidade, definimos onde eram determinados os valores de seno e cosseno 

do arco, utilizando para isso um ciclo o qual desenhamos no quadro e pedimos também para 

que os alunos marcarem no ciclo feito por eles. Explicamos então que, no eixo das ordenadas 

lemos o seno no ciclo trigonométrico e no eixo das abcissas o cosseno. Utilizamos novamente 

o software Geogebra, para manipulação do ciclo trigonométrico, chamando a atenção dos 

alunos agora para a marcação dos valores de seno e cosseno e como esse número variava de 1 

a -1. 



64 

 

Na Tarefa 7, os alunos deveriam preencher a tabela presente no material do aluno, 

utilizando o ciclo trigonométrico que haviam construído, para determinar os valores de seno e 

cosseno dos ângulos solicitados. A figura 2, mostra um dos alunos manipulando o ciclo para o 

desenvolvimento da atividade. 

  

Figura 34- Manipulação do ciclo trigonométrico 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Para finalizar a aula, organizamos a sala novamente em colunas, com a ajuda dos 

alunos, e aplicamos o desafio, o qual os alunos tiveram três minutos para resolver a questão, 

considerando o tempo disponível no Enem. Anotamos no quadro as alternativas presentes no 

desafio e ao dizer uma por vez, pedíamos para que os alunos levantassem a mão naquela que 

haviam escolhido e então anotávamos ao lado da alternativa quantas pessoas a assinalaram. 

Todos os alunos conseguiram resolver o desafio, e assinalaram a resposta correta. Podemos 

considerar desta forma, que a aula foi proveitosa, pois conseguiram utilizar os conceitos 

apresentados para resolver o problema apresentado. 

Como reflexão sobre o conjunto das atividades realizadas com os estudantes, 

percebemos que a proposta de trabalho em pequenos grupos tendo êxito, uma vez que 

algumas dúvidas surgidas no grupo foram discutidas e ali solucionadas e, outras que exigiam 

nossa intervenção foram melhor explicadas; outra vantagem é não exigir explicação 

individualizada para cada aluno, otimizando o tempo da aula. 

Ademais, foi possível trabalhar alternando teoria, resolução de problemas, o uso da 

tecnologia e a utilização de materiais manipulativos, como o ciclo trigonométrico que fora 

construído.   
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2.4 4º ENCONTRO PROMAT - 25/08/2017 

Público-Alvo: Estudantes do Ensino Médio. 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 4 horas. 

Conteúdo: Relações trigonométricas 

Objetivo Geral: Compreender as relações trigonométricas por meio de problemas. 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com Relações trigonométricas, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

 Relembrar a utilização da trigonometria em triângulos retângulos; 

 Reconhecer o ciclo trigonométrico; 

 Trabalhar com a medida de um arco em grau;  

 Trabalhar com o teorema de Pitágoras; 

 Determinar e relacionar os valores do seno, cosseno, tangente, secante, cossecante, 

cotangente;  

 Determinar os valores da soma de arcos para seno e cosseno; 

 Interpretar e resolver problemas que envolvem as relações trigonométricas. 

 

Recursos Didáticos: Quadro, giz, lápis, borracha, material do aluno, compasso, transferidor, 

régua, lápis, projetor. 

Encaminhamentos metodológicos: 

Retomaremos as ideias trabalhadas em aulas anteriores envolvendo o ciclo 

trigonométrico e triângulo retângulo. 

Tarefa 1 (30min) 

Por meio dos dois primeiros problemas será retomado o conceito de ciclo 

trigonométrico e triângulo retângulo para que seja construído o conceito de seno cosseno e 

tangente.  

Uma pessoa encontra-se num ponto A, localizado na base de um prédio, conforme 

mostra a figura abaixo: 

Figura 35- Visão do prédio 
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Se ela caminhar 120 metros em linha reta, chegará à um ponto B, de onde poderá ver 

o topo C do prédio, sob um ângulo de 60°. Quantos metros ela deverá se afastar do ponto A, 

andando em linha reta no sentido de a para B, para que possa enxergar o topo do prédio sob 

um ângulo de 30°? 

Resposta: 

Figura 36- Resolução da tarefa 1 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Entre as tarefas 1 e 2 será retomado o ciclo trigonométrico realizado na aula 

passada. Caso não tenha sido terminada sua construção, terminaremos aqui. Caso já tenha 

sido terminada, retomaremos as ideias de seno e cosseno no ciclo e mostraremos aonde se 

efetua a medida da tangente de um ângulo no ciclo. 

No material dos alunos constará a seguinte frase: 

No ciclo trigonométrico a tangente é medida na reta paralela ao eixo y passando 

pelo ponto (1,0). 

E pode ser calculada por 

 𝑇  𝑥 =  
𝐶𝑂

ℎ𝑖𝑝
=

𝑠𝑒𝑛  

𝑐𝑜𝑠  
 

 

Tarefa 2 (20min) 

 

Será utilizado o ciclo trigonométrico feito na aula passada para identificar as 

marcações e responder o exercício. 

 

(UFRN) Considere a figura abaixo, na qual a circunferência tem raio igual a 1. 
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Figura 37 - Representação do ciclo 

 

Nesse caso, as medidas dos segmentos 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ , 𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ e  𝑃̅̅ ̅̅ , correspondem, respectivamente, 

a: 

Questionamentos à serem realizados durante a atividade. 

O ângulo x é representado por qual abertura na imagem? 

Qual medida é extraída do eixo x? 

Qual medida é extraída do eixo y? 

Qual medida é extraída da reta que contem  𝑃̅̅ ̅̅ ? 

Resposta: 

O segmento 𝑂𝑁̅̅ ̅̅  corresponde ao cosseno de x. 

O segmento 𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ corresponde ao seno de x. 

O segmento  𝑃̅̅ ̅̅  corresponde à tangente de x. 

Alternativa b). 

 

Tarefa 3 (60 minutos) 

Utilizaremos um problema sobre distância num mapa relembrando um problema 

utilizado no 3° encontro. Neste problema, será realizado diversas etapas para que seja possível 

introduzir o conceito de soma de arcos (tanto seno, quanto cosseno). 

O mapa mundi abaixo está representado com algumas ligações entre países. O ângulo 

ADC mede 30° enquanto o ângulo ABD mede 45° e o raio da circunferência é 1. Observando 

o mapa, responda 
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Figura 38 - Mapa mundi projetado no ciclo unitário 

 

Fonte
1
: PORTALDOPROFESSOR. Disponível em: 

<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=25271> Acesso em: 15 jul. 2018. (modificada 

pelos autores) 

Qual é a distância entre o centro da terra e sua circunferência? 

R: 1 

Qual é a distância entre o norte da Rússia e a Índia? (ponto B e ponto H). 

R: sen   ° 

Qual é a distância entre o sul do Sudão e a Índia? (ponto A e ponto H). 

R: cos   ° 

Qual é a distância entre a Índia e as ilhas Seicheles? (ponto H e ponto I). 

R: sen  0° × cos   ° 

Qual é a distância entre o sul do Sudão e as ilhas Seicheles? (ponto A e ponto I). 

R: cos  0°× cos   ° 

Qual é a distância entre a Somália e as ilhas Seicheles? (ponto G e ponto I). 

R: sen  0°× sen   ° 

Qual é a distância entre o leste Egípcio e a Finlândia? (ponto M e ponto F). 

R: sen   ° × cos  0° 

                                                 
1 Imagem inclusa no software Geogebra para uso dos eixos, pontos e segmentos. 
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Tarefa 4 

Na região Sul de Sudão há um posto militar. Visando invadir a Somália, o exército 

Sudanês deseja construir um posto militar dentro deste país. Um soldado Sudanês foi 

designado a servir o seu o País atuando na região da Somália – África (ponto G no mapa 

mundi). A ordem imposta por seu major foi que indicasse a distância entre o local do posto 

militar Sudanês até o local pretendido para construção do posto militar para ver a 

possibilidade de deslocamento de equipamentos e tropas. Para que aceitasse o desafio, lhe foi 

proposto uma viagem à Finlândia para desfrutar de suas férias, porém, teria que ser 

apresentado o cálculo da distância entre Sudão e Finlândia para que fossem pagos os 

benefícios. 

Como o soldado descobriu essas distâncias? (Dica: Reveja seus cálculos realizados 

nos exercícios anteriores). 

Resposta: 

Distâncias: 

Sul do Sudão à Somália: cos  0° cos   ° − sen  0° sen  °. 

Sul do Sudão à Finlândia: sen  0° cos   °  sen   ° cos  0°. 

Ao final será formalizado a expressão utilizada na soma de arcos 

sen(𝑎  𝑏) = sen 𝑎 cos 𝑏  sen 𝑏 cos 𝑎 

E 

cos(𝑎  𝑏) = cos 𝑎 cos 𝑏 − sen 𝑎 sen 𝑏 

Demonstraremos também que sen(𝑎  𝑏) ≠ sen 𝑎  sen 𝑏 utilizando valores 

numéricos. Um exemplo possível é 

sen( 0°   0°) ≠ sen 0°  sen 0° 

sen( 0°) ≠ sen  0°  sen  0° 

1 ≠
1

 
 

√ 

 
 

1 ≠
1  √ 

 
. 

Tarefa 5 (30min) 

A partir do problema abaixo deseja-se utilizar a o conceito de tangente trabalhada no 

triângulo retângulo e expandir para o conceito de ciclo trigonométrico para o ensino da 

cotangente. 

Visando o aproveitamento do combustível para os aviões é feito um cálculo da 

distância a ser percorrida no trajeto aéreo de uma cidade à outra. Neste caso, o cálculo é feito 
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a partir da central de viagens, simulando o trajeto com o avião saindo do aeroporto até o ponto 

de chegada dado pela seguinte imagem: 

Figura 39 – Posicionamento do avião e da central 

 

O avião é colocado numa posição em que fique à 1km da central. Suponha que seja 

possível ver a chegada num ângulo de 45°. Qual é a distância que o avião irá percorrer?  

Resposta 

tg   ° =
𝐶𝑂

1
 

1 =
𝐶𝑂

1
 

𝐶𝑂 = 1. 

O avião percorrerá 1km. 

Estenderemos a ideia para o ciclo dando significado para a cotangente de 60°. 

Mostraremos aonde é efetuada a medida e também o triângulo formado no ciclo. 

Tarefa 6 (30min) 

A partir do problema abaixo deseja-se utilizar a o conceito de cosseno trabalhada no 

triângulo retângulo e expandir para o conceito de ciclo trigonométrico para o ensino da 

secante. 

João é um morador de prédio e mora no segundo andar. Numa certa manhã, um de 

seus vizinhos causa um acidente que ocorre um incêndio. O fato de possuir fogo na escadaria 

do prédio impossibilita sua saída do prédio. Acionando o resgate, os bombeiros chegam ao 

local e visam que se torna difícil a aproximação ao prédio. Um bombeiro tem a ideia de 

esticar uma escada para salvar João, porém, ela não é alta o suficiente. A ideia então é amarrar 

uma corda na ponta da escada e a lançar na janela do prédio. 

A escada é erguida à uma inclinação de 60° com o caminhão de bombeiros e a corda 
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é colocada num posicionamento de 90° com a escada, como mostra a figura abaixo. 

Figura 40 – Caminhão posicionado para o resgate 

 

Fonte: Os autores (2018) 

 

Sabendo que a corda tem 3 metros de distância, qual é a distância que João terá que 

percorrer em seu salto para chegar ao caminhão de bombeiros? 

Resposta: 

cos  0° =
 

 
 

 =
 

cos  0°
 

 =
 
1

2

 

 =  . 

João terá que percorrer 6 metros até chegar no caminhão de bombeiros. 

Estenderemos a ideia para o ciclo dando significado para a secante de 60°. 

Mostraremos aonde é efetuada a medida e também o triângulo formado no ciclo. 

Tarefa 7 (30min) 

A partir do problema abaixo deseja-se utilizar a o conceito de seno trabalhada no 

triângulo retângulo e expandir para o conceito de ciclo trigonométrico para o ensino da 

cossecante. 

Necessitando lidar com a chuva forte em sua região, Pedro decide instalar uma calha 

em sua residência. João comprou uma calha de espessura 1dm e decide posicioná-la na 

posição perpendicular ao telhado formando. O ângulo entre o telhado e a parede da casa é de 

30°. O posicionamento da calha é dado pela imagem a seguir, 
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Figura 41 - Posicionamento da calha na parede 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Qual é a distância entre a ponta da calha que está fixa na parede e o telhado? 

Resposta: 

Temos que  

sen  0° =
1

 
 

 =
1

sen  0°
 

 =
1
1

2

 

 =  . 

A distância é de 2dm ou 20 centímetros. 

Explicaremos que h na verdade é a cossecante de x (estendendo o conceito para o 

ciclo 

No material do aluno estará presentes as seguintes frases para serem completadas: 

No ciclo trigonométrico a cotangente é medida na reta paralela ao eixo x passando 

pelo ponto (0 1). 

E pode ser calculada por 

 cotg 𝑥 =
1

   
=

    

𝑠𝑒𝑛  
 

No ciclo trigonométrico ao traçar uma perpendicular à reta do ângulo formam-se dois 

novos triângulos retângulos. Além disso, esta reta intercepta o eixo x e o eixo y.  

A distância do centro da circunferência ao ponto de intersecção da reta com o eixo x 

é chamada de secante. 

E pode ser calculada por 

 sec 𝑥 =
1

    
 

A distância do centro da circunferência ao ponto de intersecção da reta com o eixo y 

é chamada de cossecante. 
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E pode ser calculada por 

 cossec 𝑥 =
1

    
 

Relação fundamental: 

 sen2 𝑥  cos2 𝑥 = 1 

Questões complementares 

1) Assinale a alternativa CORRETA. O que se pode afirmar do cosseno de 120° em 

relação ao cosseno de 60°? 

(a) cos 1 0° = cos  0°  cos  0° 

(b) cos 1 0° é duas vezes maior que o cos  0°. 

(c) São iguais. 

(d) A soma dos dois se anula. 

(e) Estão no mesmo quadrante. 

Resposta: 

Alternativa d). 

2) Assinale a alternativa CORRETA. Sabendo que cos  𝑥 =
1

2
. Então pode-se afirmar 

que 

(a) cos 𝑥 =
1

 
 

(b) sen 𝑥 =
√2

2
 

(c) cos 𝑥 =
√3

2
 

(d) cos 𝑥 = 0 

(e) cos 𝑥 = −1 

Resposta: 

Alternativa c). 

3) (ENEM 2013) As torres Puerta de Europa são duas torres inclinadas uma contra a 

outra, construídas numa avenida de Madri, na Espanha. A inclinação das torres é de 15° com a 

vertical e elas têm, cada uma, uma altura de 114 m (a altura é indicada na figura como o 

segmento AB). Estas torres são um bom exemplo de um prisma oblíquo de base quadrada e 

uma delas pode ser observada na imagem. 
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Figura 42- Edifício 

 
Disponível em: www.flickr.com. Acesso em: 16 jul. 2018. 

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a tangente de 15° e duas casas decimais 

nas operações, descobre-se que a área da base desse prédio ocupa na avenida um espaço: 

(a) menor que 100m². 

(b) entre 100 m² e 300 m². 

(c) entre 300 m² e 500 m². 

(d) entre 500 m² e 700 m². 

(e) maior que 700 m². 

Resposta: 

Alternativa e). 

2) (ENEM 2009) Ao morrer, o pai de João, Pedro e José deixou como herança um 

terreno retangular de 3 km x 2 km que contém uma área de extração de ouro delimitada por 

um quarto de círculo de raio 1 km a partir do canto inferior esquerdo da propriedade. Dado o 

maior valor da área de extração de ouro, os irmãos acordaram em repartir a propriedade de 

modo que cada um ficasse com a terça parte da área de extração, conforme mostra a figura.
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Figura 43 – Divisão das terras 

 
Fonte: Os autores (2018) 

Em relação à partilha proposta, constata-se que a área do terreno que coube a João 

corresponde, aproximadamente, a que valor? (Considere  
√3

3
=  0   ) 

Resposta: 

A área total de extração do terreno corresponde a um quarto de círculo de raio de 1 

km, cujo ângulo central é de 90°. Se os irmãos pretendem dividir a área de extração de forma 

igualitária, então o ângulo central do terreno de cada herdeiro deverá ser de 30°, uma vez que 

90 dividido por três 3 é igual a 30. Vamos então analisar a figura que representa o terreno de 

João: 

Figura 44 - Terreno de João 

 
Fonte: Os autores (2018) 

Nós conhecemos apenas um dos lados do terreno de João, o cateto adjacente ao 

ângulo de 30°. Para que possamos calcular a área desse triângulo, é importante encontrar a 

medida do cateto oposto ao ângulo de 30°. Para tanto, vamos utilizar a fórmula para o cálculo 

da tangente: 

𝑡   0° =
 𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑 𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒
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𝑡   0° =  
𝑥

 
 

√ 

 
=  

𝑥

 
 

Utilizando a informação cedida pelo exercício, substituiremos 
√3

3
 por 0   : 

0    =  
𝑥

 
 

𝑥 =  0   ×    

𝑥 =  1 1  𝑘  

Agora podemos calcular a área do terreno de João. Para isso, considere 2 km como a 

altura do triângulo e 1,16 km como sua base: 

  =  
𝑏𝑎𝑠𝑒 ×  𝑎 𝑡𝑢𝑟𝑎

 
 

  =  
  × 1 1 

 
 

  =  1 1  𝑘 ² 
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2.4.1 MATERIAL DO ALUNO 

 

NOME: DATA: 

___/___/2018 

PROMAT – 2018. Universidade Estadual do Oeste do Paraná – UNIOESTE 
Que bom ter sua presença conosco!!! Caro estudante, este será seu material, aproveite-o da 

melhor forma possível. Bons estudos!!! 

“Só existem dois dias no ano que nada pode ser feito, um se chama ONTEM e o outro 

AMANHÃ, portanto o dia certo para viver, acreditar, amar, aprender é o HOJE” 

-Dalai Lama 

 

Tarefa 1 

Uma pessoa encontra-se num ponto 

A, localizado na base de um prédio, 

conforme mostra a figura abaixo: 

Figura 45 - Ângulo de visão da pessoa 

 

Se ela caminhar 120 metros em 

linha reta, chegará ao ponto B, de onde 

poderá ver o topo C do prédio, sob um 

ângulo de 60°. Quantos metros ela deverá 

se afastar do ponto A, andando em linha 

reta no sentido de a para B, para que 

possa enxergar o topo do prédio sob um 

ângulo de 30°? 

 

 

 

Tarefa 2 

(UFRN) Considere a figura abaixo, 

na qual a circunferência tem raio igual a 

1.  

 
Figura 46 - Representação do ciclo 

 
Nesse caso, as medidas dos 

segmentos 𝑂𝑁̅̅ ̅̅ , 𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ e  𝑃̅̅ ̅̅ , correspondem, 

respectivamente, a 

 

 

 

 

 

 

 

 

No ciclo trigonométrico a tangente é medida na reta _______________ ao eixo y passando 

pelo ponto ________. 

E pode ser calculada por 
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 tg 𝑥 = 

Tarefa 3 

O mapa mundi abaixo está representado com algumas ligações entre países. O ângulo 

ADC mede 30° enquanto o ângulo ABD mede 45° e o raio da circunferência é 1. Observando 

o mapa, responda 

Figura 47 - Mapa mundi projetado no ciclo unitário 

 

Fonte: PORTALDOPROFESSOR. Disponível em: 

<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=25271> Acesso em: 15 jul. 2018. 

(modificada pelos autores) 

a) Qual é a distância entre o centro da 

terra e sua circunferência? 

 

b) Qual é a distância entre o norte da 

Rússia e a Índia? (ponto B e ponto 

H). 

 

c) Qual é a distância entre o sul do 

Sudão e a Índia? (ponto A e ponto 

H). 

 

d) Qual é a distância entre a Índia e as 

ilhas Seicheles? (ponto H e ponto I). 

 

e) Qual é a distância entre o sul do 

Sudão e as ilhas Seicheles? (ponto A 

e ponto I). 
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f) Qual é a distância entre a Somália e 

as ilhas Seicheles? (ponto G e ponto 

I). 

 

 

g) Qual é a distância entre o leste 

Egípcio e a Finlândia? (ponto M e 

ponto F). 

Tarefa 4 

Na região Sul de Sudão há um posto militar. Visando invadir a Somália, o exército 

Sudanês deseja construir um posto militar dentro deste país. Um soldado Sudanês foi 

designado a servir o seu o País atuando na regiâo da Somália – África (ponto G no mapa 

mundi). A ordem imposta por seu major foi que indicasse a distância entre o local do posto 

militar Sudanês até o local pretendido para construção do posto militar para ver a 

possibilidade de deslocamento de equipamentos e tropas. Para que aceitasse o desafio, lhe foi 

proposto uma viagem à Finlândia para desfrutar de suas férias, porém, teria que ser 

apresentado o cálculo da distância entre Sudão e Finlândia para que fossem pagos os 

benefícios. 

Como o soldado descobriu essas 

distâncias? (Dica: Reveja seus cálculos 

realizados nos exercícios anteriores). 
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 sen( 0°    °) = 

 

 cos( 0°    °) = 

 sen(𝑎  𝑏) = 

 

 cos(𝑎  𝑏) = 

Tarefa 5  

Visando o aproveitamento do 

combustível para os aviões é feito um cálculo 

da distância a ser percorrida no trajeto aéreo de 

uma cidade à outra. Neste caso, o cálculo é 

feito a partir da central de viagens, simulando 

o trajeto com o avião saindo do aeroporto até o 

ponto de chegada dado pela seguinte imagem: 

Figura 48 – Posicionamento do avião e da central 

 

O avião é colocado numa posição em 

que fique à 1km da central. Suponha que seja 

possível ver a chegada num ângulo de 45°. 

Qual é a distância que o avião irá percorrer?  

 

 

Tarefa 6 

João é um morador de prédio e mora no 

segundo andar. Numa certa manhã, um de seus 

vizinhos causa um acidente que ocorre um 

incêndio. O fato de possuir fogo na escadaria 

do prédio impossibilita sua saída do prédio. 

Acionando o resgate, os bombeiros chegam ao 

local e visam que se torna difícil a 

aproximação ao prédio. Um bombeiro tem a 

ideia de esticar uma escada para salvar João, 

porém, ela não é alta o suficiente. A ideia então 

é amarrar uma corda na ponta da escada e a 

lançar na janela do prédio. A escada é erguida à 

uma inclinação de 60° com o caminhão de 

bombeiros e a corda é colocada num 

posicionamento de 90° com a escada, como 

mostra a figura abaixo. 

Figura 49 – Caminhão posicionado para o resgate 

 

Sabendo que a corda tem 3 metros de 

distância, qual é a distância que João terá que 

percorrer em seu salto para chegar ao 

caminhão de bombeiros? 

 

 

Tarefa 7 

Necessitando lidar com a chuva forte em 

sua região, Pedro decide instalar uma calha em 

sua residência. João comprou uma calha de 

espessura 1dm e decide posicioná-la na 

posição perpendicular ao telhado formando. O 

ângulo entre o telhado e a parede da casa é de 

30°. O posicionamento da calha é dado pela 
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imagem a ao lado. Qual é a distância entre a 

ponta da calha que está fixa na parede e o 

telhado? 

Figura 50 - Posicionamento da calha na parede 

 

 

 

No ciclo trigonométrico a 

cotangente é medida na reta 

_______________ ao eixo x 

passando pelo ponto 

________. 

E pode ser calculada por 

 

 cotg 𝑥 = 

 

No ciclo trigonométrico ao 

traçar uma perpendicular à 

reta do ângulo formam-se 

dois novos 

________________. Além 

disso, esta reta intercepta o 

eixo x e o eixo y.  

 

A distância do centro da 

circunferência ao ponto de 

intersecção da reta com o 

eixo x é chamada de 

______________. 

E pode ser calculada por 

 sec 𝑥 = 

A distância do centro da 

circunferência ao ponto de 

intersecção da reta com o 

eixo y é chamada de 

______________. 

E pode ser calculada por 

 cossec 𝑥 = 

 

 

Relação fundamental 

 

Questões complementares 

1) Assinale a alternativa CORRETA. O que se pode afirmar do cosseno de 120° em relação ao 

cosseno de 60°? 

(f) cos 1 0° = cos  0°  cos  0° 

(g) cos 1 0° é duas vezes maior que o cos  0°. 

(h) São iguais. 

(i) A soma dos dois se anula. 

(j) Estão no mesmo quadrante. 

 

2) Assinale a alternativa CORRETA. Sabendo que cos  𝑥 =
1

2
. Então pode-se afirmar que 
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GABARITO 

1 d) 

2 c) 

3 e) 

4 1 1 𝑘𝑚2 

 

(f) cos 𝑥 =
1

 
 

(g) sen 𝑥 =
√2

2
 

(h) cos 𝑥 =
√3

2
 

(i) cos 𝑥 = 0 

(j) cos 𝑥 = −1 

 

3) (ENEM 2013) As torres Puerta de 

Europa são duas torres inclinadas uma 

contra a outra, construídas numa avenida 

de Madri, na Espanha. A inclinação das 

torres é de 15° com a vertical e elas têm, 

cada uma, uma altura de 114 m (a altura é 

indicada na figura como o segmento AB). 

Estas torres são um bom exemplo de um 

prisma oblíquo de base quadrada e uma 

delas pode ser observada na imagem. 

 
Disponível em: www.flickr.com. 

Acesso em: 16 jul. 2018. 

Utilizando 0,26 como valor aproximado 

para a tangente de 15° e duas casas 

decimais nas operações, descobre-se que a 

área da base desse prédio ocupa na avenida 

um espaço: 

(f) menor que 100m². 

(g) entre 100 m² e 300 m². 

(h) entre 300 m² e 500 m². 

(i) entre 500 m² e 700 m². 

(j) maior que 700 m². 

 

4) (ENEM 2009) Ao morrer, o pai de João, 

Pedro e José deixou como herança um 

terreno retangular de 3 km x 2 km que 

contém uma área de extração de ouro 

delimitada por um quarto de círculo de raio 

1 km a partir do canto inferior esquerdo da 

propriedade. Dado o maior valor da área de 

extração de ouro, os irmãos acordaram em 

repartir a propriedade de modo que cada 

um ficasse com a terça parte da área de 

extração, conforme mostra a figura.  

Figura 1 – Divisão das terras 

 Em relação à partilha proposta, constata-se 

que a área do terreno que coube a João 

corresponde, aproximadamente, a que 

valor? (Considere 
√3

3
=  0   ) 
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2.4.2 RELATÓRIO DO 4° ENCONTRO  

 

Aos vinte e cinco dias do mês de agosto de 2018, reuniram-se nas dependências da 

Universidade Estadual do Oeste do Paraná, nós estagiários e os alunos inscritos no projeto do 

Promat, para mais um encontro do projeto. 

Inicialmente, organizamos as carteiras em grupos de quatro. Nosso intuito era 

relembrar os conceitos trabalhados em aulas anteriores tratando-se de trigonometria no 

triângulo retângulo. 

A primeira questão, tratava-se de um questionamento sobre a variação do ângulo de 

visão da altura de um prédio a medida que uma pessoa se move. O objetivo era tratar sobre a 

tangente e também perceber as mudanças dos ângulos entre a visão da pessoa com o chão, de 

acordo com o cenário desenvolvido. 

Os alunos não demonstraram dificuldade em utilizar o conceito de tangente no 

triângulo retângulo. Por outro lado, a maior dificuldade foi perceber como iria variar o ângulo 

de visão ao se afastar do prédio. Iria aumentar ou diminuir? Exploramos este conceito 

trabalhando a questão do desenho e como se formava o triângulo na figura apresentada e 

assim, concluímos que o ângulo diminuía. Após esta percepção, a visualização do problema se 

tornou mais concretizada. 

Já o segundo problema obtinha o objetivo de apenas explorar a noção de identificação 

e percepção das relações trigonométricas já trabalhadas no ciclo trigonométrico. O maior 

questionamento foi feito em relação à tangente, pois ainda não havíamos definido. Sendo 

assim, exploramos o que a palavra poderia representar e também que relação o segmento 

caracterizado na questão possuía com o conceito trabalhado no problema anterior. Dessa 

forma, definimos como representamos a tangente no ciclo trigonométrico utilizando de 

ferramentas disponíveis pré-executadas pelo geogebra. 

Nas tarefas 3 e 4, o objetivo era utilizar a resolução do problema para definir o cálculo 

do seno e cosseno da soma de arcos. Para isto, a Tarefa 3 foi dividida em vários itens para que 

fossem se identificando os valores de cada segmento presente no ciclo trigonométrico. 

A ideia inicial era deixar os valores em função de seno e cosseno dos ângulos de 30º e 

45º. Isto porque pretendíamos utilizar esses valores para apresentar a fórmula da soma de 

arcos para seno e cosseno. No entanto, alguns alunos transformavam esses valores para 

números conhecidos pois se tratavam dos ângulos notáveis. 

Desse modo, a correção abrangeu também este fato. Porém, sempre que era calculado 

um valor de segmento, salientávamos a importância de representar os valores em função de 
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seno e cosseno. A Tarefa 4, se resumiu então em problematizar justamente os dois segmentos 

que representavam as medidas cos( 0º    º) e sen( 0º    º). 

Esta tarefa só foi possível terminar após o intervalo. Havíamos separado o tempo de 

uma hora para sua realização, pois dependia muito da interpretação dos alunos e a 

comparação de vários processos. 

Na última hora de aula, foram destinados aos demais problemas. Deixamos que os 

alunos resolvessem todos e foram socializados nos últimos 20 minutos de aula. Cada um dos 

problemas focava em uma função trigonométrica diferente, sendo elas: secante, cossecante e 

cotangente. 

Utilizamos novamente o Geogebra para mostrar em qual local eram representadas 

cada uma dessas medidas. 
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3.1 5° ENCONTRO PROMAT – 01/09/2018 

Público Alvo: Estudantes do Ensino Médio  

Tempo de execução: 4 horas-aula. 

Conteúdo: Geometria Analítica 

Objetivo Geral: Localização, distância e cálculo de áreas por meio de determinantes.  

Objetivos Específicos:  

 Identificar e localizar pontos no plano cartesiano; 

 Calcular a distância entre dois pontos do plano; 

 Calcular a área de regiões triangulares por meio de determinantes. 

Recursos Didáticos:  Folha impressa, material do aluno, régua, lápis, borracha, caneta, lousa 

e giz. 

Encaminhamento Metodológico: 

Iniciaremos a aula saudando os alunos e propondo a tarefa 1, com o intuito de que os 

alunos retomem conceitos de localização e coordenadas. 

Tarefa 1 

Iremos propor a tarefa 1 para a partir da resolução explorar os conceitos de 

localização dos alunos: 

A) (ENEM-2016) Observou-se que todas as formigas de um formigueiro trabalham 

de maneira ordeira e organizada. Foi feito um experimento com duas formigas e os resultados 

obtidos foram esboçados em um plano cartesiano no qual os eixos estão graduados em 

quilômetros. As duas formigas partiram juntas do ponto O, origem do plano cartesiano xOy. 

Uma delas caminhou horizontalmente para o lado direito, a uma velocidade de 4 km/h. A 

outra caminhou verticalmente para cima, à velocidade de 3 km/h. 

Após 2 horas de movimento, quais as coordenadas cartesianas das posições de cada 

formiga? 

Resposta: 

Mencionaremos que as velocidades são constantes e que a rota se mantém desta 

forma. Abordaremos a relação de variável dependente e independente nessa questão, 

indagando: 

-Como consigo encontrar a velocidade em 2 horas se o problema informa apenas 

com uma hora? 

Esperamos que os alunos indiquem que basta multiplicar por 2, perguntaremos 

então : 

- Multiplicando por 2 qual unidade de medida eu encontro? 
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Realizando indagações procuraremos atentar algumas relações a respeito de variável 

dependente e independente, unidade de medida entre outras questões que podem surgir. Então, 

com velocidade de 4 km/h, são caminhados 8 km e com velocidade de 3 km/h, 2 horas 

equivalem a 6 km. Sendo que as formigas partiram da origem, então em relação ao eixo x 

foram percorridas 6 unidades e ao eixo y 8 unidades, portanto a coordenada (6,8) é adequada 

para representar esse ponto. 

 

B) (ENEM-2014) Alunos de um curso de engenharia desenvolveram um robô 

“anfíbio” que executa saltos somente nas direções norte, sul, leste e oeste. Um dos alunos 

representou a posição inicial desse robô, no plano cartesiano, pela letra P, na ilustração. 

Figura 51- Atividade 1 

Figura 52- Coordenadas 

 

Fonte: QCONCURSOS.COM. Disponível em:<https://www.qconcursos.com/questoes-do-

enem/disciplinas/matematica-matematica> . Acesso em: 15 ago 2018 

 

A direção norte-sul é a mesma do eixo y, sendo que o sentido norte é o sentido de 

crescimento de y, e a direção leste-oeste é a mesma do eixo x, sendo que o sentido leste é o 

sentido de crescimento de x. 

Em seguida, esse aluno deu os seguintes comandos de movimentação para o robô: 4 

norte, 2 leste e 3 sul, nos quais os coeficientes numéricos representam o número de saltos do 

robô nas direções correspondentes, e cada salto corresponde a uma unidade do plano 

cartesiano. 

Depois de realizar os comandos dados pelo aluno, a posição do robô, no plano 

cartesiano, será: 

Resposta: 
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Realizaremos indagações a cada comando que é dado ao robô com o intuito que os 

alunos percebam que a soma está ocorrendo em apenas uma das variáveis. 

O ponto P está na posição (-1,1), após dar o primeiro comando, ou seja, 4 norte, 

obtemos a coordenada (-1,5), com o segundo comando, 2 leste, temos (1,5) e após o terceiro 

comando, 3 sul, temos que a coordenada final é (1,2)  

 

Tarefa 2 

Pediremos que os alunos indiquem no plano a localização dos pontos: 

A=(-3,6); B=(3,1); C=(-1,-3); D=(-2,0); E=(0,-2); F=(5,6) e em seguida, traçar os 

segmentos  𝐹̅̅ ̅̅   𝐷̅̅ ̅̅  𝐷  ̅̅ ̅̅ ̅ 𝐸𝐶̅̅ ̅̅ . 

Para isso, entregaremos uma folha quadriculada e pediremos que os alunos 

construam os eixos, na folha para que possam indicar as localizações, mencionaremos que 

eles podem assumir cada unidade da folha como a unidade do gráfico também.  

Perguntaremos aos alunos:  

- Como podemos determinar a medida do barbante com extremidades em A e F? 

acreditamos que eles concluam que sua medida será 8 unidades do plano.  

- Questionaremos então sobre a medida do segmento 𝐷 ̅̅ ̅̅ . Neste momento, 

construiremos um triângulo retângulo e orientaremos para que encontrem a medida pelo 

Teorema de Pitágoras. Após calculado mediremos o barbante. 

Generalizaremos na lousa o caso geral da distância entre pontos e pediremos para que 

os alunos calculem o tamanho dos demais segmentos indicados na tarefa. A seguir a 

representação dos segmentos que estaremos solicitando aos alunos. 

Figura 53- Plano Cartesiano 

 

Fonte: Os autores (2018) 
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Realizaremos a partir de um caso genérico a socialização da fórmula para o cálculo 

da distância entre dois pontos. 

𝑑𝐴𝐵 = √(𝑥𝐴 − 𝑥𝐵)2  (𝑦𝐴 − 𝑦𝐵)²  

Na sequência encaminharemos a tarefa 3. 

Tarefa 3 

Um veículo realiza o trajeto como na figura, o mapa está na escala de 463,38m:1, 

qual a distância que o veículo percorre para sair da Unioeste e ir até a rodoviária? 

Figura 54- Mapa vetorizado 

 

Fonte: Disponível em: <https://pt.dreamstime.com/ilustra%C3%A7%C3%A3o-stock-mapa-imagin%C3%A1rio-

do-vetor-da-cidade-image56989068>. Acesso em: 20 ago 2018 

Respostas: 

Indagaremos os alunos quanto o cálculo desta distância: 

-É possível calcular esse trajeto? Como? 

Esperamos que os alunos explorem as ideias de medida, sendo necessário apenas 

realizar a conversão em escala real. 

Questionaremos a respeito dos outros segmentos, acreditamos que consigam 

relacionar com a atividade anterior e calcular as unidades do gráfico e converter. 

Tarefa 4 

Esta atividade foi proposta com intuito de desenvolver a aprendizagem de conceitos 

referentes ao cálculo de áreas de regiões triangulares, para isso encaminharemos o exercício e 

esclarecendo possíveis dúvidas sobre a resolução. Gostaríamos de generalizar com os alunos o 

cálculo da área de regiões triangulares com os alunos. 

Uma empresa de telefonia instalou 3 antenas em uma determinada cidade. No mapa, 
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os pontos A, B, C representam as antenas. O mapa está representado na escala de quilômetros. 

a) Encontre qual a distância entre uma antena até outra: 

b) É de interesse dos técnicos descobrir qual a área mínima que o sinal abrange, 

que no mapa está representado pelo triângulo. Qual o valor da área? 

Figura 55 - Área mínima para emissão de sinal 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Respostas: 

a) 𝑑𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = √(1 −  )2  (1 −  )2 → 𝑑𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = √(− )2  (− )2 → 

𝑑𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = √  1 → 𝑑𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = √ 0 → 𝑑𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ≈      1 𝑘  

𝑑𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = √(1 −  )2  (1 − (−1))2 → 𝑑𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = √(− )2  ( )2 → 

𝑑𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = √    → 𝑑𝐴𝐶̅̅ ̅̅ = √  → 𝑑𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ≈      1 𝑘  

𝑑𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = √( −  )2  ( − (−1))2 → 𝑑𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = √(− )2  ( )2 → 

𝑑𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = √    → 𝑑𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = √  → 𝑑𝐵𝐶̅̅ ̅̅ ≈    0   𝑘  

b) Iremos realizar questionamentos de como podemos calcular a área de um 

triângulo e qual o procedimento que já conhecem, em seguida iremos generalizar o caso do 

cálculo da área de regiões triangulares por meio de determinantes e pediremos 

encaminharemos a resolução da atividade. 

Os vértices do triângulo são: A=(1,1), B=(3,5) e C=(6,-1). Desta forma, utilizando o 

resultado: 

 ∆ =
1

2
× ||

𝑥𝐴 𝑦𝐴 1
𝑥𝐵 𝑦𝐵 1
𝑥𝐶 𝑦𝐶 1

||, substituindo os valores correspondentes:  ∆ =
1

2
×

||
1 1 1
  1
 −1 1

||, temos que  ∆ =
1

2
× |−  | →  ∆ =

1

2
×   →  ∆ = 1 . 

Logo a área mínima de sinal será de 16 km². 
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Tarefa 5 

Em uma cidade do norte do Brasil, a prefeitura decretou estado de alerta, pois o 

número de casos de Malária havia aumentado exponencialmente no último mês. O mapa, a 

seguir, indica a região onde estão 75 % dos casos da cidade. A escala do mapa é de 150m:1. 

Qual o tamanho real dessa área? 

Figura 56- Malária 

 

Fonte: Disponível em: <https://pt.dreamstime.com/ilustra%C3%A7%C3%A3o-stock-mapa-imagin%C3%A1rio-

do-vetor-da-cidade-image56989068>. Acesso em: 20 ago 2018 (adaptado). 

 

Respostas: 

Indagaremos: 

“Como podemos calcular essa área?” 

“É possível calcular a área de regiões pentagonais? ” 

“Com os métodos que conhecemos é possível calcular essa área? ” 

Conduziremos as perguntas para que os alunos verifiquem que é necessário 

decompor o polígono em triângulos. 

Desta forma temos uma possível divisão em triângulos: 

∆𝐸𝐹𝐺 ∆𝐸𝐹𝐶 ∆𝐶𝐷𝐸, que possuem áreas: 6, 5 e 7,5; respectivamente. 

Desta forma somando obtemos 19,5 unidades quadradas do gráfico, questionaremos 

o que esse valor significa e está correto. Atentaremos então a escala e que devemos converter 

em unidades quadradas de escala, ou seja, 150m X 150m, que fornece 22500m² cada unidade 

do gráfico. 
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Tarefa 6 

É possível que um triângulo possua área igual a expressa na equação abaixo? 

 ∆ =
1

2
× ||

1 1 1
  1
  1

||  ? 

Resolvendo o determinante temos o valor zero, esperamos que os alunos concluam 

que não é possível obter um triângulo com área nula. Com isso indagaremos o que acontece 

com os pontos para que a área seja zero. Em construção gráfica mostraremos que os pontos 

são colineares, abordaremos então que uma reta que passa por dois pontos dados será colinear 

e também resultará em determinante nulo. Com isso generalizaremos a equação geral da reta. 

𝑟: |
𝑥𝐴 𝑦𝐴 1
𝑥𝐵 𝑦𝐵 1
𝑋 𝑌 1

| = 0 

Desafio: 

Na figura, a seguir, uma pessoa parte do ponto A em direção ao ponto C e outra parte 

do ponto A em direção ao ponto B, elas caminham então sobre o segmento BC se encontrando 

na metade o segmento. Qual a distância que eles se encontram do ponto A? 

Figura 57 - Desafio 

 

Fonte: Os autores (2018) 

 

Questões complementares: 

1) (ENEM-2016) A economia no consumo de combustível é um fator importante 

para a escolha de um carro. É considerado mais econômico o carro que percorre a maior 

distância por litro de combustível.  

O gráfico apresenta a distância (km) e o respectivo consumo de gasolina (L) de cinco 
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modelos de carros. 

Figura 58- Gráfico de consumo 

 

Fonte: Inep. 

O carro mais econômico em relação ao consumo de combustível é o modelo: 

Resposta: 

Realizando a média por litro de cada carro conseguimos identificar o carro mais 

econômico. 

A) aproximadamente 100 ÷ 10 = 10 𝑘 /  

B)  00 ÷  0 =   𝑘 /  

C)  00 ÷  0 =   𝑘 /  

D) aproximadamente   0 ÷  0 = 11 𝑘 /  

E)  00 ÷  0 = 1  𝑘 /  

 

Analisando os modelos o carro E é o mais econômico. 

2) (ENEM-2016) O sódio está presente na maioria dos alimentos industrializados, 

podendo causar problemas cardíacos em pessoas que ingerem grandes quantidades desses 

alimentos. Os médicos recomendam que seus pacientes diminuam o consumo de sódio. 

Com base nas informações nutricionais de cinco marcas de biscoitos (A, B, C, D e 

E), construiu-se o gráfico, que relaciona quantidades de sódio com porções de diferentes 

biscoitos. 

Figura 59- Sódio por biscoito 

 

Fonte: Inep 
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Qual das marcas de biscoito apresentadas tem a menor quantidade de sódio por 

grama do produto?  

Resposta: 

Realizando a média entre as porções: 

A) 100 ÷   =  
  

 
 

B)   ÷  0 = 1    
  

 
 

C)   0 ÷  0 =  0
  

 
 

D) 100 ÷  0 = 1   
  

 
 

E)  00 ÷ 100 =  
  

 
 

Por média encontramos que o biscoito da marca D possui a menor quantidade de 

sódio. 

3) (UNESP- 2017) figura indica um trapézio ABCD no plano cartesiano. 

 
Figura 60- Área do trapézio 

 

Fonte: QCONCURSOS 

 

A área desse trapézio, na unidade quadrada definida pelos eixos coordenados, é 

igual a: 

Resposta:  

 

Fragmentando a imagem temos os triângulos: ∆ 𝐷𝐶 𝑒 ∆ 𝐶 , desta forma temos:  

 ∆ =
1

2
× ||

0  1
10 0 1
 0  1

|| =  
120

2
=  0 𝑢² e  ∆ =

1

2
× ||

0  1
0 1 1
 0  1

|| =  
2 0

2
= 1 0 𝑢² 

Somando os valores encontrados temos 1 0𝑢². 

 

4) (PUC-RJ, 2012) Se os pontos A = ( -1,0), B = (1,0) e C = (x,y) são vértices de um 

triângulo equilátero, então a distância entre A e C é:  
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Avaliando que de -1 a 1 desloca-se 2 unidades, então a distância é 2. 

 

Referências bibliográficas: 

QCONCURSOS.COM. Disponível em:<https://www.qconcursos.com/questoes-do-

enem/disciplinas/matematica-matematica> . Acesso em: 15 ago 2018 
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3.1.1 MATERIAL DO ALUNO 

 

NOME: DATA: 

___/___/2018 

PROMAT – 2018, Universidade Estadual do Oeste do Paraná – UNIOESTE 
Que bom ter sua presença conosco!!! Caro estudante, este será seu material, aproveite-o da 

melhor forma possível. Bons estudos!!! 

“Não podes mudar o vento, mas pode ajustar as velas de teu barco para onde queres chegar” 

-Confúcio Gautama 

Tarefa 1 

A) (ENEM-2016) Observou-se que 

todas as formigas de um formigueiro 

trabalham de maneira ordeira e organizada. 

Foi feito um experimento com duas formigas 

e os resultados obtidos foram esboçados em 

um plano cartesiano no qual os eixos estão 

graduados em quilômetros. As duas formigas 

partiram juntas do ponto O, origem do plano 

cartesiano xOy. Uma delas caminhou 

horizontalmente para o lado direito, a uma 

velocidade de 4 km/h. A outra caminhou 

verticalmente para cima, à velocidade de 3 

km/h. 

Após 2 horas de movimento, quais 

as coordenadas cartesianas das posições de 

cada formiga? 

 

 

 

 

 

B) (ENEM-2014) Alunos de um 

curso de engenharia desenvolveram um robô 

“anfíbio” que executa saltos somente nas 

direções norte, sul, leste e oeste. Um dos 

alunos representou a posição inicial desse 

robô, no plano cartesiano, pela letra P, na 

ilustração. 

 

A direção norte-sul é a mesma do 

eixo y, sendo que o sentido norte é o sentido 

de crescimento de y, e a direção leste-oeste é 

a mesma do eixo x, sendo que o sentido leste 

é o sentido de crescimento de x. 

Em seguida, esse aluno deu os 

seguintes comandos de movimentação para o 

robô: 4 norte, 2 leste e 3 sul, nos quais os 

coeficientes numéricos representam o 

número de saltos do robô nas direções 

correspondentes, e cada salto corresponde a 

uma unidade do plano cartesiano. 

Depois de realizar os comandos 

dados pelo aluno, a posição do robô, no 

plano cartesiano, será: 
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Tarefa 2 

Represente no plano cartesiano os pontos: A=(-3,6); B=(3,1); C=(-1,-3); D=(-2,0); E=(0,-2); 

F=(5,6) e em seguida, trace os segmentos  𝐹̅̅ ̅̅   𝐷̅̅ ̅̅  𝐷  ̅̅ ̅̅ ̅ 𝐸𝐶̅̅ ̅̅ . Como podemos encontrar a 

medida desses segmentos? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tarefa 3 

Um veículo realiza o trajeto como na figura, o mapa está na escala de 463,38m:1, 

qual a distância que o veículo percorre para sair da Unioeste e ir até a rodoviária? 
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Tarefa 4 

Uma empresa de telefonia instalou 3 antenas em uma determinada cidade. No mapa, os 

pontos A, B, C representam as antenas. O 

mapa está representado na escala de 

quilômetros. 

a) Encontre qual a distância 

entre uma antena até outra: 

b) É de interesse dos técnicos 

descobrir qual a área mínima que o sinal 

abrange, que no mapa está representado 

pelo triângulo. Qual o valor da área? 

 

 

 

 

Tarefa 5 

Em uma cidade do norte do Brasil, a prefeitura 

decretou estado de alerta, pois o número de casos 

de Malária havia aumentado exponencialmente no 

último mês. O mapa, a seguir, indica a região onde 

estão 75 % dos casos da cidade. A escala do mapa 

é de 150m:1. Qual o tamanho real dessa área?  

 

 

 

 

 

Tarefa 6 

É possível que um triângulo possua área igual a expressa na equação abaixo? 

 ∆ =
1

2
× ||

1 1 1
  1
  1

||  ? 

 

 

𝑟: |
𝑥𝐴 𝑦𝐴 1
𝑥𝐵 𝑦𝐵 1
𝑋 𝑌 1

| = 0 
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Questões complementares: 

1) (ENEM-2016) A economia no consumo de combustível é 

um fator importante para a escolha de um carro. É considerado 

mais econômico o carro que percorre a maior distância por litro 

de combustível.  

O gráfico apresenta a distância (km) e o respectivo 

consumo de gasolina (L) de cinco modelos de carros. 

 

O carro mais econômico em relação ao consumo de combustível é o modelo: 

 

2) (ENEM-2016) O sódio está presente na maioria dos alimentos industrializados, 

podendo causar problemas cardíacos em pessoas que ingerem grandes quantidades desses 

alimentos. Os médicos recomendam que seus 

pacientes diminuam o consumo de sódio. 

Com base nas informações 

nutricionais de cinco marcas de biscoitos (A, 

B, C, D e E), construiu-se o gráfico, que 

relaciona quantidades de sódio com porções 

de diferentes biscoitos. 

 

Qual das marcas de biscoito apresentadas tem a menor quantidade de sódio por 

grama do produto?  

 

 

 

3) (UNESP- 2017) figura indica um trapézio ABCD no plano cartesiano. 

A área desse trapézio, na unidade quadrada definida pelos eixos coordenados, é igual a: 
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4) (PUC-RJ, 2012) Se os pontos A = ( -1,0), B = (1,0) e C = (x,y) são vértices de um triângulo 

equilátero, então a distância entre A e C é: 
 

 

 

GABARITO 

1 E 

2 D 

3 180 u² 

4 2 
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3.1.2 RELATÓRIO DO 5° ENCONTRO 

 

Ao primeiro dia do mês de setembro de 2018, reuniram-se nas dependências da 

Universidade Estadual do Oeste do Paraná, nós estagiários e os alunos inscritos no projeto do 

PROMAT, para mais um encontro do projeto. 

Organizamos anteriormente as carteiras e cadeiras na sala formando quartetos, 

estavam presentes 22 alunos, distribuímos os materiais do aluno e as réguas, foi encaminhada 

a tarefa 1, que era composta por duas questões do ENEM, que exigia dos alunos 

conhecimentos de plano cartesiano e localizações de coordenadas, acreditávamos que os 

alunos resolveriam rapidamente as questões, pois este assunto é abordado, em níveis 

diferentes, em quase todos os anos do Ensino Fundamental II e Médio. Demandou tempo 

maior que o esperado para a execução da tarefa, passávamos auxiliando nos grupos e sanando 

possíveis dúvidas; conforme os alunos iam concluindo encaminhávamos para que realizassem 

a próxima tarefa. 

Ao perceber que grande parte da turma havia concluído a primeira tarefa, resolvemos 

socializá-la no quadro buscando reforçar os pontos que pudemos perceber que os alunos 

encontraram dificuldades, como as direções e a relação de variável dependente e 

independente, ao concluir, pudemos perceber que os alunos estavam bem concentrados na 

resolução da Tarefa 2 e, que por vezes nos chamavam intrigados, para que pudemos esclarecer 

sobre a questão. Essa tarefa consistia em localizar os pontos no plano cartesiano, e após, 

traçar os segmentos enunciados na tarefa determinando sua medida. Alguns segmentos eram 

colocados de maneira que o cálculo do comprimento era facilmente encontrado, entretanto 

alguns estavam posicionados com inclinações, era necessário que nós conduzíssemos o 

pensamento para que os alunos encontrassem na inclinação as variações nos eixos x e y, para 

que então pudessem associar a um triângulo retângulo, quando questionados sobre de que 

forma eles poderiam prosseguir, grande parte dos alunos, conseguia associar ao Teorema de 

Pitágoras e realizar os cálculos. 

Como havíamos realizado explicações nos grupos a socialização ocorreu de maneira 

rápida, em que incitamos a resolução de um ponto genérico, obtendo a fórmula da distância 

entre dois pontos. Em seguida, os alunos resolveram a Tarefa 3 que consistia em determinar a 

distância da Unioeste até a Rodoviária de Cascavel, para isso, os alunos possuíam um mapa 

dessa região demarcada por um caminho a ser seguido, o mapa disposto em um plano 

cartesiano devidamente fornecida sua escala. Não haviam dúvidas quanto ao cálculo das 
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distâncias, entretanto alguns deles encontravam dificuldades em perceber que o caminho era 

composto por alguns segmentos e que para determinar a distância do percurso era necessário 

calculá-los separadamente e em seguida soma-los e convertê-los na escala real, por meio de 

alguns questionamentos era possível construir essa linha de pensamento com o aluno. 

Ao chegar o horário do intervalo liberamos os alunos, percebemos que haviam 

estudantes resolvendo essa questão durante o intervalo, ao retornar percebemos que duas 

alunas não estavam na sala, decidimos que enquanto dois de nós estagiários encaminhávamos 

a aula outros iriam procurar as alunas, depois de circular pelos corredores encontramo-las e 

chamamos a atenção dela quanto o horário que deveriam retornar a aula, com todos os alunos 

presentes, pedimos para que realizassem a resolução a Tarefa 3 na lousa, pedimos também, 

para que explicassem a resolução que haviam realizado, um dos alunos calculou por meio do 

Teorema de Pitágoras o outro por meio da fórmula da distância entre dois pontos, obtendo os 

mesmos resultados. Pedimos para que conferissem o resultado e continuassem a resolução da 

atividade 4, um dos grupos estava antecipado na resolução do material do aluno e já haviam 

concluído as questões, quando desafiamos eles a resolverem as questões complementares. 

A Tarefa 4 consistia no cálculo de distâncias e em seguida no cálculo da área de 

regiões triangulares, a maioria dos alunos não encontrou dúvida quanto à distância, em 

relação a área do triângulo, orientamos os alunos a utilizarem um resultado de Geometria 

Analítica para que calculassem área da região, que consistia em utilizar as coordenadas de x 

dos vértices do triângulo, em uma coluna, em outra coluna os respectivos valores de y e outra 

coluna de 1. Como o determinante tem possibilidade de ser negativo, tomamos a metade do 

módulo do determinante. Constatamos que a maioria dos alunos não apresentou dificuldades 

com o determinante, conforme iam terminando essa atividade pedíamos que calculassem a 

próxima, que era correlata. Solicitamos que um aluno socializasse a resposta encontrada e 

pedimos para que os demais conferissem. Alguns estudantes que haviam concluído as 

atividades e estavam encontrando dificuldades em responder as questões complementares, 

dessa forma auxiliamos na resolução. 

A Tarefa 5 era correlata ao cálculo de áreas da tarefa anterior, porém tratava-se de um 

pentágono irregular, em que era necessário decompô-lo em triângulos. Aparentemente os 

alunos compreenderam esse processo. Pouco depois das 11h da manhã, a maioria da turma 

necessitava sair por conta do transporte, mas verificamos que os alunos já haviam iniciado a 

Tarefa 6. Avisamos a turma, antes que os alunos saíssem que no dia 15 de setembro seria o 

próximo encontro, devido ao recesso do Dia da Independência. Pedimos para os que 

permaneceram, para que compartilhassem a solução no quadro da Tarefa 5 e pedimos para 
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que fizessem a Tarefa 6, que consistia em justificar o determinante da matriz sendo 0. Passado 

um tempo socializamos a Tarefa 6 para os poucos alunos que restaram, identificando que a 

presença do determinante nulo implica em vértices colineares, então conduzimos o 

pensamento a encontrar a reta cujos pontos estão contidos, assim como a equação geral da 

reta e a equação reduzida. ao final, pedimos aos presentes para que nos ajudassem a organizar 

as carteiras e encerramos desejando uma semana. 
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3.2 6º ENCONTRO DO PROMAT - 15/09/2017 

Público-Alvo: Estudantes do Ensino Médio. 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 4 horas. 

Conteúdo: Posições relativas entre retas 

Objetivo Geral: Posição relativa entre retas. 

Objetivos Específicos: 

 Identificar equações de uma reta; 

 Discutir posições relativas entre retas; 

 Classificar duas retas como: concorrentes, paralelas ou perpendiculares; 

 Calcular o coeficiente angular da reta. 

Recursos Didáticos: Quadro, giz, lápis, borracha, material do aluno, cartolina, papel 

quadriculado, cola, compasso, transferidor, régua, barbante, lápis. 

Encaminhamentos metodológicos: 

Serão analisadas as posições relativas entre retas por meio de sistemas lineares. 

Tarefa 01 

Com base no gráfico responda os itens a seguir: 

Figura 61 - Retas concorrentes 

 

Fonte: Os autores (2018) 

a) O que o gráfico representa? 

b) Em que ponto a reta f intercepta o eixo x? 

c) Em que ponto a reta g intercepta o eixo x? 

d) Qual é o ponto de intersecção entre as duas retas? 

e) É possível determinar a equação das retas f e g? 

f) Determine a equação das retas f e g? 
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Projetaremos a seguinte imagem e pediremos aos alunos como poderíamos fazer para 

localizar os pontos no plano. Dados dois pontos destinos  (𝑥𝑎 𝑦𝑎) e B(𝑥𝑏 𝑦𝑏), pertencentes à 

reta r, vamos determinar uma relação entre as coordenadas uma relação entre as coordenadas 

de um ponto genérico P(𝑥 𝑦), também pertencentes à reta r 

Figura 62- Representando uma reta 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Como já foi comentado na aula anterior, diremos que dados dois pontos distintos A e B 

pertencentes a reta r, vamos determinar uma relação entre as coordenadas de um ponto 

genérico, C que também pertence a reta r. 

Pela condição de alinhamento de pontos A, B e P, já trabalhada, podemos escrever: 

|

𝑥 y 1
𝑥𝑎 y𝑎 1
𝑥𝑏 y𝑏 1

|=0 → (y𝑎 − y𝑏)𝑥  (𝑥𝑏 − 𝑥𝑎)y  𝑥𝑎y𝑏 − 𝑥𝑏y𝑎=0 

Como nesse determinante as únicas variáveis são x e y, os ouros elementos são 

números reais conhecidos. Assim podemos fazer:  

(y𝑎 − y𝑏) = 𝑎 

(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎) = 𝑏 

𝑥𝑎y𝑎 − 𝑥𝑏y𝑎 = 𝑐 

Não sendo a e b simultaneamente nulos, obtemos a equação geral da reta: 

𝑎𝑥  𝑏y  c = 0 

Tarefa 02 

Para relembrar o conceito de retas paralelas, perpendiculares, concorrentes e 

coincidentes, delimitaremos no chão da sala com fita crepe duas retas perpendiculares que 

representarão o plano cartesiano, o sentido de crescimento do eixo das ordenadas, será voltado 
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para o quadro, e o sentido de crescimento do eixo das abscissas, será voltado para a janela da 

sala. Cada carteira representa um ponto do plano. Entregaremos para cada aluno, uma 

fichacom um par ordenado e o mesmo terá que se localizar na sala. 

Retas paralelas: Entregaremos para os alunos presentes nas coordenada (0,2) e 

(0,4)as extremidades de um barbante e para as pessoas presentes nas coordenadas(2,2) e (2,4), 

as extremidades de outro barbante. 

Indagaremos sobre a situação apresentada:  

 Se a sala representa o plano cartesiano, o que representa cada pessoa nas 

carteiras? 

 O que representa barbantes? 

 Essas retas estão se interceptando em algum ponto, se elas seguissem 

infinitamente para ambos os lados se interceptariam em algum momento? 

 Como chamamos as retas que não se interceptam em nenhum ponto? 

Apresentaremos a definição de retas paralelas para que preencham no material do 

aluno: 

 

 

 

Retas concorrentes: Entregaremos para os alunos presentes nas coordenada (− ,3) e 

(5,6)as extremidades de um barbante e para as pessoas presentes nas coordenadas (2,-2) e 

(1,7), as extremidades de outro barbante. 

Indagaremos sobre a situação apresentada:  

 Em quantos pontos essas retas se interceptam? 

 Como chamamos as retas que se interceptam em um único ponto? 

Apresentaremos a definição de retas concorrentes para que preencham no material do 

aluno: 

 

 

Retas coincidentes: Entregaremos para os alunos presentes nas coordenada (0,6) e 

(3,4)as extremidades de um barbante e para as pessoas presentes nas coordenadas (0,6) e 

(3,4), as extremidades de outro barbante. 

 

 

Indagaremos sobre a situação apresentada:  

 Essas retas possuem pontos em comum? 

 

Retas paralelas: Duas retas distintas, que possuem a mesma inclinação. 

Não possuem ponto em comum, mantêm sempre a mesma distância entre 

si. 

Retas concorrentes: São retas que se interceptam em um único ponto. 
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 Como chamamos as retas que se interceptam em todos os pontos? 

Apresentaremos a definição de retas paralelas para que preencham no material do 

aluno: 

 

 

 

 

 

Retas perpendiculares: Entregaremos para os alunos presentes nas coordenada (6,6) e 

(-6,-6)as extremidades de um barbante e para as pessoas presentes nas coordenadas (6,-6) e (-

6,6), as extremidades de outro barbante. 

Indagaremos sobre a situação apresentada:  

 Essas retas estão se interceptando em algum ponto? 

 Como chamamos as retas que não se interceptam em apenas ponto e formam 

angulo de 0? 

Comentar que retas perpendiculares, são um caso particular de retas concorrentes. 

Apresentaremos a definição de retas paralelas para que preencham no material do 

aluno: 

 

 

 

Tarefa 03 

Falaremos que a atividade foi abordada em outro ambiente onde utilizaremos os 

mesmos dados por questão de otimização de tempo. 

Será apresentado um vídeo introdutório de 4 minutos para contextualizar o problema. 

Problema 

A tecnologia já faz parte da vida cotidiana, o uso de mídias como smartphones, 

tablets e laptops quer seja para consultar informações, falar com amigos e familiares, entreter, 

ler livros, criar álbuns fotográficos ou quaisquer preferências pessoais que facilitem ou 

mantenham o usuário conectado está cada vez mais comum. A capacidade de estar “acessível” 

a todo instante e com o que estiver acontecendo em tempo real faz com que o seu uso 

excessivo tome um rumo abusivo na sociedade mundial. Hoje, a internet, os celulares e tablets 

são ferramentas profissionais e de estudo, mas este uso está indo além. 

Pessoas que se expõem por horas diante de aparelhos celulares, TVs, tabletse telas de 

computadores podem, com o passar dos anos, sofrerem consequências. “Se uma pessoa se 

expõe durante 7h por dia nessa luz, a partir dos 25 anos, com 40 ela pode ter um problema”, 

Retas Coincidentes: Duas retas são coincidentes se pertencem ao mesmo 

plano e possuem todos os pontos em comum. 

Retas perpendiculares: são retas que se interceptam formando um ângulo 

reto.  
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explica Tranjan, ressaltando que o dano é a longo prazo. 

 

Questionamentos a serem feitos durante a atividade 

1) Do que este texto trata? 

2) O que vocês acham do problema? Quais seriam os dados necessários para 

resolvê-lo? 

3) O que significa a unidade de medida “nm”? 

4) Qual a quantidade de luz azul que impacta diretamente o olho? 

5) O impacto da luz é maior de dia ou a noite? 

6) No intervalo dado pela emissão da quantidade de luz, qual valor é mais 

adequado durante o dia? E durante a noite? 

7) Esboce o gráfico desta situação: 

Resposta: 

Espera-se que os alunos consigam formular o seguinte sistema 

𝑥  𝑦 =   

1 𝑥    𝑦 =   0 

Em seguida, orientaremos os alunos à esboçarem o gráfico das duas retas para que 

percebam sua relação. 
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Nosso foco é observar o que acontece com as retas graficamente e assim determinar 

a solução do problema. Nesta tarefa, será dito qual a noção de retas concorrentes. 

Tarefa 04 

Esta tarefa remete ao problema da luz utilizado anteriormente. 

Numa pesquisa realizada com duas turmas com idade em torno de 14 à 16 anos 

coletou-se os seguintes dados 

I. O número total de aparelhos eletrônicos pertencentes aos estudantes das turmas 

é de 110 dispositivos, dentre computadores e celulares. 

II. 24 estudantes não possuem computadores ou celulares. 

III. Ao dobrar o número de celulares e computadores é obtido um total de 220 

dispositivos, dentre computadores e celulares.  

IV. A diferença entre celulares e computadores é de 12 dispositivos. 

A partir das informações acima deseja-se saber: Quantos celulares e quantos 

computadores as turmas pesquisadas possuem? 

Resposta: 

Espera-se que sejam construídos os seguintes sistemas 

Analisando os dados 1 e 2, chegamos ao seguinte sistema 

{
𝑥  𝑦 = 110
𝑥  𝑦 = −  

 

Analisando os dados 1 e 3, chegamos ao seguinte sistema 

{
𝑥  𝑦 = 110

 𝑥   𝑦 =   0
 

Analisando os dados 1 e 4 chegamos ao seguinte sistema 

{
𝑥  𝑦 = 110
𝑥 − 𝑦 = 1 

 

Os sistemas encontrados podem ser classificados como Sistema Impossível, Sistema 

possível indeterminado e Sistema possível determinado, respectivamente. 

Para chegar a essas conclusões analisaremos as retas graficamente. 

Tarefa 05 

Para trabalhar com o coeficiente angular da reta, faremos uma análise do gráfico a 

seguir, sendo que mostraremos que a medida do ângulo   é camada de inclinação da reta e é 

obtida girando-se o eixo x no sentido anti horário em torno do ponto I nesse caso, (0° ≤  <

1 00° 𝑜𝑢 0 ≤  < 𝜋) até coincidir com a reta r. Logo, chamamos de coeficiente angular ou 

declividade de uma reta, não perpendicular ao eixo x, o número real m expresso pela tangente 
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trigonométrica de sua inclinação, ou seja: 

 = tan   

Figura 63- Coeficiente angular 

 
Fonte: Os autores (2018) 

Assim teremos as seguintes possibilidades: 
Figura 64- Coeficiente agudo 

 
𝑡 0° ≤  < 𝑡  0° →  ≥ 0 

Figura 65- Coeficiente Obtuso 

 
𝑡  0° < 𝛽 < 𝑡 1 0° →  < 0 

Figura 66- Coeficiente indefinido 

 
𝜆 =  0° 𝑡  0°  𝑛ã𝑜 é 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑎 

Fonte: Os autores (2018) 

Quando não conhecemos o ângulo de inclinação, mas conhecemos dois pontos 

distintos pertencentes a reta, podemos encontrar o coeficiente angular calculando tan   por 

meio das coordenadas dos pontos. Considere os pontos distintos, A e B, pertencentes a uma 

reta não paralela ao eixoY e formando com o eixo x um ângulo  . O coeficiene angular da reta 

r é dado por: 

 =
Y𝑏 − Y𝑎

𝑥𝑏 − 𝑥𝑎
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Batalha naval das retas 

Nesse jogo duas duplas irão competir. 

Entregaremos para cada dupla um plano cartesiano, para que neste desenhem duas 

retas passando pela origem, e em seguida determinem a equação de cada uma dessas retas e 

seu coeficiente angular. 

Quando ambas as duplas tiverem os gráficos, as equações e os coeficientes angulares 

podem iniciar o jogo. 

Cada dupla, na sua vez de jogar, seguirão os seguintes procedimentos: 

“Dispararão um tiro”, indicando o par ordenado do alvo e anotarão em uma folha os 

pontos que já foram citados. O oponente avisará se acertou. 

Com o acerto de um ponto da reta e com as coordenadas da origem a dupla 

conseguirá determinar a equação da reta. Ganha o jogo quem descobrir primeiro a equação e o 

coeficiente angular de uma das retas da equipe adversária. 

Questões complementares: 

1) Encontre a equação reduzida da reta que passa pelo ponto (0  ) e seu coeficiente 

angular é igual à − . 

2) Uma empresa (A) de televisão a cabo, que tem 20.000 assinantes e cobra de cada 

um R$35,00 mensais, fez uma pesquisa de mercado para decidir o aumento que aplicará na 

sua mensalidade. Os resultados desse estudo indicam que a empresa perderá 400 assinantes 

para cada real adicionado à mensalidade. 

Sabendo da notícia, outra empresa (B) decidiu reduzir o preço de sua tarifa de 

televisão para que pudesse abranger estes assinantes que não adeririam o aumento. O preço 

médio da concorrência era de R$45,00. Pelos cálculos realizados, foi descoberto que a 

empresa concorrente possuía apenas 14000 assinantes e a cada real decrescido aumentava este 

número em 200 assinantes. 

a) Escreva a sentença que determina o número de assinantes em função da 

quantidade de reais adicionados à mensalidade da empresa A. 

Resposta: 0000 −  00𝑥. 

b) Escreva a sentença que determina o número de assinantes em função da 

quantidade de reais adicionados à mensalidade da empresa B. 

Resposta:  00𝑥  1 000 

c) Construa o gráfico das duas equações. Sugestão: Utilize o mesmo gráfico. 
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d) A qual valor deve-se chegar a alteração do preço da tarifa para que o número 

de assinantes seja o mesmo nas duas empresas?  

Resposta:  

 0000 −  00𝑥 =  00𝑥  1 000 

 00𝑥   000 

𝑥 = 10 

Observando as posições das retas, elas se interceptam no ponto (10, 18000). Ou seja, 

este ponto é solução do sistema. 

3) Dadas as retas 𝑟:  𝑥   𝑦 − 1  =  0,𝑠:  𝑥   𝑦 −   = 0 e 𝑡: 1 𝑥   𝑦 −  0 =

 0, é CORRETO afirmar que: 

a) elas são paralelas   

b) elas são concorrentes  

c) duas são perpendiculares entre si  

d) as três equações representam uma mesma reta (retas coincidentes) 

Resposta: Alternativa d). 

4) Observe o gráfico ao lado e responda: 

Qual reta apresenta o menor coeficiente angular? 

(a) Reta r 

(b) Reta s 

(c) Reta t 

(d) Reta u 

Figura 67- Complementar 

 
Fonte: Os autores (2018) 

Resposta: Alternativa b).  
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3.2.1 MATERIAL DO ALUNO 

NOME: DATA: 

___/___/2018 

PROMAT – 2018, Universidade Estadual do Oeste do Paraná – UNIOESTE 
Que bom ter sua presença conosco!!! Caro estudante, este será seu material, aproveite-o da 

melhor forma possível. Bons estudos!!! 

“No meio da dificuldade encontre uma oportunidade para se fortalecer” 

-Albert Einstein 

Tarefa 01 

Com base no gráfico responda os itens a seguir:               

                                                                                                        Equação geral da reta: 

 
g) O que o gráfico representa?                                      

                                                                                           

h) Em que ponto a reta f intercepta o eixo x? 

 

i) Em que ponto a reta g intercepta o eixo x? 

 

j) Qual é o ponto de intersecção entre as duas retas? 

 

k) É possível determinar a equação das retas f e g? 

 

 Se sim, determine-as: 

 

Tarefa 02 

 

 

 

Tarefa 03 

 tecnologia já faz parte da vida cotidiana, o uso de mídias como smartphones, tablets e 

laptops quer seja para consultar informações, falar com amigos e familiares, entreter, ler 
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livros, criar álbuns fotográficos ou quaisquer preferências pessoais que facilitem ou 

mantenham o usuário conectado está cada vez mais comum. A capacidade de estar “acessível” 

a todo instante e com o que estiver acontecendo em tempo real faz com que o seu uso 

excessivo tome um rumo abusivo na sociedade mundial. Hoje, a internet, os celulares e tablets 

são ferramentas profissionais e de estudo, mas este uso está indo além. 

Pessoas que se expõem por horas diante de aparelhos celulares, TVs, tabletse telas de 

computadores podem, com o passar dos anos, sofrerem consequências. “Se uma pessoa se 

expõe durante 7h por dia nessa luz, a partir dos 25 anos, com 40 ela pode ter um problema”, 

explica Tranjan, ressaltando que o dano é a longo prazo. 

 

 

Esboce o gráfico desta situação: 
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      Tarefa 04 

Numa pesquisa realizada com duas turmas com idade em torno de 14 à 16 anos coletou-se os seguintes dados 

V. O número total de aparelhos eletrônicos pertencentes aos estudantes das turmas é de 110 dispositivos, dentre computadores e celulares. 

VI. 24 estudantes não possuem computadores ou celulares. 

VII. Ao dobrar o número de celulares e computadores é obtido um total de 220 

VIII. dispositivos, dentre computadores e celulares.  

IX. A diferença entre celulares e computadores é de 12 dispositivos. 

A partir das informações acima deseja-se saber: Quantos celulares e quantos computadores as turmas pesquisadas possuem? 
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Tarefa 05 

A tangente trigonométrica de um ângulo   é dada pela_____________________ da reta, logo 

temos a seguinte expressão: 

 

 

 

Quando desconhecemos o _______________ de inclinação da reta, mas conhecemos dois 

________            distintos pertencentes à mesma, podemos encontrar o 

_____________________ calculando tan   por meio das coordenadas dos pontos, logo temos 
a seguinte expressão: 

 

 

 

Coeficiente agudo 

 
𝑡 0° ≤  < 𝑡  0° →  ≥ 0 

Coeficiente Obtuso 

 
𝑡  0° < 𝛽 < 𝑡 1 0° →  < 0 

Coeficiente indefinido 

 
𝜆 =  0° 𝑡  0°  𝑛ã𝑜 é 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑎 

 

Questões complementares: 

1) Encontre a equação reduzida da reta que passa pelo ponto (0  ) e seu coeficiente 

angular é igual à − . 

2) Uma empresa (A) de televisão a cabo, que tem 20.000 assinantes e cobra de cada 

um R$35,00 mensais, fez uma pesquisa de mercado para decidir o aumento que aplicará na 

sua mensalidade. Os resultados desse estudo indicam que a empresa perderá 400 assinantes 

para cada real adicionado à mensalidade. 

Sabendo da notícia, outra empresa (B) decidiu reduzir o preço de sua tarifa de 

televisão para que pudesse abranger estes assinantes que não adeririam o aumento. O preço 

médio da concorrência era de R$45,00. Pelos cálculos realizados, foi descoberto que a 

empresa concorrente possuía apenas 14000 assinantes e a cada real decrescido aumentava este 

número em 200 assinantes. 
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e) Escreva a sentença que determina o número de assinantes em função da 

quantidade de reais adicionados à mensalidade da empresa A. 

f) Escreva a sentença que determina o número de assinantes em função da 

quantidade de reais adicionados à mensalidade da empresa B. 

g) Construa o gráfico das duas equações. Sugestão: Utilize o mesmo gráfico. 

h) A qual valor deve-se chegar à alteração do preço da tarifa para que o número 

de assinantes seja o mesmo nas duas empresas?  

3) Dadas as retas 𝑟:  𝑥   𝑦 − 1  =  0, 𝑠:  𝑥   𝑦 −   = 0 e 𝑡: 1 𝑥   𝑦 −  0 =

 0, é CORRETO afirmar que: 

(a) elas são paralelas   

(b) elas são concorrentes  

(c) duas são perpendiculares entre si  

(d) as três equações representam uma mesma reta (retas coincidentes) 

4) Observe o gráfico ao lado e responda: 

Qual reta apresenta o menor coeficiente angular?  

(e) Reta r 

(f) Reta s 

(g) Reta t 

(h) Reta u 

 

 

 

 

 

Batalha Naval das Retas: 

 

GABARITO 

1 𝑦 = − 𝑥    

2 

a)  0000 −  00𝑥 

b) 00𝑥  1 000 

d)𝑥 = 10 

3 D 

4 B 
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3.2.2 RELATÓRIO DO 6° ENCONTRO  

 

Aos quinze dias do mês de setembro de dois mil e dezoito, nos reunimos nas 

dependências da Universidade Estadual do Oeste do Paraná. 

Neste dia deixamos as carteiras organizadas no modelo tradicional até a tarefa 

número dois que exigia tal organização. Quando a maioria dos alunos já havia chegado, 

entregamos uma coordenada cartesiana para cada um, definimos uma carteira como sendo a 

origem do plano cartesiano e os sentidos de crescimento e decrescimento dos eixos das 

abscissas e das ordenadas. Pedimos para que os alunos sentassem na carteira correspondente a 

coordenada que recebeu. Quando todos estavam nas posições correspondentes, entregamos o 

material do aluno e iniciamos a leitura deste, pedimos para que resolvessem a Tarefa 1. 

Passamos pelas carteiras auxiliando a superar as dúvidas.  

Notamos que apesar de todos os alunos já terem tido contato com o plano cartesiano 

alguns se confundiram no momento de demarcar as coordenadas de alguns pontos das retas r e 

s que fora indagado na questão.  

Outra dúvida foi com relação a como encontrar a equação da reta, notamos que dois 

grupos não apresentaram dificuldades e recordavam como fazer tal procedimento, para os 

demais grupos explicamos no quadro, aludindo ao uso do Determinante para chegar a 

equação, já que havíamos trabalhado tal conteúdo em encontros anteriores. Mesmo com a 

explicação para a toda a turma, ainda precisamos passar individualmente em alguns grupos. 

Quando percebemos que a os grupos haviam finalizado a resolução desta tarefa, realizamos a 

socialização no quadro com o auxílio oral dos alunos, um fato interessante é que nossos 

alunos sempre se mostraram participativos, logo todos colaboram com suas resoluções e 

explicitaram suas ideias caso tivessem pensado em uma resolução diferente para o mesmo 

problema. 

O intuito desta tarefa foi definir equação geral e reduzida da reta, pedimos para que 

os alunos copiassem em seus materiais as definições apresentadas. 

Para definir o conceito de retas concorrentes, coincidentes, paralelas e 

perpendiculares, propomos uma atividade prática, a qual os alunos que já estavam dispostos 

no plano cartesiano, que no caso era a sala. Entregamos para os alunos de algumas 

coordenadas as extremidades de dois barbantes, participaram quatro alunos na definição de 

cada um dos tipos de retas. E questionamos os alunos se as retas se interceptavam, em quantos 

pontos, qual era a coordenada de intersecção e com isto apresentamos o conceito de 

classificação das retas, pedimos para que os alunos preenchessem em seus materiais as 
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definições apresentadas nas lâminas. 

Com as tarefas três e quatro, buscamos classificar sistemas lineares e apresentar aos 

alunos não apenas a interpretação algébrica de um sistema, mas também a interpretação 

geométrica de um sistema. Portanto propomos na Tarefa três um problema que relacionava 

sistemas a uma situação do cotidiano. Como forma de aproximação da Matemática da vida 

dos alunos, de modo que primeiramente passamos um vídeo, que explicitava os danos que a 

luz emitida por alguns aparelhos tecnológicos pode causar se exposto ao indivíduo muitas 

horas por dia. E na tarefa quatro também aludia a tecnologia, relatando a quantidade de 

aparelhos tecnológicos que alguns jovens possuem. Nesta tarefa abordamos a classificação 

dos sistemas lineares. Auxiliamos na montagem do sistema, sendo que foi a etapa que os 

alunos mais tiveram dificuldades, coletar os dados do problema e transformar em sistema 

linear. 

Em seguida, definimos o coeficiente angular da reta, para isso mostramos um gráfico 

e buscamos interpretá-lo juntamente com os alunos, os mesmos preencheram em seus 

materiais a definição de coeficiente angular e as classificações do mesmo, ângulo agudo, 

obtuso e inexistente. 

Tal atividade durou até as onze horas, horário que a maioria dos alunos que moram 

nas cidades adjacentes se retiram devido a saída dos ônibus. Com os alunos que 

permaneceram (cerca de dez), realizamos o jogo batalha naval das retas, o qual explicamos 

suas regras e as duplas competiam entre si, sendo que um professor orientador também 

participou do jogo para completar um quarteto para a atividade. Percebemos que os alunos se 

mostraram interessados pela atividade e puderam colocar em prática os conhecimentos 

construídos na aula, já que teriam que encontrar a equação da reta, quando descobrissem 

algum ponto desta além da origem que era um ponto pré-determinado de passagem e também 

sobre coeficiente angular. Todos os quartetos conseguiram ganhadores e um deles conseguiu 

efetuar duas rodadas neste tempo. 
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3.3 7º ENCONTRO DO PROMAT - 22/09/2017 

Público-Alvo: Estudantes do Ensino Médio.  

Tempo de execução: Um encontro com duração de 4 horas. 

Conteúdo: Circunferência 

Objetivo Geral:  

Objetivos Específicos: 

Ao trabalhar com a Circunferência, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

 Identificar a equação de uma circunferência; 

 Discutir posições relativas entre ponto e circunferência, entre reta e circunferência e 

entre duas circunferências; 

Recursos Didáticos: Quadro, giz, lápis, borracha, material do aluno, cartolina, papel 

quadriculado, cola, compasso, transferidor, régua, barbante, lápis. 

Encaminhamentos metodológicos: 

Iniciaremos a aula saudando os alunos e propondo que realizem a interpretação e 

resolução da tarefa 1. 

Tarefa 1 

Faremos o estudo analítico da circunferência no plano cartesiano. Para isso, 

estabelecemos uma relação para um ponto qualquer P(x,y) que pertence à circunferência de 

centro C(a,b) e raio r. 

Para isso será introduzido o seguinte problema: 

Um investidor realiza a compra de um terreno que possui um lago com formato circular com 

raio de 100m visando a prática de turismo em sua região. Para isto ele reserva a compra de 

pedalinhos e permite a prática de canoagem para atração do público. Para preservação da 

natureza a vigilância do local exige que seja construída uma mata ciliar no entorno do lago. 

Sendo assim, o investidor resolve construir um estabelecimento no centro do lago construindo 

quatro passarelas para permitir o acesso. A figura, a seguir, representa a situação enunciada 

com escala de 1:100. 
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Figura 68-Representação do terreno do investidor 

 
Fonte: Acervo dos autores (2018) 

 

Para delimitar em quais pontos as árvores fossem plantadas, o investidor decidiu 

planificar seu terreno, onde o centro do lago representa o ponto (0, 0). 

Dadas as informações, responda: 

a) As árvores plantadas formarão que figura geométrica vista de cima? Ela é maior 

ou menor que o lago? 

Resposta: Circunferência. Maior que o lago. 

b) Em que ponto do plano cartesiano cada passarela intercepta o lago? 

Resposta: (−1 0) (0 1) (0 −1) (1 0). 

c) Qual a medida das passarelas no plano cartesiano? E na escala real? 

Resposta: A medida é de 1 unidade. Na escala real é igual a 100 metros. 

d) Considerando a figura no plano cartesiano, em quais pontos poderiam ser 

plantadas as árvores? 

Resposta: Todos os pontos que satisfazerem a equação 𝑥2  𝑦2 = 1. 

e) Além disso, o investidor percebeu que parte do terreno é ocupado por uma 

floresta. Sendo assim, ele decidiu construir uma trilha com formato circular no interior da 

floresta. Sabe-se que o raio da a trilha é 3. Quais são os pontos pertencentes ao plano em que a 

trilha foi construída? 

Resposta: Todos os pontos que satisfazerem a equação (𝑥   )2  (𝑦 −  )2 =  . 

Escrita na forma geral: 𝑥2  𝑦2 −  𝑦   𝑦 −  1 = 0. 
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Na sequência será estendida a noção para uma circunferência qualquer. 

 
Figura 69- Representação analítica da circunferência 

 
Fonte: Os autores (2018) 

O ponto P(x,y) pertence à circunferência se, e somente se, 𝑑𝑐 𝑝 = 𝑟. 

Logo: √(𝑥 − 𝑎)2   (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟. 

Elevando os dois membros da equação ao quadrado, temos: 

(𝑥 − 𝑎)2  (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2 

A equação descrita acima é a equação reduzida da circunferência de centro C(a,b) e 

raio r. 

Desenvolvendo essa equação, obtemos a equação geral da circunferência: 

𝑥2  𝑦2 −  𝑎𝑥 −  𝑏𝑦  𝑎2  𝑏2 − 𝑟2 = 0 

Tarefa 2 

No plano cartesiano a seguir, o ponto  = (   ) representa uma fonte sonora cujo 

som produzido se propaga em todas as direções, atingindo uma distância máxima de 25m. 

Figura 70- Fonte sonora 

 

Fonte: Os autores (2018) 
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Figura 71- Alvo 

a) Determine a medida da área atingida por essa fonte sonora. Para isso, admita π 

=3,14. 

 A fonte sonora se expande em que formato? 

 Como fazemos para calcular a área de uma circunferência? 

Resposta: 1       2 

b) Escreva a equação reduzida da circunferência que limita a área atingida por essa 

fonte sonora. 

Resposta:(𝑥 −  )2  (𝑦 −  )2 =    . 

 

Tarefa 3 

No plano cartesiano, está representado um 

alvo de dardo composto por três circunferências 

concêntricas de centro C(5,8) e raios 1, 3 e 6. Ao 

lançar um dardo, o competidor recebe 50 pontos 

se acertar na circunferência 1, 30 pontos se 

acertar na circunferência 2 e 10 pontos se acertar 

na circunferência 3. Caso o competidor acerte 

uma das circunferências que limita as regiões, a 

pontuação recebida corresponderá à da região de 

maior valor limitada pela circunferência acertada. Caso não acerte o alvo, o competidor não 

receberá pontuação. 

a) Escreva a equação correspondente a cada circunferência que compõem o alvo no 

plano cartesiano. 

Resposta: Circunferência 1: (𝑥 −  )2  (𝑦 −  )2 = 1  Circunferência 2: (𝑥 −  )2  

(𝑦 −  )2 =    Circunferência 3: (𝑥 −  )2  (𝑦 −  )2 =   . 

b) Determine a pontuação recebida por um competidor ao acertar um dardo no ponto 

de coordenadas: 

 (5,6)  

Resposta: 30 pontos. 

 (
1

2
  ) 

Resposta: 10 pontos. 

 (8,8) 

Resposta: 30 pontos. 

 (
9

2
 
15

2
) 

Resposta: 50 pontos. 

c) No lançamento de quatro dardos, um competidor acertou nos pontos A(0,11), 

B(5,5), C(3,7) e D(4,2). Qual foi a pontuação total obtida por esse competidor? 

Fonte: Os autores (2018) 
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Resposta: 70 pontos. 

Apresentaremos o quadro a seguir e explanaremos sobre as situações apresentadas no 

mesmo. 

 

Posições relativas entre ponto e circunferência 

As possíveis posições de um ponto P(x,y) do plano em relação a uma circunferência λ 

de centro C e raio r são: exterior, interior ou pertencente à circunferência: 

Tabela 8-Posicões relativas entre ponto e circunferência 

d = r d > r d < r 

 
O ponto P pertence à 

circunferência   

 
O ponto P é exterior à 

circunferência  

 
O ponto P é interior à 

circunferência  

Fonte: Os autores (2018) 

Tarefa 4 

Calcule a distância entre o centro da circunferência 𝜆: (𝑥 −  )2  (𝑦 −  )2 =     e 

a reta indicada em cada item. Em seguida, compare o resultado encontrado com a medida do 

raio de λ e determine se a reta é secante, tangente ou externa à circunferência λ. 

a) 𝑟:  𝑥   𝑦    = 0 

Resposta: λ possui centro C(6,5) e raio r=15. 

𝑑 =
| .   .    |

√ 2   2
= 1  

Como d=r, a reta r é tangente a λ. 

 

b) 𝑠: 𝑥 − 𝑦 = 0 

Resposta: λ possui centro C(6,5) e raio r=15. 

𝑑 =
|1.  (−1).  0|

√12  (−1)2
=

√ 

 
 

Como d<r, a reta s é secante a λ. 
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c) 𝑡: 𝑦  𝑥    = 0 

Resposta: λ possui centro C(6,5) e raio r=15. 

𝑑 =
|1.  1.    |

√12  12
=  0√  

Como d>r, a reta t é externa a λ. 

 

d) 𝑢:  𝑦 −  𝑥  11 = 0 

Resposta: λ possui centro C(6,5) e raio r=15. 

𝑑 =
|(− ).   .  11|

√(− )2   2
=

 

10
 

Como d<r, a reta u é secante a λ. 

Projetaremos em lâminas o quadro a seguir e explanaremos sobre o mesmo conforme 

o encaminhamento da atividade acima.  

Posições relativas entre reta e circunferência 

Dadas uma reta s e uma circunferência λ de centro C (𝑥0 𝑦0) e raio r, ambas no 

mesmo plano, há três casos possíveis para a posição relativa entre s e λ, de acordo com a 

distância d entre a reta e o centro da circunferência: 

Tabela 9- Posições relativas entre reta e circunferência 

d = r d > r d < r 

 
A reta s é tangente à 

circunferência 
 

A reta s é exterior à 

circunferência 

 
A reta s é secante à 

circunferência  

Fonte: Os autores (2018) 

Tarefa 5 

Para trabalhar com a posição relativa entre duas circunferências apresentaremos a 

situação abaixo e na sequência formalizaremos a noção para os diferentes casos possíveis de 

posição. 
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Considerando a superfície da Terra como um plano cartesiano, um sismógrafo A, 

posicionado na origem, indica que o epicentro de um terremoto está localizado a uma 

distância de 100km, ou seja, o epicentro desse terremoto é um ponto sobre a circunferência de 

centro (0,0) e raio 100. Um sismógrafo B, localizado no ponto (6,6), observa que esse mesmo 

epicentro se encontra num raio de 20km. Com essas duas informações, obtemos dois 

possíveis pontos de localização do epicentro, D e E. Um sismógrafo C, localizado no ponto 

(2,11), indica que o epicentro do terremoto está a 50km de distância. Com esse último dado, 

obtemos apenas um ponto, que é a intersecção das três circunferências e que fornece a 

localização do epicentro do terremoto, nesse caso, o ponto E. 

Determine a localização do epicentro de um terremoto que está a  0√ km do 

sismógrafo A, 30km do B e 10√  km do C. 

Faça a representação da situação acima no plano cartesiano, onde cada unidade 

corresponderá a 10km. 

Resposta: (3,6) 

 

Posições relativas entre duas circunferências 

Considerando duas circunferências, 𝜆1 𝑒 𝜆2, distintas em um mesmo plano, podemos 

analisar a posição relativa entre 𝜆1 𝑒 𝜆2 comparando a distância d entre seus centros 𝐶1 𝑒 𝐶2 

com os raios das circunferências. 

Tabela 10- Posições Relativas entre duas circunferências 

Circunferências tangentes Circunferências disjuntas Circunferências secantes 

 
exteriores 

𝑑 = 𝑟1  𝑟2 

 
exteriores 

𝑑 > 𝑟1  𝑟2 
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interiores 

𝑑 = |𝑟1 − 𝑟2| 

 
interiores 

0 ≤ 𝑑 < |𝑟1 − 𝑟2| 

|𝑟1 − 𝑟2| < 𝑑 < 𝑟1  𝑟2 

Um ponto em comum Nenhum ponto em comum Dois pontos em comum 

Fonte: Os autores (2018) 

Para saber quantos são os pontos comuns entre duas circunferências, basta saber seus 

raios e a distância entre seus centros. E, para saber quais são esses pontos, é preciso resolver o 

sistema formado pelas equações a elas associadas. 

 

Tarefa 6 

Encaminharemos o exercício a seguir para que os alunos resolvam, discutam a 

resposta encontrada e percebem que tratam-se de circunferências disjuntas. 

1. Dada as equações das circunferências  𝜆1 ∶  𝑥²   𝑦² –   𝑥 –   𝑦 –    =  0 e 

𝜆2 ∶  𝑥²   𝑦² –   𝑥 –   𝑦   1 =  0, determine se elas possuem pontos em comum e quais 

são eles. 

Resposta: 

Resolvendo o sistema, determinaremos se possuem pontos em comum. 

Resolvendo o sistema por adição: 

–   𝑥 –   𝑦 –   = 0   –  𝑥 –  𝑦 –   = 0   – 𝑦 =  𝑥       𝑦 =–  –  𝑥 

Substituindo y em qualquer das equações: 

𝑥²   𝑦² –   𝑥 –   𝑦 –    =  0 

𝑥²   (–  – 𝑥)² –   𝑥 –   𝑦 –    =  0 

𝑥²   𝑥²    𝑥     –   𝑥    𝑥      –    =  0 

 𝑥²   10𝑥      =  0 

Resolvendo a equação por Bháskara: 

∆ =  𝑏² –   𝑎𝑐 

∆ =  10² –             

∆ =  100 –      
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∆ = –  1   

Em razão de ∆ < 0, a equação não possui raízes reais. Logo, as circunferências não 

possuem pontos em comum. 

 

Questões Complementares: 

1) (UFPB) Considerando as seguintes proposições relativas à circunferência 𝑥2  

𝑦2 =   no plano cartesiano, identifique a(s) verdadeira(s): 

(01) O ponto P(-1,1) é interior à circunferência. 

(02) O ponto P(-2,2) é exterior à circunferência. 

(04) O ponto P(-√  √ ) está sobre a circunferência. 

(08) A reta de equação 𝑦 = 𝑥 intercepta a circunferência em dois pontos.  

(16) A reta de equação 𝑦 = −𝑥    intercepta a circunferência em um único ponto.  

Resposta: 01+02+04+08=15 

2)Verifique se os pontos A(6,-3) e B(4,0) pertencem à circunferência de raio 4 e 

centro (2,-3). 

Resposta: O ponto A pertence a circunferência; o ponto B não pertence a circunferência. 

 

3) Temos que duas circunferências de equações 𝜆1: 𝑥²   𝑦² =  1  e 𝜆2: 𝑥²   𝑦²  

  𝑦 =  0 são tangentes, isto é, possuem um ponto em comum. Determine a coordenada desse 

ponto. 

Resposta: O ponto de intersecção das circunferências é {0, – 4}. 

 

4) Determine as coordenadas do centro e a medida do raio da circunferência dada 

pela equação x2+y2-14x+10y+70=0? 

Resposta: C=(7,-5) e r=2. 

 

Avaliação:  Sistema de avaliação processual, envolvendo a expressão oral e escrita.  

Referências: 

SOUZA, J. R. Novo olhar matemática: 3. 2. ed. São Paulo: FTD, 2013. 

 

CONEXÕES COM A MATEMÁTICA. Obra coletiva. LEONARDO, F. M. (Editor resp.) 3. 

ed. São Paulo: Moderna, 2016. 

 

Exercícios Brasil Escola. Disponível em: 

<https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-sobre-

circunferencia-posicoes-relativas.htm#questao-5> Acessado em 18 jul 2018. 
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3.3.1 MATERIAL DO ALUNO 

 

NOME: DATA: 

___/___/2018 

PROMAT – 2018, Universidade Estadual do Oeste do Paraná – UNIOESTE 
Que bom ter sua presença conosco!!! Caro estudante, este será seu material, aproveite-o da 

melhor forma possível. Bons estudos!!! 

“Bons resultados não acontecem por acaso”. 

- Fernando Lapolli 

Tarefa 01 

 

Um investidor realiza a compra de um terreno que possui um lago com formato circular 

com raio de 100  visando a prática de turismo em sua região. Para isto ele reserva a compra 

de pedalinhos e permite a prática de canoagem para atração do público. Para preservação da 

natureza a vigilância do local exige que seja construída uma mata ciliar no entorno do lago. 

Sendo assim, o investidor resolve construir um estabelecimento no centro do lago construindo 

quatro passarelas para permitir o acesso. A figura 1, representa a situação enunciada com 

escala de 1: 100. 

Para delimitar em quais pontos as árvores fossem plantadas, o investidor decidiu 

planificar seu terreno, onde o centro do lago representa o ponto (0 0). 

Dadas as informações, responda: 

Figura 72-Representação do terreno do investidor 

 
Fonte: Acervo dos autores (2018) 

 

a) As árvores plantadas formarão 

que figura geométrica vista de cima? 

Ela é maior ou menor que o lago? 
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b) Em que ponto do plano cartesiano 

cada passarela intercepta o lago?  

 

c) Qual a medida das passarelas no 

plano cartesiano? E na escala real? 

 

 

d) Considerando a figura no plano 

cartesiano, em quais pontos 

poderiam ser plantadas as árvores? 

 

e) Além disso, o investidor percebeu que parte do 

terreno é ocupado por uma floresta. Sendo assim, ele 

decidiu construir uma trilha com formato circular no 

interior da floresta. Sabe-se que o raio da a trilha é 3. 

Quais são os pontos pertencentes ao plano em que a 

trilha foi construída? 

 

Generalização do item d) 

Equação reduzida da circunferência de centro em (𝟎 𝟎) e raio qualquer 

 

 

 

 

Generalização do item e) 

Equação reduzida da circunferência de centro qualquer e raio qualquer 

 

 

 

 

 

Equação geral 

 

 

 

Equação geral 

Tarefa 02 

No plano cartesiano a seguir, o ponto  = (   ) representa uma fonte sonora cujo som 

produzido se propaga em todas as direções, atingindo uma distância máxima de 25m. 
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a) Determine a medida da área 

atingida por essa fonte sonora. 

Para isso, admita π =3,14. 

 

 

b) Escreva a equação reduzida da 

circunferência que limita a área atingida 

por essa fonte sonora. 

 

 

Tarefa 03 

No plano cartesiano, está representado um alvo de dardo composto por três 

circunferências concêntricas de centro C(5,8) e raios 1, 3 e 6. Ao lançar um dardo, o 

competidor recebe 50 pontos se acertar na circunferência 1, 30 pontos se acertar na 

circunferência 2 e 10 pontos se acertar na circunferência 3. Caso o competidor acerte uma das 

circunferências que limita as regiões, a pontuação recebida corresponderá à da região de 

maior valor limitada pela circunferência acertada. Caso não acerte o alvo, o competidor não 

receberá pontuação. 

a) Escreva a equação correspondente a cada 

circunferência que compõem o alvo no plano 

cartesiano.  

 

 

 

 

b) Determine a pontuação recebida por um 

competidor ao acertar um dardo no ponto de 

coordenadas: 
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 (5,6)  

 

 (
1

2
  ) 

 

  (8,8) 

 

 (
9

2
 
15

2
) 

 

c) No lançamento de quatro dardos, um competidor acertou nos pontos A(0,11), B(5,5), 

C(3,7) e D(4,2). Qual foi a pontuação total obtida por esse competidor? 

 

 

Posições relativas entre ponto e circunferência 

As possíveis posições de um _________ P(x,y) do plano em relação a uma 

circunferência λ de centro C e raio r são: exterior, interior ou pertencente à ______________:

 

Tarefa 4 

Calcule a distância entre o centro da circunferência 𝜆: (𝑥 −  )2  (𝑦 −  )2 =     e 

a reta indicada em cada item. Em seguida, compare o resultado encontrado com a medida do 

raio de λ e determine se a reta é secante, tangente ou externa à circunferência λ. 

a) 𝑟:  𝑥   𝑦    = 0 

b) 𝑠: 𝑥 − 𝑦 = 0 

c) 𝑡: 𝑦  𝑥    = 0 

d) 𝑢:  𝑦 −  𝑥  11 = 0 

 

Posições relativas entre reta e circunferência 

Dadas uma reta s e uma circunferência λ de centro C (𝑥0 𝑦0) e raio r, ambas no 

mesmo plano, há três casos possíveis para a posição relativa entre s e λ, de acordo com a 

___________ d entre a reta e o ________ da circunferência: 
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Tarefa 05 

Considerando a superfície da Terra como um plano cartesiano, um sismógrafo A, 

posicionado na origem, indica que o epicentro de um terremoto está localizado a uma 

distância de 100km, ou seja, o epicentro desse terremoto é um ponto sobre a circunferência de 

centro (0,0) e raio 100. Um sismógrafo B, localizado no ponto (6,6), observa que esse mesmo 

epicentro se encontra num raio de 20km. Com essas duas informações, obtemos dois possíveis 

pontos de localização do epicentro, D e E. Um sismógrafo C, localizado no ponto (2,11), 

indica que o epicentro do terremoto está a 50km de distância. Com esse último dado, obtemos 

apenas um ponto, que é a intersecção das três circunferências e que fornece a localização do 

epicentro do terremoto, nesse caso, o ponto E. 

Determine a localização do epicentro de um terremoto que está a  0√ km do 

sismógrafo A, 30km do B e 10√  km do C. 

Faça a representação da situação acima no plano cartesiano, onde cada unidade 

corresponderá a 10km. 

 

 

Posições relativas entre duas circunferências 

Considerando duas circunferências, 𝜆1 𝑒 𝜆2, distintas em um mesmo _______, 

podemos analisar a posição relativa entre 𝜆1 𝑒 𝜆2 comparando a _________________ d entre 

seus centros 𝐶1 𝑒 𝐶2 com os _________ das circunferências. 
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Tarefa 06 

Dada as equações das circunferências  𝜆1 ∶  𝑥²   𝑦² –   𝑥 –   𝑦 –    =  0 e 𝜆2 ∶  𝑥²  

 𝑦² –   𝑥 –   𝑦   1 =  0, determine se elas possuem pontos em comum e quais são eles. 

 

 

Questões Complementares: 

1) 1) (UFPB) Considerando as seguintes proposições relativas à circunferência 

𝑥2  𝑦2 =   no plano cartesiano, identifique a(s) verdadeira(s): 

(01) O ponto P(-1,1) é interior à circunferência. 

(02) O ponto P(-2,2) é exterior à circunferência. 

(04) O ponto P(-√  √ ) está sobre a circunferência. 

(08) A reta de equação 𝑦 = 𝑥 intercepta a circunferência em dois pontos.  

(16) A reta de equação 𝑦 = −𝑥    intercepta a circunferência em um único ponto.  

 

2)Verifique se os pontos A(6,-3) e B(4,0) pertencem à circunferência de raio 4 e 

centro (2,-3). 

 

3) Temos que duas circunferências de equações 𝜆1: 𝑥²   𝑦² =  1  e 𝜆2: 𝑥²   𝑦²  

  𝑦 =  0 são tangentes, isto é, possuem um ponto em comum. Determine a coordenada desse 

ponto. 
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4) Determine as coordenadas do centro e a medida do raio da circunferência dada 

pela equação 𝑥²  𝑦² − 1 𝑥  10𝑦   0 = 0 

 

 

 

 

 

 

  

GABARITO 

1 01+02+04+08=15 

2 

Ponto A = pertence 

Ponto B = não pertence 

 

3 (0, – 4) 

4 C=(7,-5) e r=2 
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3.3.2 RELATÓRIO DO 7° ENCONTRO  

 

Aos vinte e dois dias do mês de setembro de 2018, reuniram-se nas dependências da 

Universidade Estadual do Oeste do Paraná, nós estagiários e os alunos inscritos no projeto do 

PROMAT, para mais um encontro. 

Com os alunos já dispostos em quartetos, iniciamos a aula, trabalhando uma situação 

problema para realizar o estudo analítico da circunferência no plano cartesiano. 

Encaminhamos tal atividade, e ao circular pela sala atendendo os grupos, percebemos que os 

mesmos tinham muitas dúvidas quanto a interpretação do desenho que representava tal 

situação, como por exemplo: onde estava localizado o rio, o que seriam as passarelas. 

Portanto, projetamos na lâmina a imagem e explicamos a imagem, desta forma os alunos 

conseguiram responder os itens que eram solicitados, necessitando ainda de nosso auxílio, 

para localizar os pontos no plano cartesiano, pois na impressão do material do aluno, não 

ficaram  nítidas tais marcações. 

Para execução da Tarefa 2, os alunos deviam aplicar a fórmula da área da 

circunferência. Ao auxiliar nos grupos, percebemos que muitos não recordavam a fórmula ou 

a confundiam com a fórmula para calcular o comprimento da mesma. Retomamos assim, que 

a fórmula para calcular a área era  = 𝜋𝑟2. 

Posteriormente, para trabalhar com a posição relativa entre ponto e circunferência, 

apresentamos uma situação problema na qual, havia um “alvo de dardo” representado no 

plano cartesiano, o qual era composto por três circunferências, onde quanto mais afastado do 

centro o aluno acertasse o dardo ao arremessa-lo menos pontos recebia. Nesta tarefa, os 

alunos deveriam determinar qual fora as pontuações recebidas pelo competidor ao acertar o 

dardo nos pontos de coordenadas dados. Para isso, deveriam previamente, escrever a equação 

correspondente a cada circunferência para depois substituir os pontos fornecidos. Muitos 

alunos ao resolveram, o que fora proposto mencionaram ter gostado da atividade, por ter 

relacionado o jogo e os mesmos terem conseguido determinar as pontuações. Ficamos 

satisfeitos, ao ouvir tais comentários sobre a atividade proposta, pois isso demonstrou que a 

maneira como conduzimos a aula e as atividades estava sendo positiva.   

Na Tarefa 4, na qual tratamos sobre a posição relativa entre reta e circunferência, 

solicitamos que os alunos calculassem a distância entre o centro da circunferência e as retas 

dadas, indicando também se as mesmas eram secantes, tangentes ou externas à circunferência. 

Enfatizamos aos alunos, que deveriam atentar-se quanto a medida do raio da circunferência, 

comparando a mesma com o valor da distância que obtiveram ao realizar os cálculos. A 

maioria dos grupos conseguiu perceber sem a nossa intervenção, a relação existente entre tais 
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medidas, explicitando que se a distância fosse igual ao raio a reta é tangente à circunferência. 

Se a distância possui valor maior, a reta é externa e se for menor, a reta é secante a 

circunferência. 

A situação problema aplicada na Tarefa 5, a qual tratava da localização do epicentro de 

um terremoto, foi lida e resolvida juntamente com os alunos por meio da construção 

geométrica da situação, não foi disponibilizado tempo para os alunos resolverem sozinhos, 

pois estava no final do nosso encontro e tínhamos que dispensar os mesmos. No entanto, 

acreditamos que os mesmos, entenderam a resolução, pois ao realizar a construção do desenho 

no quadro solicitamos a atenção e auxílio de todos, para a marcação dos pares ordenados e 

determinação das circunferências.  

Figura 73- Resolução do material do aluno 

  
Fonte: Os autores (2018) 

Neste encontro, não houve tempo para a realização de todas as tarefas propostas no 

plano, faltou a aplicação da Tarefa 6 para ser feita na aula seguinte. No entanto, ao final da 

aula solicitamos aos alunos que tentassem resolver a mesma em casa, juntamente com as 

demais questões complementares. 

Como reflexão sobre o conjunto das atividades realizadas e sobre os conteúdos 

tratados até este encontro, constatamos que o módulo de geometria analítica foi o que os 

alunos apresentaram maior dificuldade, não quanto a manipulações algébricas, mas sim 

quanto, interpretação dos enunciados, sendo que alguns alunos ainda, apresentavam 

dificuldade em relação a representação e reconfiguração geométrica, pois muitas vezes, 

encontramos erros em determinações de pontos de coordenadas no plano cartesiano, sendo 

sempre enfatizado que deveriam ter mais atenção ao demarcar os mesmos. 

  



139 

 

139 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

MÓDULO 3 
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4.1 8° ENCONTRO DO PROMAT – 29/09/2018 

Público Alvo: Estudantes do Ensino Médio  

Tempo de execução: 4 horas-aula. 

Conteúdo: Análise Combinatória 

Objetivo Geral: Compreender os conceitos de Análise Combinatória.  

Objetivos Específicos:  

 Compreender e operar utilizando o princípio fundamental da contagem; 

 Compreender e operar utilizando permutações, arranjos e combinações; 

 Identificar adequadamente situações problemas que utilizem conceitos do princípio 

fundamental da contagem, permutação, arranjos e combinações. 

Recursos Didáticos: Folha impressa, matérias manipuláveis para cada atividade, lápis, 

borracha, caneta, giz e lousa. 

Encaminhamento Metodológico: 

As carteiras serão dispostas, antecipadamente, em grupos de 4 integrantes, para que 

os alunos se organizem em grupos. Iniciaremos a aula saudando os alunos e propondo a tarefa 

1, com o intuito de que os alunos explorem questões referentes ao princípio fundamental da 

contagem. 

(Tempo estimado para o conjunto de tarefas 1 até a 6, 1h40min.) 

Tarefa 1 

Entregaremos para cada grupo uma cartolina e um envelope com as imagens de um 

lanche, um sanduíche e um cachorro quente, três imagens de suco e três imagens de 

refrigerante, seis imagens de brigadeiro, seis imagens beijinho e seis de bolo de caneca (cup 

cake). Iremos indagar aos alunos: 

- Em um evento, são servidas as três opções de alimentos salgados, as duas opções de 

bebida e as três opções de doce, quantas são as formas possíveis de uma pessoa que está no 

evento escolher um alimento salgado, uma bebida e um doce? 

 Pediremos para que construam na cartolina o diagrama de árvore que esboça a 

situação apresentada, colando e demarcando cada possibilidade  
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Figura 74- Combinação dos lanches 

 

Fonte: Disponível em: https://www.todamateria.com.br/analise-combinatoria/ . Acesso em: 14 nov 2018 

 

- Indagaremos, em seguida, se para determinar a quantidade de possibilidades existe 

outro método além do diagrama de árvores. Esperamos que os alunos compreendam que o 

produto  ×  ×  = 1  é uma maneira de encontrar as possibilidades, assim comentando 

junto a eles a ideia do princípio fundamental da contagem. 

Tarefa 2 

Lançaremos o seguinte questionamento aos alunos: 

- “Com dois calçados diferentes, duas calças e três camisetas de quantas formas diferentes é 

possível se vestir? ” 

Para auxiliar na visualização do problema, entregaremos material anteriormente 

preparado, contendo as imagens de dois calcados, duas calcas e três camisetas. Pediremos, 

então que os alunos organizem cada uma das maneiras. Também reforçaremos se existe um 

outro método de encontrar o número de maneiras, remetendo novamente a ideia do princípio 

fundamental da contagem. (Imagens Ilustrativas) 

 

Fonte: Internet 

Tarefa 3 

Realizaremos a seguinte indagação aos alunos: 

- Em uma fila com oito assentos, quantas maneiras são possíveis que três pessoas se sentem 

nos assentos? 
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Para auxiliar na visualização do problema pediremos que os alunos simulem a 

situação para resolver a questão. Novamente pediremos que método pode ser utilizado para 

resolver esse problema. 

Tarefa 4 

Lançaremos a seguinte pergunta aos alunos: Uma senha com 4 algarismos pode gerar 

quantas possibilidades, sabendo que o primeiro algarismo não pode ser zero. 

Pediremos aos alunos explicarem à lousa a solução que obtiveram e por qual método. 

Resolução: Temos duas maneiras de resolver o problema proposto. Considerando o caso que 

não pode ser zero temos 1 × 10 × 10 × 10 =   1000 maneiras de formar uma senha cujo 

primeiro número seja zero. Então o total seria 10 = 10000 maneiras, subtraindo os casos 

igual a zero temos: 10000-1000 = 9000 senhas. Outra forma seria tomar os casos possíveis 

apenas  × 10 × 10 × 10 =  000 

Tarefa 5  

Faremos a seguinte indagação aos alunos com as letras da palavra CASA quantas 

combinações diferentes conseguimos formar, se ordenarmos as letras desta palavra? 

Contribuindo para a visualização do problema, serão entregues as letras C, S, A, aso 

alunos para que montem as possíveis combinações. 

Resolução: 

Tomando as 4 possibilidades temos  ×  ×  × 1 =    ordenações podem ser 

feitas, mas tomando as permutações que as letras A’s fazem, temos combinações iguais, desta 

forma temos o dobro de respostas. Sendo assim   ÷  = 1  combinações diferentes. 

Tarefa 6 

Proporemos a seguinte problemática aos alunos: Certo dia, uma cozinheira decide 

fazer uma salada de frutas para servir de sobremesa, ao ir até ao supermercado ela encontra as 

frutas: laranja, maçã, manga, kiwi, banana, mamão e morango, com o dinheiro que ela possui, 

a cozinheira nota que será possível comprar apenas 3 frutas para compor a sobremesa. Qual o 

total de opções ela terá para escolher um grupo com três frutas?  

Para facilitar a visualização do problema iremos entregar as figuras das frutas para 

que possam manipulá-las. 

Resolução: Considerando que são 7 opções de frutas temos que  ×  ×  =  10 formas ela 

poderá pegar as frutas. Porém quais quer conjunto de três frutas compõem uma salada de 

frutas, por exemplo, laranja, kiwi e manga compõem a mesma sobremesa que kiwi, manga e 

laranja; kiwi, laranja e manga; manga, laranja e kiwi; manga, kiwi e laranja; laranja manga e 

kiwi. Podemos notar que é dada a permutação das frutas de acordo com as posições que ela 
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está disposta desta forma temos  ×  × 1 =   maneiras distintas de combinar a mesma fruta. 

Dessa forma  10 ÷  =    opções que podem compor a salada de frutas. 

Ao socializar todas as atividades no quadro da 1 até a 6, iremos propor para cada 

grupo que realize as atividades 7 até 10, durante as realizações estaremos auxiliando em cada 

grupo nas resoluções.  

 

Tarefa 7 

Em uma agência bancária que utiliza as senhas com 6 algarismos: 

a) Possui quantas combinações pares? 

b) Podem ser feitas de quantas senhas com algarismos distintos? 

c) Quantas combinações podem ser formadas somente com algarismos ímpares? 

d) Quantas combinações não possuem o algarismo 4? 

e) Dados os algarismos que compõem a senha de 6 dígitos de um associado a essa 

agência bancária: 4, 7, 5, 3 e 2. Quantas são as combinações que utilizam estes 

algarismos? 

Resolução: 

a) Tomando os 5 valores pares temos: 10 × 10 × 10 × 10 × 10 ×  =  00.000 senhas. 

b) Com cada algarismo podendo ser escolhido uma única vez (sem reposição): 10 ×  ×

 ×  ×  ×  =  0.  0 senhas. 

c) Tomando 5 valores ímpares temos que :  ×  ×  ×  × 1 × 0 = 0, ou seja, as senhas 

precisam ter ao menos 1 algarismo par. 

d) Tomando os 9 algarismos restantes temos que: ×  ×  ×  ×  ×  =

  1.  1senhas. 

e)  Como são dispostos 5 algarismos, é necessário que um deles se repita para compor a 

senha contento 6 dígitos. Desta maneira temos as permutações de 4, 7, 5, 3, 2 e X, onde X é a 

repetição de um dos valores fornecidos, obtendo assim   =   0 permutações dos algarismos, 

mas temos que considerar que X é a repetição de um algarismo, obtendo o mesmo resultado 

duas vezes, por exemplo, sejam as senhas 53X247 e X35247, quando X=5 temos a mesma 

senha! E isso é válido para todos os demais casos temos então 
6 

2 
= 360 combinações com os 

algarismos da senha desse associado. 

 

Tarefa 8  

Em uma quadra, estão 10 jogadores de Futebol de salão, com somente um goleiro, 

sem algum critério entre os demais jogadores, quantos times conseguem ser escalados com 5 
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jogadores? 

Resolução:   

Dentre os 5 um é goleiro desta forma, temos 4 jogadores para serem escolhidos em um 

grupo com 9, então temos  ×  ×  ×  =  0   maneiras de escalar o time, entretanto um 

grupo com 4 pessoas pode ser organizado por 4! maneiras diferentes, assim sendo  0  ÷

  = 1  , encontramos então 126 possibilidades de escalar o time. 

 

Tarefa 9 

A criptografia é muito utilizada hoje em dia, nos cartões de créditos, senhas 

bancárias, segurança de redes sociais entre outros meios. Na antiguidade eram enviadas 

mensagens criptografadas a grandes líderes, que somente quem tinha o conhecimento da 

codificação conseguia entender a mensagem. Por exemplo a palavra BERINJELA, qualquer 

outro anagrama desta palavra não assume significado na língua portuguesa. Quantas maneiras 

podemos ordenar essas letras de modo que não forme outra palavra em nosso idioma? 

Resposta: Considerando que são 9 letras que compõem a palavra BERINJELA 

temos que 9! são todas as maneiras de dispor as letras na palavra, mas como a letra E aparece 

repetida temos anagramas iguais formados por este fato, por exemplo tomando “E” e “e” para 

diferenciar, conseguimos formar as palavras BeRINJELA e BERINJeLA, formando a mesma 

palavra, esse fato acontece para todos os demais casos, obtendo portanto o dobro dos casos 

assim: 
9 

2 
= 1 1   0 anagramas, mas retomando a pergunta, como apenas a palavra berinjela 

assume significado em nosso idioma e nenhuma outra disposição dessas letras, temos que: 

1 1   0 − 1 = 1 1     anagramas. 

Questões Complementares: 

1) (ENEM- 2017) Uma empresa construirá sua página na internet e espera atrair 

um público de aproximadamente um milhão de clientes. Para acessar essa página, será 

necessária uma senha com formato a ser definido pela empresa. Existem cinco opções de 

formato oferecidas pelo programador, descritas no quadro, em que “L” e “D” 

representam, respectivamente, letra maiúscula e dígito. 

Figura 75- Combinação de senhas 
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Fonte: Inep. 

As letras do alfabeto, entre as 26 possíveis, bem como os dígitos, entre os 10 

possíveis, podem se repetir em qualquer das opções. 

A empresa quer escolher uma opção de formato cujo número de senhas distintas 

possíveis seja superior ao número esperado de clientes, mas que esse número não seja 

superior ao dobro do número esperado de clientes. A opção que mais se adequa às 

condições da empresa é: 

Resposta: De acordo com o descrito acima temos que: 

1  𝑖  ã𝑜 <  𝑂𝑝çã𝑜 <     𝑖  õ𝑒𝑠  

Analisando as opções temos que: 

Tabela 11- Resolução questão complementar 

Opção Descrição Resultado 

I   × 10 × 10 × 10 × 10 × 10  . 00.000 

II 10 × 10 × 10 × 10 × 10 × 10 1.000.000 

III   ×   × 10 × 10 × 10 × 10  .  0.000 

IV 10 × 10 × 10 × 10 × 10 100.000 

V   ×   ×   × 10 × 10 1.   . 00 

Fonte: Os autores (2018) 

Portanto a opção mais adequada é a V. 

2) (ENEM- 2016) Para estimular o raciocínio de sua filha, um pai fez o seguinte 

desenho e o entregou à criança juntamente com três lápis de cores diferentes. Ele deseja 

que a menina pinte somente os círculos, de modo que aqueles que estejam ligados por um 

segmento tenham cores diferentes 

De quantas maneiras diferentes a criança pode fazer o que o pai 

pediu?  

 

 

 

Resposta: Como são 3 cores, precisamos ter o cuidado de restringir o problema, no 

caso uma das diagonais terá a mesma cor em seu vértice, então precisamos considerar os dois 

casos. 

Caso 1 – Se a diagonal  𝐷̅̅ ̅̅  possui cores distintas: Então, temos  ×  × 1 × 1 =   

maneiras. 

Caso 2 - Se diagonal  𝐷̅̅ ̅̅  possui cores iguais : Então temos que  ×  × 1 ×  = 1  

Figura 76- Problema 2 

Fonte: Inep. 
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maneiras. 

Somando as possibilidades do Caso 1 + Caso 2 = 6+ 12 = 18 maneiras. 

Figura 77- Resolução do problema 2 

 

Fonte: Os autores (2018) 

3) (ENEM- 2016) O tênis é um esporte em que a estratégia de jogo a ser adotada 

depende, entre outros fatores, de o adversário ser canhoto ou destro. 

Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 são canhotos e 6 são destros. O 

técnico do clube deseja realizar uma partida de exibição entre dois desses jogadores, 

porém, não poderão ser ambos canhotos. Qual o número de possibilidades de escolha dos 

tenistas para a partida de exibição?  

Resposta: Tomando duas pessoas é necessário tomar cuidado para não 

contarmos duas vezes a mesma dupla. 

Temos dois casos desta forma: 

Caso 1 em que todos são destros:  ×  =  0 ÷  = 1 , metade dos casos pois 

podemos ter a mesma dupla ordenada de maneira diferente. 

Caso 2 em que 1 é destro e outro é canhoto:  ×  =   . 

Somando os dois casos temos que 1    =    possibilidades. 

 

4) Desde 1999 houve uma significativa mudança nas placas dos carros particulares em 

todo o Brasil. As placas, que antes eram formadas apenas por seis caracteres 

alfanuméricos, foram acrescidas de uma letra, passando a ser formadas por sete caracteres, 

sendo que os três primeiros caracteres devem ser letras (dentre as 26 letras do alfabeto) e 

os quatro últimos devem ser algarismos (de 0 a 9). Essa mudança possibilitou a criação de 
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um cadastro nacional unificado de todos os veículos licenciados e ainda aumentou 

significativamente a quantidade de combinações possíveis de placas. Não são utilizadas 

placas em que todos os algarismos sejam iguais a zero. 

Disponível em: http://g1.globo.com. Acesso em: 14jan. 2012 (adaptado). 

 

Nessas condições, a quantidade de placas que podem ser utilizadas é igual a: 

a)   ³ ×    

b)   ³ ×    

c)   ³(10 −  1) 

d) (  ³  10 )  −  1 

e) (  × 10 )  −  1 

 

Resposta: De acordo com o enunciado acima temos que   ×   ×   × 10 × 10 × 10 × 10 

são as combinações totais mas temos   ×   ×   × 1 × 1 × 1 × 1 que não são utilizadas, 

então   3 × 10 −   ³, em evidência temos   3 × (10 − 1). Portanto alternativa c é a mais 

adequada. 

Referências: 

TODA MATÉRIA. Disponível em: <https://www.todamateria.com.br/analise-combinatoria/>. 

Acessado em: 24 set 2018 
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4.1.1 MATERIAL DO ALUNO 

 

NOME: DATA: 

___/___/2018 

PROMAT – 2018, Universidade Estadual do Oeste do Paraná – UNIOESTE 
Que bom ter sua presença conosco!!! Caro estudante, este será seu material, aproveite-o da 

melhor forma possível. Bons estudos!!! 

“A felicidade não se resume na ausência de problemas, mas sim na sua capacidade de lidar 

com eles”. 

- Albert Einstein 

Tarefa 1 

Em um evento, são servidas as três opções de alimentos salgados, sanduíche natural, 

cachorro-quente e hambúrguer, duas opções de bebidas, refrigerante e suco, e três opções de 

doce, brigadeiro, beijinho e bolo de caneca (cup cake). Quantas são as formas possíveis de 

uma pessoa que está no evento escolher um alimento salgado, uma bebida e um doce? 

Construa a árvore das possibilidades. 

 

 

Tarefa 2 

Com dois calçados diferentes, duas calças e três camisetas de quantas formas diferentes é 

possível se vestir? Represente cada situação:  

 

 

Tarefa 3 

Em uma fila com oito assentos, quantas maneiras são possíveis que três pessoas se sentem nos 

assentos? Se achar necessário realize a experiência. 

 

 

Tarefa 4 

Uma senha com 4 algarismos pode gerar quantas possibilidades, sabendo que o primeiro 

algarismo não pode ser zero. 

 

 

Tarefa 5  

Com as letras da palavra CASA quantas combinações diferentes conseguimos formar, se 

ordenarmos as letras desta palavra? Escreva as possibilidades! 

 

 

Tarefa 6 

Certo dia, uma cozinheira decide fazer uma salada de frutas para servir de sobremesa, ao ir até 

ao supermercado ela encontra as frutas: laranja, maçã, manga, kiwi, banana, mamão e 

morango, com o dinheiro que ela possui, a cozinheira nota que será possível comprar apenas 3 

frutas para compor a sobremesa. Qual o total de opções ela terá para escolher um grupo com 

três frutas?  

 

 

Tarefa 7 
Em uma agência bancária que utiliza as senhas com 6 algarismos: 

a) Possui quantas combinações pares? 
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b) Podem ser feitas de quantas senhas com algarismos distintos? 

 

c) Quantas combinações podem ser formadas somente com algarismos ímpares? 

 

d) Quantas combinações não possuem o algarismo 4? 

 

 

 

Tarefa 8  

Em uma quadra, estão 10 jogadores de Futebol de salão, com somente um goleiro, sem algum 

critério entre os demais jogadores, quantos times conseguem ser escalados com 5 jogadores? 

 

 

Tarefa 9 

A criptografia é muito utilizada hoje em dia, nos cartões de créditos, senhas bancárias, 

segurança de redes sociais entre outros meios. Na antiguidade eram enviadas mensagens 

criptografadas a grandes líderes, que somente quem tinha o conhecimento da codificação 

conseguia entender a mensagem. Por exemplo a palavra BERINJELA, qualquer outro 

anagrama desta palavra não assume significado na língua portuguesa.  

Quantas maneiras podemos ordenar essas letras de modo que não forme outra palavra em 

nosso idioma? 

 

 

Questões Complementares: 

1) (ENEM- 2017) Uma empresa construirá sua página na internet e espera atrair um 

público de aproximadamente um milhão de clientes. Para acessar essa página, será 

necessária uma senha com formato a ser definido pela empresa. Existem cinco opções de 

formato oferecidas pelo programador, descritas no quadro, em que “L” e “D” 

representam, respectivamente, letra maiúscula e dígito. 

 

 
 

As letras do alfabeto, entre as 26 possíveis, bem como os dígitos, entre os 10 possíveis, 

podem se repetir em qualquer das opções. 

A empresa quer escolher uma opção de formato cujo número de senhas distintas possíveis 

seja superior ao número esperado de clientes, mas que esse número não seja superior ao 

dobro do número esperado de clientes. A opção que mais se adequa às condições da 

empresa é: 

 

 

 

2) (ENEM- 2016) Para estimular o raciocínio de sua filha, um pai fez o seguinte desenho 
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e o entregou à criança juntamente com três lápis de cores diferentes. Ele deseja que a 

menina pinte somente os círculos, de modo que aqueles que estejam ligados por um 

segmento tenham cores diferentes 

 

De quantas maneiras diferentes a criança pode fazer o que o pai 

pediu?  

 

 

 

 

 

 

3) (ENEM- 2016) O tênis é um esporte em que a estratégia de jogo a ser adotada 

depende, entre outros fatores, de o adversário ser canhoto ou destro.  

Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 são canhotos e 6 são destros. O 

técnico do clube deseja realizar uma partida de exibição entre dois desses jogadores, 

porém, não poderão ser ambos canhotos. 

Qual o número de possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de exibição?  

 

 

4) (ENEM- 2017) Desde 1999 houve uma significativa mudança nas placas dos carros 

particulares em todo o Brasil. As placas, que antes eram formadas apenas por seis 

caracteres alfanuméricos, foram acrescidas de uma letra, passando a ser formadas por sete 

caracteres, sendo que os três primeiros caracteres devem ser letras (dentre as 26 letras do 

alfabeto) e os quatro últimos devem ser algarismos (de 0 a 9). Essa mudança possibilitou a 

criação de um cadastro nacional unificado de todos os veículos licenciados e ainda 

aumentou significativamente a quantidade de combinações possíveis de placas. Não são 

utilizadas placas em que todos os algarismos sejam iguais a zero. 

Disponível em: http://g1.globo.com. Acesso em: 14jan. 2012 (adaptado). 

Nessas condições, a quantidade de placas que podem ser utilizadas é igual a: 

f)   ³ ×    
g)   ³ ×    
h)   ³(10 −  1) 
i) (  ³  10 )  −  1 
j) (  × 10 )  −  1 
 

GABARITO 

1 Opção V 

2 18 maneiras 

3 39 possibilidades 

4 C 
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4.1.2 RELATÓRIO DO 8° ENCONTRO 

 

Ao chegar até a sala de aula restavam 15 minutos para o início da aula, aproveitamos o 

tempo para organizar as carteiras em quartetos e receber os alunos. Quando eram 8 horas, 

iniciamos a aula, distribuímos o material do aluno e pedimos para que resolvem as 6 primeiras 

tarefas. O conteúdo trabalhado foi análise combinatória, alguns alunos quando interrogados 

responderam já ter estudado na escola, mas a maioria não havia estudado ainda. 

Conforme os grupos iam resolvendo as tarefas nós, estagiários, acompanhávamos nas 

carteiras para auxiliar na resolução e esclarecer possíveis dúvidas. Havíamos preparado 

também, materiais manipuláveis para resolução de algumas questões. Cada um de nós 

trabalhou uma das tarefas em cada grupo. A Tarefa 1 requeria que os alunos construíssem a 

árvore das possibilidades, acompanhando alguns grupos, a maioria conseguiu representar a 

situação, outros já representaram em diagramas. 

A Tarefa 2 buscava explorar a representação de cada maneira que uma pessoa poderia 

se vestir com um conjunto de roupas e calçados, todos os alunos conseguiram representar 

muito bem as situações. A Tarefa 3, consistia em alocar 3 pessoas em 8 lugares e encontrar o 

número de maneiras que poderíamos fazer isso, para auxiliar na resolução da tarefa pedimos 

que cada grupo realizasse o experimento. Durante a execução questionávamos quantas 

possibilidades são possíveis para que os alunos sentassem? Quantos assentos restaria para o 

outro colega se sentar? Como poderíamos representar matematicamente as situações? Se 

escolhêssemos começássemos por outra ordem as possibilidades mudariam? Separamos oito 

cadeiras no fundo da sala de aula e levamos os alunos de três em três para que se sentassem e 

pensassem à respeito das possibilidades. 

Figura 78- Explicação da atividade dos assentos 
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Fonte: Os autores (2018) 

A Tarefa 4 consistia em encontrar a quantidade de senhas com 4 dígitos que não 

começassem com 0, em geral, os alunos compreenderam muito bem a ideia para a resolução, 

analisando coerentemente o número de possibilidades para cada digito e utilizando o princípio 

fundamental da contagem. Na Tarefa 5 pedíamos os anagramas da palavra CASA, a 

representação de cada um deles e o cálculo que representaria a situação, passamos nos grupos 

para a realizacão da construção de cada anagrama e também na contagem dos casos e 

desenvolvimento matemático de cada situação. 

Figura 79- Montagem dos anagramas 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Inicialmente, alguns alunos pensaram na possibilidade de resolver a situação efetuando 

o cálculo de   . Porém, havia a repetição da letra A. Deste modo, distribuímos letras avulsas 

para que fossem construídos os anagramas um por um, totalizando 12. Com isso, os alunos 

perceberam que ao calcular   , cada anagrama se repetia duas vezes, sendo necessário 

desconsiderar as duas vezes que eram contados. E assim, era necessário dividi-lo por 2. 

Durante a realizacão da Tarefa 6, acompanhávamos os grupos para a elaboração de 

cada situação e também na ideia matemática que estava por trás da tarefa, trabalhamos com o 

conceito intuitivo de arranjo, exploramos a permutação para resolver essa situação. 

Utilizamos a noção de princípio multiplicativo abordado anteriormente e também os casos de 

repetição para que se tornasse mais claro o conceito. Os alunos conseguiram resolver mais 

rápido do que nossa expectativa, aos que haviam terminado pedimos para que realizassem as 

questões complementares. Socializamos as tarefas de 1 à 4 e então liberamos os alunos para o 

intervalo.  
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Figura 80- "Montado a salada de frutas" 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Retornando do intervalo socializamos as tarefas 5 e 6, solicitando, posteriormente, que 

resolvessem as tarefas restantes 7, 8 e 9. Durante a elaboração do plano de aula havíamos 

programado 10 tarefas, mas achamos que não conseguiríamos vencê-lo, retirando a última 

atividade. No decorrer da aula notamos que os alunos estavam demandando menos tempo 

para a realização das atividades, então foi necessário resgatar a tarefa que havíamos retirado, 

passando na lousa as interrogações.  

Concluímos a aula com a correção das tarefas na lousa, ao término um grupo de alunos 

nos questionou sobre algumas questões que tinham sido cobradas em uma prova de pré-

vestibular organizada por um grupo da universidade, sanadas as dúvidas encerramos esse dia 

de aula do PROMAT. 
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4.2 9° ENCONTRO DO PROMAT – 06/10/2018 

Público Alvo: Estudantes do Ensino Médio  

Tempo de execução: 4 horas-aula. 

Conteúdo: Análise Combinatória 

Objetivo Geral: Compreender os conceitos de Análise Combinatória.  

Objetivos Específicos:  

 Compreender e operar utilizando o princípio fundamental da contagem; 

 Compreender e operar utilizando permutações, arranjos e combinações; 

 Identificar adequadamente situações problemas que utilizem conceitos do princípio 

fundamental da contagem, permutação, arranjos e combinações. 

Recursos Didáticos: 

Encaminhamento Metodológico: 

As carteiras serão dispostas, antecipadamente, em grupos de 4 integrantes, para que 

os alunos se organizem em grupos. Iniciaremos a aula saudando os alunos e propondo a tarefa 

1, com o intuito de que os alunos explorem questões referentes à permutações, combinações e 

arranjos. 

Tarefa 1 

Em um grupo com 7 mulheres e 3 homens: 

a) Quantas possibilidades existem de escolher uma pessoa? 

b) Quantas possibilidades de escolher um casal (um homem e uma mulher)? 

c) Quantas são as maneiras de escolher três pessoas em que pelo uma seja mulher? 

d) Quantas são as formas de escolher um conjunto com 4 pessoas?  

e) Escolhendo 4 pessoas quantas maneiras temos de todos serem homens? 

f) Escolhendo 4 pessoas quantas maneiras temos em que todas sejam mulheres? 

g) Se fossemos formar uma fila indiana, quantas possibilidades teríamos para formá-la 

com esse grupo de dez pessoas? 

h) Com a ordem de 2 homens, 3 mulheres, 1 homem e 5 mulheres, quantas filas 

indianas conseguimos formar? 

i) Quantas filas indianas possuem os homens um ao lado do outro, com este grupo? 

Resolução: 

a)     =  10 maneiras. 

b)  ×  =  1 casais. 
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c) É preciso analisar os casos totais e eliminar os casos que possuem apenas homens. 

Os casos totais são  ×  ×  =  10, mas um conjunto de três pessoas pode ser 

tomado de diferentes formas onde cada conjunto possua as mesmas pessoas, neste 

caso  ×  × 1 =   seriam as maneiras de escolher o mesmo conjunto de pessoas 

desta forma  10 ÷  =    os casos que todos são homens são  ×  × 1= 6, como 

para o mesmo conjunto, no caso homens, temos 6 maneiras de escrever o mesmo 

conjunto temos que  ÷  = 1, ou seja em um grupo três homens só existe uma 

maneira de formar um grupo de três homens. 

d) Os casos totais são: 10 ×  ×  ×  =  0 0 formas de escolher 4 pessoas, mas 

existem  ×  ×  × 1 =    de tomar o mesmo conjunto de pessoas, então  0 0 ÷

  =  10 formas de escolher um grupo de 4 pessoas num total de 10. 

e) Não há nenhuma forma. 

f)  ×  ×  ×  =   0 formas de escolher 4 mulheres, mas em um conjunto com 4 

pessoas existem  ×  ×  × 1 =    jeitos de serem tomados, então temos que 

  0 ÷   =    grupos de mulheres. 

g) 10 =        00 maneiras de ajeitar a fila. 

h) Seguindo a ordem, temos as seguintes combinações  ×  ×  ×  ×  × 1 ×  ×

 ×  × 1 =  0  0 filas distintas. 

i)   ×   =  0  0 filas distintas. 

Tarefa 2 

Em um estado com 20 cidades com aeroporto observou-se que cada par de cidades 

possuía uma conexão aérea. Quantas rotas aéreas existem ao todo entre as cidades desse 

estado? 

Resolução: Tomando  0 × 1 =   0 possibilidades de escolher um par de cidades, 

mas como tomando duas cidades possuem  × 1 =   maneiras de escolher um par de cidades 

temos que   0 ÷  = 1 0 pares de cidades, ou seja, 190 rotas aéreas 

Tarefa 3 

Quantas maneiras existem de preencher um cartão da Loteria Esportiva? Nesta 

loteria você deve adivinhar os resultados de 13 jogos de futebol, indicando uma vitória para 

um dos dois times, ou um empate. 

Resolução: Cada jogo pode ser preenchido com vitória e derrota, derrota e vitória ou 

ainda, empate entre os dois times, ou seja, cada jogo dispõe de 3 opções, como são 13 jogos 

temos que 1 ×  =    maneiras de preencher essa loteria. 
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Tarefa 4 

Cada dígito de uma calculadora é mostrado no visor acendendo filamentos dispostos 

como mostra a figura a seguir. Quantos símbolos diferentes podem ser representados? (Não 

inclua o caso em que nenhum filamento é acesso.) 

 

Resolução: Considerando casos que teremos de 1 a 7 filamentos acesos.  

Com 1 filamento aceso temos, 7 posições, então 7 símbolos. 

Com 2 filamentos acesos temos  ×  =   , mas como foram tomados duas vezes o 

mesmo filamento, temos 21 símbolos. 

Com 3 filamentos acesos, temos que  ×  ×  =  10 ÷   =  10 ÷  =    

símbolos. 

Com 4 filamentos acesos, temos  ×  ×  ×  =   0 ÷   =   0 ÷   =    

símbolos. 

Com 5 filamentos acesos, temos  ×  ×  ×  ×  =    0 ÷   =    0 ÷ 1 0 =

 1símbolos. 

Com 6 filamentos acesos, temos  ×  ×  ×  ×  ×  =   ÷   =   

Com 7 filamentos acesos, temos 1 única possibilidade pois temos   ÷   = 1 

Somando obtemos 127 símbolos. 

Tarefa 5 

De quantas formas distintas pode-se preencher um gabarito de uma prova que possui 

10 questões com cinco alternativas cada? 

Resolução: 

 

 

Tarefa 6  

De quantas maneiras podemos colocar uma torre branca e outra preta em um 

tabuleiro de xadrez de modo que elas não possam se atacar mutuamente? 

Resolução:  
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Tarefa 7 

De quantas maneiras possíveis podemos colocar um rei branco e outro preto em um 

tabuleiro de xadrez de modo que eles não possam se atacar mutuamente? 

Resolução: 

 

 

 

Tarefa 8 

Suponha que uma turma tenha quatro professores. São escolhidas quatro tarefas para 

serem trabalhadas e explicadas para os alunos em sala. De quantas formas podem ser 

distribuídas as tarefas para professores de modo que cada um explique uma tarefa? 

Resolução:  

 

 

Tarefa 9 

De quantas maneiras podemos arrumar quatro bolas, de cores vermelha, preta, azul e 

verde, em uma fileira? 

Resolução: 

 

 

 

Tarefa 10  

Quantos Anagramas são possíveis formar com a palavra CARAVANA? 

Resolução: 

 

  

Tarefa 11 

De quantas maneiras podemos escolher um time de três estudantes em um grupo de 

30? 

Resoluções: 
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Questões complementares: 

(ENEM- 2015) Uma família composta por sete pessoas adultas, após decidir o itinerário 

de sua viagem, consultou o site de uma empresa aérea e constatou que o voo para a data 

escolhida estava quase lotado. Na figura, disponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas 

estão marcadas com X e as únicas poltronas disponíveis são as mostradas em branco. 
Figura 81- Avião 

 

Fonte: Inep. 

 

O número de formas distintas de se acomodar a família nesse voo é calculado por: 
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4.3 10° ENCONTRO DO PROMAT – 20/10/2018 

Público-Alvo: Estudantes do Ensino Médio.  

Tempo de execução: Um encontro com duração de 4 horas. 

Conteúdo: Probabilidade 

Objetivo Geral: Levar os alunos à compreensão de espaço amostral, evento e probabilidades. 

Objetivos Específicos: 

Ao trabalhar com a Probabilidade, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

 Compreender os principais conceitos de probabilidade;  

 Calcular a probabilidade de eventos;  

 Aplicar os conceitos em exercícios práticos.  

Recursos Didáticos: Quadro, giz, lápis, borracha, material do aluno, dados. 

Encaminhamentos metodológicos: 

Tarefa 1 

Com os alunos já dispostos em quartetos, pediremos que formem duplas dentro do 

grupo para jogarem o jogo: avançando com o resto. O intuito com essa atividade é reforçar a 

ideia de “chance”. 

Avançando com o resto 

Regras do Jogo: Escolha um critério para definir quem iniciará o jogo. Jogue o dado e 

verifique se o número sorteado é divisível pelo número que está no tabuleiro (primeira casa do 

tabuleiro, número 52). Caso seja divisível, não sobrará resto, portanto não mova seu 

marcador. Caso tenha resto, avance a quantidade de casas referente a este. 

Figura 82- Tabuleiro "Avançando com o resto" 

 
Fonte: Os autores (2018) 
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Após o jogo, faremos a socialização, por meio das seguintes perguntas: 

 Quais faces do dado você precisa tirar para poder avançar, sendo que o jogo inicia na 

casa do número 52? 

 Quando você está na casa do número 36, qual é a chance de avançar? 

 E quando está em uma casa de número primo? 

 Cite um número do tabuleiro em que apenas 2 valores do dado lhe fazem avançar. 

 Se a chance de você avançar é 3 em 6. Cite 2 números do tabuleiro em que isso 

acontece? 

 Se independente do número que você tirar no dado a chance de você avançar é nula, 

em quais números do tabuleiro você se encontra? 

 Existe algum número do dado em que se obtido a chance de avanço sempre será nula? 

 Qual é a face que você não gostaria de tirar no dado? 

Tarefa 2 

Proporemos um jogo de apostas utilizando dois dados. No qual, em cada rodada, os 

alunos do grupo devem apostar em um número entre 1 e 12. Dois alunos não podem apostar 

em um mesmo número. O valor obtido é o resultado da soma dos números obtidos nos dois 

dados. Ganha o jogador que acertar a soma obtida nos dados.  

Observação: O número um entra nas apostas, mas é um caso impossível, objetivamos que os 

alunos cheguem a essa conclusão sozinhos.  

Para registro do jogo disponibilizaremos no material do aluno o quadro abaixo, nesta 

devem registrar os valores que saírem na soma dos dados e as apostas que cada aluno fizer. 

Figura 83- Aposta em valores da soma dos dados 

 

Fonte: Os autores (2018) 
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Depois que os grupos registrarem as apostas e definirem o jogador vencedor 

perguntaremos: 

 Que número seria inviável a aposta? 

Espera-se, que os alunos falam que o número um é a pior aposta, pois não é possível obter 

soma um no lançamento de dois dados. 

 Qual é o melhor número para se apostar nesse jogo?  

Nesse momento, espera-se que os alunos apontem o número obtido com maior frequência 

durante o jogo. Por isso, os grupos provavelmente apontarão valores diferentes. 

 

Registraremos na lousa a quantidade de vezes que cada soma foi obtida. 

Conduziremos a discussão questionando sobre as possibilidades de se obter tais somas. 

Enfatizaremos que trata-se de dois dados e que a ordem em que os números saem no dado 

importará.  

Juntamente com os alunos registraremos todas as possibilidades no quadro. Uma 

forma de registro adequada para a discussão foi feita a seguir: 

 

Figura 84- Possibilidade de cada soma 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Em seguida, a partir dos dados recolhidos no jogo, explicitaremos conceitos como: 

Experimento aleatório 

É aquele experimento que, quando repetido em iguais condições, pode fornecer resultados 

diferentes, ou seja, são resultados explicados ao acaso. 
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Espaço amostral 

É o conjunto de todos os resultados possíveis de um experimento aleatório. A letra que 

representa o espaço amostral é S 

 

Evento 

Um evento é um conjunto de resultados (um subconjunto do espaço amostral) ao qual é 

associado um valor de probabilidade. 

 

Tarefa 3 

Encaminharemos a atividade a seguir: 

Escolha a opção mais vantajosa nos lançamentos abaixo:  

a) Jogo de moeda: O jogador ganha se no lançamento de uma moeda ocorrer face cara.  

Jogo de dado: O jogador ganha se no lançamento de um dado ocorrer um número par ou um 

número ímpar. 

 Qual a chance de ocorrer face cara?  

 Qual a chance de ocorrer número par ou ímpar?  

 

Definiremos evento certo 

 Se coincidir com o espaço amostral o evento será chamado evento certo. 

 

b) Jogo de moedas: O jogador ganha se no lançamento simultâneo de duas moedas ocorrerem 

faces iguais.  

Jogo de dados: O jogador ganha se ao lançar dois dados a soma dos números das faces 

voltadas para cima for igual a 13.  

 Qual a chance de ocorrerem faces iguais lançando duas moedas?  

 Qual a chance de a soma ser 13?  

 

Definiremos evento impossível 

 Se for o conjunto vazio o evento será chamado evento impossível. 

 

c) Jogo de moedas: O jogador ganha se em três lançamentos consecutivos de uma moeda 

saírem três coroas.  
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Jogo de dados: O jogador ganha se no lançamento simultâneo de dois dados ocorrerem 

números iguais.  

 Quais as possibilidades dos lançamentos da moeda? (espaço amostral)  

 Qual a possibilidade de saírem três coroas?  

 Quais as possibilidades no lançamento dos dados? (espaço amostral)  

 Qual a possibilidade de saírem números iguais?  

No item c) transformaremos as frações em decimal e porcentagem para a comparação e 

falaremos sobre a árvore das possibilidades.  

 

Definiremos probabilidade. 

 Em um espaço amostral equiprovável S. Finito e não vazio, a probabilidade de 

ocorrência de um evento A, é indicada por P(A), é a razão entre o número de 

elementos do evento, n(A), e o número de elementos do espaço amostral, n(S). 

𝑃( ) =
𝑛( )

𝑛( )
 

i) Todas as probabilidades são maiores ou iguais a zero 

ii) A soma de todas as probabilidades é igual a 1 

 

Proporemos as situações-problemas das tarefas 4 e 5, para que os alunos apliquem os 

conhecimentos trabalhados anteriormente. 

 

Tarefa 4  

Cada um dos números 1,2,3 e 4 é escrito em um pequeno cartão, que são depositados 

em uma pequena caixa. Se dois cartões são sorteados aletoriamente, um após o outro, 

determinar o espaço amostral quando esse experimento é realizado: 

a) Com reposição dos cartões; 

Resposta: Se o experimento é realizado com reposição, os números 1,2,3 e 4 “participam” de 

ambos os sorteios, e o espaço amostral é então, dado por: S={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), 

(2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4)} 

b) Sem reposição dos cartões. 

Resposta: Se o experimento é realizado sem reposição, o número que foi sorteado em 

primeiro lugar não “participa” do segundo sorteio. Nesse caso, o espaço amostral é diferente 

daquele do experimento com reposição. Assim, o espaço amostral é dado por: S={(1,2), (1,3), 
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(1,4), (2,1), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3)} 

 

Tarefa 5 

Dois irmãos são colocados aleatoriamente em uma fila. Se há seis pessoas nessa fila, 

qual é a probabilidade de os irmãos ficarem juntos?  

Resposta: O espaço amostral S é formado por todas as possibilidades de fila. Assim: 

𝑛( ) = 𝑃6 =   =   0 

Portanto, há 720 maneiras de dispor as seis pessoas em uma fila.  

` O evento E é “os irmãos ficarem juntos na fila”. Então, devemos considerar a posição 

dos dois irmãos como sendo apenas uma e permutar com as outras quatro pessoas da fila. 

Assim, obtemos: 𝑃5 =   = 1 0. Como os irmãos podem trocar de lugar entre si, de duas 

(𝑃2 =   )maneiras, temos: 𝑛(𝐸) = 𝑃2. 𝑃5 =  .1 0 =   0  

Portanto há 240 maneiras de dispor as seis pessoas em uma fila de modo que os dois 

irmãos fiquem juntos. 

Assim: 𝑃(𝐸) =
𝑛(𝐸)

𝑛(𝑆)
=

2 0

720
=

1

3
 

Logo, a probabilidade de os irmãos ficarem juntos na fila é de 
1

3
. 

 

Encaminharemos as tarefas 6, 7 e 8 abaixo e então definiremos união e intersecção de 

dois eventos. 

 

Tarefa 6 

Sabendo que o tempo requerido para resoluções das atividades propostas na prova do 

ENEM é curto, trabalharemos uma atividade visando este critério. Ou seja, será proposto aos 

alunos um problema para ser resolvido em um tempo de três minutos, treinando sua 

capacitação e buscando melhorar sua preparação para prova: 

Desafio: (ENEM 2011)- Numa escola com 1200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o 

conhecimento desses em duas línguas estrangeiras, inglês e espanhol. Nessa pesquisa 

constatou-se que 600 alunos falam inglês, 500 falam espanhol e 300 não falam qualquer um 

desses idiomas. Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele não fala 

inglês, qual a probabilidade de que esse aluno fale espanhol? 

a) 
1

2
   b) 

5

8
  c) 

1

 
  d) 

5

6
   e) 

5

1 
 

Resposta: a) 
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Questões Complementares: 

1) (UNIOESTE) Dois dados não viciados são lançados simultaneamente. Considerando os 

números correspondentes às faces voltadas para cima, é correto afirmar que 

(a) a probabilidade de a soma ser par é igual a 50%. 

(b) a probabilidade de o produto ser par é igual a 50%. 

(c) a probabilidade de obter 3 em pelo menos uma das faces é igual a 1/3. 

(d) a probabilidade de obter o mesmo resultado nos dois dados é igual a 1/18. 

(e) a probabilidade de obter dois seis é igual a 1/12. 

Resposta: b) 

 

2) (ENEM) Em um blog de variedades, músicas, mantras e informações diversas, foram 

postados “Contos de Halloween”. Após a leitura, os visitantes poderiam opinar, assinalando 

suas relações em: “Divertido”, “Assustador” ou “Chato”. Ao final de uma semana, o blog 

registrou que 500 visitantes distintos acessaram esta postagem. O gráfico a seguir apresenta o 

resultado da enquete. 

Figura 85- Pesquisa do Halloween 

 

O administrador do blog irá sortear um livro entre os visitantes que opinaram na 

postagem “Contos de Halloween”. Sabendo que nenhum visitante votou mais de uma vez, a 

probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso entre as que opinaram ter assinalado que o 

conto “Contos de Halloween” é “Chato” é mais aproximada por 

(a) 0,09  (b) 0,12  (c) 0,14  (d) 0,15  (e) 0,18 

Resposta: d) 0,15 

 

3) (ENEM) Em um jogo há duas urnas com 10 bolas de mesmo tamanho em cada urna. A 

tabela a seguir indica as quantidades de bolas de cada cor em cada urna. 
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Tabela 12- Bolas e urnas 

Cor Urna 1 Urna 2 

Amarela 4 0 

Azul 3 1 

Branca 2 2 

Verde 1 3 

Vermelha 0 4 

Fonte: Os autores (2018) 

Uma jogada consiste em: 

1º) o jogador apresenta um palpite da cor da bola que será retirada por ele da urna 2; 

2º) ele retira, aleatoriamente, uma bola da urna 1 e a coloca na urna 2, misturando-a com as 

que lá estão; 

3º) em seguida ele retira, também aleatoriamente, uma bola da urna 2; 

4º) se a cor da última bola retirada for a mesma do palpite inicial, ele ganha o jogo. 

Qual cor deve ser escolhida pelo jogador para que ele tenha a maior probabilidade de ganhar? 

(a) Azul  (b) Amarela    (c) Branca     (d) Verde   (e) Vermelha 

Resposta: e) Vermelha 

 

4) O diretor de um colégio leu numa revista que os pés das mulheres estavam aumentando. Há 

alguns anos, a média do tamanho dos calçados das mulheres era de 35,5 e, hoje, é de 37,0. 

Embora não fosse uma informação científica, ele ficou curioso e fez uma pesquisa com as 

funcionárias do seu colégio, obtendo o quadro a seguir: 

Tabela 13- Tamanho dos calcados 

Tamanho do 

calçado 

Número de 

funcionárias 

39 1 

38 10 

37 3 

36 5 

35 6 

Fonte: Os autores (2018) 

Escolhendo uma funcionária ao acaso e sabendo que ela tem calçado maior que 36,0, a 

probabilidade de ela calçar 38,0 é: 
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(a) 1/   (b) 1/    (c)  /   (d)  /    (e)  /1  

Resposta: d)  /  

 

Avaliação:  Sistema de avaliação processual, envolvendo a expressão oral e escrita.  

 

Referências: 

CONEXÕES COM A MATEMÁTICA. Obra coletiva. LEONARDO, F. M. (Editor resp.) 2. 

ed. São Paulo: Moderna, 2013. 

 

EDUCAÇÃO PARA ENSINAR. Disponível em: 

<https://www.institutonetclaroembratel.org.br/educacao/para-ensinar/planos-de-

aula/probabilidade/>. Acessado em 14 set. 2018 

 

Probabilidade. Disponível em: 

<https://www.somatematica.com.br/emedio/probabilidade.php>. Acessado em 14 set. 2018 
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4.3.1 MATERIAL DO ALUNO 

 

NOME: DATA: 

__/___/2018 

PROMAT – 2018, Universidade Estadual do Oeste do Paraná – UNIOESTE 
Que bom ter sua presença conosco!!! Caro estudante, este será seu material, aproveite-o da 

melhor forma possível. Bons estudos!!! 

“O que vale na vida não é o ponto de partida e sim a caminhada. Caminhando e semeando, 

no fim terás o que colher.” 

- Cora Coralina 

Tarefa 1 

 Quais faces do dado você precisa tirar para poder avançar, sendo que o jogo inicia na 

casa do número 52? 

 

 Quando você está na casa do número 36, qual é a chance de avançar? 

 

 E quando está em uma casa de número primo? 

 

 Cite um número do tabuleiro em que apenas 2 valores do dado lhe fazem avançar. 

 

 Se a chance de você avançar é 3 em 6. Cite 2 números do tabuleiro em que isso 

acontece? 

 

 Se independentemente do número que você tirar no dado a chance de você avançar é 

nula, em quais números do tabuleiro você se encontra? 

 

 Existe algum número do dado em que se obtido a chance de avanço sempre será nula? 

 

 Qual é a face que você não gostaria de tirar no dado? 

 

Tarefa 2 
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Experimento _____________ 

É aquele experimento que, quando repetido em iguais condições, pode fornecer 

resultados diferentes, ou seja, são resultados explicados ao acaso. 

 

Espaço amostral 

É o conjunto de todos os ____________ possíveis de um experimento aleatório. A letra que 

representa o espaço amostral é S 

 

Evento 

Um evento é um conjunto de resultados (um subconjunto do espaço amostral) ao qual é 

associado um valor de ______________. 

 

Tarefa 3 

Escolha a opção mais vantajosa nos lançamentos abaixo:  

a) Jogo de moeda: O jogador ganha se no lançamento de uma moeda ocorrer face cara.  

Jogo de dado: O jogador ganha se no lançamento de um dado ocorrer um número par ou um 

número ímpar. 

 Qual a chance de ocorrer face cara?  

 

 Qual a chance de ocorrer número par ou ímpar?  

 
 

Evento __________ 

Se coincidir com o espaço amostral o evento será chamado evento ________. 
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b) Jogo de moedas: O jogador ganha se no lançamento simultâneo de duas moedas ocorrerem 

faces iguais.  

Jogo de dados: O jogador ganha se ao lançar dois dados a soma dos números das faces 

voltadas para cima for igual a 13.  

 Qual a chance de ocorrerem faces iguais lançando duas moedas?  

 

 Qual a chance de a soma ser 13?  

 

 

Evento ___________ 

Se for o conjunto vazio o evento será chamado evento ___________. 

 

 

c) Jogo de moedas: O jogador ganha se em três lançamentos consecutivos de uma moeda 

saírem três coroas.  

Jogo de dados: O jogador ganha se no lançamento simultâneo de dois dados ocorrerem 

números iguais.  

 Quais as possibilidades dos lançamentos da moeda? (espaço amostral)  

 

 Qual a possibilidade de saírem três coroas?  

 

 Quais as possibilidades no lançamento dos dados? (espaço amostral)  

 

 Qual a possibilidade de saírem números iguais?  

 

 

Probabilidade 

Em um espaço amostral equiprovável S. Finito e não vazio, a probabilidade de ocorrência de 

um evento A, é indicada por P(A), é a razão entre o número de elementos do evento, n(A), e o 

número de elementos do espaço amostral, n(S). 

𝑃( ) = 

i) Todas as probabilidades são maiores ou iguais a zero 

ii) A soma de todas as probabilidades é igual a 1 
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Tarefa 4 

Cada um dos números 1, 2, 3 e 4 é escrito em um pequeno cartão, que são depositados em 

uma pequena caixa. Se dois cartões são sorteados aletoriamente, um após o outro, determinar 

o espaço amostral quando esse experimento é realizado: 

a) Com reposição dos cartões; 

 

b) Sem reposição dos cartões. 

 

Tarefa 5 

Dois irmãos são colocados aleatoriamente em uma fila. Se há seis pessoas nessa fila, qual é a 

probabilidade de os irmãos ficarem juntos?  

 

 

Tarefa 6 

Sinuca é um jogo de mesa, taco e bolas, variante do jogo inglês snooker. Entre as várias 

diversificações praticadas, existe um tipo de sinuca conhecida por “Bola 8”. Nesse jogo, são 

utilizadas 16 bolas: uma branca, uma preta, sob o n° 8; as numeradas, de 1 a 7, com cores 

lisas; e as numeradas de 9 a 15, listradas. Vence o jogador que, utilizando o taco, impulsionar 

a bola branca para acertar e derrubar a bola 8 numa das seis caçapas da mesa, mas não sem 

antes derrubar todas as bolas de um dos grupos: lisas ou listradas.  

Considerando uma tacada aleatória com todas as bolas na mesa, em que a bola branca acerte 

somente uma delas, resolva os itens a seguir.  

a) Escreva o espaço amostral Ω que representa as possíveis bolas que a branca pode 

acertar.  

 

b) Determine os seguintes eventos para a tacada:  

 A → acertar a bola 11  

 

 B → acertar uma bola de cor lisa  

 

 C → acertar uma bola listrada  

 

 D → acertar uma bola de número ímpar e cor lisa  
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c) Represente por um diagrama de Venn os conjuntos Ω, A, B, C e D.  

 

Tarefa 7 

Em geral, os baralhos atuais possuem 52 cartas, divididas igualmente em 4 naipes: copas, 

espadas, ouros e paus. Esses naipes se originaram da fusão entre os baralhos espanhóis e 

franceses, sendo que os nomes vieram dos espanhóis, e os símbolos que os representam, dos 

franceses. Utilizando as iniciais de cada naipe, considerando a retirada aleatória de duas cartas 

de um baralho completo. 

a) Qual a chance de saírem duas cartas do mesmo naipe? 

 

 

b) Qual a chance de sair pelo menos uma carta de ouro? 

c) Qual a chance de nenhuma carta ter naipe de copas? 

 

d) Qual a chance se sair um nove de espada? 

 

e) Qual a chance de sair um 2 de paus e um 5 de qualquer naipe? 

 

Tarefa 8 

Com o objetivo de conhecer as preferências dos alunos de uma escola em relação à prática de 

esportes, foi realizada uma pesquisa na qual 210 alunos foram entrevistados. Desse total, 91 

praticam esportes coletivos (A), 86 praticam esportes individuais (B), 31 praticam os dois 

tipos de esporte e 64 não praticam esportes. 

A partir dessas informações, vamos analisar três situações: 

a) Sorteando um desses alunos, a probabilidade de ele praticar os dois tipos de esporte é? Qual 

o espaço amostral? 

 

b) Sorteando um aluno que pratica esporte coletivo (A), a probabilidade de ele praticar 

também esporte individual (B) é? Qual o espaço amostral? 

 

c) Sorteando um aluno que pratica esporte individual (B), a probabilidade de ele praticar 

também esporte coletivo (C) é? Qual o espaço amostral? 
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Probabilidade com união e intersecção de dois eventos 

Definição: Sejam A e B dois eventos. Então AUB será também um evento que ocorrerá 

se, e só se, A ou B ou ambos ocorrem. Dizemos que AUB é a união entre o evento A e o 

evento B. 

P(AUB) = 

Definição: Sejam A e B dois eventos. Então A∩B será também um evento que ocorrerá 

se, e somente se, A e B ocorrem simultaneamente. Dizemos que A∩B é a intersecção entre o 

evento A e o evento B. 

 

Questões Complementares: 

1) (UNIOESTE) Dois dados não viciados são lançados simultaneamente. Considerando os 

números correspondentes às faces voltadas para cima, é correto afirmar que 

(a) a probabilidade de a soma ser par é igual a 50%. 

(b) a probabilidade de o produto ser par é igual a 50%. 

(c) a probabilidade de obter 3 em pelo menos uma das faces é igual a 1/3. 

(d) a probabilidade de obter o mesmo resultado nos dois dados é igual a 1/18. 

(e) a probabilidade de obter dois seis é igual a 1/12. 

 

2) (ENEM) Em um blog de variedades, músicas, mantras e informações diversas, foram 

postados “Contos de Halloween”. Após a leitura, os visitantes poderiam opinar, assinalando 

suas relações em: “Divertido”, “Assustador” ou “Chato”. Ao final de uma semana, o blog 

registrou que 500 visitantes distintos acessaram esta postagem. O gráfico a seguir apresenta o 

resultado da enquete. 

 

O administrador do blog irá sortear um livro entre os visitantes que opinaram na postagem 
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“Contos de Halloween”. Sabendo que nenhum visitante votou mais de uma vez, a 

probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso entre as que opinaram ter assinalado que o 

conto “Contos de Halloween” é “Chato” é mais aproximada por 

(a) 0,09  (b) 0,12  (c) 0,14  (d) 0,15  (e) 0,18 

 

3) (ENEM) Em um jogo há duas urnas com 10 bolas de mesmo tamanho em cada urna. A 

tabela a seguir indica as quantidades de bolas de cada cor em cada urna. 

Cor Urna 1 Urna 2 

Amarela 4 0 

Azul 3 1 

Branca 2 2 

Verde 1 3 

Vermelha 0 4 

 

Uma jogada consiste em: 

1º) o jogador apresenta um palpite da cor da bola que será retirada por ele da urna 2; 

2º) ele retira, aleatoriamente, uma bola da urna 1 e a coloca na urna 2, misturando-a com as 

que lá estão; 

3º) em seguida ele retira, também aleatoriamente, uma bola da urna 2; 

4º) se a cor da última bola retirada for a mesma do palpite inicial, ele ganha o jogo. 

Qual cor deve ser escolhida pelo jogador para que ele tenha a maior probabilidade de ganhar? 

(a) Azul  (b) Amarela    (c) Branca     (d) Verde   (e) Vermelha 

 

4) O diretor de um colégio leu numa revista que os pés das mulheres estavam aumentando. Há 

alguns anos, a média do tamanho dos calçados das mulheres era de 35,5 e, hoje, é de 37,0. 

Embora não fosse uma informação científica, ele ficou curioso e fez uma pesquisa com as 

funcionárias do seu colégio, obtendo o quadro a seguir: 

Tamanho do 

calçado 

Número de 

funcionárias 

39 1 

38 10 

37 3 

36 5 

35 6 

 

Escolhendo uma funcionária ao acaso e sabendo que ela tem calçado maior que 36,0, a 
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probabilidade de ela calçar 38,0 é: 

(a) 1/3   (b) 1/5   (c) 2/5  (d) 5/7  (e) 5/14 

 

GABARITO 

1 B 

2 D 

3 E 

4 D 
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4.3.2 RELATÓRIO DO 10° ENCONTRO 

 

Aos vinte dias do mês de outubro de dois mil e dezoito, nos reunimos nas 

dependências da Universidade Estadual do Oeste do Paraná, para o último encontro do 

PROMAT deste ano, sendo que fechamos este semestre com nove encontros. Estavam 

previstos onze encontros, mas como a Universidade é utilizada como local de votação para as 

eleições presidenciais, tal fato foi impossibilitado. 

Os alunos estavam organizados em grupos de quatro pessoas. No primeiro momento, 

entregamos para cada grupo, um tabuleiro do jogo “avançando com o resto” e um dado. 

Pedimos para que cada um dos jogadores do grupo escolhesse um marcador e o posicionasse 

no número cinquenta e dois, primeiro número do tabuleiro. As equipes decidiram cada qual a 

sua maneira um jogador para iniciar o jogo. O jogador lançava o dado, efetuava a divisão do 

valor da casa do tabuleiro pelo valor tirado no dado, e o resto que obteste desta divisão, era o 

número de casas que avançava. 

Deixamos um tempo para que os alunos jogassem, percebemos que alguns alunos 

possuíam dificuldade em efetuar o algoritmo da divisão, sendo necessário que explicássemos 

a maneira de proceder com o mesmo. A figura 1, mostra o jogo com os marcadores usados 

pelos alunos e o registro dos cálculos. 

Figura 86-Realizacão do jogo 

 

Fonte: Os autores (2018) 

Em seguida, entregamos para cada aluno o material do aluno, para que realizassem a 

Tarefa um, a qual possuía indagações acerca do jogo proposto. Após os alunos discutirem nos 
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grupos as respostas, realizamos a correção da tarefa no quadro, sendo que os quatro primeiros 

itens explicamos no quadro em frente a turma, no entanto, percebemos que os alunos estavam 

se dispersando, pedimos então para que cada grupo respondesse um dos cinco itens restantes, 

o que retomou a atenção deles. 

Encaminhamos a Tarefa dois, a qual juntamos os pequenos grupos de quatro pessoas 

em dois grupos maiores. Nesta atividade, cada integrante do grupo deveria apostar em um 

número de um a doze e anotar na tabela que tinha em mãos, a sua escolha e a dos colegas. 

Explicamos que a aposta feita referia-se a soma obtida ao jogar dois dados, portanto após a 

aposta um dos integrantes do grupo lançaria o dado, e aquele que tivesse apostado no número 

obtido teria ganho a rodada.  

Sem demora os grupos perceberam que poderiam riscar a coluna do número um da 

tabela, pois ao lançar dois dados a soma dos números destes jamais seria um. Percebemos que 

os grupos se envolveram na atividade, demonstraram empolgação na hora das apostas. 

Pedimos para que um integrante de cada grupo viesse até o quadro e registrasse a 

quantidade de vezes que cada soma saiu nos dados.  

Oralmente questionamos em qual valor seria mais viável apostar, os grupos disseram 

que era o número que mais saiu nos dados. Em uma tabela no quadro, escrevemos com o 

auxílio dos alunos as combinações possíveis da soma de dois algarismos presentes no dado 

para cada um dos números de 2 a 12. Eles puderam notar que o número sete, possui a maior 

quantidade de combinações. A partir das discussões definimos experimento, espaço amostral e 

evento. 

Pedimos para que os alunos voltassem para os lugares iniciais em grupos de quatro 

pessoas e iniciassem a resolução da Tarefa três, passamos auxiliando os grupos. Nesta tarefa, 

os alunos teriam que escolher a situação problema mais vantajosa entre duas opções, uma com 

dados e outra com moedas. A maior dúvida foi com relação a escrita do espaço amostral, mas 

esta foi sanada e, os alunos conseguiram finalizar a tarefa. 

Realizamos a correção da tarefa juntamente com os alunos no quadro, o intuito desta, 

era definir evento certo, evento impossível e probabilidade.  

Como foi o último encontro, a aula durou até às dez horas e trinta minutos, e na 

sequência realizamos uma confraternização. Antes de liberar os alunos os agradecemos por 

seu empenho e dedicação, por contribuírem para a nossa formação e desejamos uma brilhante 

jornada a todos. Deu-se assim o término da aula. 
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5. ALGUMAS CONSIDERAÇÕES  

 

O PROMAT favoreceu a nossa formação enquanto futuros professores dando-nos 

experiência de sala de aula. 

No desenvolvimento da aula planejada, nós estagiários refletimos sobre a abordagem 

do conteúdo ministrado, sobre a linguagem utilizada para explicação, a metodologia e seu 

encaminhamento. Ponderamos limitações, dificuldades e pontos positivos da aula. Como 

formamos um grupo, temos a oportunidade de debater opiniões e discutir ideias acerca do 

conteúdo. Sendo apoiados e supervisionados pelo orientador. 

Sente-se enorme gratidão e satisfação observar a aprendizagem ocorrendo e ser o 

mediador dessa prática. A aplicação das teorias e a busca por atividades foi uma ação 

interessante de se realizar em grupo. Importante contribuição para a formação, foram as 

discussões e argumentos até a escolha da abordagem. 

Durante a aplicação das aulas, nos maravilhávamos a cada descoberta realizada pelos 

alunos, sentimos a satisfação no uso de tendências e práticas da Educação Matemática que 

estudamos na disciplina do curso. 

A caracterização de uma identidade didática e pedagógica iniciou-se em cada um de 

nós que participou do projeto PROMAT, ainda haverá contribuições a serem acrescidas em 

cada um, mas as lembranças de cada ação docente praticada ficarão registradas. 

 


