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INTRODUÇÃO 

 

O presente trabalho descreve as atividades realizadas na disciplina de 

Metodologia e Prática de Ensino de Matemática – Estágio Supervisionado II, no 

projeto de ensino e extensão “PROMAT – Programa de Acesso e de 

Permanência de Estudantes da Rede Pública de Ensino em Universidades 

Públicas: um enfoque à área de Matemática”, realizado no segundo semestre do 

ano letivo de 2024.  

O PROMAT tem por objetivo oferecer, por meio de dez encontros, suporte 

para alunos do ensino médio da rede pública de ensino que tenham interesse 

em realizar a prova do Enem – Exame Nacional do Ensino Médio – e demais 

vestibulares para ingressar no Ensino Superior. Dessa forma, são abordados 

durante as aulas os conteúdos matemáticos que estão organizados no 

cronograma da seção dois deste trabalho, e que são relevantes para um bom 

desempenho nessas avaliações.  

Este trabalho é composto por uma breve descrição acerca do projeto, 

seguido de um artigo envolvendo o jogo de RPG e a Geometria Analítica, além 

do cronograma de conteúdos, planejamento e relatórios referentes aos dez 

encontros. Por fim, são feitas as considerações finais. Durante o planejamento 

das aulas, nosso objetivo foi desenvolver um trabalho diferente do que os alunos 

estão acostumados dentro do ambiente escolar, acreditando que dessa forma a 

aula poderia se tornar mais atrativa. Para isso, buscamos adotar durante os 

encontros trabalhos em grupo, apresentações em PowerPoint, materiais 

concretos e manipuláveis, jogos e dinâmica 
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SEÇÃO 1 – EXPLORANDO A GEOMETRIA ANALÍTICA 

ATRAVÉS DO RPG: UM RELATO DE EXPERIÊNCIA NO ENSINO 

DE MATEMÁTICA 

 

1.1 INTRODUÇÃO 

O presente trabalho é um relato de experiência sobre a utilização do Role 

Playing Game (RPG) em uma aula de Geometria Analítica, que ocorreu no sexto 

encontro do PROMAT.  

O trabalho será dividido da seguinte forma: um referencial teórico sobre 

aspectos do RPG e sua utilização em sala de aula, detalhes sobre o 

desenvolvimento do sistema de RPG, preparação da aula e aplicação. E 

posteriormente uma reflexão sobre seu uso. 

O desenvolvimento do sistema de RPG, foi realizado apenas por um dos 

autores do trabalho. Enquanto a aplicação do jogo foi realizada em conjunto com 

os quatro autores, portanto a aplicação e reflexão estão em outro tempo verbal. 

 

1.2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 

A tradução de RPG é Jogo de Interpretação de Papéis, ele é um jogo 

narrativo em que os participantes assumem papéis de personagens dentro de 

uma história interativa narrada por um mestre1. Segundo Machado et al. (2017), 

o RPG é descrito um jogo de contar histórias, em que os jogadores tomam 

decisões que afetam o desenrolar dos acontecimentos. 

Além de ser uma forma de entretenimento, o RPG também tem sido 

estudado como uma ferramenta pedagógica. De acordo com Machado et al. 

(2017), sua aplicação na educação começou a ser explorada na década de 1990, 

com foco no desenvolvimento de habilidades como leitura, escrita, criatividade e 

resolução de problemas. Além disso, continua que o RPG pode proporcionar um 

aprendizado diferenciado, pois incentiva a participação ativa dos alunos e 

permite que eles associem os conteúdos escolares a situações práticas. 

 
1 Em uma sessão de RPG uma pessoa deve assumir o papel de mestre, que tem a função de realizar 

a narrativa e guiar os personagens (outros jogadores) durante a aventura. Geralmente o mestre tem o 

conhecimento total da história e do que pode acontecer ou não no jogo. Já o papel dos jogadores é interpretar 

o próprio personagem e realizar ações e tomar decisões com base na narrativa do mestre. 
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A utilização do RPG no ensino de Matemática está alinhada com as 

diretrizes dos Parâmetros Curriculares Nacionais (PCNs) explica Silva (2014), 

que recomendam o uso de jogos como recurso pedagógico para tornar a 

aprendizagem mais dinâmica e interativa. De acordo com os PCNs, os jogos são 

uma forma atrativa de apresentar problemas, estimulam a criatividade na busca 

de soluções e promovem o planejamento das ações dos alunos. Além disso, 

continua Silva (2014), o RPG permite que os erros sejam corrigidos de maneira 

natural e colaborativa, incentivando o pensamento crítico e a argumentação. 

O RPG se diferencia de outros jogos educativos porque enfatiza a 

cooperação em vez da competitividade. De acordo com Spinelli (2021), ao 

contrário de jogos que focam em competição individual, o RPG incentiva os 

alunos a trabalharem em grupo, compartilhando conhecimento e desenvolvendo 

novas habilidades de forma conjunta.  

Outro ponto importante discutido por Spinelli e Silva (2021, 2014), é o 

potencial interdisciplinar do RPG. Durante um jogo, diferentes áreas do 

conhecimento podem ser exploradas simultaneamente. Isso permite que 

conceitos matemáticos sejam aplicados dentro de contextos variados, tornando 

o aprendizado mais significativo e conectado à realidade dos alunos. 

Dessa forma, é possível perceber que o RPG pode ser utilizado como uma 

metodologia ativa que une o lúdico, a cooperação e interdisciplinaridade, 

podendo ser eficaz no ensino da Matemática. Pensando nesses benefícios, este 

trabalho busca explorar a aplicação do RPG no ensino de Geometria Analítica, 

mostrando seu desenvolvimento e aplicação. 

 

1.3 DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE 

 

1.3.1 Inspiração e Ideia Inicial 

 

A ideia de utilizar o RPG para o ensino de Matemática surgiu em um 

contato anterior com um colega de classe, que desenvolveu um sistema de RPG 

para trabalhar as operações básicas. A partir desse momento fiquei fascinado 

com a ideia, e posteriormente, quando ingressei no Programa de Institucional de 

Bolsa de Iniciação à Docência (PIBID), tive a oportunidade de aplicar o RPG em 
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uma turma de sexto ano. A atividade funcionou muito bem, e desde então tive 

vontade de utilizar o RPG em sala novamente. 

Quando chegou o momento de participar do PROMAT, decidi que essa 

seria a oportunidade de trabalhar o RPG novamente. Quando tive acesso à lista 

de conteúdos que seriam trabalhados no programa, vi que o mais interessante 

para trabalhar o jogo seria Geometria Analítica, já que é possível trabalhar 

diversos conceitos dentro de um plano cartesiano. 

Assim, o primeiro passo em relação ao jogo foi decidir que seria 

trabalhado com mapas com um grid, ou malha quadriculada, para representar o 

plano cartesiano. A partir dessa base, eu iria procurar um RPG que se 

enquadrasse no que eu precisava, ou melhor ainda, desenvolver um. 

 

1.3.2 Definição dos Objetivos 

 

Já decidido que o RPG seria realmente utilizado em sala, optei em utilizá-

lo como uma ferramenta de revisão ao conteúdo do que uma introdução a novos 

conceitos. O objetivo era criar um jogo em que os alunos pudessem trabalhar de 

forma lúdica e prática conceitos que, em sua maioria, já conheciam. 

Como iriamos trabalhar em apenas um encontro, o jogo foi planejado para 

ser aplicado depois de uma revisão dos principais conceitos de Geometria 

Analítica, como distância entre dois pontos e intersecção de retas. Em seguida, 

o jogo entraria como uma forma de exercício, para aplicar os conceitos vistos 

anteriormente. 

 

1.3.3 Construção do Sistema de Regras 

 

Como não encontrei nenhum RPG já pronto que tivesse os elementos que 

eu gostaria de utilizar ou modificar, decidi criar um sistema do zero. Nesse 

momento minha criatividade foi longe, planejava desenvolver um RPG completo, 

modular, que pudesse ser comercializado, uma caixa com mapas personagens 

e livro de regras. Iniciei dessa forma, pensei em um título para o RPG, na história 

do mundo, personagens principais, mecânicas e regras. Mas tudo isso se 

mostrou muito desafiador, então decidi reduzir o escopo, e pensar somente na 

aula. 
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O primeiro passo foi decidir quais conteúdos eu gostaria de trabalhar com 

o RPG, nessa aula foram selecionados seis conceitos específicos sobre 

Geometria Analítica: Ponto Médio de um Segmento, Relações entre Retas, 

Distância entre dois Pontos, Distância de um Ponto a uma Reta, Equações de 

Reta e Interseção de Retas. 

Agora para associar esses conteúdos com o jogo, transformei cada um 

desses em habilidades que podem ser utilizadas pelos jogadores. O objetivo das 

habilidades é facilitar a jogada do aluno, permitindo que ele obtenha o resultado 

ou resposta do desafio sem precisar realizar a conta manual. Por exemplo: um 

jogador precisa resolver um enigma que solicita a distância entre dois pontos, se 

ele utilizar a habilidade correspondente e for bem-sucedido, o mestre deverá dar 

a resposta para ele. 

Além disso, existem as classes, que servem como um diferencial, para 

que cada aluno tenha liberdade de escolha e autonomia no jogo. Cada classe 

tem duas habilidades, o jogador deve escolher uma das duas. Para facilitar a 

visualização, segue abaixo um quadro com as habilidades e classes disponíveis 

no RPG.  

Tabela 1: Classes e Habilidades 

Classes Habilidade 1 Habilidade 2 

Mago dos Pontos 
Ponto de Equilíbrio (Ponto 
Médio de um Segmento) 

Geometria das Rotas 
(Relações entre Retas) 

Assassino das Retas 
Passo Longo (Distância 

entre dois Pontos) 
Visão Precisa (Distância de 

um Ponto a uma Reta) 

Arqueiro de Segmentos 
Traço Mestre (Equações de 

Reta) 
Ponto de Convergência 
(Intersecção de Retas) 

Fonte: Autores 2025. 

Além dessas habilidades outras regras foram criadas para o sistema, 

como desvantagens para cada habilidade e regras de combate. Entretanto, 

como não foram abordadas durante a aula, não estarão presentes nessa parte 

do trabalho, mas podem ser lidas no Plano de Aula 6. 

Os desafio e enigmas que os alunos encontrariam no decorrer da 

aventura, seriam revelados pelo mestre quando eles chegassem em uma 

localização específica ou encontrassem determinado Non Playable Character 
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(NPC)2. Para chegar nesses locais os jogadores podem se movimentar de forma 

livre, até cinco unidades de distância. 

 

1.3.4 Desenvolvimento do Mapa e História 

 

Outro aspecto importante para esse RPG é o mapa, para isso utilizei a 

ferramenta online Inkarnate3 para construir esses mapas. Para uma partida de 

teste, criei quatro mapas com a versão gratuita do site.  

 

Figura 1: 4 Primeiros mapas do RPG 

 

Fonte: Autores 2025. 

 

Após os testes, uma das preocupações sobre a aula foi a dificuldade dos 

demais estagiários de ‘mestrarem’ a partida, já que a maioria não tinha 

experiência com RPG. Então uma maneira mais fácil seria replicar os testes na 

sala de aula, ou seja, quatro grupos com os mesmos mapas e as mesmas 

histórias, esse método seria mais fácil e menos trabalhoso com certeza.  

 

 
2 Os NPCs ou Personagens Não Jogáveis, em tradução livre, são personagens que estão presente 

na aventura de RPG, que são ‘controlados’ ou interpretados apenas pelo mestre, eles podem ter diversas 

funções dentro de uma história, como o dono de uma taverna ou um guarda de um castelo. 
3 Inkarnate é um software online para criação de mapas, disponível em: 

https://www.inkarnate.com. 

https://www.inkarnate.com/
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Figura 2: Todos os 16 mapas do RPG 

 

Fonte: Autores 2025 

 

Esses mapas foram todos impressos em papel foto colorido, essa foi 

considerada a melhor opção, pois provavelmente vai deixar o material mais 

durável e atrativo para os alunos. Além dos mapas também foram impressos 

tokens em 3D para representar os NPCs e personagens, isso também foi 

realizado com o intuito de deixar o RPG ainda mais chamativo para os alunos. 

 

Figura 3: Token em cima do mapa impresso 
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Fonte: Autores 2025 

 

1.3.5 Testes e Ajustes 

 

O processo de testes e ajustes foi muito importante para melhorar a 

dinâmica do RPG, especialmente para que ele fosse mais dinâmico e funcional 

dentro do tempo disponível. Durante a etapa de desenvolvimento, várias ideias 

surgiram, criei até algumas regras adicionais, mas o teste prático revelou que 

nem todas essas regras eram viáveis. A primeira delas foi a movimentação, a 

princípio a movimentação era decidida pelos dados, então o jogador poderia 

andar de uma até seis casas, isso deixou o jogo muito arrastado, demorando até 

cinco turnos para atravessar um quadrante, então foi rapidamente eliminada. 

 Outra regra que foi descartada foi o combate, não por causar um 

problema na jogabilidade, mas pelo pouco tempo hábil de todos os mestres 

entenderem conseguirem a aplicá-la de uma forma fluida. Seria um aditivo 

interessante para os alunos, pois no combate os cálculos são mais dinâmicos e 

existe a motivação de derrotar o inimigo. 

 

1.3.6 Aplicação 

 

No dia anterior à aplicação do jogo, organizamos todos os mapas em uma 

chapa de metal disponível no local. Posicionamos os mapas corretamente e 

numeramos os pontos ao redor para criar um plano cartesiano. Além disso para 

preparar os estagiários para a aventura, elaborei um roteiro para cada um dos 

conjuntos de mapas, com enigmas e desafios explicados para conseguirem 

manter uma ordem no jogo. 
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Figura 4: Mapa de uma história do RPG 

 

Fonte: Autores 2025 

 

Nossa expectativa era positiva, queríamos que todos os alunos 

participassem ativamente e se envolvessem no jogo. Mas tínhamos algumas 

preocupações, o principal receio era se o tempo disponível seria suficiente ou se 

os alunos perderiam o interesse rapidamente. Um medo era que após 10 minutos 

de jogo eles se cansassem e não se envolvessem mais na atividade.  

Reservamos as duas últimas aulas para a aplicação do RPG, enquanto 

as duas primeiras foram utilizadas para revisar os conceitos matemáticos que 

seriam trabalhados. Mostramos para os alunos os conceitos de Geometria 

Analítica e deixamos as fórmulas no quadro para que pudessem ser consultadas 

durante o jogo. Antes de começar, fizemos uma breve explicação sobre RPG, 

perguntando se os alunos conheciam e contextualizando as regras do jogo. Cada 

estagiário ficou responsável por ‘mestrar’ uma mesa, conduzindo a narrativa e 

os desafios. 

Nos primeiros 10 a 15 minutos, o jogo foi um pouco travado. A maioria dos 

alunos não sabia como interagir com o mundo e interpretar os personagens, e 

apenas alguns que já tinham experiência com RPG tiveram mais facilidade. Até 

mesmo os mestres tiveram dificuldades iniciais para guiar os alunos. No entanto, 

conforme o jogo avançava, os participantes foram se soltando e se envolvendo 

mais na narrativa. Eles começaram a questionar o mestre sobre o ambiente ao 



17 

 

redor, perguntando, por exemplo, ‘O que eu enxergo?’ ou ‘O que eu posso 

fazer?’ Possibilitando assim que os mestres narrassem as situações, como a 

presença de uma porta com cadeado ou um objeto brilhante enterrado na areia. 

 

Figura 5: Alunos jogando o RPG 

 

Fonte: Autores 2025 

 

A atividade ocorreu sem nenhum tipo de problema, os roteiros ajudaram 

bastante no desenvolvimento da aventura. Foi possível perceber se os alunos 

haviam entendido os conceitos trabalhados em sala, e principalmente a 

participação ativa deles. O papel milimetrado ajudou, visto que muitos deles 

construíram planos cartesianos para representar os pontos e as retas. 

 

1.4 ANÁLISE E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

 

Os objetivos do projeto estavam diretamente ligados às expectativas que 

tínhamos ao planejar o RPG. A principal expectativa era que o jogo fosse bem-

sucedido quanto a participação dos alunos e que durasse o tempo previsto. 

Felizmente, essas expectativas foram atendidas, os alunos se envolveram de 
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maneira significativa e participaram ativamente da aventura, o que gerou um 

ambiente muito positivo durante o RPG. 

Além disso, o roteiro se mostrou bastante útil, pois a sequência de 

desafios, a utilização das habilidades, cálculos e até a chegada no tesouro, fluiu 

conforme o esperado. Um ponto importante que foi validado pelos testes 

realizados antes da aplicação foi a escolha de não utilizar os dados para a 

movimentação. Se tivéssemos seguido com essa ideia, poderia ter se tornado 

maçante e demorado, prejudicando a atividade. 

Para obter um feedback dos alunos, criamos um formulário e enviamos 

para os alunos após a aula. Infelizmente apenas 7 dos 15 participantes do dia 

responderam as questões, mas já serviu para ter uma base de como ocorreu o 

jogo. 

Essa primeira pergunta apenas um aluno constatou que já havia jogado, 

mas em sala, três alunos disseram ter familiaridade com o RPG. 

 

Figura 6: Pergunta 1 do formulário 

 

Fonte: Autores 2025 

 

Na pergunta seguinte a escala era 1 ruim e 5 ótimos. 
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Figura 7: Pergunta 2 do formulário 

 

Fonte: Autores 2025 

 

Nas duas próximas perguntas a escala era 1 para muito fácil e 5 para 

muito difícil. 

Figura 8: Pergunta 3 do formulário 

 

Fonte: Autores 2025 
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Figura 9: Pergunta 4 do formulário 

 

Fonte: Autores 2025 

 

Figura 10: Pergunta 5 do formulário 

 

Fonte: Autores 2025 

 

Figura 11: Pergunta 6 do formulário 

 

Fonte: Autores 2025 
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Figura 12: Pergunta 7 do formulário 

 

Fonte: Autores 2025 

 

 

O questionário foi útil para refletir a opinião dos alunos quanto ao jogo. Foi 

possível ver que alguns alunos esperavam um combate ao longo do jogo, seria 

realmente interessante. 

 

1.5 CONCLUSÃO 

 

A aplicação do RPG no ensino de Matemática mostrou ser uma estratégia 

eficaz para promover a participação ativa dos alunos. A experiência serviu para 

percebermos que ao integrar a Geometria Analítica com a narrativa do jogo, foi 

útil para os alunos revisarem os conceitos e se engajarem na resolução dos 

desafios. Além disso, o RPG possibilitou um ambiente de aprendizado no qual 

os alunos conseguiram explorar estratégias de resolução, trabalhar em conjunto 

e aplicar os conteúdos matemáticos de forma contextualizada. 

Apesar dos desafios enfrentados na criação e aplicação do jogo, como 

ajustes nas mecânicas e planejamento prévio, os resultados foram positivos e 

mostram que RPG pode ser usado em outras áreas da Matemática e até outras 

disciplinas. A perspectiva ainda é aprimorar esse sistema de RPG para trabalhos 

futuros, como novas mecânicas, combate e uma história do mundo para deixar 

o jogo mais atrativo e enriquecedor. 
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Portanto, este trabalho reforça a importância de metodologias ativas no 

ensino, mostrando que o RPG pode ser uma ferramenta pedagógica 

interessante para tornar o aprendizado da Matemática mais envolvente e 

significativo para os alunos. 
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SEÇÃO 2 – CRONOGRAMA 

Apresentamos abaixo, por meio de um quadro, o cronograma do projeto. 

 

Tabela 2 - Cronograma do PROMAT 2024 

Encontro Data Conteúdo 

1 24/08 Análise Combinatória 

2 31/08 Probabilidade e Estatística 

3 14/09 Matrizes e Determinantes 

4 21/09 Sistemas de Equações 

Lineares 

5 28/09 Sistemas Lineares 

6 05/10 Geometria Analítica 

7 26/10 Trigonometria 

8 09/11 Trigonometria 

9 23/11 Funções Trigonométricas 

10 30/11 Gincana  

Fonte: Produzido pelos autores. 2024 
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SEÇÃO 3 - PROMAT 

 

O PROMAT se trata de um projeto, realizado na forma de curso 

preparatório gratuito oferecido pela Universidade Estadual do Oeste do Paraná 

e desenvolvido pelo Colegiado do Curso de Licenciatura plena em Matemática 

do campus de Cascavel.  

O curso tem como público-alvo alunos da rede pública de ensino que 

buscam ingressar no Ensino Superior. Por isso, são abordados durante os 

encontros conteúdos matemáticos do Ensino Médio que estão presentes no 

Enem e em outros vestibulares. Quando há vagas disponíveis, são ofertadas 

para qualquer pessoa interessada em aprender Matemática, inclusive 

acadêmicos.  

O programa ocorre nas dependências do campus de Cascavel da 

UNIOESTE e tem duração de dez encontros. Os encontros acontecem aos 

sábados no período da manhã, com duração de aproximadamente três horas e 

quarenta minutos, das 8:00 às 11:40, com um intervalo de vinte minutos para o 

lanche.  

Ao final do curso, os alunos com frequência maior ou igual a 70% recebem 

um certificado de participação. As aulas são planejadas com o intuito de romper 

com a cultura da memorização e do paradigma do exercício das escolas 

tradicionais. Logo, priorizamos o uso de jogos, dinâmicas e atividades 

diferenciadas no ambiente de ensino. Ademais, acreditamos que tais tecnologias 

são ferramentais poderosas para facilitar a aprendizagem.  
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3.1 AULA 01 (24/08) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 

Plano de Aula 

Público-Alvo:  

Alunos do segundo e terceiro ano do Ensino Médio, e alunos do primeiro ano de 

Licenciatura em Matemática da Unioeste. 

Tempo de execução: 1 encontro de 4 horas.  

Conteúdo: Análise Combinatória 

Objetivo Geral: Compreender os conceitos fundamentais da Análise 

Combinatória e aplicá-los em resoluções de problemas. 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com o conteúdo de Análise Combinatória, objetiva-se que o aluno 

seja capaz de: 

• Reconhecer os princípios da contagem; 

• Aplicar o fatorial em vários contextos; 

• Aprender e entender os conceitos de agrupamentos (arranjo, permutação e 

combinação) 

• Resolver exercícios que envolvem arranjos, permutações e combinações 

simples. 

 

Recursos Didáticos: Quadro, giz, computador, projetor de slides, bilhetes da 

Megasena, novelo de lã, violão, material de consulta para os alunos e listas de 

exercícios. 

 

Encaminhamento metodológico:  

 

Apresentação do PROMAT e dos estagiários (10 min): 

 

Primeiramente, iremos nos apresentar dizendo o nosso nome, em seguida, 

explicaremos que o PROMAT é um Projeto de Ensino Institucional do Colegiado 

do Curso de Licenciatura em Matemática da Universidade Estadual do Oeste do 

Paraná. Esse curso oferece aos alunos da rede pública a oportunidade de 

estudar o conteúdo do Ensino Básico em aulas ministradas por alunos do curso 
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de graduação em Licenciatura de Matemática, com o objetivo de preparação 

para vestibulares, concursos e o Exame Nacional do Ensino Médio – Enem. 

 Ao longo de dez encontros iremos trabalhar conteúdos de análise combinatória, 

probabilidade e estatística, matrizes e determinante, sistemas lineares, 

geometria analítica, trigonometria e funções trigonométricas. 

 

Dinâmica de apresentação dos alunos (35 min): 

 

Afastaremos as carteiras e pediremos que os alunos formem um círculo no meio 

da sala, com um novelo na mão a primeira pessoa diz seu nome, sua idade, 

cidade onde mora e qual curso deseja fazer. Na sequência, escolherá uma 

pessoa aleatória e lançará o novelo segurando a ponta do barbante, a pessoa 

que receber o novelo se apresentará da mesma forma, segurando a ponta do 

barbante e lançando o novelo para outra, até todos se apresentem. Quando 

todos terminarem, o barbante formará uma trama, onde todos estarão 

conectados. A ideia é que o novelo faça o caminho contrário, mas desta vez, a 

pessoa deverá lembrar ao menos uma informação do colega que está 

conectado. Com essa atividade buscamos que o ambiente fique mais 

descontraído e que os estudantes se sintam à vontade. Após a dinâmica, 

enquanto arrumamos as carteiras, um estagiário passará uma folha para os 

alunos anotarem o nome e telefone para a criação de um grupo de WhatsApp. A 

finalidade do grupo será de tirar algumas dúvidas, enviar os slides do dia, bem 

como resolução de exercícios, reforçaremos que a participação não será 

obrigatória. Assim, com todos acomodados em seus lugares, começaremos com 

o conteúdo. 

 

Início do conteúdo (80 min): 

 

• Princípio fundamental da contagem: 
 

Iniciaremos a aula perguntando aos alunos sobre o que lembram de análise 

combinatória, nesta conversa destacaremos que a análise combinatória é a área 

da matemática que estuda a quantidade de agrupamentos que podem ser 

formados a partir de um conjunto de valores. E que nesta aula, trabalharemos 
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os conteúdos como princípio fundamental da contagem, fatorial, arranjo simples, 

permutação simples e combinação simples. 

Explicaremos que a contagem está presente em todos os ramos de atuação, 

mas nem sempre é um processo tão simples, com ela podemos responder 

perguntas como: 

➢ Nesta sala de “40 alunos”, quantas são as possíveis escolhas de 

dois representantes? 

➢ De quantas maneiras diferentes você pode escolher seis números 

para jogar na Megasena? 

➢ Quantas placas diferentes de automóveis, formados por quatro 

letras e três algarismos, podem existir? 

Para perguntas como estas, contar uma a uma as possibilidades é inviável, então 

precisamos estabelecer métodos de contagem que nos ajudem, sendo o 

Princípio Fundamental da Contagem (PFC) um deles. Em seguida, vamos 

passar um slide com a definição de PFC, para depois do intervalo realizarmos 

dois exercícios. 

Slides 

Definição – Princípio Fundamental da Contagem (PFC) 

Se um experimento 𝐴 pode apresentar 𝑥 resultados e um experimento 𝐵 pode 

apresentar 𝑦 resultados distintos, então o número de resultados distintos que 

o experimento composto de 𝐴 e 𝐵 pode apresentar, nesta ordem, é dado pelo 

produto  𝑥∗𝑦 

 

Exemplos 

1. Sara e Geovana foram a uma lanchonete para cada uma delas 

tomar um suco e comer um lanche. Verificaram no cardápio que podiam 

escolher três tipos de suco (laranja, acerola e goiaba) e dois tipos de 

lanche (pastel e misto). De quantos modos elas poderão escolher um 

suco e um lanche? 

2. Em uma turma com 30 alunos, dois alunos serão escolhidos para 

assumir os cargos de representantes de sala e vice. De quantas 

maneiras distintas essa dupla poderá ser formada? 

3. Quantos anagramas possui a palavra amor?  
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Resolução dos Exemplos: 

I.Podemos pensar em resolver por meio da árvore de possibilidades. Onde 

para cada tipo de suco, teremos duas opções de lanche. Desta forma, ao 

fazer a contagem, percebemos que serão 6 formas de escolher 1 suco e 1 

lanche. 

Tabela 3 - Escolha do Lanche 

Laranja Pastel 

 Misto 

Acerola Pastel 

 Misto 

Goiaba Pastel 

 Misto 

Fonte: Os autores. 2024 

No entanto, podemos escolher resolver usando o princípio multiplicativo, 

ou princípio fundamental da contagem (PFC) 

Quantas possibilidades temos para escolher suco? 3, quantas 

possibilidades temos para escolher lanche? 2, então pelo (PFC) temos 2∗

3=6 

II.Primeiro devemos pensar em quem será o representante e quem será o 

vice representante. Se a sala tem 30 alunos para escolher o representante 

temos 30 possibilidades. E para escolher o vice representante, não teremos 

mais 30 possibilidades, mas sim 29, pois o representante já foi escolhido. 

Desta forma, pelo (PFC) temos 30∗29=870 possibilidades. 

III.Anagramas são formas diferentes de escrever uma palavra, apenas 

trocando as letras de posição. Como a palavra amor não possui letras 

repetidas basta fazer o fatorial da quantidade de letras. __    __    __    __ na 

primeira casa, podemos escrever qualquer letra, e temos 4 possibilidades, 

na terceira casa, teremos 3 possibilidades, na segunda duas, e na última 

casa, uma possibilidade. 

 

 

• Fatorial: 
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Na sequência vamos apresentar a notação do Fatorial, comentando que na 

análise combinatória a multiplicação de números naturais consecutivos é muito 

frequente, com algumas dessas multiplicações envolvendo muitos fatores. Para 

simplificar expressões e apresentar resoluções extensas de modo mais 

abreviado, é adotado o símbolo 𝑛!, que indica o produto dos 𝑛 números naturais 

consecutivos. 

Slides 

Definição de Fatorial 

Seja 𝑛 um número natural, com 𝑛≥2. Define-se o Fatorial de 𝑛, representado 

por 𝑛! como o produto dos números naturais consecutivos 𝑛,𝑛−1,𝑛−

2,…,3,2,1. Isto é 𝑛!=𝑛∗(𝑛−1)! 

Casos especiais: 1!=1 e 0!=1 

 

Exemplos 

a) 
7!

4!
     

b) 
7!

3!4!
      

c) 5!−3!                            

 

Resolução dos exemplos:  

I.
7∗6∗5∗4!

4!
=210 

II.
7∗6∗5∗4!

3∗2∗1 4!
=
210

6
=35 

III.(5∗4∗3∗2∗1) − (3∗2∗1)=120 − 6=114 

 

Arranjo Simples: 

• Observe que vamos agrupar 3 professores e a ordem da posição do professor 

altera a equipe. (Por exemplo professor A como diretor, professor B como vice e 

professor C como coordenador, é diferente de Professor B como diretor, 

Professor C como vice e Professor A como coordenador.) 

Exemplo 1.  Uma escola possui 18 professores. Entre eles, serão 

escolhidos: um diretor, um vice-diretor e um coordenador. Quantas são as 

possibilidades de escolha? 
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Tabela 4 - Exemplo dos professores 

Cargo Diretor Vice-diretor Coordenador 

Possibilidades 18 17 16 

Fonte: Os autores. 2024 

Logo as possibilidades são: 18 x 17 x 16 = 4896 

Vamos estudar mais 2 casos: 

 

Os algarismos são: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 (10 elementos) 

Tabela 5 - OS Algarismos 

0 01 

 02 

 03 

 04 

 05 

 06 

 07 

 08 

 09 

Fonte: Os autores 

Para 0 na dezena temos 9 elementos, como existe mais 9 algarismos para a 

opção da dezena, usando o Princípio Fundamental da Contagem, temos: 

10 dígitos na dezena x 9 possibilidades = 90 números distintos. 

Tabela 6 - Os quatro atletas 

1° lugar 2° lugar 3° lugar 

Huguinho Zezinho Luizinho 

  Donald 

Caso 1: Quantos números de dois algarismos (elementos) distintos 

podemos formar? 

 

Caso 2: Quatro atletas, Huguinho (H), Zezinho (Z), Luizinho (L), Donald 

(D) disputam uma corrida. Quantas são as possibilidades de chegada para os 

três primeiros lugares? 
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 Luizinho Zezinho 

  Donald 

 Donald Zezinho 

  Luizinho 

Fonte: Os autores. 2024 

Quando Huguinho está em 1º lugar, contamos 6 opções. Como existe outros 

atletas (Zezinho, Luizinho, Donald), usamos o Princípio Fundamental da 

Contagem: 4 𝑥 6 = 24  

Ou Temos 4 opções para 1 lugar x 3 opções para 2 lugar e 2 opções para 3 

lugar. 4 𝑥 3 𝑥 2 = 24 

Obs.: a ordem altera, isto é, Huguinho em 1 lugar é diferente de Huguinho estar 

em 2 lugar. 

Este agrupamento é conhecido de Arranjo. 

 

• Permutação: 
 

O que acontece quando fazemos um arranjo que tem o mesmo número de 

elementos e possibilidades? 

 

𝐴𝑟𝑟𝑎𝑛𝑗𝑜=𝐴𝑛,𝑝=
𝑛!

(𝑛−𝑝)!
 

 

Definição: 

Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-se permutação dos n 

elementos a todo arranjo desses n elementos tomados n a n. O número total de 

permutações de n elementos, indicado por 𝑃𝑛, é dado por:  

                       𝐴𝑛,𝑛=
𝑛!

(𝑛−𝑛)!
=
𝑛!

0!
=𝑛!⇒𝑃𝑛=𝑛! 

A permutação é um caso particular de arranjo, pois, dado um conjunto com n 

elementos distintos, selecionamos exatamente n elementos para formar a 

sequência ordenada. 

 

Exemplo 1:  Quantos anagramas a palavra UNO possui? 

Um anagrama da palavra UNO é qualquer permutação das letras U, N e O de 
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modo que se forme uma palavra com ou sem sentido. Temos:  

UNO, UON, NUO, NOU, OUN, ONU. 

 

Apesar de termos feito manualmente poderíamos apenas ter calculado através 

da fórmula, temos um arranjo de três elementos para formar uma sequência 

ordenada, logo: 

𝑃3 =3!            = 3 𝑥 2 𝑥 1 = 6 

No total a palavra UNO tem 6 anagramas distintos. 

 

Exemplo 2:  Quantos anagramas a palavra OVO possui? 

Um anagrama da palavra UNO é qualquer permutação das letras U, N e O de 

modo que se forme uma palavra com ou sem sentido. Temos:  

OVO, OVO, VOO, VOO, OOV, OOV. 

Repare que de fato temos apenas os anagramas OVO, VOO e OOV. 

Para calcular uma permutação que tem elementos iguais devemos usar a 

seguinte formula:  

                                               𝑃𝑛
𝑘1,𝑘2,…𝑘𝑖=

𝑛!

𝑘1!⋅𝑘2!⋅…⋅𝑘𝑖!
  

 

Em que k é quantas vezes cada elemento se repete, logo para calcularmos 

quantos anagramas possui a palavra OVO temos: 

                                                    𝑃3
2=

3!

2!
=
6

2
=3 

No total a palavra OVO tem 3 anagramas distintos. 

 

Exemplo 3: Ana, Eva, Ian, Lia e Max precisam formar uma fila única para receber 

o salário, de quantas maneiras essas cinco pessoas podem ser dispostas em fila 

indiana? 

 Cada maneira de compor a fila é uma permutação das cinco pessoas, pois 

qualquer fila obtida é uma sequência ordenada na qual comparecem sempre as 

cinco pessoas. 

Assim, o resultado procurado é 𝑃5     = 5! =120. 

Agora, quantas filas podem ser compostas começando por Ian ou Eva? Vejamos: 

  

A 1ª posição da fila pode ser escolhida de duas maneiras (pois tanto Ian como 
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Eva podem iniciá-la). Definido o início da fila, restarão sempre quatro lugares 

para serem preenchidos pelas quatro pessoas restantes, num total de 𝑃4     =

 4! = 24 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠. 

  

Pelo PFC, o resultado procurado é 2 𝑥 24 = 48. 

 

• Combinação Simples: 
 

Exemplo: Um pizzaiolo tem alguns ingredientes disponíveis para fazer pizzas 

nos seguintes sabores: atum (A), queijo (Q), calabresa (C), milho (M) e 

portuguesa (P). Quantas são as possibilidades de pizzas que podem ser feitas 

com três sabores diferentes? 

Nessa situação, existe diferença entre as pizzas com os sabores de queijo, 

calabresa e milho {Q, C, M} e a de calabresa, milho e queijo {C, M, Q}? Podemos 

perceber que a ordens dos ingredientes não interfere no sabor final da pizza. 

Para encontrar quantas pizzas diferentes são formadas podemos obter os 

agrupamentos não ordenados de três sabores dos cinco disponíveis: 

 {A, Q, C} {A, Q, M} {A, Q, P} {A, C, P} {A, C, P} 

 {A, M, P} {Q, C, M} {Q, C, P} {Q, M, P} {C, M, P} 

Esses agrupamentos se diferenciam pelos elementos e não a ordem deles. Cada 

uma dessas possibilidades é uma combinação de 5 sabores tomados 3 a 3, que 

é indicado por 𝐶5,3. Como temos 10 combinações no total, então 𝐶5,3=10. 

Se permutarmos os 3 elementos de um dos conjuntos obtemos 6 arranjos, ou 

seja, 3!. Por exemplo a combinação {A, Q, C}, temos os arranjos: (A, Q, C), (A, 

C, Q), (Q, A, C), (Q, C, A), (C, A, Q) e (C, Q, A). 

Então, sabendo disso, multiplicando o número de combinações de 5 elementos 

tomados 3 a 3, obtemos o número de arranjos de 5 elementos tomados 3 a 3, ou 

seja: 

𝐶5,3.3!=𝐴5,3 

Slides 

Combinação Simples 

Combinação simples de 𝑛 elementos distintos, tomados 𝑝 a 𝑝, com 𝑛 ≥ 𝑛, é 

todo subconjunto ou agrupamento não ordenado formado por 𝑝 elementos 
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escolhidos entre os 𝑛 elementos dados. 

A quantidade total de subconjuntos é indicada por 𝐶𝑛,𝑝, 𝐶𝑛
𝑝
 ou (𝑛

𝑝
), e calculada 

por: 

𝐶𝑛,𝑝=
𝑛!

𝑝!(𝑛−𝑝)!
 ou 𝐶𝑛,𝑝=

𝐴𝑛,𝑝

𝑝!
 

  

 

 

Intervalo (20 min): 

 

Jogo - A loteria (40 min): 

 

Regras do jogo: 

• De maneira individual, cada aluno receberá uma cartela (Megasena).  

• Os alunos deverão preencher em uma cartela o total de 6 números. 

• Em seguida, irão preencher mais 9 números, totalizando 15 números.  

• Por fim, deverão preencher outros 5 números, totalizando 20 números.  

 

Modo de Jogar: 

 

Serão sorteados seis números através do simulador online da Megasena em um 

total de três rodadas, vencerá cada rodada o detentor da cartela que tiver seis 

números sorteados ou aquela que chegar mais próximo dessa quantidade, caso 

haja empate os ganhadores deverão dividir o prêmio. Na sequência 

trabalharemos com as seguintes atividades, que retomarão o jogo 

(entregaremos a folha impressa e daremos 15 min para tentarem resolver, após 

este tempo, resolveremos as atividades no quadro). 

 

Atividade 1 – Combinações da primeira marcação: 

a) Sabendo que a Megasena consiste no sorteio de 6 números 

distintos escolhidos ao acaso entre os números 1 a 60, calcule de 

quantos modos possíveis pode ocorrer o resultado de um sorteio da 

Megasena. 
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Resolução proposta:    𝐶(60,6)=
60!

6!(60−6)!
=50.063.860 

 

b) Agora calcule de quantas maneiras possíveis podemos combinar 5 

números com uma aposta simples (6 números). 

 

Resolução proposta: Para formar uma quina com uma aposta de 6 números, 

temos que fazer a combinação dos 6 números tomados 5 a 5 e o sexto número 

pode ser qualquer um dos 54 que não foram apostados, ou seja, a combinação 

dos 54 números tomados 1 a 1. 

 𝐶(6,5)∗𝐶(54,1)=
6!

5!(6−5)!
∗

54!

1!(54−1)!
=
6!

5!1!
∗
54!

1!53!
=324 

c) Calcule de quantas maneiras possíveis podemos combinar 4 

números com uma aposta simples (6 números) 

 

Resolução proposta: Para formar uma quadra com uma aposta de 6 números, 

temos que fazer a combinação dos 6 números tomados 4 a 4 e o quinto e sexto 

número podem ser qualquer um dos 54 que não foram apostados, ou seja, a 

combinação dos 54 números tomados 2 a 2. 

𝐶(6,4)∗𝐶(54,2)= 
6!

4!(6−4)!
∗

54!

2!(54−2)!
=
6!

4!2!
∗
54!

2!52!
=15∗1441=21465 

 

Atividade 2 – Combinações na segunda marcação: 

 

a) Suponhamos que um empresário resolvesse fazer uma aposta de 

15 números. De quantas maneiras podemos combinar 6 números com 

uma aposta de 15 números?  

Resolução proposta: 

  𝐶(15,6)=
15!

6!(15−6)!
=
15!

6!9!
=
15∗14∗13∗12∗11∗10∗9!

6!9!
=
3.603.600

720
=5.005 

 

b) De quantas maneiras podemos combinar 5 números com uma 

aposta de 15 números?  
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Resolução proposta: Para formar uma quina com uma aposta de 15 números, 

temos que fazer a combinação dos 15 números tomados 5 a 5 e o sexto número 

pode ser qualquer um dos 45 que não foram apostados, ou seja, a combinação 

dos 45 números tomados 1 a 1. 

𝐶(15,5)∗𝐶(45,1)=
15!

5!(15−5)!
∗

45!

1!(45−1)!
=
15!

5!10!
∗
45!

44!

=
15∗14∗13∗12∗11

5∗4∗3∗2∗1
∗45=135.135 

 

c) Calcule de quantas maneiras podemos combinar 4 números com 

uma aposta de 15 números? 

 Resolução proposta: Para formar uma quadra com uma aposta de 15 números, 

temos que fazer a combinação dos 15 números tomados 4 a 4 e o quinto e o 

sexto número pode ser qualquer um dos 45 que não foram apostados, ou seja, 

a combinação dos 45 números tomados 2 a 2. 

𝐶(15,4)∗𝐶(45,2)=
15!

4!(15−4)!
∗

45!

2!(45−2)!
=
15!

4!11!
∗
45!

2!43!

=
15∗14∗13∗12

4∗3∗2∗1
∗
45∗44

2
=1.365∗990=1.351.350 

 

Atividade 3 – Combinações na última marcação: 

 

a) Supondo que seja permitido apostar no máximo em 20 números e 

que um apostador deseja apostar em 18 números. De quantas maneiras 

podemos combinar 6 números com uma aposta de 18 números? 

Resolução proposta:  𝐶(18,6)=
18!

6!(18−6)!
=
18!

6!12!
=
18∗17∗16∗15∗14∗13

6∗5∗4∗3∗2∗1
=

3∗17∗4∗3∗7∗13

3
=18.564 

 

Momento da Música: (15 min) 

Para deixar o ambiente mais descontraído e ajudar na memorização dos 

conceitos estudados (arranjo ou combinação, paródia), os estagiários irão cantar 

a música, motivando os alunos a cantarem também. O link com a letra da música 

e melodia estará disponível nas referências. 
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Exercícios de Análise Combinatória: 

1) De quantas maneiras diferentes, uma pessoa pode se vestir tendo 6 

camisas e 4 calças? 

2) Uma lanchonete tem uma promoção de combo com preço reduzido em 

que o cliente pode escolher 4 tipos diferentes de sanduíches, 3 tipos de 

bebida e 2 tipos de sobremesa. Quantos combos diferentes os clientes 

podem montar? 

3) A família de Carlos é formada por 5 pessoas: ele, sua esposa Ana e mais 

3 filhos, que são Carla, Vanessa e Tiago. Eles desejam tirar uma foto da 

família para enviar como presente ao avô materno das crianças. 

Determine o número de possibilidades de os membros da família poderem 

se organizar para tirar a foto e de quantas formas possíveis Carlos e Ana 

podem ficar lado a lado. 

4) Uma equipe de trabalho é formada por 6 mulheres e 5 homens. Eles 

pretendem se organizar em grupo de 6 pessoas, com 4 mulheres e 2 

homens, para compor uma comissão. Quantas comissões podem ser 

formadas? 

5) (Enem/2012) O diretor de uma escola convidou os 280 alunos de terceiro 

ano a participarem de uma brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e 

6 personagens numa casa de 9 cômodos; um dos personagens esconde 

um dos objetos em um dos cômodos da casa. O objetivo da brincadeira é 

adivinhar qual objeto foi escondido por qual personagem e em qual 

cômodo da casa o objeto foi escondido. Todos os alunos decidiram 

participar. A cada vez um aluno é sorteado e dá a sua resposta. As 

respostas devem ser sempre distintas das anteriores, e um mesmo aluno 

não pode ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver 

correta, ele é declarado vencedor e a brincadeira é encerrada. O diretor 

sabe que algum aluno acertará a resposta porque há alunos a mais do 

que possíveis respostas distintas. Quantos são os alunos a mais? 

6) (ESCCAI) Sabendo que 𝐴𝑥,3 = 6𝐶𝑥,𝑥−2 então qual é o valor de x? 

7) (UF-PA) Qual o valor de x, sabendo-se que 𝐶𝑥,2 = 6𝑥 ? 

8) (Enem) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama 

exclusivamente com as sete letras que compõem o seu nome, antes do 



38 

 

símbolo @. O e-mail terá a forma *******@site.com.br e será de tal modo 

que as três letras “edu” apareçam sempre juntas e exatamente nessa 

ordem. Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br já foi criado por outro 

usuário e que qualquer outro agrupamento das letras do seu nome forma 

um e-mail que ainda não foi cadastrado. De quantas maneiras Eduardo 

pode criar um e-mail desejado? 

9) (Enem) Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem 

“TOM MARVOLO RIDDLE” gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT”. 

Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I AM 

POTTER”, de tal forma que as vogais e consoantes aparecessem sempre 

intercaladas, e sem considerar o espaçamento entre as letras. Nessas 

condições, o número de anagramas formados é dado por: 

10) (Enem) Um cliente de uma videolocadora tem o hábito de alugar dois 

filmes por vez. Quando os devolve, sempre pega outros dois filmes e 

assim sucessivamente. Ele soube que a videolocadora recebeu alguns 

lançamentos, sendo 8 filmes de ação, 5 de comédia e 3 de drama, e, por 

isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos esses 16 lançamentos. 

Inicialmente alugará, em cada vez, um filme de ação e um de comédia. 

Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugará um 

filme de ação e um de drama, até que todos os lançamentos sejam vistos 

e sem que nenhum filme seja repetido. De quantas formas distintas a 

estratégia desse cliente poderá ser posta em prática? (obs. indique como 

seria a expressão, não sendo necessário resolver os fatoriais). 

 

Apêndice - Resolução dos exercícios. 

1. Para solucionar esta questão, devemos utilizar o princípio fundamental da 

contagem e multiplicar o número de opções entre as escolhas 

apresentadas. Temos: 6⋅4 = 24 maneiras diferentes. Portanto, com 6 

camisas e 4 calças uma pessoa pode se vestir de 24 maneiras diferentes. 

2. Usando o princípio fundamental da contagem, multiplicamos o número de 

opções entre as escolhas apresentadas. Assim: 4⋅3⋅2 = 24 combos 

diferentes. Portanto, os clientes podem montar 24 combos diferentes. 

3. O número de possibilidades dos membros da família se organizarem para 

tirar a foto. Cada forma de dispor as 5 pessoas lado a lado corresponde a 

mailto:*******@site.com.br
mailto:eduardo@site.com.br
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uma permutação dessas 5 pessoas, uma vez que a sequência é formada 

por todos os membros da família. O número de posições possíveis é: 𝑃5=

5!=5⋅4⋅3⋅2⋅1=120  

Portanto, há 120 possibilidades de foto com os 5 membros da família. 

Para que Carlos e Ana apareçam juntos (lado a lado), podemos 

considerá-los como uma única pessoa que irá permutar com as outras 

três, num total de 24 possibilidades. 𝑃4=4!=4⋅3⋅2⋅1=24  

Porém, para cada uma dessas 24 possibilidades, Carlos e Ana podem 

trocar de lugar entre si, de 2 maneiras distintas. 𝑃2=2!=2⋅1=2  

Assim, o cálculo para encontrar o resultado é: 𝑃4∗𝑃2=24∗2=48. 

Sendo assim, existem 48 possibilidades de Carlos e Ana tirarem a foto 

lado a lado. 

4. Para formar a comissão deve-se escolher 4 das 6 mulheres (𝐶6,4) e 2 dos 

5 homens (𝐶5,2). Pelo princípio fundamental da contagem multiplicamos 

estes números: 

𝐶6,4⋅𝐶5,2=
6!

4!(6−4)!
⋅

5!

2!(5−2)!
 →𝐶6,4⋅𝐶5,2=

6!

4!⋅2!
⋅
5!

2!⋅3!
 →𝐶6,4⋅𝐶5,2=

6⋅5

2⋅1
⋅

5⋅4

2⋅1
 →𝐶6,4⋅𝐶5,2=

30

2
⋅
20

2
 →𝐶6,4⋅𝐶5,2=15⋅10 → 𝐶6,4⋅𝐶5,2=150. 

Assim, podem ser formadas 150 comissões com 6 pessoas e com, 

exatamente, 4 mulheres e 2 homens. 

5. De acordo com o enunciado, existem 5 objetos e 6 personagens numa 

casa de 9 cômodos. Para resolver a questão devemos utilizar o princípio 

fundamental da contagem, pois o evento é composto por n etapas 

sucessivas e independentes. Portanto, devemos multiplicar as opções 

para encontrar o número de escolhas. 5⋅6⋅9=270  

Sendo assim, há 270 possibilidades de um personagem escolher um 

objeto e esconder em um cômodo da casa. Como a resposta de cada 

aluno deve ser diferente dos demais, sabe-se que um dos alunos acertou, 

pois o número de alunos (280) é maior que o número de possibilidades 

(270), ou seja, há 10 alunos a mais do que possíveis respostas distintas. 

6. Usando as fórmulas temos: 

𝑥!/(𝑥−3)! = 6 ⋅ 𝑥!/((𝑥−2)! ⋅ (𝑥−(𝑥−2))! 

Dividindo as duas expressões por 𝑥! temos: 
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1

(𝑥−3)!
= 6∗

1

(𝑥−2)! ⋅ (𝑥−(𝑥−2))!
 

Multiplicando as duas expressões por (𝑥−2)! temos: 

(𝑥−2)!

(𝑥−3)!
= 6∗

1

(𝑥−(𝑥−2))!
 

Abrindo o fatorial (𝑥−2)! E resolvendo (𝑥−(𝑥−2) temos: 

(𝑥−2)⋅(𝑥−3)!/(𝑥−3)! = 6 /(2))! 

Simplificando e resolvendo chegamos a: 

𝑥−2 = 3 → 𝑥 = 3+2 = 5 

7. Substituindo na equação dada, obtemos:  

𝑥!/(2!⋅(𝑥−2)!)=6𝑥 

Multiplicando ambos os lados por 2 para eliminar o denominador, temos: 

𝑥!

(𝑥−2)!
=12𝑥 

abrindo o fatorial:  

𝑥 ∗ (𝑥−1) ∗ (𝑥−2)!/(𝑥−2)!=12𝑥 

Simplificando a equação:  

𝑥 ⋅ (𝑥−1) =12𝑥 →(𝑥2)−𝑥−12𝑥 = 0 

Assim temos:  

(𝑥2)−13𝑥 = 𝑥⋅(𝑥−13)=0  

𝑥(𝑥−13)=0 

Logo encontramos 𝑥=0 ou 𝑥=13,  

O valor 𝑥=0 não é válido porque a combinação requer que x seja pelo 

menos 2. Com 𝑥=0, não há elementos suficientes para escolher 2, então 

a combinação não é definida. Por isso, 𝑥 deve ser um número maior ou 

igual a 2 para que a fórmula faça sentido. Portanto 𝑥=13. 

8. Sabemos que o nome Eduardo possui 7 letras. Entretanto, como edu 

sempre ficará junto, ordenaremos edu, a, r, d, o, ou seja, 5 elementos. O 

número de possibilidades então é calculado pelo fatorial de 5. 

5! = 120 

Sabemos que o e-mail eduardo@site.com.br já foi escolhido, então 

subtraindo 1 encontraremos o número de e-mails possíveis: 

120 – 1 = 119. 

mailto:eduardo@site.com.br
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9. Podemos observar que existem 4 vogais, A, E, I, O. Além disso, há 5 

consoantes, M, P, T, T, R. Como serão intercalados uma consoante e uma 

vogal, escolheremos a ordem das vogais e à parte a ordem das 

consoantes. Como são 4 vogais e sem repetição, o número de maneiras 

distintas que podemos ordenar as vogais é igual ao fatorial de 4, ou seja, 

4! Como são 5 consoantes, com uma repetição, o número de maneiras 

distintas que podemos ordenar essas consoantes é 5! /2. Qual o número 

de maneiras que podemos ordenar os elementos (as vogais e as 

consoantes)  

4!⋅(5! /2) = 4!⋅5!/2 

10. Serão locados 16 filmes, 2 por vez, logo o cliente locará filmes 8 vezes 

para assistir a todos. O número de maneiras distintas que ele pode 

escolher o filme de ação é dado por 8! e o número de maneiras distintas 

que ele pode escolher o filme de comédia nas 5 primeiras locações é dado 

por 5! Após alugar todos os filmes de comédia, ele alugará os de drama, 

que possuem 3! maneiras distintas de serem escolhidos. Então, já que ele 

escolherá um filme da ação e um segundo filme, de comédia e depois de 

drama, o número de maneiras distintas que esse cliente pode escolher 

esses filmes é calculado por: 

8!⋅5!⋅3! 

Avaliação 

A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de participação dos 

alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

 

Relatório da aula ministrada no dia 24/08 

 

No dia 24 de agosto de 2024, iniciou-se o primeiro dos dez encontros do 

PROMAT, que será ministrado por este grupo de acadêmicos que aqui 

escrevem. Nossas expectativas era receber cerca de cinquenta alunos, talvez 

por conta da chuva e frio vieram apenas vinte. Iniciamos nos apresentando, 

dando boas-vindas a todos e explicando qual seria o objetivo do curso, na 

sequência, propomos uma dinâmica para que todos os alunos se 

apresentassem. A apresentação ajudou a aproximar os colegas e “quebrar o 

https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/anagrama.htm
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gelo” do primeiro contato, percebemos que o ambiente ficou mais leve e 

descontraído, algumas risadas surgiam principalmente na tentativa de adivinhar 

alguma característica de algum colega. A descrição desta dinâmica está no plano 

de aula do encontro um. Com o consentimento dos alunos passamos uma lista 

para os alunos anotarem seus números de telefone, para a criação de um grupo 

de Whatzapp para o envio de informações pertinentes. 

Organizamos as carteiras para que os alunos trabalhassem em grupos, e 

começamos com o conteúdo programático. Até aqui tudo dentro do que tínhamos 

planejado. Enquanto um estagiário estava no quadro explicando, outro passava 

os slides, e os demais ficavam mais ao fundo da sala. À medida que a explicação 

avançava, questionávamos os alunos sobre alguma dúvida ou se quisessem 

fazer algum comentário ou apontamento, mas o silêncio predominava entre eles. 

Imaginamos que seja pela timidez e pelo fato de ser a primeira aula. Mas todos 

mostravam-se bem atentos, e olhavam fixamente para o quadro, sinal de que 

estavam prestando a atenção. Ao se aproximar do intervalo vimos que não daria 

tempo de falar sobre o assunto combinação, que estava programado para falar 

antes do intervalo, este caso não teve problemas, pois conseguimos ajustar 

tranquilamente sem prejuízo ao planejado.  

A atividade que desenvolvemos na sequência, ocupou quase toda a 

segunda parte da aula, em cada rodada sorteada, trabalhávamos com as 

relações do conteúdo de combinação e o jogo aplicado, muitos alunos tiveram 

dúvidas, principalmente na interpretação das atividades, por mais que alguns 

arriscassem alguns caminhos, era preciso que circulássemos pelos grupos para 

ajudar na interpretação das questões. Percebemos que muitos alunos não 

tinham sequer visto análise combinatória na escola, outros que não conseguiam 

esboçar qualquer tipo de resolução, e isso dificultou um pouco os trabalhos. No 

tempo que tínhamos, tentávamos explicar da melhor forma possível, mas foi 

perceptível que muitos saíram da aula sem ter entendido. Formalizamos o 

acordo de que no próximo encontro começaremos a aula corrigindo os exercícios 

que ficaram da aula anterior, para refrescar a memória, e tirar mais dúvidas.   

Os quinze ou vinte minutos restantes de aula foram ocupados por música 

e violão, ajudando a lembrar as fórmulas trabalhadas em sala. Os estagiários 

cantaram e convidaram os alunos a cantar, todos aceitaram e foi um momento 

de bastante interatividade, com palmas, sorrisos e muita alegria. Por fim, 
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entregamos uma lista de exercícios como tarefa para os alunos resolverem em 

casa.  

 

3.2 AULA 02 (31/08) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 

 

Plano de Aula 

Público-Alvo:  

Alunos inscritos no projeto PROMAT. 

Tempo de execução: 1 encontro de 4 horas.  

Conteúdo: Probabilidade e Estatística 

Objetivo Geral: Compreender os conceitos fundamentais de probabilidade e 

estatística e aplicá-los nos exercícios propostos e demais situações da vida 

cotidiana. 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com Probabilidade e Estatística, objetiva-se que o aluno seja 

capaz de: 

• Identificar conceitos matemáticos com o Jogo dados mentirosos. 

• Reconhecer e definir experimentos aleatórios, espaço amostral, tipos de 

variáveis e eventos; 

• Calcular probabilidades simples e condicionais; 

• Identificar e calcular medidas de tendência central (moda, média e mediana); 

• Conhecer e aplicar medidas de dispersão, como variância e desvio padrão. 

 

Recursos Didáticos: Quadro, giz, computador, projetor de slides, dados, 

material de consulta para os alunos e listas de exercícios. 

 

Encaminhamento metodológico:  

Correção dos exercícios da aula anterior (30 min): 

 

Iniciaremos a aula com um momento de correção de exercícios da aula anterior. 

Nesse momento esperamos que algum aluno solicite a resolução de algum 

exercício específico, caso contrário, selecionaremos dois ou três exercícios de 

complexidade média e resolveremos no quadro. 
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Jogo dos Dados Mentirosos (30 min): 

 

Regras:  

1) Role os dados para saber quem começa. Quem tirar a maior soma 

começa. 

2) Todos lançam os dados, sem mostrar o resultado. Quem começa 

olha para os seus dados (sem mostrar para os outros) e lança uma 

oposta que mais se aproxima da soma de todos os dados em jogo 

(Registrar a aposta em folha separada o qual todos tem acesso). 

3) Passe a vez para o jogador a esquerda fazer sua aposta (que 

aproxima da soma de todos os dados em jogo), não pode ter aposta 

repetida. 

4) Se alguém visualizar os dados do outro, todos devem relançar os 

dados novamente. 

5) Após todos derem o lance da sua aposta, é feita a contagem de 

todos os dados. 

6) Ganha a rodada quem mais se aproximar do resultado de todos os 

dados. 

7) Ganha a partida quem vencer mais rodadas (Nº de rodadas 

determinada pelo grupo ou por tempo). 

 

Após o jogo será feita uma análise de resultados na forma oral, como: 

➢ Qual foi a soma que mais apareceu entre dois dados? 

➢ Qual é a chance de sair a soma 12? 

➢ E Qual é a chance de sair 4 em qualquer dado? 

➢ Se acrescentar mais um dado, qual será a chance de sair a soma 

igual à 16? 

➢ Conseguem fazer uma tabela com os possíveis resultados de três 

dados?  

➢ Quantos resultados podem sair? 

➢ Se considerar 5 dados, qual tem mais chance de sair: uma 

sequência ou uma quadra de números? 
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Conteúdo de probabilidades, exemplos e exercícios (60 min): 

 

 

 

 

Exemplo de resultado aleatório:  

Lançamento de uma moeda, qual é a face voltada para cima? 

Uma carta é retirada de um baralho completo. Que carta é essa? 

 

Espaço Amostral: Usando o resultado do jogo dos Dados Mentirosos, será feita 

o espaço amostral dos resultados das somas entre 2 dados. 

 

Tipos de Eventos:  

o Os eventos podem ser simples ou elementares – quando existe 

somente um elemento. 

o O evento pode ser certo – quando o resultado é o próprio espaço 

amostral. 

o O evento pode ser impossível - quando não existe chance para 

ocorrer. 

o Os eventos podem ser complementares – quando existe dois 

eventos, onde  𝐴∪𝐵  = espaço amostral. 

O que é PROBABILIDADE? 

 

É o número de chance de ocorrer um determinado resultado em um 

experimento. 

 

Um experimento cujo resultado, embora único, é imprevisível, é 

denominado experimento aleatório. 

𝑝(𝐴)=
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑈)
 

n(A) = o número de chance(evento) 

n(U) = o número total de ocorrência (espaço amostral). 
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Usando o espaço amostral do jogo Dados Mentirosos: Vamos determinar a 

probabilidade: 

➢ Qual a probabilidade de a soma sair par? 

➢ Qual é o resultado que mais pode aparecer e qual é a sua 

probabilidade? 

➢ Qual a probabilidade de tirar 12? 

➢ Qual a probabilidade de tirar dois números consecutivos? 

➢ Se acrescentar mais um dado, qual será a probabilidade de sair 

uma soma ímpar? 

➢ Qual a probabilidade de um dado ser par e o outro 6 e o terceiro 

menor ou igual a 4? 

 

Sejam A e B dois eventos complementares de um espaço amostral U, então:  

 

𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) = 1 

 

Exemplo: Considere um conjunto de 10 frutas em que 3 estão estragadas. 

Escolhendo aleatoriamente 2 frutas desse conjunto, determine a probabilidade 

de: 

a) Ambas não estarem estragadas. 

b) Pelo menos uma estar estragadas. 

 

 

 

Resolução: a) Cálculo do número de maneiras de escolher duas frutas entre dez, 

n(U) 

𝑛(𝑈)=∁2
10=

10!

2!(10−2)!
=
10!

2!8!
=
10.9.8!

2.1.8!
=
90

2
=45 

 

Cálculo do número de maneiras de retirar duas frutas boas n(A): 

(𝑛(𝐴)=∁2
7=

7!

2!(7−2)!
=
7!

2!5!
=
7.6.5!

2.1.5!
=
42

2
=21 

Logo, a probabilidade desse evento é 𝑃(𝐴)=
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑈)
=
21

45
=
7

15
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Resposta: A probabilidade de retirar 2 frutas boas é de 

7

15
 𝑜𝑢 𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 0,466 𝑜𝑢 46,6% 

b) Este evento considera uma ou duas frutas estragadas, significa que o evento 

B é complementar do evento A, logo para resolver: 

𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) = 1⇒𝑃(𝐵)=1−𝑃(𝐴)⇒𝑃(𝐵)=1−
7

15
⇒𝑃(𝐵)=

8

15
 

Resposta: A probabilidade de retirar, pelo menos, uma fruta estragada é 

de 
8

15
 𝑜𝑢 𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 0,533 𝑜𝑢 53,3% 

Considere A e B dois eventos contidos em um mesmo espaço amostral S, o 

número de elementos da reunião de A com B é: 

𝑃(𝐴∪𝐵)=𝑃(𝐴)+𝑃(𝐵)−𝑃(𝐴∩𝐵) 

 

 

Exemplo: Numa pesquisa foram consultadas 470 pessoas e o resultado foi o 

seguinte: 250 delas leem o jornal A, 180 leem o jornal B e 60 leem os dois 

jornais. Escolhendo um dos entrevistados ao acaso, qual a probabilidade deste 

entrevistado ser leitor do jornal A ou do Jornal B. 

 

Resolução: A probabilidade de A ou B, significa P(AUB), logo 𝑃(𝐴∪𝐵)=𝑃(𝐴)+

𝑃(𝐵)−𝑃(𝐴∩𝐵) 

Para 𝑃(𝐴)=
250

470
=
25

47
 

Para 𝑃(𝐵)=
180

470
=
18

47
 

Para 𝑃(𝐴∩𝐵)=
60

470
=
6

47
 

Portanto, temos 𝑃(𝐴∪𝐵)=
25

47
+
18

47
−
6

47
=
37

47
 

Resposta: A probabilidade de um dos entrevistados ser leitor do Jornal A ou do 

Jornal B é 
37

47
 𝑜𝑢 aproximadamente 0,7872 𝑜𝑢 78,72%.  

 

Probabilidade Condicional 
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Considere os eventos A e B de um espaço amostral S. Define-se como 

probabilidade Condicional do evento A, tendo ocorrido o evento B. 

 

𝑃(
𝐴

𝐵
)=
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
 

 

Vamos voltar ao jogo dos Dados Mentirosos: Qual é a probabilidade da soma 

dos dados obtidos serem menor que 7 e pelo menos um dado sair o número 4? 

Resolução: Primeiro encontrar 𝑃(𝐴∩𝐵),  

𝐴∩𝐵={(1,4),(2,4),(4,1),(4,2)} 

𝑃(𝐴∩𝐵)=
4

36
 

Agora vamos encontrar 𝑃(𝐵) 

𝐵={(1,4),(2,4),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(5,4),(6,4)} 

𝑃(𝐵)=
11

36
 

 

Portanto: 𝑃(
𝐴∩𝐵

𝐵
)=

4

36
11

36

=
4

36
∙
36

11
=
4

11
≅36,36% 

 

Exercícios de Probabilidade: 

1) Em um saco de bolas de gude há 6 bolinhas, sendo 3 brancas e 3 

vermelhas. Desse saco são retiradas, simultaneamente, 3 bolinhas. 

Calcular a probabilidade dos seguintes eventos: 

a) As três bolinhas têm a mesma cor. 

b) Duas das bolinhas são brancas. 

c) As três bolinhas são vermelhas. 

d) O número de bolinhas brancas é igual ao número de bolas vermelhas. 

2) (UFBA) Uma pessoa esqueceu a senha de seu cartão de crédito que é 

composta por 6 dígitos distintos. Lembrou-se de quais eram os três 

primeiros algarismos e os três últimos, mas não da ordem em que eles 

apareciam. Sendo p a probabilidade de que ela acerte a senha na primeira 

tentativa, calcule 
1

𝑝
. 
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3) (UERJ) Para fazer o sorteio de um livro, quatro amigos colocaram três 

bolas brancas e duas pretas em uma caixa. Decidiram que o primeiro a 

retirar uma bola preta ficará com o livro. Na ordem alfabética de seus 

nomes, cada um retira uma bola, ao acaso, sem devolvê-la à caixa. 

A probabilidade de o terceiro amigo retirar a primeira bola preta e ficar 

com o livro é igual a: 

4) (ENEM) Numa escola com 1.200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre 

o conhecimento desses em duas línguas estrangeiras, inglês e espanhol. 

Nessa pesquisa constatou-se que 600 alunos falam inglês, 500 falam 

espanhol e 300 não falam qualquer um desses idiomas. Escolhendo-se 

um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele não fala inglês, 

qual a probabilidade de que esse aluno fale espanhol? 

5) Em uma sala de aula, há 20 meninos e 30 meninas. Desses estudantes, 

18 usam óculos e 8 são meninos. Se um estudante dessa sala for 

sorteado ao acaso, qual é a probabilidade de o sorteado usar óculos ou 

ser um menino? 

Apêndice - Resolução dos exercícios. 

 

1.   

a) As três bolinhas têm a mesma cor. Número total de combinações possíveis 

para retirar 3 bolinhas de 6:  

𝐶(6,3)=
6!

3!(6−3)!
=20 

Combinações de retirar 3 bolinhas brancas: 

𝐶(3,3)=1. 

Combinações de retirar 3 bolinhas vermelhas:  

𝐶(3,3)=1 

Total de combinações para o evento “mesma cor” 1+1=2 

Probabilidade de retirar 3 bolinhas da mesma cor: 

𝑃=
2

20
=0,1=10% 

b) Duas das bolinhas são brancas:  

Precisamos de duas bolinhas brancas e uma vermelha.  
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Combinações de escolher 2 bolinhas brancas de 3.  

𝐶(3,2)=
3!

2!(3−2)!
=3 

Combinações de escolher 1 bolinha vermelha de 3:  

𝐶(3,1)=3 

Total de combinações para este evento. 3∗3=9  

Probabilidade de retirar duas bolinhas brancas: 

𝑃=
9

20
=0,45=45% 

c) As três bolinhas são vermelhas. Este evento já foi calculado na parte a), 

com 𝐶(3,3)=1. Probabilidade do evento c):  

𝑃=
1

20
=0,05=5% 

d) Pelo fato de ser retirado apenas 3 bolinhas do saco, é impossível que ao 

retirá-las elas tenham a mesma cor, pois o número é ímpar. 

2. Para os 3 primeiros, temos 6 opções e para os 3 últimos, temos mais 6 

opções. Logo 6 x 6 = 36 combinações. A probabilidade de ela acertar a 

senha na primeira tentativa é 1 de 36     possíveis. 

𝑝=
1

36
 o resultado será  

1

𝑝
=
1

36
=0,0277=2,77% 

3. Para que seja possível que o 3° amigo retire a bola preta e fique com o 

livro, será necessário que o 1° e o 2° retirem bolas brancas. Então 

calculamos as probabilidades do 1° e do 2° retirarem bolas brancas, e a 

probabilidade do 3° tirar a bola preta e multiplicamos as probabilidades. 

Bolas brancas = 3, Bolas pretas = 2   

1° amigo 𝑃1=
3

5
 

2° amigo 𝑃2=
2

4
 

3° amigo 𝑃3= 
2

3
 

O resultado será 𝑃=
3

5
∗
2

4
∗
2

3
=
1

5
=0,2=20% 

4. Há 1200 alunos na escola e 300 deles não falam línguas estrangeiras. Por 

isso, é possível inferir que 900 estudantes falam essas línguas. Ao somar 

a quantidade de alunos que falam inglês (600) com os que falam espanhol 

(500), há um total de 1.100. Então, ao calcular a diferença desse total com 

a quantidade que fala língua estrangeira, isto é, 1.100 – 900, obtém-se 
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200. Essa é a quantidade de alunos que falam as duas línguas 

mencionadas. Dessa forma, de 600 alunos, apenas 400 falam somente 

inglês, e de 500 alunos, apenas 300 falam somente espanhol. 

Observa que existe 2 eventos. Os alunos que não falam inglês (A) e os 

alunos que falam espanhol (B). Portanto é um caso de probabilidade 

condicional. 𝑃(𝐴∩𝐵)=
300

1200
=
3

12
=
1

4
 

 

𝑃(𝐴)=
600

1200
=
6

12
=
2

4
 

 

O resultado será 𝑃(𝐸)=
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐴)
=
1

4
2

4

=
1

4
∙
4

2
=
1

2
 

5. Este exercício corresponde a probabilidade de reunião de eventos. 

Portanto devemos ter:  

𝑃𝐴(𝑢𝑠𝑎𝑟 𝑜𝑐𝑢𝑙𝑜𝑠)=
18

50
 𝑃𝐵(𝑠𝑒𝑟 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑛𝑜)=

20

50
 

𝑃(𝐴∩𝐵)(𝑢𝑠𝑎𝑟 𝑜𝑐𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑒 𝑠𝑒𝑟 𝑚𝑒𝑛𝑖𝑛𝑜)=
8

50
 

Resultados possíveis 𝑁(𝑈)=30+20=50 

 

Calculando a probabilidade da união de dois eventos: 𝑃(𝐴∪𝐵)=𝑃(𝐴)+

𝑃(𝐵)−𝑃(𝐴∩𝐵)=
18

50
+
20

50
−
8

50
=
30

50
=
3

5
 

 

Intervalo (20 min): 

 

Conteúdo de estatística, exemplos e exercícios (50 min): 

 

Slides: 

Medidas de Centralidade (ou de tendência central ou de posição): por meio de 

determinado valor, que revela uma tendência central as variáveis analisadas. 

Veremos três medidas de centralidade: a média, a mediana e a moda. 

Média Aritmética 
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Sejam 𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛 a relação dos valores assumidos por uma determinada 

variável quantitativa 𝑥. Definimos média aritmética (indica-se por 𝑥) como a 

razão entre a soma de todos esses valores e o número total de valores: 

𝑥=
𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛

𝑛
. 

 

Exemplo: Para ser aprovado em uma disciplina, um aluno precisa obter uma 

média aritmética de 70 pontos ao final de quatro provas. Sabendo que suas notas 

foram 74, 80, 52 e 68, ele foi aprovado na disciplina? 

Aplicando a fórmula da média aritmética: 

𝑥=
𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛

𝑛
. 

Substituindo os valores: 

𝑥=
74+80+52+68

4
, 

𝑥=
274

4
, 

𝑥=68,5. 

Então calculamos que a média aritmética obtida ao final das quatro provas foi de 

68,5 pontos, então o aluno não foi aprovado na disciplina. 

 

Slides: 

Considere o seguinte problema: Em um espetáculo musical, foram vendidos 

1200 ingressos cujos valores dependiam do setor escolhido no teatro, como 

mostra o quadro abaixo: 

Tabela 7 - Espetáculo musical 

Setor 
Nº de ingressos 

vendidos 
Preço por ingresso 

Pista 720 R$50,00 

Andar Superior 400 R$150,00 

Camarote 80 R$300,00 

Fonte: Os autores. 2024 

Qual foi o valor médio do ingresso pago nesse espetáculo? 

Consideremos que a variável em estudo é o preço do ingresso. Fazendo a leitura 

do quadro, notamos que foram vendidos 720 ingressos a R$ 50,00 cada; 400 

ingressos a R$ 150,00 cada e 80 ingressos a R$ 300,00 cada. 
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Assim, o preço médio (𝑝) do ingresso, em reais, é: 

𝑝=
50+50+⋯+50⏞            

720 ingressos

+150+150+⋯+150⏞              
400 ingressos

+300+300+⋯+300⏞              
80 ingressos

720+400+80
, 

𝑝=
720.50+400.150+300.80

1200
, 

𝑝=
36000+60000+24000

1200
+
120000

1200
=100. 

A média obtida para o valor do ingresso, nesse problema, é chamada média 

aritmética ponderada dos valores R$ 50,00, R$ 150,00 e R$ 300,00, em que o 

fator de ponderação (também chamado de peso) corresponde à quantidade de 

ingressos vendidos em cada setor. 

Observe, nesse exemplo, que a média obtida não coincide com qualquer um dos 

preços do ingresso disponíveis para compra. O valor obtido para a média R$ 

100,00 é um valor teórico cujo significado é: se todos os 1200 ingressos tivessem 

sido vendidos pelo mesmo valor, este deveria ser de R$ 100,00, a fim de que 

fosse obtida a arrecadação de R$ 120 000,00. 

 

Média Aritmética Ponderada 

De modo geral, consideremos uma relação de valores formada pelos 

elementos 𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑘, com frequências absolutas respectivamente 

iguais a 𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑘. A média aritmética ponderada desses valores é: 

𝑥=
𝑥1.𝑛1+𝑥2.𝑛2+⋯+𝑥𝑘.𝑛𝑘

𝑛1+𝑛2+⋯𝑛𝑘
. 

 

Também podemos expressar a média aritmética ponderada em termos da 

frequência relativa de cada 𝑥𝑖 (𝑖=1,2,…,𝑘), em que, 𝑓𝑖=
𝑛𝑖

𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑘
. 

Vamos escrever a expressão para 𝑥: 

𝑥=𝑥1.
𝑛1

𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑘⏟          
=𝑓1

+𝑥2.
𝑛2

𝑛1+𝑛2+⋯+𝑛𝑘⏟          
=𝑓2

+⋯+𝑥𝑘.
𝑛𝑘

𝑛1+𝑛2+..+𝑛𝑘⏟          
=𝑓𝑘

. 

Assim, obtemos: 

𝑥=𝑥1.𝑓1+𝑥2.𝑓2+⋯+𝑥𝑙.𝑓𝑘. 

Aplicando no exemplo anterior, podemos primeiro calcular as frequências 

relativas da quantidade de ingressos vendidos: 
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𝑓Pista=
720

1200
=0,60, 

𝑓Andar Superior=
400

1200
 ≈0,333, 

𝑓Camarote=
80

1200
≈0,0666. 

Agora calculando 𝑝 utilizando a frequência relativa temos: 

𝑝=50.0,6+150.0,333+300.0,0666=30+50+20=100 

Com a frequência relativa podemos obter a sua forma percentual, basta 

multiplicar cada frequência por 100:  

Pista=0,60.100=60%, 

Andar Superior≈0,333.100 ≈33,3%, 

Camarote≈0,066.100≈6,6%. 

Mediana 

O consumo mensal de água (em m³) de uma residência nos primeiros nove 

meses do ano foi: 

33, 31, 34, 32, 34, 32, 102, 34, 30 

Calculando a média desses valores, obtemos: 

𝑥=
33+31+34+32+34+32+102+34+30

9
=
362

9
≈40,2. 

A média de 40,2 m³ não representa bem o consumo, pois é distorcida pelo valor 

extremo de 102 m³, que pode ser devido a um vazamento ou outro fator atípico. 

Assim, é importante conhecer outra medida de centralidade, para conseguir 

fazer uma análise mais completa dos dados. Outra medida de centralidade é a 

mediana.  

Ordenando de forma crescente os valores do exemplo temos: 

30, 31, 32, 32, 33, 34, 34, 34, 102 

O valor destacado, 33, separa os dados em duas partes: na primeira {30, 31, 32, 

32} todos os valores são menores que 33 e na outra, {34, 34, 34, 102}, todos os 

valores são maiores que 33. 

O valor 33 m³ é chamado mediana e representa, nesse exemplo, uma medida 

de centralidade mais fiel ao conjunto de dados. 

 

Mediana 
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Sejam 𝑥1≤𝑥2≤⋯≤𝑥𝑛 os 𝑛 valores ordenados assumidos por uma variável 

quantitativa 𝑥, em um conjunto de observações. Define-se a mediana 

(indicaremos por 𝑀𝑒) por meio da relação: 

𝑀𝑒= {

𝑥
(
𝑛+1
2
)
,  se 𝑛 for ímpar

𝑥
(
𝑛
2
)
+𝑥

(
𝑛
2
+1)

2
 , se 𝑛 for par.

 

A definição garante que a mediana seja um valor central que divide o conjunto 

de dados em dois subconjuntos com o mesmo número de elementos. Em um 

subconjunto, todos os elementos são menores que a mediana ou iguais a ela; 

no outro subconjunto, todos os elementos são maiores que a mediana ou 

iguais a ela. 

 

Moda: 

Após fazer um levantamento das idades dos alunos de uma de suas turmas do 

3º ano do Ensino médio, uma professora construiu a tabela de frequência abaixo: 

Tabela 8 - Índice dos alunos 

Idades Nº de Alunos 

16 4 

17 28 

18 7 

19 5 

Fonte: Os Autores. 2024 

Entre os valores assumidos pela variável “idade”: 16, 17, 18 ou 19, constatamos 

que o valor 17 ocorreu mais vezes: 28 dos 44 alunos têm 17 anos. Dizemos, 

então, que a moda das idades nesse conjunto de dados é igual a 17. 

A moda de uma relação de valores (indica-se 𝑀𝑜) é o valor que ocorre mais 

vezes na relação, isto é, aquele que possui maior frequência absoluta. 

 

Medidas de Dispersão (ou de variabilidade): de modo geral, essas medidas 

indicam se, em um conjunto de dados, os valores estão concentrados (menos 

dispersos, menos espalhados) ou não (mais dispersos, mais espalhados) em 

torno de um valor central (geralmente a média). As medidas de dispersão 

permitirão comparar dois conjuntos de dados quanto ao grau de 
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homogeneidade, indicando em qual deles há maior (ou menor) variabilidade, isto 

é, em qual deles os dados variam mais (ou menos). 

 

Para decidir qual companhia aérea escolher para viagens de negócios, um 

empresário analisou a pontualidade mensal dos voos de duas companhias, A e 

B, ao longo de sete meses: 

Tabela 9 - Companhia de aviação 

Companhia Mês 1 Mês 2 Mês 3 Mês 4 Mês 5 Mês 6 Mês 7 

A 86% 92% 91% 95% 90% 89% 94% 

B 93% 92% 90% 91% 90% 93% 88% 

Fonte: Os autores. 2024 

Inicialmente ele calculou a média da pontualidade de cada empresa: 

𝐴=
86+92+91+95+90+89+94

7
=
637

7
=91%, 

𝐵=
93+92+90+91+90+93+88

7
=
637

7
=91%. 

Como as médias calculadas são iguais, ele precisava de outra medida para 

compará-las. Então ele buscou determinar a regularidade de cada empresa, e 

para fazer isso ele verificou a variabilidade dos dados utilizando medidas de 

dispersão. 

A primeira é a amplitude, que é dada pela diferença entre o maior e menor valor 

do conjunto de dados. 

No caso temos: 

Companhia A→95%−86%=9%, 

Companhia B→93%−88%=5%. 

Variância 

Sejam 𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛 a relação de valores assumidos por uma variável 

quantitativa 𝑥 e 𝑥 a média aritmética desses valores. 

Para cada𝑥𝑖(𝑖=1,2,…,𝑛), calculamos o quadrado da diferença entre esse 

valor e a média, ou seja, (𝑥𝑖−𝑥)
2, que é chamado desvio quadrático. 

A variância – indica-se por 𝑉𝑎𝑟 𝑥 ou 𝜎2 (lê-se: sigma ao quadrado) – é a média 

aritmética dos desvios quadráticos, isto é: 

σ2=
(𝑥1−𝑥)

2+(𝑥2−𝑥)
2+⋯+(𝑥𝑛−𝑥)

2

𝑛
. 
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Vamos calcular a variância dos dados das empresas. 

Figura 13 - Dados da companhia de aviação 

 

Fonte: os autores 2024 

 

Como a variância em B é menor que a variância em A, concluímos que a 

companhia B é mais regular, isto é, os percentuais mensais de pontualidade de 

B estão menos dispersos em relação à média do que os percentuais mensais de 

A. 

 

Desvio Padrão 

Seja 𝑥1,𝑥2,…,𝑥𝑛 a relação dos valores assumidos por uma variável 𝑥. 

Chamamos desvio padrão de 𝑥, indica-se por 𝐷𝑃(𝑥) ou σ, a raiz quadrada da 

variância de 𝑥: 

σ=√
(𝑥1−𝑥)2+(𝑥2−𝑥)2+⋯+(𝑥𝑛−𝑥)

𝑛
. 

 

Vamos calcular o desvio padrão dos percentuais de pontualidade das 

companhias aéreas: 

Companhia A→σ𝐴
2=8⇒σ𝐴=√8≈2,82, 

Companhia B→σ𝐵
2=2,86⇒σ𝐵=√2,86≈1,69. 
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Exercícios probabilidade e estatística (30 min): 

1) Qual a probabilidade de ocorrer o número 5 no lançamento de um 

dado? 

2) No lançamento simultâneo de dois dados honestos, considere as faces 

voltadas para cima e determine: 

a) Espaço amostral S. 

b) Evento 𝐸1 : número cuja soma é igual a 5. 

c) Evento 𝐸2 : números iguais. 

d) Evento 𝐸3 : números cuja soma é um número par. 

e) Evento 𝐸4 : números cuja soma é maior 12. 

f) Evento 𝐸5 : números divisores de 7 nos 2 dados. 

3) Um consultório conta com 12 médicos, dos quais 4 são do sexo 

feminino. Escolhendo aleatoriamente dois médicos para representar o 

consultório em um evento, determine a probabilidade de: 

a) Ambos serem do sexo feminino. 

b) Pelo menos um ser do sexo masculino. 

4) (PUC-RJ) - Em uma amostra de 20 peças, existem exatamente quatro 

defeituosas. Retirando-se ao acaso, sem reposição, três peças, qual a 

probabilidade de todas as três serem perfeitas?  

5) (Enem 2010). Em uma reserva florestal existem 263 espécies de 

peixes, 122 espécies de mamíferos, 93 espécies de répteis, 1132 

espécies de borboletas e 656 espécies de aves. Se uma espécie de 

animal for capturada ao acaso, qual a probabilidade de ser uma 

borboleta?  

6) (Enem 2016). Uma caixa contém uma cédula de 5.00 $, uma de 20.00 

$, e duas de 50.00 $ de modelos diferentes. Retira-se aleatoriamente 

uma cédula dessa caixa, anota-se o seu valor e devolve-se a cédula a 

caixa. Em seguida, repete-se o procedimento anterior. A probabilidade 

de que a soma dos valores anotados seja pelo menos igual a 55.00 $ 

é. 

7) Calcule a média aritmética, a moda e a mediana de cada conjunto de 

valores. 
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a)  

3   8   15   5   3   12   7   11 

b)  

5    10    9    13    21    5    1    10      9    12      7      2 

8) Obtenha da seguinte tabela a média aritmética ponderada. 

Tabela 10 - Média dos alunos 

Q. de alunos Nota (Xi) 

3 5 

5 9 

2 10 

                                      Fonte: Os autores 2024 

9) Um estudante obteve o seguinte resultado em matemática nos quatro 

bimestres de 2024: 1° bimestre 30, 2° bimestre 10, 3° bimestre 30, 4° 

bimestre 90. Calcule qual foi a variância e o desvio padrão das notas 

desse aluno.  

10)  (FGV – SP). Sejam os números 7,8,3,5,9 e 5 seis números de uma 

lista de nove números inteiros. O maior valor possível para a mediana 

dos nove números da lista é 

11)  (Unifesp-SP). Para ser aprovado num curso, é necessário submeter-

se a 3 provas parciais durante o período letivo e a uma prova final, 

com pesos 1,1, 2 e 3, respectivamente, e obter média no mínimo igual 

a 7. Se um estudante obteve nas provas parciais as notas 5, 7 e 5, 

respectivamente, a nota mínima que necessita obter na prova final 

para ser aprovado é: 

 

Avaliação: A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de 

participação dos alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

 

Apêndices: Resolução dos exercícios. 

1. A probabilidade 𝑃 de ocorrer o número 5 pode ser escrita através 

da fórmula 𝑃=
𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
, os eventos favoráveis é o que 
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queremos, neste caso o 5, e os eventos possíveis são o total de 

possibilidades, neste caso o 6. Desta forma 
1

6
. 

2.  

a)  Recomenda-se construir uma tabela onde as possibilidades de um 

dado formem a coluna 1 e as possibilidades do outro dado formem a 

linha 1, assim, associamos todos os pares ordenados existentes. O 

espaço amostral S, é formado por todos os pares ordenados da tabela. 

6∗6=36  

b)  𝐸1={(1,4);(2,3);(3,2);(4,1)}. 

c)  𝐸2={(1,1);(2,2);(3,3);(4,4);(5,5);(6,6)} 

d) 𝐸3=

{(1,1);(1,3);(1,5);(2,2);(2,4);(2,6);(3,1);(3,3);(3,5);(4,2);(4,4);(4,6);(5,1);(5,3); 

(5,5);(6,2);(6,4);(6,6)} 

e)  𝐸4=∅ 

f)  𝐸5={(1,1)} 

3. Neste caso para calcularmos o espaço amostral, devemos calcular 

primeiro a combinação dos 12 médicos tomados 2 a 2. Pois a ordem dos 

dois médicos que serão escolhidos não importa. 

𝐶12,2=
12!

2!(12−2)!
=
12!

2!10!
=
12∗11∗10!

2!10!
=66 

Desta forma temos 66 pares de médicos possíveis.  

a) Para ambas serem do sexo feminino, primeiro fazemos uma 

combinação.  𝐶4,2=
4!

2!(4−2)!
=
4∗3∗2!

2!2!
=6 

Desta forma temos 6 pares possíveis para ambas serem mulheres. 

Portanto 𝑃=
𝑁.𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑁.𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
= 

6

66
=
1

11
≈0,090=9,09% 

b) Para que pelo menos um médico seja do sexo masculino temos o 

seguinte: Considere que a probabilidade de ter duas médicas do sexo 

feminino (PFF) + a probabilidade de ter dois médicos do sexo 

masculino (PMM) + a probabilidade de ter um ou outro (PMF) tem que 

ser igual a 100% ou (𝑃𝐹𝐹)+(𝑃𝑀𝑀)+(𝑃𝑀𝐹)=1  
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Da alternativa anterior temos que (𝑃𝐹𝐹)=
1

11
 então: 

1

11
+(𝑃𝑀𝑀)+(𝑃𝑀𝐹)=1. Logo, (𝑃𝑀𝑀)+(𝑃𝑀𝐹)=1−

1

11
=
10

11
≈

0,90=90,90% 

4. Se das 20 peças, 4 tinham defeitos, então 16 eram perfeitas. Para 

determinarmos a probabilidade de retirar 3 peças ao acaso todas serem 

perfeitas, tomaremos a combinação das 20 peças tomadas 3 a 3. Que é 

a quantidade total de escolher 3 peças das 20. 

𝐶20,3=
20!

3!(20−3)
=
20!

3!17!
=
20∗19∗18∗17!

3!17!
= 1140 

Agora faremos a combinação das 16 perfeitas tomadas 3 a 3. Para dar o 

número total de maneiras de escolher apenas peças perfeitas.  

𝐶16,3=
16!

3!(16−3)!
=
16!

3!13!
=
16∗15∗14∗13!

3!13!
=16∗5∗7=560 

A probabilidade de todas serem perfeitas é 

𝑃=
560

1140
=
28

57
≈0,49=49% 

5. 𝑃=
𝑁.𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠

𝑁.𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑖𝑠
 Os casos favoráveis são o que nós queremos saber, 

que é a probabilidade de escolher 1 ao acaso este seja borboleta. Os 

casos possíveis são o total de animais 263+122+93+1132+656=

2266 então: 𝑃=
1132

2266
≈0,49=49% letra d. 

6. As cédulas existentes são: 1 de 5$, 1 de 20$ 1 de 50$ e 1 de 50$(modelo 

diferente). Logo são 16 possibilidades no total de retirar as cédulas da 

caixa. Queremos a probabilidade de quando formos retirar as cédulas, a 

soma seja igual ou maior que 55. Desta forma, a soma não pode ser 

menor. E as chances de não dar certo é1; se retirarmos (5$ e 5$), (5$ e 

20$), (20$ e 5$) ou (20$ e 20$), são 4 possibilidades de 16 de não darem 

certo. Logo a probabilidade de retirarmos cédulas que as somas sejam 

pelo menos 55% é 
12

16
=
3

4
 letra c. 

7. Para que pelo menos 1 esteja vivo daqui 50 anos. Temos a seguinte 

tabela. 

Tabela 11 - Homens e Mulheres 
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Homem Mulher 

Vivo Viva 

Vivo Morta 

Morto Viva 

Morto Morta 

Fonte: Os autores. 2024 

Como ambos tem 30 anos, a probabilidade de o homem estar vivo daqui 

50 anos é 20% e da mulher é de 30%. Logo, a probabilidade de ele estar 

morto é 80% e dela 70%. A probabilidade de ambos estarem mortos é o 

produto das probabilidades. 

80

100
∗
70

100
=
56

100
≈0,56=56% 

Logo, a probabilidade de pelo menos um deles estar vivos é 100%−

56%=44% letra b. 

8.  

a)   Para calcularmos a média aritmética somamos todos os elementos e 

dividimos pelo número total de elementos 

𝑥=
𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛

𝑛
. 

𝑥=
3+8+15+5+3+12+7+11

8
=8 

Para calcularmos a moda, basta olhar para o elemento que mais se 

repete. Neste caso o 3. Se nenhum elemento se repetisse, o conjunto 

seria amodal, mais 2 elementos se repetissem o conjunto seria 

bimodal. Para calculamos a mediana. Basta olharmos para os 

elementos centrais do conjunto de dados. Se o número total de 

elementos for ímpar, a mediana será exatamente o valor do meio. 

Como neste caso o número de elementos é par faremos a média 
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aritmética dos dois valores centrais. Mas primeiro devemos ordenar os 

valores.  

b) Média simples 

3,3,5,7,8,11,12,15=
7+8

2
=
15

2
=7,5. 

c) Média aritmética  

𝑥=
5+10+9+13+21+5+1+10+9+12+7+2

12
=
104

2
=52 

Moda 

(5,9,10) 

Mediana 

(1,2,5,5,7,9,9,10,10,12,13,21)=
9+9

2
=9 

9. Para calcularmos a média aritmética ponderada fazemos 

𝑥=
(3∗5)+(5∗9)+(2∗10)

3+5+2
=
80

10
=8 

10. Para calcular a variância utilizamos a fórmula 

σ2=
(𝑥1−𝑥)

2+(𝑥2−𝑥)
2+⋯+(𝑥𝑛−𝑥)

2

𝑛
 

𝜎2=
(30−40)2+(10−40)2+(30−40)2+(90−40)2

4
 

𝜎2=
100+900+100+2500

4
=900 

E para calcularmos o desvio padrão temos 

σ=√
(𝑥1−𝑥)2+(𝑥2−𝑥)2+⋯+(𝑥𝑛−𝑥)

𝑛
. 

𝜎=√900=30 

11. Para obtermos a mediana, primeiro organizaremos os elementos em 

ordem. 

(3,5,5,7,8,9,𝑥1,𝑥2,𝑥3) 

E como são nove elementos, mas dispomos apenas de 6, adicionamos 

os três números restantes, estes, estão no final da sequência por assumir 

valores maiores que 9. Caso eles assumissem valores menores, 

deslocaria a ordem dos números fazendo com que a mediana não fosse 

o maior número possível.  

Portanto o maior número possível para a mediana é o 8, letra d. 
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12. Como não sabemos a quarta nota dele, chamaremos de 𝑥. E como temos 

informações como média e peso, resolveremos utilizando a média 

ponderada. 

𝑥=
𝑥1.𝑛1+𝑥2.𝑛2+⋯+𝑥𝑘.𝑛𝑘

𝑛1+𝑛2+⋯𝑛𝑘
.  

Desta forma temos 

𝑥=
(5∗1)+(7∗1)+(5∗2)+(𝑥∗3)

1+1+2+3
=
22+3𝑥

7
 

no entanto devemos lembrar que ele precisa obter média no mínimo igual 

a 7. Então 

22+3𝑥

7
=7 

22+3𝑥=49 

3𝑥=49−22 

𝑥=
27

3
=9 

letra a. 

Avaliação 

A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de participação dos 

alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

 

Relatório da aula ministrada no dia 31/08 

 

O segundo encontro do PROMAT ocorreu no dia 31 de agosto de 2024, 

esperávamos cerca de trinta alunos, entretanto apenas vinte e dois 

compareceram. Ao chegar na sala, organizamos as carteiras em grupos com 

quatro alunos, com o objetivo de estimular o trabalho em conjunto, entretanto à 

medida em que os alunos foram chegando, preferiram se sentar em grupos 

vazios ou carteiras individuais. Em seguida iniciamos a correção dos exercícios 

deixados como tarefa, e como esperado os alunos não se sentiram à vontade 

para solicitar um exercício em específico. Então iniciamos a correção dos 

exercícios na ordem da lista, poucos alunos interagiram nesse momento, mas 

passando nos grupos foi possível ver que a maioria havia feito a tarefa. 
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Após isso, iniciamos o jogo dos Dados Mentirosos, e então solicitamos 

que os alunos que estavam sentados sozinhos completassem ou formassem 

outros grupos. Ao iniciar a explicação das regras, pareceu que eles não se 

interessariam tanto pelo jogo, e que em apenas algumas rodadas já estariam 

desanimados. Entretanto não foi isso o ocorrido, eles demonstraram bastante 

interesse e ânimo pelo jogo, não quiseram parar até quando iniciamos o 

conteúdo.  

O conteúdo de probabilidade foi apresentado em seguida, mas a forma 

que preparamos essa parte da aula não funcionou como esperado, o objetivo 

era que um apresentasse os conceitos e outro relacionasse os conceitos ao jogo, 

entretanto acabamos não relacionando algumas definições, tendo que voltar 

depois. Já na segunda parte da aula, após o intervalo, finalizamos o conteúdo 

de probabilidade e iniciamos o conteúdo de estatística. Essa etapa da aula foi 

expositiva, principalmente no assunto de Medidas de Centralidade, 

apresentamos um exemplo no slide, e em seguida a definição do conceito 

trabalhado. 

Nesse momento tivemos alguns equívocos com o conteúdo, falamos por 

exemplo que ao multiplicar a frequência relativa com o 𝑥𝑖 teríamos o resultado 

100, quando na verdade foi um caso específico do exemplo. Mas assim que 

percebido o erro, retornamos o conteúdo e explicamos novamente da forma 

correta. Em seguida apresentamos o conteúdo da Medidas de Dispersão, dessa 

vez optamos por uma abordagem em que os alunos participaram mais da aula, 

nos exemplos realizamos metade no quadro e o restante ficou a cargo de cada 

um em seus cadernos, claro que após a maioria realizar o exemplo, mostramos 

no quadro como se fazia. 

Por fim, entregamos a lista de exercícios de tarefa, e como faltava menos 

de dez minutos para o encerramento da aula, alguns alunos nem começaram a 

fazer os exercícios, apenas guardaram e esperaram o horário. No geral foi uma 

aula bastante produtiva, mas poderíamos ter acelerado mais nas explicações 

para termos mais tempo de resolver alguns exercícios em sala. 

 

 

3.3 AULA 03 (14/09) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 
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Plano de Aula 

 

Público-Alvo:  

Alunos do segundo e terceiro ano do Ensino Médio, e alunos do primeiro ano de 

Licenciatura em Matemática da Unioeste. 

Tempo de execução: 1 encontro de 4 horas.  

Conteúdo: Matrizes e Determinantes 

Objetivo Geral: Apresentar o conceito de Matriz através da metodologia 

resolução de problemas. Relembrar com exemplos e exercícios o cálculo de 

determinantes. 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com o conteúdo de Matrizes e Determinante, objetiva-se que o 

aluno seja capaz de: 

• Compreender as propriedades e operações básicas envolvendo matrizes, tais 

como soma, subtração e multiplicação; 

• Aplicar métodos para calcular determinantes de matrizes, explorando 

propriedades e teoremas associados; 

• Analisar e interpretar aplicações práticas de matrizes e determinantes em 

diversas áreas, destacando a relevância desses conceitos no contexto real. 

 

Recursos Didáticos: Quadro, giz, computador, projetor de slides material de 

consulta para os alunos e listas de exercícios. 

 

Encaminhamento metodológico:  

 

Correção dos exercícios da aula anterior (20 min) 

 

Iniciaremos a aula pedindo aos alunos se querem escolher algum exercício da 

aula passada para corrigir no quadro. Caso ninguém se manifeste, iremos 

escolher alguns.  

 

Atividade de resolução de problemas (matrizes e bombons) (80 min) 
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Como esse encontro utilizará uma metodologia de resolução de problemas, 

iniciaremos a aula com um problema adaptado de Ghisi, Delabona e Heydt 

(2022), o problema estará impresso e será entregue para os alunos 

 

Dona Ioná vende caixas de bombons. Os tipos de bombons são: ao leite, meio 

amargo e diet. Com esses três tipos ela monta quatro caixas diferentes. A tabela 

abaixo possui para cada tipo de bombom uma coluna e para cada caixa uma 

linha: 

Tabela 12 - Doces da Dona Ioná 

 Ao Leite Meio Amargo Diet 

Caixa 1 15 20 5 

Caixa 2 20 15 5 

Caixa 3 5 5 30 

Caixa 4 24 24 2 

Fonte: Os autores. 2024 

Cada tipo de bombom tem um preço e quantidade de calorias diferentes. Essa 

outra tabela a seguir possui uma coluna para o preço de cada bombom e uma 

coluna para a quantidade de calorias e uma linha para cada tipo de bombom. 

Tabela 13 - Tipos de Doces 

 Preço por und. Kcal por und. 

Ao Leite R$1,00 85 

Meio Amargo R$1,50 80 

Diet R$2,00 70 

Fonte: Os autores. 2024 

Qual o preço e quantidade de calorias em cada caixa? 

Para guiar a resolução de problemas dos alunos serão separadas algumas 

perguntas. 

a) O que se pede no problema? 

R: O preço e a quantidade de calorias que cada caixa possui. 

b) Quais os dados? 

R: A quantidade de cada tipo de bombom em cada caixa, o preço e quantidade 

de calorias de cada um deles. 

c)  Vamos pensar, quanto custa a quantidade de bombons do tipo “Ao 

leite” na Caixa 1? E do tipo “Meio amargo” e do tipo “Diet” ainda na 

Caixa 1? E quantas calorias possuem? 
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R: Para obter o preço dos bombons tipo “Ao Leite” na Caixa 1, devemos observar 

que deste bombom possuem 15 e custam R$ 1,00 cada, logo o preço será R$ 

15,00 e a quantidade de calorias é 1275 Kcal. Do tipo “Meio Amargo”, são 20 

bombons e custam R$ 1,50 cada, logo, o preço será R$ 30,00 e a quantidade de 

calorias é 1600 Kcal. Do tipo “Diet”, são 5 bombons e custam R$ 2,00, logo, o 

preço será R$ 10,00 e a quantidade de calorias é 350 Kcal. 

 

d) Então quanto custa a Caixa 1 e quantas calorias no total? 

R: Podemos somar os valores obtidos acima, assim, a Caixa 1 custa 15,00 + 

30,00+ 10,00 = 55,00. E possui 1700 + 1200 + 350 = 3225 calorias 

 

e) Em uma promoção dona Ioná decidiu preparar um acréscimo para 

cada caixa, como podemos ver na tabela abaixo: 

Tabela 14 - Explorando o problema 1 

 Ao Leite Meio Amargo Diet 

Caixa 1 5 8 2 

Caixa 2 8 5 2 

Caixa 3 2 2 11 

Caixa 4 8 8 4 

Fonte: Os autores. 2024 

Com base nesse acréscimo, como seria a tabela promocional com as 

quantidades totais? 

R: Para obtermos essa nova tabela devemos somar cada elemento, então temos 

uma tabela da seguinte forma: 

Tabela 15 - Explorando o problema 2 

 Ao Leite Meio Amargo Diet 

Caixa 1 20 28 7 

Caixa 2 28 20 7 

Caixa 3 7 7 41 

Caixa 4 32 32 6 

Fonte: Os autores. 2024 

f) Voltando a pergunta inicial, qual o preço e quantidade de calorias 

em cada caixa? 
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R: Caixa 1: Custa R$ 55,00 e possui 3225 Kcal. Caixa 2: Custa R$ 55,00 e possui 

3225 Kcal. Caixa 3: Custa R$ 72,50 e possui 2925 Kcal. Caixa 4: Custa R$ 64,00 

e possui 4100 Kcal. 

 

g) Descreva o processo realizado. 

R: Para cada tipo de bombom em cada caixa multiplicamos a quantidade pelo 

seu respectivo valor. Após fazer isso com cada tipo de bombom, somamos os 

valores e obtemos o preço da caixa. Para as calorias fazemos o mesmo, para 

cada tipo de bombom em cada caixa multiplicamos a quantidade pela quantidade 

de calorias. 

 

h) Podemos organizar os dados em uma matriz? Determine a matriz 

𝐶 com os dados obtidos. 

R: Sim 

 

 

 

i) O que dizer sobre o número de linhas e colunas de cada matriz? 

Conseguem observar alguma relação? 

R: A matriz 𝐶 possui o mesmo número de linhas da matriz 𝐴 e o mesmo número 

de colunas da matriz. 

 

Matrizes 

Definição 

Matriz é uma tabela de números formada por 𝑚 linhas e 𝑛 colunas. Dizemos 

que essa matriz tem ordem 𝑚 𝑋 𝑛 (lê-se 𝑚 por 𝑛), sendo 𝑚≥1 e 𝑛≥1. 
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Modelo de uma matriz geral. 

𝐴=[

𝑎11 𝑎12       𝑎13⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21          𝑎22        𝑎23    ...       𝑎2𝑛
𝑎𝑚1            𝑎𝑚2        𝑎𝑚3 …        𝑎𝑚𝑛

]

𝑀𝑥𝑛

 

Cada elemento de uma matriz 𝐴 é indicado por 𝑎𝑖𝑗, em que 𝑖 é a linha que o 

elemento ocupa e 𝑗 é a coluna. 

Tipos de matrizes 

Matriz linha 

É a matriz que possui uma única linha, ou seja, tem ordem 1 𝑥 𝑛. 

Exemplo: 𝐶=[1   2   3]1 𝑥 3    

Lê-se: matriz linha de ordem um por três.  

Matriz coluna - É a matriz que possui uma única coluna, ou seja, tem ordem 

𝑚 𝑥 1 

Exemplo: 𝐷=[
2
−4
5
]

3 𝑥 1

 

Lê-se: matriz coluna de ordem três por um. 

Matriz nula - É a matriz que possui todos os elementos iguais a zero. 

Exemplo: 𝑁=[
0 0
0 0
0 0

] 

Lê-se: matriz nula de ordem três por dois. 

Matriz quadrada – É a matriz que possui o número de linhas igual ao número 

de colunas. Nesse caso, dizemos que a matriz é quadrada de ordem 𝑛. 
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Exemplo: 

a) 𝐴=[
3 5
−7 2

]
2 𝑥 2

     Lê-se: matriz quadrada de ordem dois. 

b)  𝐵=[
−1 5 6
7 8 0
1 3 4

]

3 𝑋3

  Lê-se: matriz quadrada de ordem três. 

Em uma matriz quadrada, definimos a diagonal principal e a diagonal secundária. 

A principal é formada pelos elementos 𝑎𝑖𝑗 tais que 𝑖=𝑗. Na secundária, temos 

𝑖+𝑗=𝑛+1. 

Figura 14 - Diagonais de uma matriz quadrada 

 

Fonte: Só Matemática 

Matriz identidade – Chama-se matriz identidade a uma matriz quadrada em que 

cada elemento da diagonal principal tem o valor 1 e os demais têm valor zero. 

Notação: 𝐼𝑛 (𝑛 representa a ordem da matriz identidade) 

Exemplos: 

a) 𝐼2=[
1 0
0 1

]    Matriz identidade de segunda ordem. 

b) 𝐼3=[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

]    Matriz identidade de terceira ordem. 
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Matriz transposta – Dada uma matriz 𝐴 de ordem 𝑚 𝑥 𝑛, chama-se matriz 

transposta de 𝐴, indicada por 𝐴𝑡, a matriz cuja ordem é 𝑛 𝑥 𝑚, sendo as suas 

linhas ordenadamente iguais às colunas da matriz 𝐴.  

Exemplos: 

a) Se 𝐴= [
1 2
5 −7

], então 𝐴𝑡=[
1 5
2 −7

] 

b) Se 𝐵=[
1 3 7
−4 5 6

], então 𝐵𝑡=[
1 −4
3 5
7 6

] 

Igualdade de Matrizes – Duas matrizes, 𝐴 e 𝐵, de mesma ordem serão iguais 

(𝐴=𝐵) se, e somente se, os seus elementos de mesma posição forem iguais, 

ou seja: 

𝐴=[𝑎𝑖𝑗]𝑚 𝑥 𝑛 e 𝐵= [𝑏𝑖𝑗]𝑝 𝑥 𝑞      Sendo 𝐴=𝐵 temos:  𝑚=𝑝 e 𝑛=𝑞 

Exemplos: 

a) 𝐴=[
0,6 5 1
−2 8 0

]
2 𝑋 3

   

b)  𝐵=[

3

5
5 30

−
4

2
23 0

]

2 𝑋 3

 

Operações com matrizes 

Adição de matrizes 

A soma de duas matrizes 𝐴 e 𝐵 de mesma ordem é a matriz, também de mesma 

ordem, obtida com a adição dos elementos de mesma posição das matrizes 𝐴 e 

𝐵. 

Exemplo: Dadas as matrizes: 𝐴=[
1 2
3 −4

]  e 𝐵=[
5 7
8 4

], a soma será: 

𝐴+𝐵=[
1+5 2+7
3+8 −4+4

]=[
6 9
110

] 
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Subtração de matrizes 

A diferença entre duas matrizes 𝐴 𝑒 𝐵, de mesma ordem, é a matriz obtida pela 

adição da matriz 𝐴 com a oposta da matriz 𝐵 ou seja: 𝐴−𝐵=𝐴+(−𝐵) 

Exemplo: Dadas as matrizes, 𝐴= [
8 7 1
2 4 3

] e 𝐵=[
6 5 1
3 2 −1

], a diferença 

será: 𝐴−𝐵=[
8 7 1
2 4 3

]−[
6 5 1
3 2 −1

]=[
2 2 0
−1 2 4

] 

Multiplicação de um número real por uma matriz 

O produto de um número real 𝑘 por uma matriz 𝐴 é obtido pela multiplicação de 

cada elemento da matriz 𝐴 por esse número real 𝑘. 

Exemplo: Para efetuar a multiplicação do número 5 pela matriz 𝐴=

[
1 3 7
2 5 −1
−3 4 5

], fazemos: 

5∗𝐴=5∗[
1 3 7
2 5 −1
−3 4 5

]=[
5 1535
10 25−5
−152025

] 

Multiplicação de matrizes 

A multiplicação entre matrizes exige uma técnica mais elaborada que as 

operações já vistas. 

Exemplo: Dadas as matrizes: 𝐴=[
1 2
3 4

]
2 𝑋 2

 e 𝐵= [
−3 5
4 2

]
2 𝑥 2

, o produto 𝐴∗𝐵 

será a matriz 𝐶=[
𝐶11 𝐶12
𝐶21 𝐶22

]
2 𝑋 2

 

Fazemos a distributiva entre as matrizes, onde a primeira linha (1,2) da matriz 

𝐴 multiplica a primeira e a segunda coluna da matriz 𝐵 (−3,4) e (5,2) 

respectivamente. Da mesma forma, a segunda linha (3,4) da matriz 𝐴, multiplica 

a primeira e a segunda coluna da matriz 𝐵 (−3,4) e (5,2). Desta forma obtemos: 
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𝐴∗𝐵=[
(1∗(−3))+(2∗4)∗ (1∗5)+(2∗2)

(3∗(−3))+(4∗4) (3∗5)+(4∗2)
]=[

−3+8 5+4
−9+1615+8

]

=[
5 9
7 23

]
2 𝑋 2

 

 

Intervalo (20 min) 

 

Definição e cálculo de determinante (Regra de Sarrus) (30 min) 

Determinante 

Determinante de uma matriz quadrada é um número real a ela associado. 

Cada matriz tem um único determinante. 

 

Determinante de uma matriz de 1° ordem. 

Seja uma matriz 𝐴=[𝑎11], seu determinante é o valor do seu único elemento 𝑎11 

Exemplo: det𝐴=[√3]=√3 

det𝐵=[
1

2
]=

1

2
 

 

Determinante de uma matriz de 2° ordem. 

Seja uma matriz 𝐴=[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

], seu determinante é o número real obtido pela 

expressão: 𝐴=(𝑎11×𝑎22)−(𝑎12×𝑎21) 

Exemplo: det𝐴=[
2 −3
1 5

]=(2×5)−(−3×1)=10−(−3)=13 

 

Determinante de uma matriz de 3° ordem. (Regra de Sarrus) 

Para obter o determinante de uma matriz quadrada 3x3, utilizamos a regra de 

Sarrus.  

Passo 1: repetimos a 1° e 2° coluna à direita da matriz, 

Figura 15 - Determinante de uma matriz 3x3 
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Fonte: todamateria.com.br. Acesso em 14 set. 2024 

Passo 2: seguimos os traços em diagonal para a direita, multiplicamos os termos, 

soma-se as diagonais para a direita. 

 

Passo 3: seguimos os traços em diagonal para a esquerda, multiplicamos os 

termos, troca o sinal (soma das diagonais para a esquerda) 

Figura 16 - Multiplicação das diagonais 

 

det𝐴=(𝑎11𝑎22𝑎33+𝑎12𝑎23𝑎31+𝑎13𝑎21𝑎32)

−(𝑎13𝑎22𝑎31+𝑎12𝑎21𝑎33+𝑎11𝑎23𝑎32) 

Fonte: todamateria.com.br. Acesso em 14 set. 2024 

 

 

Teorema de Laplace e propriedades (30 min) 

Definição: 

O Teorema de Laplace é um método para calcular o valor do determinante de 

matrizes quadradas. Quando resolvemos sistemas lineares, muitas vezes 

acabamos lidando com matrizes, ou seja, conjuntos de dados representados 

em forma de matriz. 
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Esse teorema ajuda a encontrar o determinante dessas matrizes. Ele é um 

método eficaz para calcular o determinante de qualquer matriz quadrada. Para 

usá-lo, é preciso aprender a calcular o menor complementar e o cofator de um 

elemento da matriz. 

 

Calculando o Menor complementar 

Para qualquer matriz quadrada, o menor complementar de um elemento é o 

determinante da matriz que se obtém ao remover a linha e a coluna onde o 

elemento está localizado. Normalmente, o menor complementar de um elemento 

é representado como 𝐷𝑖𝑗. 

 

 

Exemplo: 

Analise a matriz de ordem três a seguir: 

Figura 17 - Matriz 3x3 

 

Fonte: Os autores 2024 

a) Calcule o menor complementar 𝐷22. 

Para calcular 𝐷22, vamos eliminar a segunda linha e a segunda coluna da matriz: 

Figura 18 - Método para resolver matriz 

                                                       

Fonte: Os autores 2024 

Note que, ao removermos a linha 2 e a coluna 2, com os termos restantes, é 

possível fazermos uma nova matriz, e então calcularemos o determinante dessa 

nova matriz. 

Figura 19 - Matriz 2x2 
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Fonte: Os autores 2024 

𝐷22= 1 · 0 – 3 · 7 = 0 – 21 = −21 

b) Calcule o menor complementar D31. 

Para calcular 𝐷22, vamos eliminar a terceira linha e a primeira coluna da matriz: 

Figura 20 - Matriz - Menor Complementar 

                                                       

Fonte: Os autores 2024 

Agora calcularemos o determinante da matriz formada pelos termos restantes: 

Figura 21 - Determinante de Matriz 2x2 

                                                           

Fonte: Os autores 2024 

𝐷31 = 2 · 6 – 3 · 5 = 12 – 15 = −3 

 

Calculando o Cofator 

O cofator 𝐶𝑖𝑗 é um número associado a cada elemento da matriz. Ele é calculado 

usando a seguinte fórmula: 

𝐶𝑖𝑗=(−1)
𝑖+𝑗⋅𝐷𝑖𝑗 

Exemplo: 

Dada a matriz a seguir: 

[
2 −1 −4
4 −3 6
7 2 1

] 

Calcule 𝐶12 

Utilizando a fórmula, temos que: 
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𝐶12 = (−1)1+2⋅𝐷12 

𝐶12=(−1)
3⋅𝐷12 

𝐶12 =(−1)⋅𝐷12 

Agora calcularemos 𝐷12 . Para isso, é necessário eliminar a primeira linha e a 

segunda coluna: 

Figura 22 - Resolvendo Matriz 3x3 

 

Fonte: Os autores 2024 

Com os termos restantes, calcularemos o determinante: 

Figura 23 - Resultado de Determinante 

 

Fonte: Os autores 2024 

Sendo assim: 

𝐷12 = −38 

𝐶12 = − (−38) 

𝐶12= + 38 

Aplicando o Teorema de Laplace de modo algébrico, dada uma linha k, sabendo 

que A possui n linhas e n colunas, temos que: 

𝑑𝑒𝑡 (𝐴) = 𝑎𝑘1𝐶𝑘1 + 𝑎𝑘2𝐶𝑘2 + … + 𝑎𝑘𝑛𝐶𝑘𝑛 

Do mesmo modo que é possível encontrar esse determinante em uma coluna, 

seja c a coluna, então temos que: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑎1𝑐𝐶1𝑐 + 𝑎2𝑐𝐶2𝑐 + … + 𝑎𝑛𝑐𝐶𝑛𝑐 

Exemplo: 
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Calcule, por meio teorema de Laplace, o determinante da matriz: 

Figura 24 - Matriz por Laplace 

 

Fonte: Os autores 2024 

Primeiro vamos escolher uma linha ou uma coluna da matriz, o mais conveniente 

é escolher aquela fila que possui a maior quantidade de 0 (a fim de 

simplificarmos a conta), porém não há nenhum 0 na nossa matriz. Sendo assim, 

podemos escolher a linha ou a coluna que acharmos mais conveniente. 

Escolhendo a linha 1, temos que: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑎11𝐶11 + 𝑎12𝐶12 + 𝑎13𝐶13 

Dessa forma, temos que: 

Figura 25 - Resultado de Matriz por Laplace 

 

Fonte: Os autores 2024 

Exercícios (20 min)  

Nesse momento será entregue a lista de exercícios do apêndice 2. 

Apêndice 1 (material do aluno) 

Apêndice 2 (Exercícios Propostos) 

Exercícios: 

1) Construa a matriz 𝐴=[𝑎𝑖𝑗 ]2𝑥2, tal que: 
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𝑎𝑖𝑗=1,𝑠𝑒 𝑖=𝑗 

𝑎𝑖𝑗=0,𝑠𝑒 𝑖≠𝑗 

2) Construa a matriz 𝐵=[𝑏𝑖𝑗 ]3𝑥3, tal que: 

𝑏𝑖𝑗=(𝑖+𝑗)
2 

3) (MACK-SP) Sejam as matrizes 𝐴=(𝑎𝑖𝑗)4𝑥3,𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑎𝑖𝑗=𝑖
𝑗 e 𝐵=

(𝑏𝑖𝑗)3𝑥4,𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑏𝑖𝑗=𝑗
𝑖. Se  𝐶=𝐴∙𝐵, então 𝑐22 vale: 

a) 3 

b) 14 

c) 39 

d) 84 

e) 25 

4) (UNICAMP) Sendo a um número real, considere a matriz 𝐴=[
1 𝑎
0 −1

], 

então 𝐴2017 é igual a: 

a) [
1 0
0 1

] 

b) [
1 𝑎
0 −1

] 

c) [
1 1
1 1

] 

d) [1 𝑎2017

0 −1
] 

5) Dadas as matrizes 𝐴=[
1 2 3
−4 5 6
4 6 8

], 𝐵=[
−7 −8 9
12 6 5
8 7 4

] e 𝐶=

[
2 3 −4
6 7 1
2 8 7

], determine a matriz 𝐷=𝐴+𝐵−𝐶. 

6) (UFSCar-SP) Seja 𝐴=(𝑎𝑖𝑗) uma matriz quadrada de ordem 3 tal que 

𝑎𝑖𝑗={
𝑝,𝑠𝑒 𝑖=𝑗
2𝑝,𝑠𝑒 𝑖≠𝑗

 𝑐𝑜𝑚 𝑝 inteiro positivo. Em tais condições, é correto 

afirmar que, necessariamente, det A é múltiplo de: 

a) 2 

b) 5 

c) 3 

d) 7 

e) 11 



81 

 

7) (FUVEST-SP) Calcule os determinantes: 

𝐴=[
1 𝑎 0
0 1 1
0 −1 1

]𝑒 𝐵=[

1 0 0 3
𝑎
0
0

1
0
1

−1
0
1

4
3
4

] 

8) (UFCE) Dada a matriz 𝑃=[
√2 −1 1

√2 1 −1

0 √2 √2

], calcule o determinante de 𝑝2. 

9) (UFPR) Dadas as matrizes 𝐴=[
2 −1
−2 2
0 1

] 𝑒 𝐵=[
−1 2 3
2 1 1

] e 

sendo 𝑁=50+𝑑𝑒𝑡 (𝐴.𝐵), encontre o valor de N. 

10) (FGV-SP) Seja a matriz 𝐴=[
𝑥 0 1
1 𝑥 0
0 1 𝑥

], qual é a solução da 

equação 𝑑𝑒𝑡 𝐴=0: 

a) Não tem solução 

b) 𝑥=√3
2

 

c) 𝑥=±1 

d) 𝑥=1 

e) 𝑥=−1 

Resolução dos exercícios: 

1. 𝑎11 𝑖=𝑗;1=1,𝑎11=1 

𝑎12 𝑖≠𝑗;1≠2,𝑎12=0            𝑎21=0              𝑎22=1 

𝑅𝑒𝑠𝑝𝑜𝑠𝑡𝑎 [
1 0
0 1

] 

2. 𝑏11=(1+1)
2=22=4                                    𝑏12=(1+2)

2=32=9 

𝑏13=(1+3)
2=42=16                                  𝑏21=(2+1)

2=32=9 

𝑏22=(2+2)
2=42=16                                  𝑏23=(2+3)

2=52=25 

𝑏31=(3+1)
2=42=16                                 𝑏32=(3+2)

2=52=25 

𝑏33=(3+3)
2=62=36 
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𝑅𝑒𝑠𝑝𝑜𝑠𝑡𝑎 [
4 9 16
9 1625
162536

] 

3. Solução: 𝐴=[

1 1 1
2
3
4

4
9
16

8
27
64

],B=[
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 2764

] 

𝐶=𝐴×𝐵 

[

1.1+1.1+1.1 1.2+1.4+1.8 1.3+1.9+1.271.4+1.16+1.64
2.1+4.1+8.1 2.2+4.4+8.8 2.3+4.9+8.272.4+4.16+8.64
3.1+9.1+27.1
4.1+16.1+64.1

3.2+9.4+27.8
4.2+16.4+64.8

3.3+9.9+27.27
4.3+16.9+64.27

3.4+9.16+27.64
4.4+16.16+64.64

] 

𝑐22=2.2+4.4+8.8=4+16+64=84, logo corresponde a letra d) 84 

4. Solução. Para 𝐴2=[
1 0
0 1

],Para 𝐴3=𝐴2×A=[
1 𝑎
0 −1

], observa que a 

potência par, temos a matriz identidade e para potência ímpar, temos a 

matriz A. logo a resposta para 𝐴2017=A. Letra correspondente b) 

5. Solução 𝐷=[
1−7−2 2−8−3 3+9+4
−4+12−6 5+6−7 6+5−1
4+8−2 6+7−8 8+4−7

]=[
−8 −9 16
2 4 10
10 5 5

] 

6. Solução: 𝐴=[

𝑝 2𝑝 2𝑝
2𝑝 𝑝 2𝑝
2𝑝 2𝑝 𝑝

],𝑑𝑒𝑡𝐴=(𝑝.𝑝.𝑝+2𝑝.2𝑝.2𝑝+2𝑝.2𝑝.2𝑝)−

(2𝑝.𝑝.2𝑝+2𝑝.2𝑝.𝑝+𝑝.2𝑝.2𝑝) 

𝑑𝑒𝑡𝐴=(𝑝3+8𝑝3+8𝑝3)−(4𝑝3+4𝑝3+4𝑝3) 

det𝐴=17𝑝3−12𝑝3=5𝑝3 

Observa-se que o 𝑑𝑒𝑡𝐴 é múltiplo de 5. Logo a letra c) 

7. 𝑑𝑒𝑡𝐴=(1.1.1+𝑎.1.0+0.0.(−1))−(0.1.0+𝑎.0.1+1.1.(−1)  

𝑑𝑒𝑡𝐴=(1+0+0)−(0+0−1)=1+1=2 

Para o detB, usaremos o Teorema de Laplace, escolhemos a 3° linha 
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𝑑𝑒𝑡𝐵=0.𝑐31+0.𝑐32+0.𝑐33−3.𝑐34 

𝑑𝑒𝑡𝐵=−3[
1 0 0
𝑎 1 −1
0 1 1

]=(−3)(1+1)=(−3).2=−6 

8. Solução: 𝑃2=[
2−√2 −1 1+2√2

2+√2 1−2√2 −1

2 2+√2 2−√2

] 

𝑑𝑒𝑡𝑃2=(22−16√2+2+22+16√2)−(−14−2−2)=46−(−18)=64 

9. Solução: 𝐴×𝐵=[
−2−2 4−1 6−1
2+4
0+2

−4+2
0+1

−6+2
0+1

]=[
−4 3 5
6 −2 −4
2 1 1

] 

det(𝐴.𝐵)=(8−24+30)−(−20+18+16)=14−14=0 

𝑁=50+0=50 

10.  Solução: 𝑑𝑒𝑡𝐴=(𝑥3+1)−(0+0+0)=𝑥3+1 

𝐶𝑜𝑚𝑜 𝑑𝑒𝑡𝐴=0,𝑙𝑜𝑔𝑜 𝑥3+1=0 

𝑥3=−1 

𝑥=−1 

Portanto, a letra (e). 

Avaliação: A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de 

participação dos alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

 

Relatório da aula ministrada no dia 14/09 

 

No dia 14 de setembro de 2024, realizamos o terceiro encontro do 

PROMAT. A manhã estava chuvosa, e, por isso, esperávamos um número 

reduzido de alunos. Doze alunos compareceram, sendo organizados em três 



84 

 

grupos de quatro pessoas. Um dos alunos trouxe uma garrafa térmica de café e 

ofereceu à turma e aos professores estagiários, o que gerou uma interação entre 

todos e promoveu uma pequena aproximação entre a turma. 

Começamos a aula com a correção dos exercícios da aula anterior, que 

foram resolvidos no quadro. Nesse momento, apesar de sempre perguntarmos 

se havia dúvidas, os alunos não levantaram questionamentos, e houve pouca 

interação. Em seguida, entregamos a folha com o problema “Os bombons de 

dona Ioná”. Os alunos leram e começaram a resolver o problema, inicialmente 

encontrando o valor de cada caixa e a quantidade de calorias sem dificuldades. 

No entanto, a pergunta seguinte, que exigia a montagem de uma nova tabela, 

causou mais dúvidas, principalmente em relação à adição de bombons nas 

caixas. Após nossa orientação, eles entenderam o conceito. 

De forma inesperada, os alunos começaram a buscar o novo valor dos 

bombons utilizando a quantidade de bombons representada na caixa e dividindo 

pela nova quantidade, o que exigiu uma correção posterior no quadro. 

Explicamos a relação do problema com matrizes, embora tenhamos notado que 

os alunos focaram mais na resolução do problema do que nos conceitos de 

matrizes em si. 

Posteriormente, entregamos uma folha com definições e cálculos de 

matrizes. Uma aluna comentou que gostava desse conteúdo e havia estudado 

recentemente. Revisamos alguns conceitos até o intervalo. Após o intervalo, os 

alunos mantiveram a atenção, e novamente não surgiram dúvidas. Usamos 

slides para introduzir o conceito de determinantes, exemplificando no quadro. A 

cada exemplo, perguntávamos se havia dúvidas, mas os alunos permaneceram 

em silêncio. Em um dos exemplos, pedimos um voluntário para ir ao quadro, e a 

aluna que mencionou gostar do conteúdo se ofereceu. Ela resolveu 

corretamente, com exceção da falta de parênteses no cálculo do determinante. 

Comentamos sobre isso, e a turma, incentivada pelo professor estagiário que 

estava conduzindo as atividades no momento, aplaudiu a colega pela 

participação. 

Em seguida, apresentamos o teorema de Laplace, começando com a 

explicação de menor complementar e um exemplo prático. Perguntamos 

novamente se havia dúvidas, mas não houve retorno dos alunos. Pedimos então 

que calculassem outro menor complementar. Auxiliamos os grupos, e, apesar de 
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algumas dificuldades, os alunos entenderam o processo. Apresentamos o 

conceito de cofator com a fórmula correspondente. Uma aluna pediu para que a 

fórmula fosse escrita no quadro, pois teve dificuldade em visualizá-la nos slides, 

devido aos índices e expoentes. 

Os alunos então calcularam o cofator de uma matriz, mas apresentaram 

confusões relacionadas aos índices e expoentes, o que corrigimos em sala. Após 

isso, ensinamos como calcular o determinante da matriz pelo teorema de 

Laplace, e os alunos aplicaram o método. Alguns erraram algumas operações, 

mas utilizaram corretamente o processo, enquanto outros resolveram sem 

dificuldades. Quando terminavam, pediam para conferirmos o resultado. Com o 

tempo restante, pedimos que calculassem o determinante da mesma matriz pela 

segunda linha, e, para muitos, esse novo cálculo foi feito de forma mais rápida. 

Ao final da aula, entregamos uma lista de exercícios para casa. 

Perguntamos aos alunos qual método preferiam para calcular o determinante, e 

a turma ficou dividida. Alguns preferiram o método de Laplace, afirmando ser 

muito prático, enquanto outros acharam o método de Sarrus mais direto e 

consideraram o método de Laplace mais trabalhoso. 

Após os alunos saírem, tivemos uma breve conversa entre os estagiários 

sobre o desenvolvimento da aula. Embora algumas partes não tenham saído 

como esperado, ficamos satisfeitos com o resultado geral da equipe. 

 

3.4 AULA 04 (21/09) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 

 

Plano de Aula 

Público-Alvo:  

Alunos inscritos no projeto PROMAT. 

Tempo de execução: 1 encontro de 4 horas.  

Conteúdo: Sistemas de equações Lineares. 

Objetivo Geral: Compreender os conceitos fundamentais de sistemas lineares 

e desenvolver as habilidades para a sua resolução.  

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com o conteúdo de sistemas lineares, objetiva-se que o aluno 

seja capaz de: 

• Relembrar as características de um sistema linear identificando os termos. 
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• Aplicar os métodos de solução dos sistemas como substituição, comparação, 

adição, escalonamento. 

• Estimular a agilidade das resoluções de sistemas através da competitividade. 

Recursos Didáticos: Quadro, giz, computador, projetor de slides, Bolinhas de 

plástico, cesta adaptada, materiais impressos.  

Encaminhamento metodológico:  

 

Correção dos exercícios da aula anterior (20 min). 

Iniciaremos a aula corrigindo os exercícios no quadro, dando preferência aos 

que os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste será 

seguida a ordem da lista, caso o tempo não seja suficiente para correção será 

encaminhado um arquivo com a correção dos exercícios para os alunos 

posteriormente. 

Introdução aos sistemas lineares - problema dos bichos (15min) 

Começaremos a aula com um desafio, projetaremos com slides a seguinte 

imagem: 

 

Figura 26 - Problema dos bichos 

 

Fonte: Os autores 2024 

ĚĘ yp ĘĖyp

ĕěyp jªª~ª
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Qual o peso total dos animais e o peso de cada animal? 

Resolução: 

Com base na figura temos o seguinte sistema: 

{

𝑜+𝑝=75
𝑝+𝑔=53
𝑔+𝑜=28

 

Uma forma de resolvê-lo é somando as três equações: 

(𝑜+𝑝)+(𝑝+𝑔)+(𝑔+𝑜)=75+53+28, 

2𝑜+2𝑝+2𝑔=156, 

2(𝑜+𝑝+𝑔)=156, 

𝑜+𝑝+𝑔=
156

2
, 

𝑜+𝑝+𝑔=78. 

Então sabemos que os três animais juntos pesam 78 kg, porém agora 

precisamos descobrir quanto pesa cada animal, para isso podemos subtrair uma 

das três equações do sistema da equação que revela o total: 

(𝑜+𝑝+𝑔)−(𝑜+𝑝)=78−75, 

𝑜+𝑝+𝑔−𝑜−𝑝=3, 

𝑔=3. 

Agora sabemos que a galinha pesa 3 kg, então substituindo esse peso em uma 

das outras fórmulas, conseguimos descobrir o peso do animal que está na 

balança com a galinha: 

𝑝+𝑔=53, 

𝑝+3=53, 

𝑝=53−3, 

𝑝=50. 

Então sabemos que o porco pesa 50 kg, agora podemos descobrir o peso da 

ovelha: 

𝑜+𝑝=75, 

𝑜+50=75, 

𝑜=75−50, 

𝑜=25. 

Então agora sabemos que a galinha pesa 3kg, o porco pesa 50kg e a ovelha 

pesa 25kg. 
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Definições com exemplos (30min) 

 

Equações lineares 

Definição: Uma equação linear é toda equação da forma 

𝑎1𝑥1+𝑎2𝑥2+⋯..+𝑎𝑛𝑥𝑛=𝑏 

Onde 𝑎1,𝑎2,....,𝑎𝑛 são números reais, chamados de coeficientes da equação, 

enquanto 𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛 são as incógnitas da equação. Ainda, 𝑏 é chamado de 

termo independente da equação, e quando 𝑏=0 a equação linear denomina-

se homogênea. 

 

Exemplos: São exemplos de equações lineares: 

a) 2𝑥 + 3𝑦 = 4  

Coeficientes: 2 e 3  

Incógnitas: 𝑥 e 𝑦  

Termo independente: 4  

b)  𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0  

Coeficientes: 1, −1 e 1  

Incógnitas: 𝑥, 𝑦 e 𝑧  

Termo independente: 0 

 

Obs. Note que numa equação linear, os expoentes de todas as incógnitas são 

sempre iguais a 1. Dessa forma, não representam equações lineares: 

2𝑥2 − 𝑦=5                                    𝑥2+𝑦2+𝑧2=1 

Uma equação linear não apresenta termo misto (aquele que contém o produto 

de duas ou mais incógnitas). Dessa forma, não representam equações lineares: 

𝑥+𝑦+𝑧𝑤=0                                          𝑥2+𝑦𝑧=−4 

Solução de uma equação linear: 

Se tivermos a equação 𝑥 − 2𝑦=5 temos que (7,1) são uma solução pois, ao 

fazermos 𝑥=7  e 𝑦=1 obtemos: 7 − 2∗1=7 − 2=5 e o mesmo ocorre para 

(−3,−4), pois  −3 − 2∗(−4)=−3+8=5 

 

Sistemas de equações lineares 
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São conjuntos de 𝑛 equações lineares que possuem as mesmas variáveis. 

Assim, um sistema de 𝑛 equações lineares tem forma: 

{

𝑎11𝑥1+𝑎12𝑥2+...+𝑎1𝑛𝑥𝑛=𝑏1
𝑎21𝑥1+𝑎22𝑥2+...+𝑎2𝑛𝑥𝑛=𝑏2
𝑎𝑛1𝑥1+𝑎𝑛2𝑥2+...𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛=𝑏𝑛

 

Onde cada 𝑎𝑖𝑗 são um coeficiente, 𝑥1,𝑥2,....,𝑥𝑛 são as incógnitas e 

𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛 são os termos independentes das equações. 

 

Exemplos de sistemas 

a) {
5𝑥+𝑦=70
4𝑥 − 2𝑦=0

 

A resolução destes sistemas, será feita por estimativa, sem utilizar os 

métodos de resolução: Resposta (10,20),𝑥=10,𝑦=20 são a solução para 

o sistema. 

b) {
2𝑥+𝑦=10
3𝑥+𝑦=12

 

Resposta: (2,6),𝑥=2,𝑦=6 são a solução para o sistema 

 

Sistemas homogêneos 

Dizemos que um sistema linear é homogêneo se o termo (ou coeficiente) 

independente de cada uma de suas equações é igual a zero. 

  

São exemplos de sistemas homogêneos 

a) {
4𝑥+3𝑦=0
3𝑥+2𝑦=0

 

b) {

𝑥+2𝑦+2𝑧=0
3𝑥+𝑦 − 𝑧=0 

−𝑥+5𝑦+
1

2
𝑧=𝑜

 

Pergunta: O sistema {
𝑥+𝑦 − 𝑧+3=0 
2𝑥 − 𝑦+𝑧 − 1=0
𝑥 − 𝑧+2=0

 é homogêneo? 

Resposta: Não, pois {
𝑥+𝑦−𝑧=−3
2𝑥−𝑦+𝑧=1
𝑥−𝑧=−2

 

Obs. Note que, de modo geral, um sistema homogêneo com 𝑛 incógnitas 

sempre admite o(s) 0 como solução, esta solução é chamada solução nula, 

trivial ou imprópria. 
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Métodos para a solução de um sistema (30 min) 

Para resolver um sistema com duas equações e duas variáveis, podemos usar 

diferentes métodos. Os métodos usados são: 

• método da comparação 

• método da adição 

• método da substituição 

 

Método da comparação  

O método da comparação consiste em isolarmos uma incógnita nas duas 

equações e igualar esses valores. 

Exemplos: 

1) {
2𝑥+2𝑦=6
𝑥−𝑦=1

   

2) {
3𝑥+4𝑦=25
4𝑥−𝑦=8

 

 

Sistema 1: 

2𝑥 + 2𝑦 = 6 

𝑥 − 𝑦 = 1 

Isolando x nas duas equações: 

𝑥 = 3 − 𝑦 

𝑥 = 𝑦 + 1 

Igualando as duas novas equações: 

3 − 𝑦 = 𝑦 + 1 

−2𝑦 = 1 − 3 

−2𝑦 = −2 

𝑦 = 1 

Substituindo 𝑦 = 1 na primeira equação: 

2𝑥 + 2 = 6 

2𝑥 = 6 – 2 

2𝑥 = 4 

𝑥 = 2 
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Solução do sistema 1: 

x = 2, y = 1. 

Sistema 2: 

3𝑥 + 4𝑦 = 25 

4𝑥 − 𝑦 = 8 

Isolando x nas duas equações: 

𝑥 = (25 − 4𝑦)/3 

𝑥 = (8 + 𝑦)/4 

Igualando as duas novas equações: 

(25 – 4𝑦)/3 = (8 + 𝑦)/4 

4(25 – 4𝑦) = 3(8 + 𝑦) 

100 – 16𝑦 = 24 +3𝑦 

−16𝑦 – 3𝑦 = 24 – 100 

−19𝑦 = −76 

𝑦 = 4 

Substituindo 𝑦 = 4 na segunda equação: 

4𝑥 – 4 = 8 

4𝑥 = 12 

𝑥 = 3 

Solução do sistema 2: 

𝑥 = 3,𝑦 = 4. 

 

Método da adição  

No método da adição, somamos ou subtraímos equações para eliminar uma 

variável. Para isso, podemos multiplicar as equações por números para que os 

coeficientes das variáveis sejam opostos. Depois de eliminar uma variável, 

resolvemos a equação resultante e usamos o valor encontrado para achar a 

outra variável. 

Exemplos: 

1){
2𝑥+𝑦=5
𝑥−𝑦=1

    

 2){
3𝑥+4𝑦=25
4𝑥−𝑦=8
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Sistema 1: 

2𝑥 + 𝑦 = 5  

𝑥 − 𝑦 = 1 

Somando as equações: 

(2𝑥 + 𝑦)+ (𝑥 − 𝑦)= 5 + 1 

3𝑥 = 6 

𝑥 = 2 

Substituindo 𝑥 = 2 na primeira equação: 

2(2)+ 𝑦 = 5 

4 + 𝑦 = 5 

𝑦 = 1 

Solução do sistema 1: 

𝑥 = 2,𝑦 = 1 

Sistema 2: 

3𝑥 + 4𝑦 = 25 

4𝑥 − 𝑦 = 8 

Multiplicando a segunda equação por 4: 

4(4𝑥 − 𝑦) = 4 ∗ 8 

16𝑥 − 4𝑦 = 32 

Somando as equações: 

(3𝑥 + 4𝑦)+ (16𝑥 − 4𝑦)= 25 + 32 

19𝑥 = 57 

𝑥 = 3 

Substituindo 𝑥 = 3 na segunda equação: 

4(3)− 𝑦 = 8 

12 − 𝑦 = 8 

−𝑦 = 8 − 12 

−𝑦 = −4 

𝑦 = 4 

Solução do sistema 2: 

𝑥 = 3,𝑦 = 4 

 

Método da substituição   
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O método da substituição consiste em isolar uma das incógnitas em uma das 

equações e realizar a substituição na outra equação. 

Exemplos: 

{
𝑥+𝑦=12
3𝑥−𝑦=20

    {
𝑥+7𝑦=4
2𝑥−3𝑦=25

 

Sistema 1: 

𝑥 + 𝑦 = 12 

3𝑥 − 𝑦 = 20 

isolando x na primeira equação: 

𝑥 = 12 − 𝑦 

Substituindo 𝑥 = 12 − 𝑦 na segunda equação: 

3(12 − 𝑦) − 𝑦 = 20 

36 – 3𝑦 − 𝑦 = 20 

−4𝑦 = 20 − 36 

𝑦 =  
−16

−4
 = 4 

Substituindo 𝑦 = 4 na primeira equação: 

𝑥 + 4 = 12 

𝑥 = 12 – 4 = 8 

Solução do sistema 1: 

𝑥 = 8,𝑦 = 4 

Sistema 2:  

𝑥 + 7𝑦 = 4 

2𝑥 − 3𝑦 = 25 

isolando x na primeira equação: 

𝑥 = 4 − 7𝑦 

Substituindo 𝑥 = 4 − 7𝑦 na segunda equação: 

2(4 − 7𝑦) − 3𝑦 = 25 

8 – 14𝑦 − 3𝑦 = 25 

−17𝑦 = 25 − 8 

𝑦 =  
−17

−17
 = 1 

Substituindo y = 1 na primeira equação: 

𝑥 + 7 = 4 
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𝑥 = 4 – 7 = −3 

Solução do sistema 2: 

𝑥 = −3,𝑦 = 1Intervalo (20min) 

 

Sistemas escalonados 

Um sistema linear de equações está na forma escalonada quando: 

• As incógnitas das equações são escritas na mesma ordem; 

• O 1.º elemento diferente de zero de uma equação, está à esquerda 

do 1.º elemento diferente de zero da linha seguinte; 

• Uma linha com todos os elementos nulos, deve estar abaixo de 

todas as outras. 

 

Exemplos: 

{
𝑥+𝑦=4
𝑦=1

         {
2𝑥+𝑦+𝑧=4
3𝑦−𝑧=5
𝑧=1

   {
−𝑥+2𝑦+3𝑧=7
𝑦−4𝑧=25
𝑧=−2

 

Escalonamento de um sistema  

Podemos escalonar um sistema de equações para resolvê-lo. Para isso, 

organizamos as equações de forma que as incógnitas estejam na mesma ordem, 

ajustamos os números para que cada linha tenha o primeiro número diferente de 

zero mais à esquerda que o da linha abaixo e colocamos as linhas com zeros na 

parte inferior. Isso facilita encontrar as soluções. 

Exemplos: 

a. {
𝑥+2𝑦=7
2𝑥−𝑦=4

  

b. 2){

𝑥+𝑦+𝑧=3
2𝑥+𝑦−3𝑧=−2
3𝑥+2𝑦−𝑧=2

 

c. {

3𝑥+𝑦−𝑧=9
2𝑥−2𝑦+𝑧=−3
𝑥+𝑦+𝑧=7

 

 

Atividade com sistemas – arremesso à cesta (60min) 

 

1. Independentemente da quantidade de alunos que vierem, 

separaremos eles em três grupos. 
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2. Cada grupo terá um fiscal que será um dos estagiários. 

3. Cada fiscal terá em mãos um saquinho com operações sobre 

sistemas lineares que será escolhida ao acaso por cada integrante do 

grupo para resolução. 

4. O aluno resolve a operação, e se a solução estiver correta (será 

conferida pelo fiscal) ganha o direito de arremessar duas bolinhas na 

cesta. 

5. Caso o aluno não acerte a bolinha na cesta deverá retornar a seu 

grupo e resolver mais uma operação sobre sistema, pois para cada 

acerto, gera uma chance de arremesso, e cada arremesso convertido 

gera um ponto para o grupo. 

6. Um fiscal (estagiário) deverá controlar e verificar os arremessos, 

validando ou não a pontuação. 

7. Vence o grupo que tiver a maior pontuação. 

(tabela para imprimir e recortar) 

{
−𝑥+3𝑦=−16
4𝑥+3𝑦=27

 {
3𝑥 − 3𝑦=−18
4𝑥 − 12𝑦=−80

 
{

𝑥 − 𝑦=1
𝑥+𝑦=−1
3𝑥+𝑦=2

 
{
2𝑥 − 4𝑦=−10
4𝑦+2𝑥=30

 

{
𝑦+𝑥=−14
5𝑥+10=𝑦

 {
−4𝑥 − 4𝑦=−12
4𝑥+3𝑦=−18

 
{

𝑥+𝑦+𝑧=0
2𝑥 − 3𝑦+5𝑧=0
10𝑥+8𝑦 − 4𝑧=0

 
{
4𝑦 − 4𝑥=32
𝑦=𝑥 − 4

 

{
𝑥+2𝑦=−12
3𝑥 − 8𝑦=−62

 {
𝑥 − 5𝑦=6
3𝑥 − 3𝑦=6

 {
𝑤+𝑥 − 𝑦=5
3𝑤 − 𝑥=8
𝑤=3

 
{
𝑥 − 𝑦=11
𝑥 − 2𝑦=15

 

{
2𝑥 − 4𝑦=−4
𝑥+4𝑦=34

 {
3𝑥+3𝑦=−12
3𝑥+9𝑦=−6

 
{

8𝑥+4𝑦+2𝑧=0
𝑥 − 𝑧=0
3𝑦=0

 
{
𝑥 − 5𝑦=15
−3𝑥 − 𝑦=−3

 

{
𝑦 − 5𝑥=−36
−5𝑥 − 20=5𝑦

 {
𝑥 − 2𝑦=4
5𝑥 − 5𝑦=20

 
{

2𝑥+3𝑦 − 𝑧=4
𝑥+𝑦+𝑧=6

3𝑥 − 𝑦+2𝑧=11
 {

−5𝑥 − 5𝑦=15

−3𝑥+5𝑦=
109

5

 

{
4𝑥+𝑦=−16
4𝑥+3𝑦=−5

 {
3𝑥 − 5𝑦=5
−3𝑥+5𝑦=5

 
{

3𝑥+2𝑦+𝑧=23
2𝑥+4𝑦+2𝑧=26
𝑥 − 𝑦 − 𝑧=0

 
{
5𝑥+5𝑦=−24
−𝑥+5𝑦=−2

 

{
4𝑥 − 2𝑦=8
𝑥+5𝑦=−9

 
{

3𝑥+4𝑦 − 𝑧=1
4𝑥+5𝑦+2𝑧=12
𝑥+2𝑦+3𝑧=8

 
{
𝑥−2𝑦=7
13𝑥+26𝑦=9

 {
2𝑥+ 3𝑦=4
−4𝑥+6𝑦=−8

 

{

𝑥 − 𝑦+𝑧=4
2𝑥 − 𝑦 − 𝑧=0
3𝑥+3𝑦+3𝑧=9

 
{
𝑥 − 5𝑦=−4
3𝑥+2𝑦=5

 {
2𝑎+4𝑏=2
4𝑎+8𝑏=4

 {
2𝑚 − 𝑛=6
3𝑚+2𝑛=23

 

 

Solução dos sistemas do jogo: 
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1. (𝑥=
43

5
,𝑦=

−37

15
) 

2. (𝑥=1,𝑦=7) 

3. (𝑆𝑒𝑚 𝑠𝑜𝑙𝑢çã𝑜) 

4. (𝑥=5,𝑦=5) 

5. (𝑥=−4,𝑦=−10) 

6. (𝑥=−27,𝑦=30) 

7. (𝑥=0,𝑦=0,𝑧=0) 

8. (𝑆𝑒𝑚 𝑠𝑜𝑙𝑢çã𝑜) 

9. (𝑥=
−110

7
,𝑦=

13

7
) 

10. (𝑥=1,𝑦=−1) 

11. (𝑥=1,𝑦=−1,𝑤=3) 

12. (𝑥=7,𝑦=−4) 

13. (𝑥=10,𝑦=6) 

14. (𝑥=−5,𝑦=1) 

15. (𝑥=0,𝑦=0,𝑧=0) 

16. (𝑥=
15

8
,𝑦=

−21

8
) 

17. (𝑥=
16

3
,𝑦
−28

3
) 

18. 𝑥=4,𝑦=0 

19. (𝑥=2,𝑦=1,𝑧=3) 

20. (𝑥=
−23

5
,𝑦=

8

5
) 

21. (𝑥=
−43

8
,𝑦=

11

2
) 

22. (𝑆𝑒𝑚 𝑠𝑜𝑙𝑢çã𝑜) 

23. (𝑥=5,𝑦=3,𝑧=2) 

24. (𝑥=
−11

3
,𝑦=

−17

15
) 

25. (𝑥=1,𝑦=−2) 

26. (𝑥=
53

10
,𝑦=−3,𝑧=

29

10
) 

27. (𝑥=
50

13
,𝑦=

−41

26
) 

28. (𝑥=2,𝑦=0) 

29. (𝑥=1,𝑦=
−1

2
,𝑧=

5

2
) 
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30. (𝑥=1,𝑦=1) 

31. (𝑎=1,𝑏=0) 

32. (𝑚=5,𝑛=4) 

 

Lista de exercícios 

1) Durante uma visita à padaria, João comprou 2 pedaços de bolo de 

cenoura e uma dose de café, pagando, ao todo, R$ 7,50. Sua irmã, Maria, 

comprou 1 pedaço de bolo de cenoura e 2 doses de café, pagando um 

total de R$ 6,00. Analisando essa situação, se uma pessoa comprar 1 

pedaço de bolo de cenoura e 1 café, qual seria o valor pago? 

2) Em um estacionamento, há motos e carros, em um total de 25 veículos. 

Sabendo há 74 rodas nesse estacionamento, quantas motos e quantos 

carros há no estacionamento? 

3) Um vendedor de camisetas e bonés em um evento esportivo vendeu 3 

camisetas e 2 bonés, arrecadando um total de R$ 220,00. No dia seguinte, 

ele vendeu 2 camisetas e 3 bonés, arrecadando R$ 190,00. Qual seria o 

preço de uma camiseta e o preço de um boné? 

4) Matheus tem um total de R$ 115,00 em notas de R$ 5,00 e de R$ 20,00. 

Considerando que ele possui um total de 11 cédulas. Quantas cédulas de 

R$5,00 e R$20,00 ele tem? 

5) Uma lapiseira, três cadernos e uma caneta custam, juntos, 33 reais. Duas 

lapiseiras, sete cadernos e duas canetas custam, juntos, 76 reais. Quanto 

custa uma lapiseira, um caderno e uma caneta? 

6) Um restaurante oferece três opções de prato: carne, salada e pizza. No 

primeiro dia, foram vendidos 40 pratos de carne, 30 pratos de salada e 10 

pizzas, totalizando R$ 7000,00 em vendas. No segundo dia, foram 

vendidos 20 pratos de carne, 40 pratos de salada e 30 pizzas, totalizando 

R$ 6000,00 em vendas. No terceiro dia, foram vendidos 10 pratos de 

carne, 20 pratos de salada e 40 pizzas, totalizando R$ 5000,00 em 

vendas. Qual seria o preço de cada prato? 

7) (PUC-MINAS) Certo laboratório enviou 108 encomendas para as 

farmácias A, B e C. Sabe-se que o número de encomendas enviadas para 

a farmácia B foi o dobro do total de encomendas enviadas para as duas 
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outras farmácias. Além disso, para a farmácia C foram despachadas três 

encomendas a mais que a metade da quantidade despachada para a 

farmácia A. Qual o número de encomendas enviadas para cada farmácia? 

8) Uma loja vende automóveis em N parcelas iguais sem juros. No momento 

de contratar o financiamento, caso o cliente queira aumentar o prazo, 

acrescentando mais 5 parcelas, o valor de cada uma das parcelas diminui 

R$ 200,00, ou se ele quiser diminuir o prazo, com 4 parcelas a menos, o 

valor de cada uma das parcelas sobe R$ 232,00. Considere ainda que, 

nas três possibilidades de pagamento, o valor do automóvel é o mesmo, 

todas são sem juros e não é dado desconto em nenhuma das situações. 

Nessas condições, qual é a quantidade N de parcelas a serem pagas de 

acordo com a proposta inicial da loja?  

9) (Enem 2022) Uma loja de roupas fixou uma meta de vendas de 

R$77000,00 para um determinado mês de 30 dias. O gráfico mostra o 

volume de vendas dessa loja, em real, nos dez primeiros dias do mês e 

entre o dia dez e o dia vinte desse mês, nos seus dois únicos setores 

(infantil e adultos). Suponha que a variação no volume de vendas, para o 

período registrado, tenha se dado de forma linear, como mostrado no 

gráfico, e que essa tendência se mantenha a mesma para os próximos 

dez dias.  

Figura 27 - Exercício 9 

 

Fonte: dudow.com.br. Acesso em 21 set. 2024 

Ao final do trigésimo dia, quanto faltará no volume de vendas, em real, 

para que a meta fixada para o mês seja alcançada? 

 

Avaliação: A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de 

participação dos alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

 

Apêndice 1 – Resoluções dos exercícios 
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1. Com os dados do problema, podemos construir um sistema linear em que 

B é o preço do bolo e C o preço do café: 

{
2𝐵+𝐶=7,5
𝐵+2𝐶=6

. 

Resolvendo o sistema pelo método da substituição temos: 

2𝐵+𝐶=7,5, 

𝐶=7,5−2𝐵. 

Substituindo C na outra equação: 

𝐵+2𝐶=6, 

𝐵+2(7,5−2𝐵)=6, 

𝐵+15+4𝐵=6, 

𝐵−4𝐵=6−15, 

−3𝐵=−9, 

𝐵=
−9

−3
, 

𝐵=3. 

Agora substituindo B na primeira equação, temos: 

𝐶=7,5−2𝐵, 

𝐶=7,5−2(3), 

𝐶=7,5−6, 

𝐶=1,50. 

Portanto, agora sabemos que o bolo custa R$3,00 e o café R$1,50. 

2. Com os dados do problema também podemos montar um sistema de 

equações: 

{
𝑀+𝐶=25
2𝑀+4𝐶=74

, 

Resolvendo o sistema: 

𝐶=25−𝑀, 

2𝑀+4(25−𝑀)=74, 

2𝑀+100−4𝑀=74, 

−2𝑀=74−100, 

−2𝑀=−26, 

𝑀=
−26

−2
, 

𝑀=13. 
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Agora substituindo: 

𝐶=25−12, 

𝐶=12. 

Então temos 13 motos e 12 carros. 

3. Uma forma de resolver é: 

{
3𝑥+2𝑦=220
2𝑥+3𝑦=190

, 

2𝑦=220−3𝑥, 

𝑦=
220−3𝑥

2
, 

𝑦=110−
3𝑥

2
, 

Substituindo y: 

2𝑥+3(110−
3𝑥

2
)=190, 

2𝑥+330−
9𝑥

2
=190, 

2𝑥−
9𝑥

2
=190−330, 

4𝑥−9𝑥

2
=−140, 

−5𝑥=−140.2, 

−5𝑥=−280, 

𝑥=
−280

−5
, 

𝑥=56. 

Substituindo x: 

𝑦=110−
3(56)

2
, 

𝑦=110−
168

2
, 

𝑦=110−84, 

𝑦=28. 

Então cada camiseta custa R$56,00 e cada boné R$28,00. 

4. Podemos resolver da seguinte forma: 

{
5𝑥+20𝑦=115
𝑥+𝑦=11
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𝑥=11−𝑦 

5(11−𝑦)+20𝑦=115 

55−5𝑦+20𝑦=115 

15𝑦=115−55 

15𝑦=60 

𝑦=
60

15
 

𝑦=4 

𝑥=11−4=7 

Então ele tem 4 cédulas de 20 reais e 7 cédulas de 5 reais 

5. Com os dados disponíveis podemos montar o seguinte sistema: 

{
𝑥+3𝑦+𝑧=33
2𝑥+7𝑦+2𝑧=76

, 

Analisando esse sistema vemos que temos mais incógnitas do que 

equações. Então isolar as incógnitas não seja um caminho adequado, 

portanto vamos somar as equações, mas antes, vamos multiplicar por -2 

a primeira equação: 

−2(𝑥+3𝑦+𝑧)=−2(33), 

−2𝑥−6𝑦−2𝑧=−66, 

Agora podemos somar as duas equações: 

(−2𝑥−6𝑦−2𝑧=−66)+(2𝑥+7𝑦+2𝑧=76), 

−2𝑥+2𝑥−6𝑦+7𝑦−2𝑧+2𝑧=−66+76, 

𝑦=10. 

Agora podemos substituir y na primeira equação: 

𝑥+3𝑦+𝑧=33, 

𝑥+3(10)+𝑧=33, 

𝑥+30+𝑧=33, 

𝑥+𝑧=33−10, 

𝑥+𝑧=3. 

Agora sabemos que uma lapiseira e um caneta juntas custam R$3,00, 

então podemos encontrar o valor da caneta, lapiseira e caderno juntos: 

10+3=13. 

6. Com os dados do problema conseguimos montar o seguinte sistema: 
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{

40c+30s+10p=7000
20c+40s+30p=6000
10c+20s+40p=5000

, 

Antes de resolver o sistema, podemos dividir os termos de todas as 

equações por 10 para trabalharmos com números menores, resultando 

no sistema: 

{

4c+3s+p=700
2c+4s+3p=600
c+2s+4p=500

, 

Agora podemos partir para a resolução, para esse sistema vamos utilizar 

o escalonamento, mas antes vamos organizar as equações: 

{
c+2s+4p=500
4c+3s+p=700
2c+4s+3p=600

 

Vamos fixar a primeira equação e zerar a incógnita c nas outras duas, 

para isso vamos multiplicar a primeira por 4 e subtrair a segunda, e depois 

multiplicar a primeira por 2 e subtrair a terceira: 

[4(𝑐+2𝑠+4𝑝)=4(500)]−(4𝑐+3𝑠+𝑝=700), 

(4𝑐+8𝑠+16𝑝=2000)−(4𝑐+3𝑠+𝑝=700), 

4𝑐−4𝑐+8𝑠−3𝑠+16𝑝−𝑝=2000−700, 

5𝑠+15𝑝=1300. 

Agora realizando o processo para a terceira equação: 

[2(𝑐+2𝑠+4𝑝)=2(500)]−(2𝑐+4𝑠+3𝑝=600), 

(2𝑐+4𝑠+8𝑝=1000)−(2𝑐+4𝑠+3𝑝=600), 

2𝑐−2𝑐+4𝑠−4𝑠+8𝑝−3𝑝=1000−600, 

5𝑝=400, 

𝑝=
400

5
, 

𝑝=80. 

Aproveitamos e já isolamos p na equação, agora temos um novo sistema: 

{

𝑐+2𝑠+4𝑝=500
5𝑠+15𝑝=1300

𝑝=80
, 

Agora, como já temos p isolado, podemos substituir nas demais 

equações: 

{
𝑐+2𝑠+4(80)=500
5𝑠+15(80)=1300

, 
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{
𝑐+2𝑠+320=500
5𝑠+1200=1300

, 

{
𝑐+2𝑠=500−320
5𝑠=1300−1200

, 

{
𝑐+2𝑠=180
5𝑠=100

, 

Agora temos um sistema 2x2, com uma equação com apenas uma 

incógnita, vamos então isolar e substituir: 

5𝑠=100, 

𝑠=
100

5
, 

𝑠=20, 

𝑐+2(20)=180, 

𝑐+40=180, 

𝑐=180−40, 

𝑐=140. 

Agora conseguimos saber o preço de cada prato, Carne R$140,00, 

Salada R$20,00 e Pizza R$80,00. 

7. Analisando o enunciado do problema podemos formar o seguinte sistema: 

{

𝐴+𝐵+𝐶=108
𝐵=2(𝐴+𝐶)

𝐶=
𝐴

2
+3

, 

Para esse sistema utilizaremos o método da substituição, já que já temos 

algumas incógnitas isoladas, começaremos substituindo C na segunda: 

𝐵=2(𝐴+𝐶), 

𝐵=2(𝐴+
𝐴

2
+3), 

𝐵=2𝐴+
2𝐴

2
+6, 

𝐵=2𝐴+𝐴+6, 

𝐵=3𝐴+6. 

Agora podemos substituir C e B na primeira equação: 

𝐴+𝐵+𝐶=108, 

𝐴+3𝐴+6+
𝐴

2
+3=108, 

4𝐴+
𝐴

2
=108−6−3, 
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8𝐴+𝐴

2
=99, 

9𝐴

2
=99, 

9𝐴=198, 

𝐴=
198

9
, 

𝐴=22. 

Agora com o resultado de A podemos substituir nas demais equações: 

𝐶=
22

2
+3, 

𝐶=11+3, 

𝐶=14. 

Agora substituindo em B: 

𝐵=2(22+14), 

𝐵=2.36, 

𝐵=72. 

Então agora sabemos que a farmácia A recebeu 22 encomendas, a 

farmácia C 14, e B 78 encomendas. 

8. Seja n o número de parcelas e x o preço de cada parcela, temos que o 

valor total do veículo pode ser expresso por 𝑛𝑥=𝑡, então analisando as 

propostas da loja conseguimos montar um sistema: 

{
(𝑛+5)(𝑥−200)=𝑡
(𝑛−4)(𝑥+232)=𝑡

, 

{
𝑛𝑥−200𝑛+5𝑥−1000=𝑡
𝑛𝑥+232𝑛−4𝑥−928=𝑡

, 

Se prestarmos atenção, 𝑛𝑥=𝑡, então podemos manipular as equações 

para facilitar as contas: 

{
𝑛𝑥−200𝑛+5𝑥−1000=𝑛𝑥
𝑛𝑥+232𝑛−4𝑥−928=𝑛𝑥

, 

{
−200𝑛+5𝑥−1000=𝑛𝑥−𝑛𝑥
232𝑛−4𝑥−928=𝑛𝑥−𝑛𝑥

, 

{
−200𝑛+5𝑥−1000=0
232𝑛−4𝑥−928=0

, 

Agora podemos isolar uma das variáveis: 

−200𝑛+5𝑥=1000, 

5𝑥=1000+200𝑛, 
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𝑥=
1000+200𝑛

5
, 

𝑥=200+40𝑛. 

Substituindo na outra equação: 

232𝑛−4(200+40𝑛)−928=0, 

232𝑛−800−160𝑛−928=0, 

232𝑛−160𝑛=800+928, 

72𝑛=1728, 

𝑛=
1728

72
 

𝑛=24 

Então, com isso descobrimos que o número de parcelas da primeira 

proposta é 24. 

9. Podemos resolver esse problema de duas formas, como ele possui duas 

etapas, vamos utilizar uma forma diferente para cada etapa. Primeiro 

vamos descobrir o volume de vendas do setor adulto no dia 30, sabemos 

que o gráfico é linear, então terá uma forma do tipo 𝑓(𝑥)=𝑎𝑥+𝑏, então 

podemos montar um sistema: 

{
10𝑎+𝑏=18000
20𝑎+𝑏=15000

, 

Resolvendo o sistema: 

(10𝑎+𝑏=18000)−(20𝑎+𝑏=15000), 

10𝑎−20𝑎+𝑏−𝑏=18000−15000, 

−10𝑎=3000, 

𝑎=−
3000

10
, 

𝑎=−300. 

Agora substituindo: 

10(−300)+𝑏=18000, 

−3000+𝑏=18000, 

𝑏=18000+3000, 

𝑏=21000. 

Então agora sabemos que a função que descreve o volume de vendas da 

seção adulto é 𝑓(𝑥)=−300𝑥+21000, então podemos calcular 𝑓(30): 

𝑓(30)=−300(30)+21000, 
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𝑓(30)=−9000+21000, 

𝑓(30)=12000. 

Então agora sabemos que no trigésimo dia as vendas dos dez dias 

anteriores serão R$12.000,00. Mas como vimos, a função que descreve 

esse volume de vendas é linear, então vamos achar a variação da seção 

infantil variou nos primeiros 10 dias: 

8000−7000=1000. 

Se nos primeiros 10 dias houve uma redução de R$1.000,00 nos próximos 

10 dias também ocorrerá essa mesma redução, então ao final do 

trigésimo dia teremos um volume de: 

7000−1000=6000. 

Então agora basta somar os volumes e verificar se a meta foi atingida: 

18000+15000+12000+8000+7000+6000=66000. 

Então a meta não foi batida por R$11.000,00 

 

Avaliação: A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de 

participação dos alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

Relatório da aula ministrada no dia 21/09 

A aula iniciou com as boas-vindas aos doze alunos presentes e uma breve 

revisão dos exercícios propostos na aula anterior. Não havendo dúvidas, o 

estagiário Anderson escolheu o terceiro exercício, que abordava os conceitos e 

a multiplicação de matrizes, para iniciar a discussão. Em seguida, o estagiário 

Vitor apresentou o "Problema dos Bichos", incentivando os alunos a iniciarem a 

resolução de forma autônoma. Os estagiários circularam pela sala, oferecendo 

suporte e direcionamento aos alunos que apresentavam dificuldades. 

Para introduzir os sistemas lineares, o estagiário Alisson apresentou a 

definição e exemplos, promovendo a participação dos alunos ao solicitar outras 

possíveis soluções para uma equação linear dada. Essa atividade permitiu aos 

alunos perceberem a existência de múltiplas soluções para um mesmo 

problema. 
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Ao apresentar um sistema linear, os estagiários questionaram os alunos 

sobre possíveis soluções, evidenciando a dificuldade em encontrar soluções por 

estimativa. Nesse momento, foi anunciado que seriam apresentados métodos 

formais para a resolução de sistemas lineares. 

O estagiário Cassiano iniciou a apresentação do método da comparação 

e adição, utilizando um exemplo para ilustrar o processo e propondo um segundo 

exercício para que os alunos resolvessem individualmente. Durante a resolução, 

os estagiários identificaram dificuldades dos alunos relacionadas a conceitos 

básicos de matemática, como o isolamento de variáveis. 

Após o intervalo, foi apresentado o método da substituição, seguindo a 

mesma dinâmica do método anterior. Devido à limitação de tempo, o método de 

escalonamento não foi abordado. 

Para consolidar o aprendizado, foi proposta uma atividade em grupos, na 

qual os alunos deveriam resolver sistemas lineares e, a cada acerto, ganhar 

pontos para uma disputa. A turma foi dividida em três grupos: “Golfinhos”, 

“Mentes Brilhantes” e “MausTemáticos”. Cada grupo foi designado um estagiário 

como fiscal e eles foram responsáveis por acompanhar cada grupo. A cada 

resposta correta, o aluno tinha a oportunidade de arremessar três bolas em uma 

cesta, ganhando um ponto por acerto. 

Ao final da aula, foi entregue uma lista de exercícios para casa e foram 

repassadas informações sobre a próxima aula, que ocorrerá no laboratório de 

informática. Alguns alunos manifestaram interesse em aprender a resolver 

sistemas com três incógnitas, o que será abordado na próxima aula. 

Os estagiários avaliaram a aula como positiva, observando o engajamento 

dos alunos e a eficácia das atividades propostas. A resolução de dúvidas e o 

trabalho em grupo contribuíram para um ambiente de aprendizagem colaborativo 

e dinâmico. 

 

 

3.5 AULA 05 (28/09) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 

Plano de Aula 

Público-Alvo:  

Alunos inscritos no projeto PROMAT. 

Tempo de execução: 1 encontro de 4 horas.  
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Conteúdo: Sistema Lineares 

Objetivo Geral: Aprofundar os conceitos sobre sistemas lineares,  

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com o conteúdo de sistemas lineares, objetiva-se que o aluno 

seja capaz de: 

• Classificar os sistemas de acordo com suas características, Sistema Possível 

Determinado; Sistema Possível Indeterminado; Sistema Impossível) 

• Resolver sistemas 2x2, 3x3, relembrando os termos (colinear; coincidente; 

paralelo; concorrentes). 

• Calcular a forma matricial de sistemas, bem como a regra de Cramer. 

• Despertar a curiosidade, manipulando, investigando e construindo as 

resoluções sobre sistemas lineares utilizando o software Geogebra. 

Recursos Didáticos: Quadro, pincel atômico, laboratório de informática, 

computador, projetor de slides, material de consulta para os alunos e listas de 

exercícios. 

 

Encaminhamento metodológico:  

 

Deslocamento para o laboratório de informática. (10min) 

 

Avisaremos os alunos previamente que a condução da aula desse dia será no 

laboratório de informática, desta forma, indicaremos a localização para irem 

diretamente para lá. De toda forma, um estagiário ficará aguardando por alguns 

minutos na sala de aula, caso apareça algum aluno novo, ou alguém se perca. 

 

Correção dos exercícios da aula anterior (20 min) 

 

Iniciaremos a aula corrigindo os exercícios no quadro, dando preferência aos 

que os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste será 

seguida a ordem da lista, caso o tempo não seja suficiente para correção será 

encaminhado um arquivo com a correção dos exercícios para os alunos 

posteriormente. 
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Atividade com software Geogebra (60min) 

 

Parte 1: Sistemas 2x2 

1. Resolva o seguinte sistema:  

{
𝑥+𝑦=3
2𝑥−𝑦=1

 

Resolução: 

(𝑥+𝑦=3)+(2𝑥−𝑦=1), 

𝑥+2𝑥+𝑦−𝑦=3+1, 

3𝑥=4, 

𝑥=
4

3
, 

Substituindo: 

4

3
+𝑦=3, 

𝑦=3−
4

3
, 

𝑦=
9−4

3
, 

𝑦=
5

3
 

Então a solução é (
4

3
,
5

3
) ou (1,3;1,6). 

 

2. Acesse o site: https://geogebra.org/classic 

3. Na janela de álgebra, insira as duas equações do sistema. 

Figura 28 - Exemplo Geogebra 1 

 

Fonte: Os autores. 2024 

4. O que você pode perceber em relação ao resultado do sistema? 

 

5. Agora, faça o mesmo para o sistema: 

{
𝑥+𝑦=2
2𝑥+2𝑦=4
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Resolva em seu caderno, em seguida insira as equações no Geogebra e 

compare o resultado com o gráfico. 

Solução: 

[2(𝑥+𝑦=2)−(2𝑥+2𝑦=4)], 

(2𝑥+2𝑦=4)−(2𝑥+2𝑦=4), 

2𝑥−2𝑥+2𝑦−2𝑦=4−4, 

0=0. 

Nesse caso temos um sistema com infinitas soluções 

 

6. Agora, repita o processo com esse sistema: 

{
𝑥+𝑦=1
2𝑥+2𝑦=5

 

Solução: 

[2(𝑥+𝑦=1)−(2𝑥+2𝑦=5)], 

(2𝑥+2𝑦=2)−(2𝑥+2𝑦=5), 

2𝑥−2𝑥+2𝑦−2𝑦=2−5, 

0=−3. 

Nesse caso, temos um absurdo, ou seja, um sistema sem solução, ou 

impossível. 

 

Existem três tipos principais de soluções para sistemas lineares: 

• Sistema Possível Determinado (SPD): As retas se interceptam 

em um ponto único, indicando uma solução única para o sistema. 

• Sistema Possível Indeterminado (SPI): As retas se coincidem 

completamente, indicando infinitas soluções. 

• Sistema Impossível (SI): As retas são paralelas e não se 

interceptam, indicando que o sistema não possui solução. 

 

Parte 2 

7. Agora, resolva o seguinte sistema: 

{

𝑥+𝑦+𝑧=6
2𝑥−𝑦+𝑧=3
𝑥+2𝑦+2𝑧=7

 

Isolando 𝑥 na primeira equação: 
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𝑥=6−𝑦−𝑧, 

Substituindo na segunda: 

2(6−𝑦−𝑧)−𝑦+𝑧=3, 

12−2𝑦−2𝑧−𝑦+𝑧=3, 

−3𝑦−𝑧=−9, 

3𝑦+𝑧=9. 

Isolando 𝑧: 

𝑧=9−3𝑦. 

Substituindo 𝑧 na primeira: 

𝑥=6−𝑦−(9−3𝑦), 

𝑥=6−9−𝑦+3𝑦, 

𝑥=2𝑦−3. 

Agora temos todas as variáveis em função de 𝑦, podemos substituir na 

terceira equação: 

2𝑦−3+2𝑦+2(9−3𝑦)=7, 

2𝑦+2𝑦−6𝑦=7+3−18, 

−2𝑦=−8, 

𝑦=4. 

Agora podemos substituir 𝑦 nas demais: 

𝑥=2(4)−3, 

𝑥=8−3, 

𝑥=5, 

𝑧=9−3(4), 

𝑧=9−12, 

𝑧=−3. 

 

8. Digite as equações na janela de álgebra. O que aconteceu? 

 

9. Abra a janela de visualização 3D e use a ferramenta interseção nas 

equações. Veja o que acontece. 

 

Figura 29 - Exemplo Geogebra 2 
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Fonte: Os autores. 2024 

10.  Agora faça o mesmo para esses sistemas, resolva no caderno e 

veja o que ocorre na janela 3D do Geogebra 

a)  {
𝑥+𝑦+𝑧=3
𝑦+2𝑧=2
𝑥−𝑧=1

 

Resolução: Analisando o sistema vemos duas equações com somente 

duas variáveis, vamos isolá-las: 

𝑦+2𝑧=2, 

𝑦=2−2𝑧, 

𝑥−𝑧=1, 

𝑥=1+𝑧. 

Agora substituímos na primeira: 

𝑥+𝑦+𝑧=3, 

1+𝑧+2−2𝑧+𝑧=3, 

𝑧−2𝑧+𝑧=3−1−2, 

0=0, 

Nesse caso, temos que as equações são múltiplas entre si, então temos 

um sistema possível indeterminado. 

b)  {
𝑥−𝑦−𝑧=−4
𝑥−𝑦−𝑧=2
𝑥=0

 

Resolvendo: Já sabemos que 𝑥=0, então podemos removê-lo das 

demais, o que nos deixa com o sistema: 

{
−𝑦−𝑧=−4
−𝑦−𝑧=2

, 

Agora: 

[−1(−𝑦−𝑧=−4)+(−𝑦−𝑧=2)], 
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(𝑦+𝑧=4)+(−𝑦−𝑧=2), 

𝑦−𝑦+𝑧−𝑧=4+2, 

0=6. 

Com isso, podemos ver que o sistema é impossível. 

 

Intervalo (20min) 

 

 

Apresentação de sistemas na forma matricial (40min) 

Um sistema de equações pode ser representado na forma de uma matriz. Os 

coeficientes das incógnitas serão os elementos da matriz que ocuparão as linhas 

e as colunas de acordo com o posicionamento dos termos no sistema. 

Exemplos: 

 

{
−𝑥+3𝑦=−16
4𝑥+3𝑦=27

                [
−1 3
4 3

]∗ [
𝑥
𝑦] = [

−16
27
] 

{

2𝑥+3𝑦 − 𝑧=4
𝑥+𝑦+𝑧=6

3𝑥 − 𝑦+2𝑧=11
             [

2 3 −1
1 1 1
3 −1 2

] * [
𝑥
𝑦
𝑧
] = [

4
6
11
] 

 

O MatrixCalc é um pacote de software ou uma biblioteca geralmente utilizada 

para realizar operações matemáticas e estatísticas com matrizes. Será utilizado 

o mesmo para mostrar para os alunos a forma matricial e como é resolvido os 

sistemas de forma matricial. 

 

Retomada do método de resolução de sistemas  

Logo serão retomados sistemas, para que eles resolvam e confiram as respostas 

com o MatrixCalc, sendo auxiliados pelos professores estagiários.  

Resolva os sistemas: 

Figura 30 - Exemplo das frutas 
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Fonte: pensarcursos.com.br Acesso em 28 set. 2024 

 

1) {
𝑥−2𝑦=7
13𝑥+26𝑦=9

 

2) {

2𝑥+3𝑦 − 𝑧=4
𝑥+𝑦+𝑧=6

3𝑥 − 𝑦+2𝑧=11
 

3) {

𝑥+𝑦+𝑧=0
2𝑥 − 3𝑦+5𝑧=0
10𝑥+8𝑦 − 4𝑧=0

 

 

Regra de Cramer (40min) 

 

Considere o seguinte sistema {
𝑎1𝑥+𝑏1𝑦=𝑐1
𝑎2𝑥+𝑏2𝑦=𝑐2

 

[
𝑎1 𝑏1
𝑎2 𝑏2

] é a matriz incompleta do sistema. E  𝑐1 e 𝑐2 são os termos 

independentes do sistema. 

 

https://www.pensarcursos.com.br/
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𝐷=|
𝑎1 𝑏1
𝑎2 𝑏2

| são o determinante da matriz incompleta do sistema  

𝐷𝑥=|
𝑐1 𝑏1
𝑐2 𝑏2

| são o determinante da matriz obtida através da troca dos 

coeficientes de 𝑥 pelos termos independentes, na matriz incompleta. 

𝐷𝑌=|
𝑎1 𝑐1
𝑎2 𝑐2

| é o determinante da matriz obtida através da troca dos 

coeficientes de 𝑦 pelos termos independentes, na matriz incompleta. 

 

A regra de Cramer pode ser aplicada para resolver um sistema 𝑛 𝑥 𝑛, onde 𝐷≠

0. A solução é dada pelas razões: 

(𝑥1=
𝐷1
𝐷
,𝑥2=

𝐷2
𝐷
,𝑥3=

𝐷3
𝐷
,...,𝑥𝑛=

𝐷𝑛
𝐷
) 

 

Exemplos a serem feitos no quadro:  

I.Para resolver o sistema {
2𝑥+3𝑦=7
𝑥 − 𝑦=1

, fazemos: 

    Cálculo do determinante 𝐷: 

Para calcularmos este determinante utilizamos a regra de Sarrus, onde 

multiplicamos a diagonal primária e subtraímos pela diagonal secundária: 

     𝐷=|
2 3
1 −1

|=−5 

𝐷=[2∗(−1)]−[1∗3]=−5 

Cálculo do determinante 𝐷𝑥: 

𝐷𝑥=|
7 3
1 −1

|= − 10 

Logo:  

𝑥=
𝐷𝑋
𝐷
=
− 10

− 5
=2 

Cálculo do determinante 𝐷𝑦: 

𝐷𝑦=|
2 7
1 1

|= − 5 

Logo: 

𝑦=
𝐷𝑦

𝐷
=
− 5

− 5
=1 

Conjunto verdade: 𝑉={(2,1)} 
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II.Para resolver o sistema {

𝑥 − 2𝑦+𝑧=0
2𝑥+𝑦 − 3𝑧= − 5
4𝑥 − 𝑦 − 𝑧= − 1

, fazemos: 

1 −2 1
2 1 −3
4 −1 −1

    
1 −2
2 1
4 −1

 

Como agora temos um sistema 3𝑥3, novamente utilizamos a regra de Sarrus, e 

fazemos a soma das diagonais primárias menos a soma das diagonais 

secundárias, então temos:  𝐷=(−1+24−2)−(4+ 3+ 4)=10 

 

Cálculo do determinante 𝐷𝑥: 

𝐷𝑥=|
0 −2 1
−5 1 −3
−1 −1 −1

|=1+10−6+5=10 

Cálculo do determinante 𝐷𝑦: 

𝐷𝑦=|
1 0 1
2 −5 −3
4 −1 −1

|=20 − 3+5 − 2=20 

Cálculo do determinante 𝐷𝑧: 

𝐷𝑧=|
1 −2 0
2 1 −5
4 −1 −1

|=− 5 − 4 − 1+40=30 

Logo:                                         𝑥=
𝐷𝑥

𝐷
=
10

10
=1 

𝑦=
𝐷𝑦

𝐷
=
20

10
=2 

𝑧=
𝐷𝑧
𝐷
=
30

10
=3 

Conjunto verdade: 𝑉={(1,2,3)} 

Exemplos para os alunos praticarem: 

Resolva os sistemas de equações aplicando a regra de Cramer: 

a) {
2𝑥 − 3𝑦= − 5
𝑥+2𝑦=8

                    𝑉={(2,3)} 

b) {
3𝑥 − 2𝑦=5
2𝑥+𝑦=1

                       𝑉={(1,−1)} 

c) {

𝑥 − 2𝑦+𝑧=1
2𝑥+𝑦 − 𝑧=0

− 𝑥+3𝑦 − 2𝑧=− 3
             𝑉={(1,2,4)} 

d) {

3𝑥+2𝑦+3𝑧=0
𝑥+𝑦+𝑧=1

− 2𝑥 − 3𝑦+3𝑧= − 5
          𝑉={(− 2,3,0)} 
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Lista de exercícios (20min) 

1) (ESPM-RJ, 2018) O sistema {
𝑥+𝑘𝑦=3
𝑘𝑥+4𝑦=6

}, onde k ∈ IR, é classificado 

como: 

a) Possível e Indeterminado, se 𝑘=−2 

b) Possível e determinado, se 𝑘=2 

c) Impossível, se 𝑘=−2 

d) Possível e Indeterminado, se 𝑘≠2 

e) Impossível, se 𝑘=2 

2) Um vendedor de camisetas e bonés em um evento esportivo vendeu 3 

camisetas e 2 bonés, arrecadando um total de R$ 220,00. No dia 

seguinte, ele vendeu 2 camisetas e 3 bonés, arrecadando R$ 190,00. 

Qual seria o preço de uma camiseta e o preço de um boné? 

3) (MACKENZIE, 2008) O diretor de uma empresa, o Dr. Antônio, convocou 

todos os seus funcionários para uma reunião. Com a chegada do Dr. 

Antônio à sala de reuniões, o número de homens presentes na sala ficou 

quatro vezes maior que o número de mulheres também presentes na 

sala. Se o Dr. Antônio não fosse à reunião e enviasse sua secretária, o 

número de mulheres ficaria a terça parte do número de homens. A 

quantidade de pessoas, presentes na sala, aguardando o Dr. Antônio é: 

4) Verifique se a terna (3,−2,4) é solução da equação linear 4𝑥−3𝑦+5𝑧=

36. 

5) Observe a representação das retas 𝑟,𝑠,𝑡,𝑢 em um mesmo plano 

cartesiano: 



118 

 

 

 

 

 

𝑟:−𝑥+2𝑦=12 

𝑠: −𝑥+2𝑦=0 

𝑡:𝑥+𝑦=3 

𝑢:−𝑥−𝑦=−3 

Determine quantas soluções possui cada sistema e, em seguida, escreva-as. 

(Caso o sistema possua infinitas soluções, escreva apenas algumas delas). 

𝑎) {
−𝑥+2𝑦=12
𝑥+𝑦=3

 𝑏)  {
−𝑥+2𝑦=12
−𝑥+2𝑦=0

 𝑐)  {
−𝑥+2𝑦=0
−𝑥−𝑦=−3

 

𝑑)  {
−𝑥−𝑦=−3
𝑥+𝑦=3

                𝑒)  {
−𝑥+2𝑦=12
−𝑥−𝑦=−3

 

6) Em cada item, o sistema foi classificado em SPD, SPI ou SI. 

𝑎)  {
𝑎1𝑥+𝑏1𝑦=𝑐1
𝑎2𝑥+𝑏2𝑦=𝑐2

    (𝑆𝑃𝐷)              𝑏) {
𝑎3𝑥+𝑏3𝑦=𝑐3
𝑎4𝑥+𝑏4𝑦=𝑐4

    (𝑆𝑃𝐼) 

𝑐) {
𝑎5𝑥+𝑏5𝑦=𝑐5
𝑎6𝑥+𝑏6𝑦=𝑐6

    (𝑆𝐼)                    𝑑) {
𝑎7𝑥+𝑏7𝑦=0
𝑎8𝑥+𝑏8𝑦=0

    (𝑆𝑃𝐷)      

Associe cada sistema a um dos gráficos abaixo, escrevendo a letra e o 

símbolo romano correspondente: 

I.  II.  
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III.  IV.  

 

Apêndice (resolução dos exercícios) 

1. Considerando o sistema matricial, temos a matriz: [
1 𝑘
𝑘 4

] 

det[
1 𝑘
𝑘 4

]=(1.4)−(𝑘.𝑘)=4−𝑘2 

Para o sistema ser possível e determinado, det ≠0,𝑃𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜 4−𝑘2≠0 

4≠𝑘2→𝑘≠±2 

Para o sistema ser indeterminado, det =0, 𝑘=±2, substituindo no sistema 

k=2 

{
𝑥+2𝑦=3
2𝑥+4𝑦=6÷2

⇒ {
𝑥+2𝑦=3
𝑥+2𝑦=3

 𝑙𝑜𝑔𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘=2  

𝑜 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 é 𝑃𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑙 𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑛𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑘=−2,{
𝑥−2𝑦=3
−2𝑥+4𝑦=6÷2

⇒ {
𝑥−2𝑦=3
−𝑥+2𝑦=3+

⇒0=6, 

 𝑙𝑜𝑔𝑜 𝑜 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 é 𝐼𝑚𝑝𝑜𝑠𝑠í𝑣𝑒𝑙 

Resposta a letra c) 

2. Montando um sistema, onde c é o preço das camisetas e b é o preço dos 

bonés, temos: 

{
3𝑐+2𝑏=220
2𝑐+3𝑏=190×3

⇒ {
3𝑐+2𝑏=220
6𝑐+9𝑏=570

×(−2)
⇒   {

−6𝑐−4𝑏=−440
6𝑐+9𝑏=570

→ 

5𝑏=130→𝑏=26,𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑛𝑑𝑜 𝑛𝑎  𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑖𝑟𝑎 𝑒𝑞𝑢𝑎çã𝑜 

3𝑐+2(26)=220 → 3𝑐=168 → 𝑐=56 

Portanto, camiseta custa $ 56,00 e boné custa $ 26,00 

3. Considerando h o número de homens presentes e m o número de 

mulheres presentes, formamos o seguinte sistema: 
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{
ℎ+1=4𝑚
1ℎ

3
=𝑚+1

→{
ℎ−4𝑚=−1
ℎ−3𝑚=3

→−𝑚=−4→𝑚=4 

Substituindo 𝑚=4 𝑒𝑚 ℎ−4𝑚=−1,𝑡𝑒𝑚𝑜𝑠 ℎ−4(4)=−1 

ℎ−16=−1 → ℎ=15 

Portanto o número de pessoas esperando é de 𝑚+ℎ=4+15=19. 

4. Substituindo 𝑥=3,𝑦=−2 𝑒 𝑧=4 no primeiro membro da equação, 

temos: 4.3−3(−2)+5.4=12+6+20=38, como 38 é 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 36, 

logo a terna (3,-2,4) não é solução da equação. 

5. Letra a) sistema representada pelas retas r e t, elas possuem um ponto 

em comum, portanto uma solução (-2,5) 

Letra b) sistema representada pelas retas r e s, paralelas entre si, portanto 

não possui solução. 

Letra c) sistema representada pelas retas s e u, elas possuem um ponto 

em comum, portanto uma solução (2,1) 

Letra d) sistema representada pelas retas t e u, elas são retas 

coincidentes, portanto possuem infinitas soluções, ex. (-2,5), (0,3), (2,1), 

(3,0). 

6. Letra e) sistema representada pelas retas u e r, elas possuem um ponto 

em comum, portanto uma solução (-2,5). 

7. A-IV (sistema possuem retas concorrentes, com uma solução) 

B-I (sistema possuem retas coincidentes, com infinitas soluções) 

C-II (sistema possuem retas paralelas, sem solução) 

D-III (sistema homogêneo possuem retas concorrentes, com uma solução trivial) 

 

 

Relatório da aula ministrada no dia 28/09 

 

Para o encontro deste dia, planejamos executar a aula do laboratório de 

informática do campus, previamente avisamos os alunos sobre o local e 

gravamos um vídeo explicando o caminho. Os alunos foram chegando e se 
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acomodando no lugar onde desejavam, nós estagiários chegamos um pouco 

mais cedo para ir ligando os computadores e fazendo o login na rede para deixar 

tudo pronto. Recebemos neste dia 17 alunos, o que quase encheu o laboratório 

que contava com vinte lugares.   

Damos início corrigindo alguns exercícios da aula passada, e na 

sequência começamos o conteúdo, a ideia era que eles começassem resolvendo 

um sistema linear dois por dois, e depois inserissem no software Geogebra, para 

visualizarem as relações entre as retas, quando as retas são paralelas, quando 

são coincidentes e o ponto de intersecção que se forma quando se cruzam, ao 

a tarefa consistia em abordar três exemplos destes no sistema dois por dois, e 

três exemplos no sistema três por três.  

Alguns alunos resolveram rapidinho o sistema e já foram inserindo as 

equações no software, outros notavelmente encontravam mais dificuldade para 

resolver, ao identificar isso, explanamos que quem precisasse de qualquer ajuda 

bastava levantar a mão que iríamos ao auxílio. 

Neste momento, uma aluna ergueu a mão, dizia não ter ideia de como 

resolver o sistema dois por dois, e que havia faltado a aula passada, disse-lhe 

que na aula passada ensinamos alguns métodos para a resolução dos sistemas, 

e que ela poderia consultar os slides no grupo, bem como os exercícios, mas 

que demostraria uma forma de resolver o sistema, primeiro isolando a incógnita 

x, e depois substituindo seu valor na equação de baixo, procuramos simplificar 

a explicação para que facilitasse seu entendimento, ela foi acompanhando, e 

fazendo sinal com a cabeça afirmativamente, ao descobrir a solução, ela dizia 

ter entendido e que iria reproduzir a ideia na questão posterior.  

Trabalhamos com o Geogebra até o momento do intervalo, depois, 

começamos a falar das representações na forma matricial de um sistema, os 

alunos fizeram algumas questões no caderno e utilizando os computadores, mas 

agora com o aplicativo MatrixCalc, que permite realizar operações com matrizes. 

Para encerrar a aula, falamos da regra de Cramer, ao ir desenvolvendo a ideia 

n quadro, os alunos calculavam os determinantes através do MatrixCalc, para 

agilizar. Percebemos que os alunos gostaram bastante da aula, pois foi a 

primeira vez que saímos da sala, e fomos a um ambiente diferente, além de 

utilizar os computadores, o que desperta interesse e curiosidade, principalmente 
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quando relacionamos e mostramos como a matemática acontece utilizando as 

tecnologias. 

 

3.6 AULA 06 (05/10) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 

 

Plano de Aula 

Público-Alvo:  

Alunos inscritos no projeto PROMAT. 

Tempo de execução: 1 encontro de 4 horas.  

Conteúdo: Geometria Analítica. 

Objetivo Geral: Introduzir conceitos da geometria analítica como ponto, reta, 

plano, entre outros. E trabalhar com conceitos de plano cartesiano, distância 

entre dois pontos e ponto médio de um segmento qualquer nesse plano. 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com o conteúdo de Geometria Analítica, objetiva-se que o aluno 

seja capaz de: 

• Compreender o conceito de plano cartesiano, seus elementos e 

aplicabilidade;  

• Entender o cálculo da distância entre dois pontos quaisquer no plano 

cartesiano e a realizar a aplicação da fórmula;  

• Compreender o conceito de ponto médio de um segmento qualquer no plano 

cartesiano e como calculá-lo; 

Recursos Didáticos: Quadro, pincel atômico, computador, projetor de slides, 

RPG Fronteiras da Geometria, régua grande de madeira e lista de exercícios. 

Encaminhamento metodológico:  

 

Deslocamento para o LEM (5 min) 

 

Avisaremos os alunos previamente que a condução da aula desse dia será no 

LEM, desta forma, indicaremos a localização para irem diretamente para lá. De 

toda forma, um estagiário ficará aguardando por alguns minutos na sala de aula, 

caso apareça algum aluno novo, ou alguém se perca. 
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Correção dos exercícios da aula anterior (15 min). 

 

Iniciaremos a aula corrigindo os exercícios no quadro, dando preferência aos 

que os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste será 

seguida a ordem da lista, caso o tempo não seja suficiente para correção será 

encaminhado um arquivo com a correção dos exercícios para os alunos 

posteriormente. 

 

 

Definições e exemplos: (80 min) 

 

- Plano cartesiano 

Figura 31 - Origem da Geometria Analítica 

Origem da geometria analítica 

Concebida pelo matemático francês René Descartes (1596 − 1650) em seu 

livro La Géometrie (1637), a Geometria Analítica é o ramo da matemática 

responsável por unir a Geometria euclidiana com a Álgebra, possibilitando a 

representação de figuras geométricas por meio de pares ordenados, equações 

ou inequações.  

Essas representações ocorrem no plano cartesiano, formado por duas retas 𝑥 

e 𝑦 perpendiculares, em que cada ponto das retas representa um número real 

(ℝ) e os pontos desse plano são formados pelos pares ordenados (𝑥,𝑦).  

 

Fonte: https://www.todamateria.com.br/descartes data de acesso: 07/07/24  

 

Nesse momento, relembraremos brevemente os estudantes de elementos 

importantes sobre o plano cartesiano como pontos, eixo das abscissas, eixo das 

ordenadas, quadrantes e como representar graficamente um ponto nesse plano. 

https://www.todamateria.com.br/descartes
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Assim, poderão praticar todos esses conceitos com o jogo RPG a ser proposto 

posteriormente. 

 

Definição – Plano Cartesiano ortogonal de coordenadas. 

Denominamos de plano cartesiano, o sistema de coordenadas num plano 

formado por dois eixos 𝑥 e 𝑦 perpendiculares entre si no ponto 0 (Origem). 

Para determinar as coordenadas do ponto 𝑃 da figura abaixo, traçamos por 𝑃 

as perpendiculares aos dois eixos, obtendo as coordenadas desse ponto no 

eixo 𝑥 e no eixo 𝑦, respectivamente. 

 

Fonte: Autores 2024 

Na figura, as coordenadas de 𝑃 são: a abcissa (ou coordenada em 𝑥) 2 

e a ordenada (ou em coordenada em 𝑦) 3. A representação (2,3) é chamada 

de “par ordenado, de abcissa 2 e ordenada 3". 

 

Usaremos uma lâmina do slide para explicar o significado de par ordenado e que 

sua ordem é primeiro a coordenada em 𝑥 e depois a coordenada em 𝑦. 

Aproveitaremos a lâmina para apontar alguns pontos no plano cartesiano, 

perguntando a sala se alguém poderia dizer como se chama esse ponto e como 

representá-lo. 

- Distância entre dois pontos 
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Desenharemos no quadro um plano cartesiano com alguns pontos semelhante 

à figura abaixo para que alunos digam qual a distância entre eles. Estabelecendo 

uma unidade de medida 𝑢 nos eixos, diremos que a distância entre os pontos 𝐴 

e 𝐵 é 5, ou que o comprimento do segmento 𝐴𝐵̅̅̅  ̅é igual a 5. Explicaremos que a 

rigor essa distância é calculada pelo módulo da diferença entre esses números, 

sendo 𝐴𝐵=|6 − 1|=5 ou 𝐴𝐵=|1 − 6|=5, ou simplesmente, o maior 

número menos o menor número, 𝐴𝐵=6 − 1=5. Por estarmos trabalhando 

com distâncias, elas devem ser sempre positivas, por isso trabalhamos com o 

módulo de um número. 

 

Figura 32 - Representação de distância entre dois pontos 

 

Fonte: Os autores. 2024 

 

 Em seguida, vamos desenhar no quadro dois pontos como os da figura abaixo 

e perguntaremos aos alunos como poderíamos calcular essa distância. 

Figura 33 - Representação ponto distância entre dois pontos genéricos. 
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Fonte: Os autores. 2024 

Queremos que percebam o triângulo retângulo 𝐴𝐵𝐶 formado pelos três pontos, 

que podemos determinar os comprimentos dos dois catetos 𝐴𝐶̅̅̅̅   e 𝐵𝐶̅̅̅̅ . 

Conhecendo o comprimento dos catetos, basta utilizar o Teorema de Pitágoras. 

Exemplo: Dados os pontos 𝐴=(2,3) e 𝐵=(4,5) temos que: 

Do teorema de Pitágoras 𝑎2=𝑏2+𝑐2, e observando a figura acima, sabendo 

que temos as medidas dos catetos e que o segmento 𝐴𝐵̅̅̅  ̅é a hipotenusa. (𝐴𝐵̅̅̅ )̅2=

(𝑥2−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑦1)

2 

(𝐴𝐵̅̅̅ )̅2=(4−2)2+(5−3)2 

(𝐴𝐵̅̅̅ )̅2=8 

𝐴𝐵̅̅̅ =̅√8 

 

- Ponto médio de segmento 

 

Em seguida, apresentaremos o conceito de ponto médio de um segmento no 

plano cartesiano. Mostraremos aos alunos como desenvolver a construção da 

fórmula que determina esse ponto. 

 

Definição – Ponto Médio 

Dado um segmento de reta 𝐴𝐵̅̅̅  ̅  tal que 𝐴(𝑥1,𝑦1) 𝑒 𝐵(𝑥2,𝑦2), são pontos 

distintos, denominamos de 𝑀 o ponto médio de 𝐴𝐵̅̅̅ .̅ Podemos determinar suas 

coordenadas por  

𝑀(𝑀𝑥,𝑀𝑦) 
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                          𝑀𝑋=
𝑥2+𝑥1

2
                     𝑀𝑦=

𝑦2+ 𝑦1

2
  

 

Desenharemos um plano cartesiano no quadro e utilizando um segmento de reta 

qualquer 𝐴𝐵̅̅̅  ̅ nesse plano, explicaremos que nosso objetivo será de obter um 

terceiro ponto 𝑀 que pertence a esse segmento e que tem a propriedade de estar 

a uma mesma distância das extremidades 𝐴 e 𝐵, como mostra a figura. Será 

apresentado as coordenadas 𝑥 e 𝑦 do ponto médio como sendo, 𝑀𝑥 e 𝑀𝑦 em 

lousa da seguinte forma: 

Figura 34 - Ilustração fórmula do ponto médio. 

 

Fonte: Os autores. 2024 

Desta forma, as coordenadas do ponto médio serão dadas por 𝑀(
𝑥1+𝑥2

2
,
𝑦1+𝑦2

2
) 

Exemplo: Determine as coordenadas do ponto médio entre os pontos: 𝐴(3,− 2) 

e 𝐵( − 1,− 6);  

𝑴(𝑴𝒙,𝑴𝒚)= (
𝑥1+𝑥2

2
,   
𝑦1+𝑦2

2
) 

𝑀𝑥=
𝑥1+𝑥2
2

 

𝑀𝑥= 
3+(−1)

2
 

𝑀𝑥=
3 − 1

2
 

𝑀𝑥=
2

2
= 1 

𝑀𝑦=
− 2+(− 6)

2
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𝑀𝑦=
− 2 − 6

2
 

𝑀𝑦=
− 8

2
=− 4 

Logo, 𝑀(1,− 4) 

Daremos os dois seguintes exercícios para calcularem pontos médios, como 

forma de praticarem esse conceito antes da lista de atividades 

Exercícios 

Encontre o ponto médio do segmento 𝐴𝐵̅̅̅  ̅em cada um dos seguintes casos: 

a) 𝐴(4,6) e 𝐵(8,10). 

b) 𝐶(− 3,1) e 𝐷(5,−7). 

Resoluções dos exercícios: 

a) (𝐴𝐵̅̅̅ )̅2=(8−4)2+(10−6)2 

      (𝐴𝐵̅̅̅ )̅2=16+16 

      (𝐴𝐵̅̅̅ )̅=√32 

b) (𝐶𝐷̅̅̅ )̅2=(5−(−3))2+(−7−1)2 

(𝐶𝐷̅̅̅ )̅2=64+64 

(𝐶𝐷̅̅̅ )̅=√128 

 

 

- Equação geral e reduzida da reta 

 

A reta pode ter dois tipos de equação diferentes, a equação geral e a reduzida. 

Equação geral da reta:  

𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐=0 

Sendo: 

𝑎, 𝑏 e 𝑐 são números reais constantes e são chamados de coeficientes. 

𝑎 e 𝑏 são valores diferentes de zero (não nulos) 

𝑥 e 𝑦: são as coordenadas de um ponto do plano e são chamadas variáveis. 

Exemplos: 

2𝑥−𝑦+1=0; −3𝑥+2𝑦=0; 
1

2
𝑥+𝑦−11=0 

Equação reduzida da reta: 

𝑦=𝑚𝑥+𝑛 
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Sendo: 

𝑥 e 𝑦: coordenadas de um ponto qualquer da reta 

𝑚: coeficiente angular da reta 

𝑛: coeficiente linear 

Exemplos: 

𝑦=2𝑥+1; 𝑦=
3

2
𝑥; 𝑦=11−

1

2
𝑥 

- Coeficiente da reta 

Em uma reta 𝑦=𝑚𝑥+𝑛, a constante 𝑚 é o coeficiente angular e a constante 

𝑛 é o coeficiente linear. Enquanto o coeficiente angular indica a inclinação da 

reta, o coeficiente linear expressa a coordenada vertical em que a reta cruza o 

eixo y.  

- Encontrando a equação da reta 

Sendo os pontos A e B com coordenadas 𝐴(𝑥𝐴,𝑦𝐴) e 𝐵(𝑥𝐵,𝑦𝐵), e P (x, y) um 

ponto qualquer, para que esses pontos estejam alinhados, temos que: 

|
𝑋𝐴 𝑌𝐴 1
𝑋𝐵 𝑌𝐵 1
𝑋 𝑌 1

|=0                 

Conhecendo as coordenadas dos pontos A e B, basta igualar o seu determinante 

a 0 para encontrar a equação geral da reta. 

Exemplo: 

Encontre a equação geral da reta r que passa pelos pontos A (2,1) e B (4,5). 

Resolução: 

De início, construiremos o determinante: 

|
2 1 1
4 5 1
𝑋 𝑌 1

|=0        

Calculando o determinante, temos que: 

10 + 1𝑥 + 4𝑦 – 5𝑥 – 4 – 2𝑦 = 0 

Agora, juntando os termos semelhantes, encontraremos a equação da reta: 

– 4𝑥 + 2𝑦 – 6 = 0 

Então, a equação geral será 𝑟: – 4𝑥 + 2𝑦 – 6 = 0. 

 

 Distância ponto e reta 

A distância entre um ponto e uma reta é calculada unindo o próprio ponto à reta 

através de um segmento, que deverá formar com a reta um ângulo reto (90º). 
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Para estabelecer a distância entre os dois necessitamos da equação geral da 

reta e da coordenada do ponto. A figura a seguir estabelece a condição gráfica 

da distância entre o ponto P e a reta r, sendo o segmento PQ a distância entre 

eles. 

Figura 35 - Distância ponto e reta 

 

Fonte: Os autores. 2024 

 

Estabelecendo a equação geral da reta 𝑠: 𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐=0 e a coordenada do 

ponto 𝑃(𝑥0,𝑦0), conseguimos chegar à expressão capaz de calcular a distância 

entre o ponto P e a reta s: 

𝑑=
|𝑎𝑥0+𝑏𝑦0+𝑐|

√𝑎2+𝑏2
 

 

Essa expressão surge de uma generalização feita, podendo ser utilizada nas 

situações em que envolve o cálculo da distância entre um ponto qualquer e uma 

reta. 

Exemplo: 

Dado o ponto 𝐴(3,−6) e 𝑟: 4𝑥+6𝑦+2=0. Estabeleça a distância entre 𝐴 e 𝑟 

utilizando a expressão dada anteriormente. 

𝑑=
|4∙3+6∙(−6)+2|

√42+62
 

𝑑=
|12−36+2|

√16+36
 

𝑑=
|−22|

√52
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𝑑=
22

√52
 

𝑑=
22

√52
∙
√52

√52
 

𝑑=
22√52

52
=
11√52

26
 

 

 Posição relativa entre retas 

Duas retas contidas no mesmo plano podem interagir de algumas maneiras 

distintas, gerando conceitos, definições e propriedades. O conjunto das 

possíveis interações entre duas retas é chamado de posições relativas. São elas: 

 

Retas paralelas 

Duas retas são paralelas quando não possuem nenhum ponto em comum em 

toda a sua extensão. Uma propriedade interessante sobre essas retas é que a 

distância entre elas sempre será a mesma, independentemente do ponto 

escolhido para medi-las. A imagem a seguir é um exemplo de duas retas 

paralelas: 

𝑓:𝑦=𝑥+1  𝑔:𝑦=𝑥 

 

Figura 36 - Retas Paralelas 
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Fonte: Os autores. 2024 

 

Retas concorrentes 

Duas retas são concorrentes quando possuem um único ponto de intersecção. 

Retas concorrentes formam quatro ângulos, congruentes dois a dois. Quando 

um deles mede 90°, as retas concorrentes são chamadas de perpendiculares. A 

imagem mostra um exemplo de retas concorrentes: 

𝑓:𝑦=𝑥  𝑔:𝑦=−𝑥 

 

Figura 37 - Retas Concorrentes 

 

Fonte: Os autores. 2024 

 

 

Retas coincidentes 

Duas retas são coincidentes quando todos os pontos da primeira também são 

pontos da segunda e vice-versa. 

É comum encontrar autores que afirmam: duas retas são coincidentes quando 

possuem dois ou mais pontos em comum. Esse tipo de relação é baseado em 

um resultado da geometria: as duas retas possuem pelo menos dois pontos em 

comum, então todos os pontos da primeira são pontos da segunda. 
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Também podemos dizer que duas retas coincidentes são, na realidade, uma 

única reta, como mostra a figura a seguir: 

𝑓:𝑦=𝑥  𝑔:𝑦=𝑥 

 

Figura 38 - Reta Única 

 

Fonte: Os autores. 2024 

 

Intervalo (20min) 

 

RPG Fronteiras da Geometria (90 min) 

 

Para esse momento da aula dividiremos a turma em 4 grupos, em que cada 

estagiário será “mestre” do grupo. A seguir descrevemos os objetivos e as regras 

do RPG. Além disso disponibilizaremos um guia com os objetivos, resoluções 

dos problemas e demais informações que o mestre necessite 

 

Fronteiras da Geometria 

 

Introdução 
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Bem-vindo a "Fronteiras da Geometria", um RPG de fantasia medieval focado 

no ensino de Matemática. Esse jogo foi desenvolvido para facilitar o aprendizado 

de conceitos da Geometria Analítica. Aqui, os jogadores farão uma jornada pelos 

reinos antigos, enfrentando desafios matemáticos enquanto aprendem sobre 

plano cartesiano, distâncias entre pontos e outros conteúdos. 

O objetivo desse RPG é permitir que os jogadores apliquem conceitos de 

Geometria Analítica. Como a distância entre pontos, ponto médio, equações de 

reta e outros conceitos, de forma prática e lúdica. Cada tarefa realizada no jogo 

envolve cálculos e exercícios relacionados com o conteúdo, integrando o 

conteúdo de sala de aula com uma narrativa de fantasia. 

O jogo se passa em um mundo em que as terras são regidas por poderosas 

forças geométricas. O mundo é composto por vastas regiões chamadas 

Planícies Cartesianas, onde quadrantes estruturam a realidade. Cada quadrante 

possui características próprias: clima, terreno, criaturas e até o ciclo do dia 

mudam de forma abrupta na fronteira entre um quadrante e outro. 

 

Classes e Habilidades 

O jogador vai poder escolher entre uma das três: 

 

Mago dos Pontos 

• Habilidade 1: Ponto de Equilíbrio (Ponto Médio de um Segmento) 

• Habilidade 2: Geometria das Rotas (Relações entre Retas) 

Assassino das Retas 

• Habilidade 1: Passo Longo (Distância entre dois Pontos) 

• Habilidade 2: Visão Precisa (Distância de um Ponto a uma Reta) 

Arqueiro de Segmentos 

• Habilidade 1: Traço Mestre (Equações de Reta) 

• Habilidade 2: Ponto de Convergência (Interseção de Retas) 

 

Cada habilidade é útil para resolver um tipo de desafio, porém cada uma tem 

suas desvantagens 

 

Passo Longo (Distância entre Dois Pontos): 
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• Descrição: Permite ao jogador calcular rapidamente a distância entre dois 

pontos no mapa. Ao ativar essa habilidade, o jogador pode determinar a distância 

entre dois locais sem precisar realizar os cálculos. 

• Desvantagem: Dificuldade para encontrar o ponto de interseção entre 

retas, tornando essa tarefa mais demorada e propensa a erros. 

Ponto de Equilíbrio (Ponto Médio de um Segmento): 

• Descrição: Essa habilidade permite que o jogador identifique o ponto 

médio entre dois locais no mapa quase instantaneamente. Como um equilíbrio 

natural, o jogador consegue encontrar o ponto de divisão perfeita de um 

segmento. 

• Desvantagem: Menor precisão ao calcular a distância de um ponto a uma 

reta, como se a visão do jogador estivesse ligeiramente distorcida ao realizar 

essa tarefa. 

Visão Precisa (Distância de um Ponto a uma Reta): 

• Descrição: Com a Visão Precisa, o jogador pode calcular a menor 

distância entre um ponto e uma reta, como se tivesse uma visão detalhada que 

lhe permite ver a linha reta mais curta entre os dois. 

• Desvantagem: Dificuldade em determinar a equação de uma reta, com 

mais chances de cometer erros ao tentar traçar ou calcular retas. 

Traço Mestre (Equações de Retas): 

• Descrição: Essa habilidade concede ao jogador a capacidade de traçar e 

calcular a equação de uma reta de maneira mais eficiente, como se ele 

dominasse o traço de uma caneta mágica que revela o caminho correto. 

• Desvantagem: Problemas ao identificar retas paralelas e perpendiculares, 

dificultando a resolução de desafios que dependem dessa habilidade. 

Geometria das Rotas (Relações entre Retas): 

• Descrição: Permite ao jogador identificar rapidamente retas paralelas e 

perpendiculares no mapa, como se ele tivesse um compasso invisível que alinha 

e compara as direções com precisão. 

• Desvantagem: Dificuldade em calcular a distância entre dois pontos, com 

maior chance de erro ao tentar medir distâncias no mapa. 

Ponto de Convergência (Interseção de Retas): 
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• Descrição: Com essa habilidade, o jogador pode encontrar rapidamente 

o ponto de interseção entre duas retas, como se tivesse uma bússola mágica 

que aponta diretamente para o ponto de encontro. 

• Desvantagem: Incerteza ao calcular o ponto médio de um segmento, 

tornando essa tarefa mais complicada e sujeita a erros. 

 

Basicamente as habilidades possibilitam que o aluno resolva um desafio sem 

realizar as contas, mas para isso existem os níveis de desafio e os níveis de 

habilidade. 

Cada desafio do jogo apresenta uma dificuldade de 1 a 3 essa dificuldade 

determina a quantidade de acertos que o jogador precisa ter. Para isso ele jogará 

dados de seis faces, são contados como acertos os números 4, 5 e 6. Então por 

exemplo, em um desafio de nível 1, o jogador precisa tirar nos dados pelo menos 

um número entre 4 a 6. 

Para nivelar o jogo entram os níveis das habilidades, elas terão um nível de 1 a 

3, em que cada nível adiciona um dado para o teste do desafio, ou seja {nível 

habilidade} +1d6. Por exemplo: 

Se um jogador possui a habilidade Traço Mestre nível 2 e pretende utilizá-la para 

resolver um desafio de Equações de Reta, ele terá 3 dados para jogar, 1d6 da 

resolução mais 2d6 do nível da habilidade, aumentando as chances de obter um 

acerto. 

Já para as desvantagens os níveis influenciam na dificuldade dos desafios, cada 

nível da habilidade aumenta em 1 ponto a dificuldade do desafio. Por exemplo 

Se o mesmo jogador, com Traço Mestre nível 2, tentasse resolver um problema 

de Relações de Retas com dificuldade 2, ele seria penalizado com um desafio 

nível 4. 

Regras Adicionais: 

• Todos os jogadores começam com nível 1 na habilidade escolhida, porém 

para completar um desafio, é preciso realizar primeiro uma conta manual. 

• Explosão de dados: quando um jogador tira um 6 em um dos dados ele 

pode jogar outro dado para cada 6 tirado. Caso ele role novamente um 6 ele 

pode rolar outro dado e assim sucessivamente. 

 

Tipos de desafios 
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Distância entre Dois Pontos: 

• Exemplo de Desafio: "Descubra a distância exata entre o portão de 

entrada e a estátua no centro da sala para desbloquear o próximo mapa." 

• Conceito Ensinado: Fórmula da distância entre dois pontos no plano 

cartesiano. 

Ponto Médio de um Segmento: 

• Exemplo de Desafio: "Encontre o ponto médio do caminho entre o 

acampamento e a torre abandonada para revelar uma passagem secreta." 

• Conceito Ensinado: Cálculo do ponto médio entre dois pontos. 

Distância de um Ponto a uma Reta: 

• Exemplo de Desafio: "Determine a distância mínima entre a torre de vigia 

e o rio para construir uma ponte segura." 

• Conceito Ensinado: Fórmula da distância de um ponto a uma reta. 

Equações de Retas: 

• Exemplo de Desafio: "Escreva a equação da reta que passa pela taverna 

e pela montanha glacial para guiar os aventureiros ao seu destino." 

• Conceito Ensinado: Determinação da equação da reta a partir de 

diferentes formas (explícita, implícita). 

Relações entre Retas (Paralelismo e Perpendicularidade): 

• Exemplo de Desafio: "Identifique as rotas paralelas e perpendiculares na 

floresta encantada para evitar armadilhas e encontrar o caminho certo." 

• Conceito Ensinado: Condições para que duas retas sejam paralelas ou 

perpendiculares. 

Interseção de Retas: 

• Exemplo de Desafio: "Encontre o ponto de interseção entre o rio e a 

estrada para localizar a entrada da caverna escondida." 

• Conceito Ensinado: Cálculo do ponto de interseção entre duas retas. 

 

Jogando: 

Após terem escolhidos as classes e definido o nome para seus personagens, 

inicia-se o jogo. Nesse momento o mestre começa a contar a história planejada 

para aquela aventura, os jogadores podem ser aventureiros atrás de um tesouro, 

caçadores de recompensa atrás de um monstro ou defensores protegendo um 

tesouro de saqueadores. 
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Depois que o mestre introduz a história a motivação para os jogadores, eles 

estão livres para planejarem e executarem suas ações, geralmente o RPG é 

jogado em turnos, para definir a ordem todos jogam os dados, o que tirar o maior 

valor começa, seguido pelo segundo maior valor. Em caso de empate apenas os 

jogadores que tiraram o mesmo valor rolam novamente os dados para 

desempatar. 

A movimentação pelo mapa é livre, porém limitada a 5 movimentos por turno. Os 

jogadores devem se movimentar pelos pontos do plano cartesiano, por exemplo: 

ir do ponto (3,2) para o ponto (3,7). 

O durante a aventura os jogadores podem e devem perguntar para o mestre 

sobre o que eles estão vendo, se é possível realizar determinada ação. Então o 

mestre de acordo com a aventura planejada dá as dicas e informações 

necessárias para os jogadores continuarem. 

 

Combate: 

 Ao longo das aventuras, além de resolver desafios, os jogadores também 

enfrentarão os mais variados tipos de inimigos. Nessas situações os jogadores 

entram em batalha, a movimentação fica restringida para 1 unidade, e os ataques 

veremos a seguir. Nas situações de combate mestre faz um teste de iniciativa 

com os jogadores, e da mesma forma quem tiver o número mais alto começa. 

 

Turno dos jogadores: 

Os ataques são definidos por classe, cada uma tem uma forma de atacar e 

realizar os movimentos. 

• Mago dos Pontos: essa classe tem uma habilidade defensiva, ou seja, 

as ações do jogador em batalha servem para proteger os aliados. O mago é 

capaz de conjurar uma barreira em formato de segmento de reta. 

Para criar essa barreira ele deve calcular o ponto médio entre ele e o inimigo e 

então posicionar uma barreira que passa pelo ponto médio. O tamanho e tempo 

de duração são definidos nos dados. Tamanho: 1d6. Turnos que permanece 

ativa: 1 e 2 no dado, 1 turno; 3 e 4, 2 turnos e 5 e 6, 3 turnos. 

Exemplo: Um mago está no ponto (1,1) em batalha, no seu turno ele decide ir 

para o ponto A=(1,2), no ponto B=(3,3) está um esqueleto, então ele calcula o 

ponto médio do segmento AB, que é (2,2.5). Então agora calculado o ponto 
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médio ele pode criar uma barreira que passe por esse ponto, para descobrir o 

tamanho e duração basta rolar os dados: para o tamanho ele obteve 4 no dado, 

então seu escudo pode ter 4 unidades de comprimento; já para a duração ele 

tirou 4 no dado, então sua barreira durará 2 turnos. 

• Assassino das Retas: o assassino tem a capacidade de causar pouco 

dano em vários inimigos ou em um mesmo inimigo. Essa classe consegue saltar 

rapidamente para pontos específicos no mapa e retornar para o local de origem. 

Para realizar essa ação o assassino primeiro precisa verificar no dado a distância 

máxima que poderá percorrer, para isso, dever jogar 1d6. 

Após isso ele deve calcular a distância entre ele e um inimigo, se a distância for 

menor que o valor obtido no dado ele pode ir até a posição do inimigo e atacar 

(1d6-2 de dano). Se houver outro inimigo próximo e as distâncias somadas não 

ultrapassarem o valor do dado inicial, o assassino pode avançar até esse inimigo 

e atacá-lo. Caso exista apenas um inimigo em batalha a regra anterior é válida, 

porém deve-se utilizar o ponto de origem. 

Exemplo: um assassino está no ponto (2,2), perto dele estão dois inimigos, um 

na posição A=(2,4) e o outro em B=(3,3). No turno do assassino ele decide se 

movimentar para a posição C=(2,3) para atacá-los, então ele rola um 1d6 para 

verificar a distância máxima que ele poderá percorrer, ele obteve 4. Então agora 

ele pode calcular as distâncias e planejar um ataque, como podemos ver no 

diagrama abaixo: 

Figura 39 - Exemplo do jogo 1 

 

Fonte: Os autores. 2024 

O assassino poderia atacar o inimigo B, depois atacar o A e novamente o B, já 

que as somas das distâncias são aproximadamente 3,8. Nessa situação a cada 

ataque ele rolaria 1d6-2 para descobrir o dano causado nos inimigos. Ele tirou 4, 

3 e 6 nos dados, então na prática os inimigos receberam de dano 2, 1 e 4 

respectivamente. 
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• Arqueiro de Segmentos: o arqueiro realiza ataques a distância, atirando 

flechas em linha reta nos inimigos. Para fazer isso ele precisa estar a pelo menos 

5 unidades de distância do alvo, então deve calcular a equação da reta que 

passa por ele e pelo inimigo, com a equação calculada, ele pode atirar flechas 

enquanto a reta for a mesma, causando 1d6 de dano.  

Exemplo um arqueiro na posição (2,3) deseja atacar um inimigo na posição A= 

(5,4), então em seu turno ele se movimenta para a posição B=(2,4), calculando 

a reta que passa por AB e calcula o tamanho desse segmento, como é menor 

do que 5 unidades, e com a equação calculada, ele pode atirar no inimigo 

enquanto ele permanecer na reta y=4.  

 

Turno do mestre: 

Os ataques são ambíguos para o mestre, entretanto as contas são omitidas dos 

jogadores, geralmente como o mestre estará com Geogebra aberto ou outra 

forma de facilitar ou aproximar os cálculos. É importante que o mestre também 

esteja à mercê dos dados para deixar o jogo justo. 

Durante as batalhas o mestre descreverá os inimigos como Arqueiro Fantasma, 

Esqueleto Assassino ou Mago Necromante, para preparar os jogadores dos 

possíveis ataques que receberão. 

 

Vitalidade: A vitalidade dos inimigos mais fracos será em torno de 6, podem ter 

oponentes com 4 de vitalidade, 8, os bosses (chefões) terão sua vitalidade perto 

de 10 a 12.  

Já os jogadores terão 10 de vitalidade, caso percam muitos pontos de vida o 

mestre pode decidir acrescentar poções para ajudá-los a se recuperar. O objetivo 

da vitalidade do jogador é que ele tenha um senso de preocupação com seu 

personagem, e que em conjunto elaborem estratégias enfrentar os desafios e 

inimigos do jogo. 

 

 

Exercícios (10min) 

1) Situe no mesmo sistema de eixos cartesianos os pontos 

𝐴(1,3),𝐵(−2,1),𝐶(0,−4),𝐷(−3,0),𝐸(−2,−3),𝐹(2,−1),𝐺(3,−4) 𝑒 𝐻(
5

2
,
1

2
) 
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2) Mostre que o triângulo de vértices 𝐴(2,2),𝐵(−4,−6) 𝑒 𝐶(4,−12) é 

retângulo e isósceles. E em seguida determine seu perímetro. 

3) Se o ponto (2,3) é o ponto médio de 𝐴𝐵, com 𝐴(𝑛,5) 𝑒 𝐵(4, m), quanto 

vale 𝑚+𝑛? 

4) A Reta s passa pelo ponto A (2,-1) e pelo ponto médio de 𝐵𝐶, sendo 

𝐵 (0,−1) e 𝐶 (−3,2). Encontre a equação geral da reta s. 

5) Determine qual a distância entre o ponto 𝑃 (2,18) e a reta 𝑦=0. 

 

Anexo 1 Resolução dos Exercícios 

1.  

Figura 40 - Resolução de exercício 1 

 

Fonte: Os autores. 2024 

2. É preciso mostrar que as medidas de seus lados satisfazem o teorema 

de Pitágoras: 

Figura 41 - Resolução de exercício 2 

 

Fonte: Os autores. 2024 

𝐴𝐵=√(2+4)2+(2+6)2=√36+64=√100=10 

𝐴𝐶=√(2−4)2+(2+12)2=√4+196=√200=10√2 

𝐵𝐶=√(−4−4)2+(−6+12)2=√64+36=√100=10 
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Logo 𝐴𝐶
2
=𝐴𝐵

2
+𝐵𝐶

2
⇒(10√2)2=102+102⇒200=200, 

concluímos que o triângulo formado é retângulo e isósceles. 

O perímetro é: 10+10√2+10=20+10√2≅34,14  

3. O ponto médio: 𝑀(
4+𝑛

2
,
𝑚+5

2
)=(2,3) 

4+𝑛

2
=2      4+𝑛=4      𝑛=0 

𝑚+5

2
=3      𝑚+5=6      𝑚=1 

𝑃𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜 𝑛+𝑚=0+1=1  

4. Primeiro devemos encontrar o ponto médio entre 𝐵𝐶: 

𝑀(
0−3

2
,
−1+2

2
)=(

−3

2
,
1

2
) 

Agora para encontrar a equação da reta, calculamos o D=0 dos pontos A 

e M 

|

2 −1 1
−3

2

1

2
1

𝑥 𝑦 1

|=0   →(1−𝑥−
3𝑦

2
)−(

𝑥

2
+
3

2
+2𝑦)=0 → −

3𝑥

2
+
𝑦

2
+
5

2
=0 

5.  

Figura 42 - Resolução de exercício 3 

 

Fonte: Os autores. 2024 

A distância entre o ponto P e a reta y=0, é a distância que se afasta o 

ponto P do eixo x, logo distância 18. 

Calculando pela fórmula: 𝑑=
𝑎𝑥0+𝑏𝑦0+𝑐

√𝑎2+𝑏2
 →𝑑=

0+18+0

1
=18 

 

Avaliação: A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de 

participação dos alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

 



143 

 

Relatório da aula ministrada no dia 05/10 

Para o sexto encontro do PROMAT, estava previsto trabalhar conceitos 

de Geometria Analítica, fazendo o uso do LEM (Laboratório de Ensino da 

Matemática). As expectativas e nervosismo para essa aula estavam grandes, 

visto que seria aplicado pela primeira vez o RPG Fronteiras da Geometria, 

desenvolvido pelos estagiários. Essa aula mostraria que todo esforço e 

dedicação colocados no desenvolvimento e preparação do RPG valeria a pena, 

ou não. 

A primeira parte do encontro foi utilizado para apresentar e definir 

conceitos pertinentes a Geometria Analítica, como plano cartesiano e distância 

entre dois pontos. Nesse momento o conteúdo foi passado de forma mais direta, 

sem muitas pausas para que os alunos resolvessem exemplos e exercícios, o 

que causou um pouco de preocupação. Será que estava rápido demais? Será 

que os alunos estavam entendendo? Mas como o objetivo principal dessa aula 

ela trabalhar com o RPG, foi continuado dessa forma até o intervalo. 

Durante o intervalo os estagiários separam um tempo para realizar os 

últimos preparativos para o jogo, reler cada aventura e preparar cada mapa. À 

medida que os alunos foram chegando do intervalo a curiosidade foi 

aumentando, olhavam para as miniaturas impressas e os mapas coloridos, 

estavam visualmente atrativos. Depois que a maioria estava na sala, foi iniciado 

a explicação de como funcionaria o RPG, foi realizado também uma introdução 

sobre o tema para os alunos que não eram familiarizados. 

Começando as aventuras: a sala foi dividida em quatro grupos e um 

mestre (estagiário) para cada grupo. Então cada um iniciou sua própria história, 

embarcando no mundo mágico das Planícies Cartesianas, onde grupos de 

aventureiros exploradores iniciaram busca por um tesouro, ou outros que foram 

contratados para livrar as terras de um guardião, cada um com sua 

peculiaridade. Enquanto isso, cada aluno criava seu personagem e o manipulava 

pelos mapas dando vida ao simples pedaço de plástico. 

Os jogos aconteceram no geral muito melhor do que o esperado, as 

expectativas eram que os alunos gostassem do jogo e aprendessem com ele. 

Como toda atividade diferente havia o receio de que eles não se interessassem 

ou que gostassem dos primeiros dez minutos e se entediassem com o jogo. 
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Entretanto isso não ocorreu, eles interagiram, conversaram, buscaram juntos as 

soluções de cada desafio e enigma. E principalmente aplicaram os conceitos 

matemáticos estudados, acharam pares ordenados no mapa, encontraram 

equações de reta que passavam por objetos, resolveram sistemas para 

encontrar intersecções.  

 

3.7 AULA 07 (26/10) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 

Plano de Aula 

 

Público-Alvo:  

Alunos inscritos no projeto PROMAT. 

Tempo de execução: 1 encontro de 4 horas.  

Conteúdo: Trigonometria. 

Objetivo Geral: Introduzir conceitos básicos da trigonometria. 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com o conteúdo de Trigonometria, objetiva-se que o aluno seja 

capaz de: 

• Compreender as relações entre seno, cosseno e tangente. 

• Desenvolver cálculos envolvendo os ângulos notáveis. 

Recursos Didáticos: Quadro, régua grande, jogo pife trigonométrico, materiais 

impressos, violão. 

Encaminhamento metodológico:  

 

Correção dos exercícios 

 

Iniciaremos a aula corrigindo os exercícios no quadro, dando preferência aos 

que os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste será 

seguida a ordem da lista, caso o tempo não seja suficiente para correção será 

encaminhado um arquivo com a correção dos exercícios para os alunos 

posteriormente. 

 

Triângulo Retângulo 
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Todo triângulo retângulo, além do ângulo reto, possui dois ângulos (agudos) 

complementares. O maior dos três lados do triângulo é o oposto ao ângulo reto 

e chama-se hipotenusa; os outros dois lados são os catetos. 

Semelhanças no triângulo retângulo 

Traçando a altura 𝐴𝐷, relativa à hipotenusa de um triângulo retângulo 𝐴𝐵𝐶, 

obtemos dois outros triângulos retângulos: 𝐷𝐵𝐴 e 𝐷𝐴𝐶. Observe as figuras: 

Figura 43 - Semelhança no triângulo retângulo 

 

Fonte:youtube.com. Acesso em 26 out. 2024 

Reunindo as conclusões, vemos que os triângulos 𝐴𝐵𝐶, 𝐷𝐵𝐴 e 𝐷𝐴𝐶 têm os 

ângulos respectivos congruentes e, portanto, são semelhantes: 

△𝐴𝐵𝐶 ∼ △DBA ∼△DAC. 

Relações Métricas 

Voltemos ao triângulo 𝐴𝐵𝐶, retângulo em 𝐴, com a altura 𝐴𝐷. Os segmentos 𝐵𝐷 

e 𝐷𝐶 também são chamados de projeções dos catetos sobre a hipotenusa. 

Figura 44 - Relações Métricas no triângulo retângulo 

 

Fonte:youtube.com. Acesso em 26 out. 2024 

 

Explorando a semelhança dos triângulos, temos que: 

△𝐴𝐵𝐶∼△𝐷𝐵𝐴⇒
𝑎

𝑐
=
𝑐

𝑛
⇒𝑐2=𝑎.𝑛 (1); 

△𝐴𝐵𝐶∼△𝐷𝐴𝐶⇒
𝑎

𝑏
=
𝑏

𝑚
⇒𝑏2=𝑎.𝑚 (2); 

△𝐷𝐵𝐴∼△𝐷𝐴𝐶⇒
ℎ

𝑚
=
𝑛

ℎ
⇒ℎ2=𝑚.𝑛 (3). 

Essas são relações métricas no triângulo retângulo, e valem para qualquer 

triângulo retângulo. 
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O quadrado da medida de um cateto é igual ao produto das medidas da 

hipotenusa e da projeção desse cateto sobre a hipotenusa, isto é: 

𝑏2=𝑎.𝑚   e   𝑐2=𝑎.𝑛. 

O quadrado da medida da altura relativa à hipotenusa é igual ao produto das 

medidas dos segmentos que ela determina na hipotenusa: 

ℎ2=𝑚.𝑛. 

Dessas relações, decorrem outras, mas vamos destacar duas: 

Multiplicando membro a membro as relações (1) e (2) e depois usando a (3), 

temos: 

(𝑏2=𝑎.𝑚)(𝑐2=𝑎.𝑛); 

𝑏2.𝑐2=𝑎.𝑚.𝑎.𝑛; 

𝑏2.𝑐2=𝑎2.𝑚.𝑛. 

Utilizando (3): 

𝑏2.𝑐2=𝑎2.ℎ2; 

𝑏.𝑐=𝑎.ℎ. 

Em qualquer triângulo retângulo, o produto das medidas dos catetos é igual ao 

produto das medidas da hipotenusa e da altura relativa a ela. 

Somando membro a membro as relações (1) e (2), temos: 

(𝑏2=𝑎.𝑚)+(𝑐2=𝑎.𝑛); 

𝑏2+𝑐2=𝑎.𝑚+𝑎.𝑛; 

𝑏2+𝑐2=𝑎(𝑚+𝑛); 

𝑏2+𝑐2=𝑎.𝑎; 

𝑏2+𝑐2=𝑎2. 

Em qualquer triângulo retângulo, a soma dos quadrados das medidas dos 

catetos é igual ao quadrado da medida da hipotenusa. Essa última conhecida 

com teorema de Pitágoras. 

 

Definição de seno, cosseno e tangente 

 

Usaremos o projetor de slides para mostrar as figuras e tabelas, e o quadro para 

exemplificar os modelos.  

Continuamos com uma norma para construção de rampas de acessibilidade. 
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Para garantir que uma rampa seja acessível, são definidos os limites máximos 

de inclinação da rampa, através da norma NBR 90504.  

Figura 45 - Exemplo de Inclinação de rampa 

 

Fonte:qconcursos.com. Acesso em 26 out. 2024 

A norma prevê a seguinte equação: 

𝑖=
ℎ

𝑐
, onde, 

ℎ é a altura do desnível 

𝑐 é o comprimento da projeção horizontal.  

i é a inclinação ou razão entre altura e projeção horizontal 

 

A tabela a seguir, mostra a razão de inclinação: 

Tabela 16 - Tabela de inclinação de rampa 

 

Fonte: Os autores. 2024 

Exemplo: Para construir uma rampa de acessibilidade com desnível de 100 cm, 

a rampa precisa ter no mínimo 16m de comprimento horizontal da rampa para 

atender a norma NBR 9050. 

 

Para definir esta razão e entender o porquê a norma NBR 9050 utiliza uma 

razão e não ângulo, vamos precisar da seguinte ilustração: 

Figura 46 - Exemplo de inclinação com o transferidor 

 
4 NBR 9050, Norma de acessibilidade, 03/08/20. 
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Fonte:youtube.com/watch?v=e4mUTl7hrhE. Acesso em 26 out. 2024 

Os triângulos retângulos 𝐴𝐵𝐶,𝐴1𝐵𝐶1,𝐴2𝐵𝐶2,⋯, são triângulos retângulos 

semelhantes pelo caso de AAA (ângulo, ângulo, ângulo), temos 3 casos: 

1º caso: 

𝐴𝐶

𝐵𝐴
=
𝐴1𝐶1
𝐵𝐴1

=
𝐴2𝐶2
𝐵𝐴2

=⋯=𝑡 

Para o mesmo ângulo, temos a mesma razão t, denominamos de “tangente de 

∝”. 

𝑡𝑎𝑛∝=
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒
 

2º caso: 

𝐴𝐶

𝐵𝐶
=
𝐴1𝐶1
𝐵𝐶1

=
𝐴2𝐶2
𝐵𝐶2

=⋯=𝑠 

A razão s, denominamos de “seno ∝". 

𝑠𝑒𝑛∝=
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜

ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
 

3º caso: 

𝐵𝐴

𝐵𝐶
=
𝐵𝐴1
𝐵𝐶1
=
𝐵𝐴2
𝐵𝐶2
=⋯=𝑐 

A razão c, denominamos de “cosseno de ∝". 

𝑐𝑜𝑠∝=
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒

ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎 
 

Relações entre razões trigonométricas 

1) Relação Fundamental da Trigonometria: 

𝑠𝑒𝑛2∝+𝑐𝑜𝑠2∝=1 
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Demonstração: 

Figura 47 - Demonstração por Pitágoras 1 

 

Fonte:brainly.com.br/tarefa. Acesso em 26 out. 2024 

 

 

2) O seno de um ângulo agudo é igual ao cosseno de seu 

complemento: 

𝑠𝑒𝑛∝=cos (90°−∝) 

 

Demonstração: 

Considerando o triângulo retângulo ABC, conforme a figura a seguir, temos: 

Figura 48 - Demonstração por Pitágoras 2 

 

Fonte:brainly.com.br/tarefa. Acesso em 26 out. 2024 

 

Como ∝+𝛽=90°, obtemos: 𝛽 = 90°−∝ ou ∝ = 90° −𝛽. Assim, temos: sen ∝= 

cos (90° −∝) ou sen 𝛽 = cos (90° −𝛽). 

 

3) A tangente de um ângulo agudo é igual à razão entre o seno e o 

cosseno do mesmo ângulo. 
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𝑡𝑎𝑛∝=
𝑠𝑒𝑛∝

𝑐𝑜𝑠∝
 

Demonstração: 

𝑡𝑎𝑛∝=
𝑏

𝑐
=
𝑏

𝑐
∙
𝑎

𝑎
=
𝑏

𝑎
∙
𝑎

𝑐
=

𝑏
𝑎
𝑐
𝑎

=
𝑠𝑒𝑛∝

𝑐𝑜𝑠∝
 

Ângulos notáveis 

 

Continuaremos a aula explicando aos alunos que alguns ângulos aparecem com 

mais frequência em muitos problemas, devido ao seu constante uso, é o caso 

daqueles que medem 30°,45° e 60°. 

Usaremos a lousa para demonstrar os seguintes casos.  

Considere um triângulo equilátero 𝐴𝐵𝐶, cujos lados medem 𝑙 e a altura mede ℎ. 

E a mediana, altura e a bissetriz relativa ao mesmo ângulo interno coincidem. 

 

 

 

Figura 49 - Ângulos notáveis no triângulo equilátero. 

 

Fonte: Brasil escola – UOL. Acesso em 26 out. 2024 

Cálculo da altura h (aplicando o teorema de Pitágoras) no triângulo retângulo 

AHC: 

(ℎ𝑖𝑝)2=(𝑐𝑜)2+(𝑐𝑎)2 

𝑙2=ℎ2+(
𝑙

2
)
2

 

𝑙2−(
𝑙2

4
)=ℎ2 
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Multiplicamos 𝑙2 em cima e em baixo por 4 para obtermos uma fração 

equivalente. 

4𝑙2

4
−
𝑙2

4
=ℎ2→ℎ2=

3𝑙2

4
 

√ℎ2=√
3𝑙

4

2

→ℎ=
𝑙√3

2
 

Como agora temos a altura do triângulo, podemos encontrar valores de 

sin𝛼,cos𝛼 e tan𝛼. 

Primeiramente encontraremos os valores para o ângulo de 30°: 

𝑠𝑒𝑛 30°=
𝐶𝑂

𝐻
=

𝑙
2
𝑙
=
1

2
 

cos30°=
𝐶𝐴

𝐻
=
𝑙√
3
2

𝑙
=
√3

2
 

tan30°=

𝑙
2

𝑙√3
2

=
1∗√3

√3∗√3
=
√3

3
 

Agora encontraremos os valores para o ângulo de 60°: 

𝑠𝑒𝑛 60°=
𝑙√
3
2

𝑙
=
√3

2
 

cos60°=

𝑙
2
𝑙
=
1

2
 

tan60°=
𝑙
√3
2
2
=√3 

Continuaremos a explicação dizendo que outro ângulo importante é o de 45°. 

Neste caso, vamos considerar um triângulo retângulo e isósceles 𝐴𝐵𝐶 cujos 

catetos medem 𝑙 e a hipotenusa mede 𝑑. Aplicando o teorema de Pitágoras no 

triângulo 𝐴𝐵𝐶: 

Figura 50 - Ângulos notáveis no triângulo isósceles. 
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Fonte: Brasil escola – UOL. Acesso em 26 out. 2024 

𝑑2=𝑙2+𝑙2→ 𝑑2=2𝑙2 →𝑑=√2𝑙2→𝑑=𝑙√2 

Cálculo do seno, cosseno e tangente 45°: 

𝑠𝑒𝑛 45°=
𝐶𝑂

𝐻
=
𝑙

𝑙√2
=
𝑙

√2
∗
√2

√2
=
√2

2
 

cos45°=
𝐶𝐴

𝐻
=
𝑙

𝑙√2
=
√2

2
 

tan45°=
𝐶𝑂

𝐶𝐴
=
𝑙

𝑙
=1 

Organizando os resultados construídos em uma tabela temos: 

 

Figura 51 - Tabela dos ângulos notáveis. 

 

Fonte: Brasil escola – UOL. Acesso em 26 out. 2024 

Mostraremos aos alunos que uma forma de memorizar mais fácil essa tabela, é 

por meio de uma música ou paródia. 

Os estagiários cantarão a música uma vez para ensinar os alunos, e incentivarão 

os alunos a também cantarem posteriormente. 

A letra da música segue em anexo, e a melodia pode ser encontrada no link 

contido nas referências. 
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(intervalo 20min) 
 

Lei dos senos e cossenos 
 

A Lei dos Senos e dos Cossenos é um dos teoremas mais importantes da 

trigonometria (ciência que estuda os triângulos). Com o uso dessa lei é possível 

estabelecer relações que auxiliam no cálculo dos ângulos e dos lados dos 

triângulos. 

A aplicação dessa lei é específica para o triângulo acutângulo (possui todos os 

ângulos agudos, menores que 90°), o triângulo obtuso (possui um ângulo interno 

obtuso, maior que 90º), entre outros. 

O cálculo das medidas do triângulo retângulo (possui um ângulo interno reto, 

com 90º) não é realizado por meio da Lei dos Senos e dos Cossenos, mas sim 

do Teorema de Pitágoras, representado pela fórmula: a² = b² + c²  

As relações trigonométricas do seno, cosseno e tangente não se aplicam aos 

triângulos acutângulo e obtuso. A resolução desses triângulos se dá por meio da 

Lei dos Senos e dos Cossenos que, por sua vez, é construída com base no 

Teorema de Pitágoras. 

 

Lei dos Cossenos  

A Lei dos Cossenos é usada para realizar o cálculo das dos lados e dos ângulos 

do triângulo, desde seja dado algum valor. Essa lei é conhecida pelo enunciado: 

 

“O quadrado de um dos lados do triângulo é igual à soma dos quadrados dos 

outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno do 

ângulo formado entre eles”. 

 

E sua fórmula é: 

𝑎2=𝑏2+𝑐2−2∗𝑏∗𝑐∗𝑐𝑜𝑠𝐴
𝑏2=𝑎2+𝑐2−2∗𝑎∗𝑐∗𝑐𝑜𝑠𝐵
𝑐2=𝑎2+𝑏2−2∗𝑎∗𝑏∗𝑐𝑜𝑠𝐶

 

 

A Lei dos Cossenos pode ser aplicada ao triângulo abaixo, que apresenta os 

seguintes dados: Lados: a=? b =10, c = 15 e ângulo: 60º.  

https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/triangulo-retangulo
https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/cosseno
https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/tangente
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Figura 52 - Lei dos cossenos 

 

Fonte:educamaisbrasil.com.br. Acesso em 26 out. 2024 

Aplicação Lei dos Cossenos.  

 

𝑎² = 10² + 15² − 2.10.15.𝐶𝑜𝑠 60º 

𝑎² = 100 + 225 – 300.1/2 

𝑎² = 325 −150 

𝑎² = 175 

𝑎 = √175 = 5√7 

 

Lei dos senos 

 

A Lei dos senos ou Teorema dos senos indica que a relação entre a medida do 

lado de um triângulo e o seno do ângulo oposto a esse lado será sempre 

constante. Essa lei é representada pela seguinte fórmula: 

Figura 53 - Lei dos senos 

 

Fonte:educamaisbrasil.com.br. Acesso em 26 out. 2024 

Para aplicação da Lei dos senos, observa-se o triângulo abaixo que fornece os 

seguintes dados: 𝑐 = 6,𝐶= 45º,𝐵 = 60º e 𝑎? 

Figura 54 - Aplicação da Lei dos senos 
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Fonte:educamaisbrasil.com.br. Acesso em 26 out. 2024 

6

𝑠𝑒𝑛 45°
=

𝑎

𝑠𝑒𝑛 60°
 

6

√2
2

=
𝑥

√3
2

 

𝑥=
√2

2
=6∗

√3

4
 

𝑥=
3√3

√2
2

 

𝑥=
6√3

√2
∗
√2

2
 

𝑥=
6√6

2
 

𝑥=3√6 

 

Pife trigonométrico 
 

O Pife trigonométrico, segue os princípios básicos do popular jogo de Pife, com 

algumas adaptações nas cartas. O jogo é composto por 40 cartas, 

organizaremos os alunos em quartetos ou quintetos, (depende do número de 

alunos presentes) formando três grupos. As regras são as seguintes: 

1) Um jogador aleatório embaralha as cartas. Outro jogador corta o baralho 

ao meio, e o jogador que embaralhou juntas as partes e distribui seis 
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cartas para cada jogador, as cartas que sobrarem ficaram no monte como 

opção de “compra”. 

2) Quem inicia o jogo é o jogador que separou o baralho em duas partes 

depois de embaralhado, ele deverá pegar uma carta do monte que sobrou 

e verificar se consegue formar um par ou até mesmo uma trinca, com 

cartas equivalentes, devendo descartar uma carta a sua escolha com a 

face para cima ao lado do monte. 

3) O próximo jogador poderá pegar a carta descartada anteriormente, caso 

sirva para ele, ou se preferir, pode pegar uma no monte e descartar outra 

de sua preferência, assim dando continuidade ao jogo até que alguém 

complete duas trincas com cartas equivalentes. 

4) Caso algum jogador esteja “pela boa” para ganhar o jogo e precise da 

carta descartada, poderá antecipar-se ao próximo jogador e pegar a carta 

para vencer aquela partida, porém, caso se engane, só poderá vencer 

pegando a carta do monte. 

5) Das seis cartas recebidas, cada jogador deve formar duas trincas de 

razões trigonométricas equivalentes, exemplo: caso o jogador faça uma 

trinca com as seguintes cartas sin𝛼, 
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜 𝛼

𝐻𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
 e 
1

2
 , sabendo que 𝛼=

30°, formou uma trinca de razões trigonométricas equivalentes. 

6) O jogador que fizer dois trios primeiro e mostrar aos adversários ganha o 

jogo, somando um ponto. Ganha aquele jogador que fizer três pontos 

primeiro. 

7) As jogadas que tiverem a mesma representação como: 
1

2
,
1

2
 𝑒 sin30° não 

serão válidas, pois o intuito é associar cartas equivalentes e 

representações distintas. 

Cartas do jogo: 

Figura 55 - Cartas do Jogo Pife Trigonométrico 
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Fonte: Freitas et al. 2024 

Lista de exercícios  

1) (Cefet-SP) No triângulo ABC abaixo, 𝐶𝐹 = 20 𝑐𝑚 𝑒 𝐵𝐶 = 60 𝑐𝑚. Quais 

as medidas dos segmentos AF e BE respectivamente? 
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Figura 56 - Exercícios trigonometria 1 

 

Fonte: todamateria.com.br. Acesso em 26 out. 2024 

Solução:  

Temos que 𝑠𝑒𝑛 𝛼=
𝑐𝑜

𝑐𝑎
, olharemos para o triângulo ABC. Como temos 

o ângulo de 30°, e 𝑠𝑒𝑛 30°=
1

2
. Então: 

1

2
=
20+𝐴𝐹

60
. 

Podemos multiplicar cruzado. 60=40+2𝐴𝐹. 

60−40=2𝐴𝐹 

20

2
=𝐴𝐹, logo 𝐴𝐹=10𝑐𝑚. Observamos que o segmento oposto à 𝐴𝐹, 

seria 𝐸 𝑒 𝑙𝑜𝑔𝑜 𝑎𝑏𝑎𝑖𝑥𝑜 90°, chamaremos este ponto de G. Então o 

segmento 𝐴𝐹 será paralelo ao segmento 𝐸𝐺. Desta forma, 𝐸𝐺=10. 

1

2
=
10

𝐵𝐺
, multiplicando cruzado temos, 𝐵𝐺=20𝑐𝑚. E para descobrir o 

segmento 𝐵𝐸, podemos utilizar Pitágoras 𝑎2=𝑏2+𝑐2, logo 𝑎2=

102+202 

𝑎2=100+400→ 𝑎2=500 

𝑎=√500→𝑎≅22,36𝑐𝑚 

2) (EPCAR-MG) Um avião decola de um ponto B sob inclinação constante 

de 15° com a horizontal. A 2 km de B se encontra a projeção vertical C do 

ponto mais alto D de uma serra de 600 m de altura, conforme a figura. 

Dados: 

𝑐𝑜𝑠 15° = 0,97; 𝑠𝑒𝑛 15° = 0,26; 𝑡𝑔 15° = 0,27 

Figura 57 - Exercícios trigonometria 2 
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Fonte:brainly.com.br/tarefa/59490902. Acesso em 26 out. 2024 

 

É correto afirmar que: 

a) Não haverá colisão do avião com a serra antes de alcançar 540 m 

de altura. 

b) Haverá colisão do avião com a serra em 540 m de altura. 

c) Haverá colisão do avião com a serra em D. 

c) Se o avião decolar 220 m antes de B, mantendo a inclinação, não 

haverá colisão do avião com a serra. 

Solução: 

Figura 58: Solução Exercício 2 

 

Fonte: https://www.todamateria.com.br/exercicios-de-trigonometria-no-triangulo-

retangulo-comentados/ Acesso em 02 de fev. de 2025. 

 

3) (ENEM 2018) Para decorar um cilindro circular reto será usada uma faixa 

retangular de papel transparente, na qual está desenhada em negrito uma 

https://www.todamateria.com.br/exercicios-de-trigonometria-no-triangulo-retangulo-comentados/
https://www.todamateria.com.br/exercicios-de-trigonometria-no-triangulo-retangulo-comentados/
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diagonal que forma 30° com a borda inferior. O raio da base do cilindro 

mede 6/π cm, e ao enrolar a faixa obtém-se uma linha em formato de 

hélice, como na figura. 

Figura 59 - Exercícios trigonometria 3 

 

Fonte:sisq.elitecampinas.com.br. Acesso em 26 out. 2024 

 

O valor da medida da altura do cilindro, em centímetro, é: 

a) 36√3 

b) 24√3 

c) 4√3 

d) 36 

e) 72 

Solução:  
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Figura 60: Solução Exercício 3 

 

Fonte: https://descomplica.com.br/gabarito-enem/questoes/2018/segundo-dia/o-valor-da-medida-

da-altura-cilindro-em-centimetro-e/ Acesso em 02 de fev. de 2025. 

 

4) Raios de luz solar estão atingindo a superfície de um lago formando um 

ângulo X com a sua superfície, conforme indica a figura. Em determinadas 

condições, pode-se supor que a intensidade luminosa desses raios, na 

superfície do lago, seja dada aproximadamente por I(x) = k. sen.(x), sendo 

k uma constante, e supondo-se que X está entre 0° e 90º. Quando x = 

30º, a intensidade luminosa se reduz a qual percentual de seu valor 

máximo? 

a) 33% 

b) 50% 

c) 57% 

d) 70% 

e) 86% 

 

Solução: A função dada para a intensidade luminosa é: 

𝐼(𝑥)=𝑘.𝑠𝑒𝑛(𝑥) 
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O valor máximo da função ocorre quando 𝑠𝑒𝑛(𝑥) atinge seu valor máximo, 

que é 1. Isso acontece quando 𝑥=90° 

Portanto, a intensidade máxima é: 

𝐼MAX=𝑘.𝑠𝑒𝑛(90°)=𝑘.1=𝑘 

Substituímos 𝑥=30° na equação: 

𝐼(30°)=𝑘.𝑠𝑒𝑛(30°)=𝑘.0,5 

 

O percentual de =𝐼(30°) em relação a 𝐼MAX é dado por: 

𝐼(30°)

𝐼MAX
.100% 

Substituindo os valores: 

𝑘.0,5

𝑘
.100%=50% 

Quando 𝑥=30°, a intensidade luminosa é 50% do valor máximo. 

 

5) Entre duas serras, os moradores de dois vilarejos tinham que percorrer 

um duro caminho de descida e subida. Para resolver a situação, foi 

decidido que uma ponte estaiada seria construída entre os vilarejos A e 

B. Seria preciso calcular a distância entre os dois vilarejos pela linha reta 

em que a ponte seria esticada. Como os moradores já conheciam a altura 

das cidades e os ângulos de subida, essa distância poderia ser calculada. 

Com base no esquema abaixo e sabendo que a altura das cidades era de 

100 m, calcule o comprimento da ponte. 

Figura 61 - Exercícios trigonometria 4 
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Fonte:brainly.com.br/tarefa/53933116. Acesso em 26 out. 2024 

 

Solução: Para calcular o comprimento da ponte, podemos usar 

trigonometria. A ponte pode ser vista como a hipotenusa de dois triângulos 

retângulos, cada um com um ângulo conhecido e cateto oposto de 100 m. 

• Altura das serras: ℎ=100 𝑚 

• Ângulos de inclinação: 45° e 65° 

• Precisamos calcular os catetos adjacentes (𝑥1  e  𝑥2) e somá-los 

para obter a distância total. 

Em cada triângulo, temos: 

𝐶𝐴=
𝐶𝑂

𝑡𝑔(𝑥)
 

 

Para o triângulo com ângulo 60° 

𝑥1=
100

𝑡𝑔(60°)
≈57,74 

 

Para o triângulo com ângulo 45° 

𝑥2=
100

𝑡𝑔(45°)
=100 

 

A distância total entre os vilarejos será: 

𝑥1+𝑥2=57,74+100=157,74 
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Anexo: Letra da paródia (paródia dos ângulos notáveis) 

 

Seno, cosseno ou tangente, para mim tanto faz 

A tabela eu aprendi e vou mostrar como é que faz 

E vou mostrar como é que faz 

Trinta, quatro cinco ou sessenta, pra mim tanto faz 

A tabela eu aprendi e vou mostrar como é que faz 

E vou mostrar como é que faz 

Um, dois, três, três dois um, tudo sobre dois raiz quadrada em cada um 

E a tangente como fica? 

Raiz de três sobre três, bota um raiz de três 

Ensina, ensina, ensina 

Raiz de três sobre três, bota um raiz de três 

Ensina, ensina, ensina 

Raiz de três sobre três, bota um raiz de três 

Ensina, ensina, ensina 

 

Avaliação: A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de 

participação dos alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

 

Relatório da aula ministrada no dia 26/10 

 

Depois de dois sábados sem PROMAT (um pelo feriado nacional do Dia 

das Crianças e outro pelo recesso acadêmico) retornamos neste sábado 

normalmente com as aulas, iniciando o conteúdo de trigonometria. Estimávamos 

a presença de vinte alunos, fomos surpreendidos com a presença de apenas 

três. Algo que poderia explicar tantas ausências era que exatamente neste dia 

coincidia um “aulão” gratuito que os alunos teriam preparatório para o exame do 

ENEM, inclusive alguns disseram no nosso encontro passado que iriam 

participar. Ademais, um de nossos integrantes não estava presente por 

problemas de saúde. 
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Tratamos de conduzir a aula da mesma forma que nos encontros 

anteriores, dedicando-se ao máximo para contribuir na construção das ideias 

junto aos alunos presentes. A primeira parte da aula foi mais teórica, onde 

explicamos uma parte introdutória as relações trigonométricas, demonstrando de 

onde vem a fórmula de Pitágoras, os conceitos de seno, cosseno e tangente e 

os ângulos notáveis. Ao voltar do intervalo, terminamos o restante da parte 

teórica que havíamos programado no plano, e juntamo-nos em um único grupo 

para um jogo (pife trigonométrico), afinal eram três alunos para três estagiários, 

não fazia sentido separar em dois grupos. Fomos explicando e jogando junto, 

fazendo-se mais presente e mais próximo dos alunos, durante o jogo pudemos 

ter conversas mais informais e descontraídas, acreditamos que isso acabou 

quebrando algumas barreiras de comunicação entre professor e aluno. 

No transcorrer das aulas, geralmente os alunos não interagiam muito, 

nem perguntam muita coisa, situação piora quando se tem menos alunos 

presentes, por isso o jogo foi importante para o andamento desta aula. Um ponto 

positivo é que o professor consegue dar aula, pois não precisa ficar 

interrompendo a aula para chamar a atenção de aluno, a impressão que temos 

é que os alunos são bem maduros, e realmente estão ali para aprender. 

 

3.8 AULA 08 (09/11) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 

 

Plano de Aula 

Público-Alvo:  

Alunos inscritos no projeto PROMAT. 

Tempo de execução: 1 encontro de 4 horas.  

Conteúdo: Trigonometria. 

Objetivo Geral: Introduzir conceitos da trigonometria como medidas de arcos e 

ângulos, relações fundamentais trigonométricas e a simetria no estudo do seno 

e cosseno. 

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com este conteúdo, objetiva-se que o aluno seja capaz de: 

• Compreender os conceitos de seno e cosseno de um arco, e o estudo de 

simetria no ciclo trigonométrico.  
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Recursos Didáticos: Quadro, giz, régua grande, compasso grande, materiais 

impressos e projetor de slides.  

Encaminhamento metodológico:  

 

Correção dos exercícios  

Iniciaremos a aula corrigindo os exercícios no quadro, dando preferência aos 

que os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste será 

seguida a ordem da lista, caso o tempo não seja suficiente para correção será 

encaminhado um arquivo com a correção dos exercícios para os alunos 

posteriormente. 

 

Círculo trigonométrico 
 

Arcos de Circunferência  

Apresentaremos com Slides: 

Consideremos uma circunferência de centro O e um ângulo central 𝐴Ô𝐵, sendo 

A e B pontos que pertencem aos lados do ângulo e à circunferência. 

 

 

Figura 62 - Arco de circunferência 1 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

A circunferência fica dividida em duas partes, cada uma das quais é um arco de 

circunferência: 

• Arco da circunferência 𝐴𝑋𝐵̂ , 

• Arco da circunferência 𝐴𝑌𝐵̂ , 

• A e B são as extremidades do arco. 
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Se A e B são extremidades de um diâmetro, temos dois arcos, cada um dos 

quais é chamado semicircunferência. 

Figura 63 - Arco de circunferência 2 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

Em particular, se os pontos A e B coincidem, eles determinam dois arcos: um 

deles é um ponto (denominado arco nulo) e o outro é a circunferência 

(denominado arco de uma volta). 

 

Figura 64 - Arco de uma volta 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

Medida e comprimento de arco: A medida angular de um arco ou, 

simplesmente, medida de um arco é igual à medida do ângulo central 

correspondente. Observe estes exemplos: 

Figura 65 - Medida de um arco 
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Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

𝑚𝑒𝑑(𝐴𝑂𝐵)=120°, 

Dizemos que o arco 𝐴𝐵̂ mede 120°. 

 

A medida linear de um arco refere-se ao seu comprimento. Quando retificamos 

um arco de circunferência, obtemos um segmento de reta cuja medida é igual ao 

comprimento do arco, que é medido em centímetros, metros, milímetros, 

quilômetros etc. 

 

Figura 66 - Medida linear de um arco 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

Unidades de medida de arcos e ângulos  

Ao tratarmos da medida de um arco, adotamos o grau (°) ou radiano (rad). 

• 1 grau é a medida de um arco igual a 
1

360
 da circunferência 

correspondente. 

O grau possui submúltiplos importantes, como o minuto e o 

segundo. O arco de 1 minuto (1’) corresponde a 
1

60
 do arco de 
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medida 1°, já o arco de 1 segundo (1”) corresponde a 
1

60
 do arco de 

medida 1’. 

• 1 radiano é a medida de um arco cujo comprimento é igual 

ao raio da circunferência correspondente. 

O arco 𝐴𝐵̂, abaixo, bem como seu ângulo correspondente 𝐴Ô𝐵, 

mede 1 rad. 

Figura 67 - Medida de um radiano  

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

Já o arco 𝐶𝐷̂ abaixo, bem como seu ângulo correspondente 𝐶Ô𝐷, mede 2 rad, 

pois seu comprimento é igual ao dobro da medida do raio. 

Figura 68 - Medida de dois radianos 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

O comprimento C de uma circunferência de raio 𝑟 é igual a 2π𝑟. Isso significa 

que o raio “cabe” 2π vezes nesse comprimento (aproximadamente 6,28 vezes). 

Assim, um arco de comprimento igual a 𝑟 mede 1 rad; um arco de comprimento 

igual a 2𝑟 mede 2 rad etc. Da mesma maneira, um arco de comprimento 2𝜋𝑟 

(volta completa) mede 2𝜋 rad. Desse modo, o arco de uma volta mede 2𝜋 rad ou 

360°. Observe as correspondências abaixo: 

Figura 69 - Correspondência radianos graus 
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Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

O comprimento de um arco quando medimos o comprimento de um arco, a 

unidade de medida utilizada é a mesma do raio: metro, centímetro, milímetro etc. 

Observe que na figura abaixo o comprimento de um arco depende da medida do 

raio considerado: os arcos 𝐴𝐵̂, 𝐶𝐷̂ e 𝐸𝐹̂  medem, cada um, 45° ou 
𝜋

4
 rad, mas 

seus comprimentos são diferentes. 

 

Figura 70 - Comprimento de um arco 1 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

Vamos calcular os comprimentos de ℓ1, ℓ2 e ℓ3 dos arcos 𝐴𝐵̂, 𝐶𝐷̂ e 𝐸𝐹̂ . 

Arco 𝐴𝐵̂: 

360°

45
=
2π𝑟1
ℓ1
⇒8=

2π𝑟1
ℓ1
⇒8.ℓ1=2π𝑟1⇒ℓ1=

2π𝑟1
8
⇒ℓ1=

π

4
𝑟1. 

Para os demais arcos a conta é a mesma. 

Mantida fixa a medida do ângulo central, o comprimento de um arco é 

diretamente proporcional ao raio da circunferência que o contém. 

No exemplo: 
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ℓ1
𝑟1
=
ℓ2
𝑟2
=
ℓ3
𝑟3
=
π

4
. 

 

Observe que a constante de proporcionalidade corresponde à medida do ângulo 

central, expressa em radianos. O ângulo central da figura mede 45° ou 
𝜋

4
  rad. 

Em geral, podemos escrever: 

𝛼=
ℓ

𝑟
. 

Figura 71 - Comprimento de um arco 2 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

Circunferência Trigonométrica  

Fixemos dois eixos perpendiculares cruzando-se em O e orientados conforme 

as indicações: o vertical, para cima, e o horizontal, para a direita. No sistema 

assim descrito, consideremos uma circunferência com centro O e raio unitário 

(isto é, raio de medida igual a 1). O círculo limitado por essa circunferência fica 

dividido em quatro partes iguais denominadas quadrantes (Q) e indicadas na 

figura por 1º Q, 2º Q, 3º Q e 4º Q.  

Figura 72 - Circunferência trigonométrica 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 
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Vamos convencionar que todos os arcos tomados nessa circunferência têm 

origem no ponto A(1, 0) — interseção da circunferência com o semieixo 

horizontal positivo — e o sentido positivo é o anti-horário. Construímos, deste 

modo, a circunferência trigonométrica. 

 

Números reais associados a pontos da circunferência trigonométrica. 

Como o raio é unitário, o comprimento da circunferência trigonométrica é 2𝜋∙

1=2𝜋 (aproximadamente 6,28) unidades de medida de comprimento.  

Vamos associar a cada número real 𝑥,0≤𝑥<2𝜋, um único ponto P da 

circunferência trigonométrica, de modo que:  

• se 𝑥=0, o ponto P coincide com o ponto A (1, 0);  

• se 𝑥>0, descrevemos, a partir de A, no sentido anti-horário, um arco de 

comprimento 𝑥 cujas extremidades são A e P. 

 

 

Figura 73 - Números reais na circunferência trigonométrica 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

Observe a associação seguinte: 

Figura 74 - Circunferência trigonométrica 2 
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Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

Figura 75 - Visualização na reta 

 

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024 

Temos que:  

• O arco 𝐴𝐶̂  corresponde a 
1

4
 do arco de uma volta completa. Seu comprimento é 

𝜋

2
 (aproximadamente 1,57), que é a quarta parte de 2𝜋. Note, também, que sua 

medida é 
𝜋

2
 radianos (ou 90°). Dizemos que C é imagem do número real 

𝜋

2
.  

• O arco 𝐴𝐷̂ corresponde à metade do arco de uma volta completa. Seu 

comprimento é 𝜋 (aproximadamente 3,14), que é a metade de 2𝜋. Observe que 

sua medida é 𝜋 radianos (ou 180°). Dizemos que D é imagem do número real 𝜋.  

• O arco 𝐴𝐸̂ corresponde a 
3

4
 do arco de uma volta completa e seu comprimento 

é, portanto, 
3

4
 de 2𝜋, isto é, 

3𝜋

2
 . Sua medida é 

3𝜋

2
 radianos (ou 270°). O ponto E é 

imagem do número real 
3𝜋

2
.  

• O arco 𝐴𝐵̂ tem comprimento igual a 1 e sua medida é 1 rad (observe que o 

comprimento de AB é igual à medida do raio). O ponto B é imagem do número 

real 1.  

⋮ 
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e assim por diante. 

Ao fazermos essa associação, é importante lembrar que a medida (𝛼) de um 

arco, em radianos, coincide numericamente, na circunferência trigonométrica, 

com o seu comprimento (ℓ), pois, como 𝛼=
ℓ

𝑟
 e r=1, temos 𝛼=ℓ. 

 

Atividade: Construa a circunferência trigonométrica, e marque os pontos 

correspondentes aos seguintes números reais:  

a) 0 𝑟𝑎𝑑 

b) 
𝜋

3
 𝑟𝑎𝑑 

c) 
3𝜋

4
 𝑟𝑎𝑑 

d) 
7𝜋

6
 𝑟𝑎𝑑 

e) 
5𝜋

3
 𝑟𝑎𝑑 

Resolução: 

 

 

Figura 76 - Resolução exercícios na circunferência 

 

Fonte: Os autores 2024 

a) O ponto A tem 0 rad ou 0º 

b) O ponto B tem 1,04 rad ou 60º 

c) O ponto C tem 2,35 rad ou 135º 

d) O ponto D tem 3,66 rad ou 210º 
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e) O ponto E tem 5,23 rad ou 300º 

Intervalo (20min) 

 

Relações fundamentais  
 

Seno e cosseno de um arco 

Neste momento, faremos a demonstração para os alunos utilizando a lousa, o 

conceito de seno e cosseno de um arco. 

Consideremos no ciclo trigonométrico o ponto 𝑚, que é a imagem do número 

real 𝑥, conforme indica a figura. (desenhar no quadro) 

Figura 77 - Seno e Cosseno de um Arco. 

 

Fonte: Ensino de matemática. Acesso em 15 out. 2024 

Consideremos também o arco 𝐴𝑀̂, que corresponde ao ângulo central de medida 

𝜃. Seja 𝑂𝑀̅̅̅̅  ̅o raio do ciclo, e 𝑀′′ e 𝑀′ as projeções do ponto 𝑀 nos eixos 𝑥 e 𝑦, 

respectivamente. 

Do triângulo retângulo 𝑂𝑀′𝑀, temos:  

𝑠𝑒𝑛 𝜃=
𝑀′𝑀

𝑂𝑀
=
𝑂𝑀′′

1
=𝑂𝑀′′→𝑠𝑒𝑛 𝜃=𝑂𝑀′′ 

cos𝜃=
𝑂𝑀′

𝑂𝑀
=
𝑂𝑀′

1
=𝑂𝑀′→cos𝜃=𝑂𝑀′ 

Definimos: 

𝑠𝑒𝑛 𝜃 é a ordenada do ponto 𝑀 

cos𝜃 é a abscissa do ponto 𝑀 

O eixo 𝑦 é o eixo dos senos e o eixo 𝑥 é o eixo dos cossenos. 

Daí, se 𝑀 é um ponto do ciclo trigonométrico, podemos escrever: 𝑀(cos𝜃,𝑠𝑒𝑛 𝜃). 

Essa nova definição tem a vantagem de não ficar restrita aos ângulos agudos. 
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Agora podemos falar em seno e cosseno de arcos (ou ângulos) de qualquer 

medida. 

Observaremos no ciclo trigonométrico (desenhado na lousa), quando os sinais 

de positivo e negativo para seno e cosseno. 

Figura 78 - Sinal positivo e negativo para seno e cosseno. 

 

Fonte: Blog do Enem. Acesso em 15 out, 2024 

Representando o ponto 𝑀 deslocar-se pelo ciclo. 

➢ No segundo quadrante o seno é positivo e o cosseno é negativo. 

➢ No terceiro quadrante o seno é negativo e o cosseno é negativo. 

➢ No quarto quadrante o seno é negativo e o cosseno é positivo. 

 

Valores importantes de 𝑠𝑒𝑛 𝜃 e cos𝜃 (Slides). 

Figura 79 - Ciclo trigonométrico valores importantes. 

 

Fonte: https://pt.slideshare.net/. Acesso em 15 out, 2024 

https://pt.slideshare.net/
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Organizando em uma tabela temos: 

Slides: 

Figura 80 - Valores importantes na tabela 

 

Fonte: Blog do Enem. Acesso em 15 out, 2024 

 

Simetria no estudo do seno e cosseno 
 

Usando a simetria, podemos relacionar o seno e cosseno de um arco de 

qualquer quadrante com os valores do primeiro quadrante. Deste modo, faremos 

uma redução ao 1° quadrante.  

 

Slides:  

➢ Redução do segundo quadrante para o primeiro quadrante. 

 

Note que falta 𝑥 para 180° ou 𝜋. 

Dois arcos suplementares (𝑥 𝑒 180°−𝑥) têm: {
𝑠𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑖𝑠

𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠
 

➢ Redução do terceiro quadrante para o primeiro quadrante. 
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Os arcos 𝑥 e 180°+𝑥 têm: {
𝑠𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠
𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠

 

 

➢ Redução do quarto quadrante para o primeiro quadrante. 

 

 

Os arcos 𝑥 e 360−𝑥 têm: {
𝑠𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠
𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑖𝑠

 

 

A partir do que foi visto, iremos construir o ciclo trigonométrico com alguns 

valores notáveis importantes. (construir no quadro com auxílio dos alunos). 

Figura 81 - Ciclo trigonométrico completo 



179 

 

 

Fonte: Ensino de matemática. Acesso em 15 out. 2024 

 

Atividade dinâmica   
 

Caça ao tesouro 

Para realizar o jogo Caça ao Tesouro serão necessários 3 estações e a sala de 

aula será o início e o final do jogo, o qual teremos desafios que inclui medidas 

de arco e ângulos no ciclo trigonométrico. 

Serão separados em no máximo 4 grupos em que cada um terá um percurso de 

estações diferente um do outro, mas com a chegada na sala de aula como último 

desafio. 

1º desafio: início na sala de aula, será entregue para cada grupo o seu desafio, 

e contemplado a resposta, cada grupo seguirá por um caminho até o último 

desafio. 

Cada estagiário ficará responsável para entregar a próxima pista, o qual tem um 

novo desafio. 

 

Desafio 1: 

“Um relógio analógico marca 5 horas. Qual é o menor ângulo formado pelos 

ponteiros das horas e dos minutos?”  



180 

 

Resposta: 150º 

 

Desafio 2: 

Um navio navega por 10 km e depois muda a sua direção formando um arco de 

circunferência com o centro no ponto de partida. Qual a distância entre o ponto 

de partida e o ponto de chegada em que o arco têm 30º? 

Resposta: O arco de 30º corresponde a 
𝜋

6
 𝑟𝑎𝑑 para o raio 1. 

Logo para o raio 10 km, temos 
10𝜋

6
 rad 

A Distância será 10+
10𝜋

6
=
60

6
+
10𝜋

6
=
91,4

6
≅15,23 km. 

 

Desafio 3: 

Construa o ciclo trigonométrico e marque os pontos correspondentes aos 

ângulos 
𝜋

3
,
4𝜋

3
,
7𝜋

3
,
10𝜋

3
. Qual a figura geométrica se formou? 

Resposta:  

Figura 82 - Resolução caça ao tesouro 1 

 

Fonte: Os autores. 2024 

Como os 2 ângulos coincidem no ponto A e 2 ângulos coincidem no ponto B. 

Logo formam um segmento de reta. 

 

Desafio 4: 

Em qual quadrante está o ângulo 
23𝜋

4
? 
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Resposta: O ângulo pode ser fatorado em 2𝜋+2𝜋+
7𝜋

4
. Assim, o ângulo dará 2 

voltas e mais 
7𝜋

4
 rad. Logo o ângulo está no 4º quadrante. 

 

Desafio 5: 

Uma roda gigante possui raio de 20 metros. Se um passageiro está no ponto 

mais alto da roda gigante e gira um ângulo de 135º no sentido horário, qual será 

sua nova altura do solo? 

Resposta: ao girar um ângulo de 135º, o passageiro está a 45º do eixo horizontal 

e vertical da roda gigante, no 4 quadrante. 

Para determinar a altura, será: 

Figura 83 - Resolução caça ao tesouro 2 

 

Fonte: Os autores. 2024 

𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎=𝑟−𝑟𝑆𝑒𝑛(45º)=20−20
√2

2
=20−10√2≅20−14,14≅5,86 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 

Pistas para encontrar o próximo desafio: 

Pista 1: Para subir ou descer, é necessário girar como se fosse um ciclo 

trigonométrico. O próximo desafio encontra-se na base deste ciclo. 

Resposta: A pista leva para o R.U. 

Pista 2: Sempre podemos encontrar conhecimento, mas existe um lugar que é 

especial, que você encontra conhecimento em páginas. O próximo desafio está 

em frente deste lugar, nas flores que perfumam o lugar. 

Resposta: A pista leva em frente a Biblioteca. 

Pista 3: Homenagem ao governador Mario Pereira, existe um monumento na 

Unioeste. O Próximo desafio está aos arredores do monumento. 

Resposta: A pista leva ao Monumento Mario Pereira. 
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Pista 4: O desafio encontra-se no início de tudo, embaixo da maior carteira. 

Resposta: A pista leva para a sala de aula para encerramento do jogo. 

Vence o caça ao tesouro o grupo que resolver o último desafio na sala de aula. 

 

Lista de exercícios 

1) A figura a seguir representa a planta do terraço de um apartamento. Qual 

o perímetro do piso desse terraço? Considere 𝜋=3,14. 

Figura 84 - Exercício do terraço 

 

https://brainly.com/question/8847456. Acesso em 15 out. 2024 

2) Numa circunferência de 32𝑐𝑚 de diâmetro, marca-se um arco 𝐴𝐵̂ de 

8𝑐𝑚 de comprimento. Qual a medida desse arco em radianos? 

3) A profundidade da água de um porto pode ser modelada por uma função 

trigonométrica devido as oscilações das marés oceânicas. Se a 

profundidade da água em um porto da costa brasileira é dada pela 

fórmula 𝐷(𝑡)=2,7𝑐𝑜𝑠(
𝜋

6
𝑡)+4,5 onde 𝐷 é a profundidade da água em 

metros e 𝑡 é medida em horas após a primeira maré alta do dia. Um 

comandante deve decidir o horário de atracamento do seu navio nesse 

porto, optando entre atracar 7 horas ou 11 horas após a primeira maré 

alta do dia. Em qual desses dois horários ele teria a maior profundidade 

da água? 

4) A quantidade de energia consumida por uma cidade varia com as horas 

do dia, e os técnicos da companhia de energia conseguiram aproximar 

essa necessidade de energia pela função: 𝑃(𝑡)=40−20𝑐𝑜𝑠(
𝜋

12
𝑡−

𝜋

4
) 

onde 𝑡 é a hora do dia e 𝑃 a quantidade de energia, em 𝑀𝑊. 

a) Em qual horário se consome mais energia nessa cidade, às 6h00 ou às 

15h00? 

b) Determine a quantidade de energia, em 𝑀𝑊, consumida pela cidade ao 

meio-dia. 

https://brainly.com/question/8847456
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Anexo: Resposta dos exercícios: 

1. Note que: as extremidades da figura podem ser observadas como partes 

de uma circunferência, se juntarmos as duas, será meia circunferência. 

E para calcularmos a circunferência usamos 𝐶=2𝜋𝑟. 

Como o raio da circunferência é 4cm, e a referência para 𝜋 é 3,14. Temos: 

𝐶=2∗3,14∗4 

𝐶=25,12𝑚 que seria o comprimento total da circunferência. 

Mas como queremos encontrar a metade: 
25,12

2
=12,56𝑚 

O comprimento dos dois arcos juntos é 12,56𝑚 

Portanto o perímetro da área será 𝑃=4+5+4+5+12,56=

30,56 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠. 

2. Para descobrirmos a medida do arco 𝐴𝐵̂=8𝑐𝑚, precisamos descobrir o 

comprimento total da circunferência. Sabemos que 𝐶=2𝜋𝑟, e como o 

diâmetro desta circunferência é 32𝑐𝑚, temos que o raio é 16𝑐𝑚. Aplicando 

na fórmula: 𝐶=2∗𝜋∗16=32𝜋𝑐𝑚, este é o comprimento total desta 

circunferência. O exercício nos pede qual é a mediada em radianos. E 

sabemos que a circunferência unitária tem 2𝜋 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑜𝑠. Logo, podemos 

fazer uma regra de três simples para descobrir. 

Tabela 17 - Exercício de radianos 

Cm rad. 

32𝜋 2𝜋 

8 𝑥 

Fonte: Os autores. 2024 

Multiplicando cruzado temos: 

32𝜋∗𝑥=8∗2𝜋 

32𝜋∗𝑥=16𝜋 

𝑥=
16𝜋

32𝜋
=
1

2
𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛𝑜𝑠 

3. Extraindo as informações, temos que: 

D = Profundidade da água em metros 

T = Tempo em horas após a primeira maré alta do dia. 

O comandante deve tomar a decisão de optar entre as 7h ou 11h para 

atracar o navio. 
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𝐷(𝑡)=2,7𝑐𝑜𝑠(
𝜋𝑡

6
)+4,5 

𝐷(7)=2,7𝑐𝑜𝑠(
7𝜋

6
)+4,5 

𝐷(7)=2,7∗(−
√3

2
)+4,5=2,16 

Todavia 

𝐷(11)=2,7𝑐𝑜𝑠(
11𝜋

6
)+4,5 

𝐷(11)=2,7∗(
√3

2
)+4,5=6,83 

Vemos que 𝐷(11)>𝐷(7), portanto, o horário das 11h é melhor, pois ele 

teria maior profundidade da água para atracar o navio. 

4. Extraindo as informações temos que: 

T = hora do dia 

P = quantidade de energia em MW. 

a) Dada a fórmula 𝑃(𝑡)=40−20𝑐𝑜𝑠(
𝜋

12
𝑡−

𝜋

4
), vamos fazer 𝑡=6 e 𝑡=15 

𝑃(6)=40−20𝑐𝑜𝑠(
6𝜋

12
−
𝜋

4
) 

𝑃(6)=40−20𝑐𝑜𝑠(
𝜋

4
)=40−

20√2

2
 

𝑃(6)=40−10√2≅25,85𝑀𝑊 

Todavia 

𝑃(15)=40−20𝑐𝑜𝑠(
15𝜋

12
−
𝜋

4
) 

𝑃(15)=40−20𝑐𝑜𝑠(𝜋) 

𝑃(15)=40−20∗(−1)=40+20=60𝑀𝑊 

Portanto, as 15h00 se consomem mais energia na cidade. 

b) Dada a fórmula 𝑃(𝑡)=40−20𝑐𝑜𝑠(
𝜋

12
𝑡−

𝜋

4
) 

Vamos fazer 𝑡=12 

𝑃(12)=40−20𝑐𝑜𝑠(
12𝜋

12
−
𝜋

4
) 

𝑃(𝑡)=40−20𝑐𝑜𝑠(−
√2

2
) 
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𝑃(𝑡)=40+10√2≅54,14𝑀𝑊 

Portanto, ao meio-dia são consumidos 54,14MW de energia na cidade. 

 

Avaliação: A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de 

participação dos alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

Relatório da aula ministrada no dia 09/11 

Para este encontro, tínhamos como objetivo principal apresentar os 

conceitos básicos de seno, cosseno e tangente, utilizando abordagens visuais e 

interativas para facilitar a compreensão dos alunos. A metodologia incluiu 

explanação teórica, uso de materiais concretos e um jogo interativo para reforçar 

o aprendizado. A aula teve início com uma revisão sobre triângulos retângulos, 

enfatizando a relação entre os catetos e a hipotenusa. Os alunos demonstraram 

interesse e interagiram bem, levantando questões pertinentes sobre as funções 

trigonométricas e sua aplicação. O uso dos slides contemplando o círculo 

trigonométrico, as funções seno, cosseno e tangente, ajudou a ter uma 

visualização mais abrangente sobre o que estávamos falando, pois permitiu aos 

alunos entenderem como os valores mudam conforme o ângulo varia. 

Na segunda metade da aula, desenvolvemos uma atividade chamada de 

“caça ao tesouro” nas dependências do campus, envolvendo o conteúdo de 

trigonometria obviamente, o que motivou ainda mais os alunos. Eles participaram 

ativamente, demonstrando entusiasmo e foi uma forma de reforçar o que falamos 

em sala, mas agora de forma lúdica. 

De maneira geral, a participação foi bastante positiva. Os alunos 

interagiram com as atividades, fizeram perguntas pertinentes e demonstraram 

interesse pelo conteúdo. Houve alguns desafios, como a dificuldade inicial de 

alguns alunos em compreender a relação entre os valores das funções 

trigonométricas e os ângulos, mas a abordagem interativa e a troca entre os 

colegas contribuíram para a superação dessas dificuldades. Ao final da dinâmica 

premiamos todos os participantes com um bombom. 
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3.9 AULA 09 (23/11) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 

 

Plano de Aula 

Público-Alvo:  

Alunos inscritos no projeto PROMAT. 

Tempo de execução: 1 encontro de 4 horas.  

Conteúdo: Funções trigonométricas. 

Objetivo Geral: Introduzir o conceito de função trigonométrica.  

Objetivos Específicos: 

Ao se trabalhar com o conteúdo de Trigonometria, objetiva-se que o aluno seja 

capaz de: 

• Aprender sobre as funções trigonométricas e suas propriedades; 

• Entender como construir a representação gráfica das funções trigonométricas; 

• Compreender as representações gráficas utilizando os softwares Geogebra 

das funções; seno, cosseno, tangente. Cotangente, secante e cossecante. 

Recursos Didáticos: Quadro, pincel atômico, laboratório de informática com 

acesso à internet, acesso ao software Geogebra, material impresso. 

 

Encaminhamento metodológico:  

Correção dos exercícios (20 min) 

 

Iniciaremos a aula corrigindo os exercícios no quadro, dando preferência aos 

que os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste será 

seguida a ordem da lista, caso o tempo não seja suficiente para correção será 

encaminhado um arquivo com a correção dos exercícios para os alunos 

posteriormente. 

 

Função Seno (30 min) 

 

Começaremos apresentando em slides a definição da função seno e suas 

propriedades: 

Dado um número real 𝑥, seja 𝑃 sua imagem no ciclo. Denominamos seno de 𝑥 

(e indicamos 𝑠𝑒𝑛 𝑥) a ordenada 𝑂𝑃1̅̅̅̅̅ do ponto 𝑃 em relação ao sistema 𝑢𝑂𝑣. 
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Denominamos função seno a função 𝑓:ℝ→ℝ que associa a cada real 𝑥 o real 

𝑂𝑃1̅̅̅̅̅=𝑠𝑒𝑛 𝑥, isto é: 𝑓(𝑥)=𝑠𝑒𝑛 𝑥. 

 

Figura 85 - Função seno 

 

Fonte: Ensino de matemática. Acesso em 23 nov. 2024 

Propriedades 

Temos as seguintes propriedades para a função seno:  

a) Se 𝑥 é do primeiro ou do segundo quadrante, então 𝑠𝑒𝑛 𝑥 é positivo;  

b) Se 𝑥 é do terceiro ou do quarto quadrante, então 𝑠𝑒𝑛 𝑥 é negativo;  

c) Se 𝑥 percorre o primeiro ou o quarto quadrante, então 𝑠𝑒𝑛 𝑥 é crescente; 

d) Se 𝑥 percorre o segundo ou o terceiro quadrante, então 𝑠𝑒𝑛 𝑥 é 

decrescente. 

e) A imagem da função seno é o intervalo [−1,1], isto é, −1≤𝑠𝑒𝑛 𝑥≤1 para 

todo 𝑥 real. É imediata a justificação, pois, se 𝑃 está no ciclo, sua 

ordenada pode variar apenas de −1 a 1. 

f) A função seno é periódica e seu período é 2𝜋.  

 

Gráficos e transformações 

Entregaremos para os alunos uma folha de papel milimetrado e mostraremos 

como construir o gráfico da função seno. 

Primeiro solicitaremos para construírem uma tabela com duas colunas, uma para 

𝑥 e outra para 𝑦=𝑠𝑒𝑛(𝑥). Na primeira coluna os alunos devem preencher com 

os valores mostrados abaixo, e na segunda coluna os alunos devem calcular o 

valor do seno para cada linha. 

Tabela 18 - Gráficos e transformações 1 
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𝑥 𝑦=𝑠𝑒𝑛(𝑥) 

0 0 

π

2
 1 

Π 0 

3π

2
 

−1 

2π 0 

Fonte: Os autores. 2024 

Com a tabela realizada, pediremos para os alunos construírem um plano 

cartesiano na folha milimetrada, e marcarem os pontos com as coordenadas 

correspondentes. Por exemplo temos o ponto (π,0).  

Nesse momento pediremos aos alunos que conectassem os pontos de uma 

forma que fizesse sentido para eles. Após finalizarem essa etapa solicitaremos 

que adicionem mais alguns valores para 𝑥 na tabela e calculassem o seu seno 

correspondente. 

Os valores serão: 
π

4
,
3π

4
,
5π

4
 e 
7π

4
. 

Após isso deverão marcar os pontos no mesmo plano cartesiano e verificar o 

quão próximo o primeiro esboço ficou desses novos pontos. 

Em seguida pediremos para calcularem mais alguns pontos: 
π

6
,
π

3
,
2π

3
e
5π

6
. 

Então eles devem colocar novamente no plano cartesiano e então refazer o 

gráfico do seno com mais precisão. 

E como exercício pediremos para construírem o gráfico da função 𝑦=𝑠𝑒𝑛(2𝑥). 

Nessa etapa vamos sugerir que adicionem uma nova coluna na tabela, o valor 

de 2𝑥. 

Após realizarem o exercício perguntaremos o que eles podem observar 

comparando os dois gráficos, e o que aconteceria se mudássemos os valores ou 

fizéssemos o gráfico de 𝑦=2𝑠𝑒𝑛(𝑥). Essas e outras transformações serão vistas 

na segunda parte da aula. 

 

Função Cosseno (25 min) 

Apresentando em slides a definição da função cosseno e suas propriedades: 

Dado um número real 𝑥, seja 𝑃 sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno de 

𝑥 (e indicamos 𝑐𝑜𝑠 𝑥) a abscissa 𝑂𝑃2̅̅̅̅̅ do ponto 𝑃 em relação ao sistema 𝑢𝑂𝑣. 
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Denominamos função cosseno a função 𝑓:ℝ→ℝ que associa a cada real 𝑥 o 

real 𝑂𝑃2̅̅̅̅̅=𝑐𝑜𝑠 𝑥, isto é: 𝑓(𝑥)=𝑐𝑜𝑠 𝑥. 

Figura 86 - Função cosseno 

 

Fonte: Ensino de matemática. Acesso em 23 nov. 2024 

 

Propriedades 

Temos as seguintes propriedades para a função cosseno:  

a) Se 𝑥 é do primeiro ou do quarto quadrante, então 𝑐𝑜𝑠 𝑥 é positivo;  

b) Se 𝑥 é do segundo ou do terceiro quadrante, então 𝑐𝑜𝑠 𝑥 é negativo;  

c) Se 𝑥 percorre o terceiro ou o quarto quadrante, então 𝑐𝑜𝑠 𝑥 é crescente; 

d) Se 𝑥 percorre o primeiro ou o segundo quadrante, então 𝑐𝑜𝑠 𝑥 é 

decrescente. 

e) A imagem da função cosseno é o intervalo [−1,1], isto é, −1≤𝑐𝑜𝑠 𝑥≤1 

para todo 𝑥 real. É imediata a justificação, pois, se 𝑃 está no ciclo, sua 

ordenada pode variar apenas de −1 a 1. 

f) A função cosseno é periódica e seu período é 2𝜋.  

 

Gráficos e Transformações 

Seguiremos com as representações para cosseno, entregaremos para os alunos 

uma folha de papel milimetrado e mostraremos como construir o gráfico da 

função cosseno. 

Primeiro solicitaremos para construírem uma tabela com duas colunas, uma para 

𝑥 e outra para 𝑦=𝑐𝑜𝑠(𝑥). Na primeira coluna os alunos devem preencher com 
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os valores mostrados abaixo, e na segunda coluna os alunos devem calcular o 

valor do cosseno para cada linha. 

Tabela 19 - Gráficos e transformações 2 

𝑥 𝑦=𝑐𝑜𝑠(𝑥) 

0 1 

𝜋

6
 √3

2
≅0,8660 

π

4
 √2

2
≅0,7071 

𝜋

3
 

1

2
 

𝜋 −1 

3𝜋

2
 

0 

2π 1 

Fonte: Os autores. 2024 

Com a tabela realizada, pediremos para os alunos construírem um plano 

cartesiano na folha milimetrada, e marcarem os pontos com as coordenadas 

correspondentes. Após, pediremos aos alunos que conectassem os pontos de 

uma forma que fizesse sentido para eles. 

E como exercício pediremos para construírem o gráfico da função 𝑦=

𝑐𝑜𝑠(𝑥+1). Após realizarem o exercício perguntaremos o que eles podem 

observar comparando os dois gráficos, como a mudança do período e a imagem 

da função 𝑦=𝑐𝑜𝑠(𝑥+1). 

Figura 87 - Transformação da função cosseno 

 

Fonte: Os autores 2024 
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Função Tangente (25 min) 

 

Slides 

Dado um número real 𝑥, com 𝑥≠
π

2
+𝑘π, e P sua imagem no ciclo. 

Consideremos a reta OP e seja T sua interseção com o eixo das tangentes. 

Denominamos tangente de 𝑥 (e indicamos 𝑡𝑔 𝑥) a medida algébrica do 

segmento AT. 

 

 

 

Denominamos função tangente a função 𝑓: 𝐷 →ℝ que associa a cada real 

𝑥, 𝑥≠
π

2
+𝑘π, o real 𝐴𝑇=𝑡𝑔 𝑥, isto é, 𝑓(𝑥)=𝑡𝑔𝑥. Notemos que, para 𝑥=

𝜋

2
+

𝑘𝜋, P está em B ou B' e, então, a reta OP fica paralela ao eixo das tangentes. 

Como neste caso não existe o ponto T, a 𝑡𝑔 𝑥 não é definida. 

Propriedades 

• Domínio: 𝐷={𝑥∈ℝ|𝑥≠
π

2
+𝑘π}. 

• Contradomínio: Reais (ℝ). 

• Imagem: Reais (ℝ). 

• Período: π. 

 

Gráficos e transformações 

De maneira análoga às representações para seno e cosseno, entregaremos para 

os alunos uma folha de papel milimetrado e mostraremos como construir o 

gráfico da função tangente. 
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Primeiro solicitaremos para construírem uma tabela com duas colunas, uma para 

𝑥 e outra para 𝑦=𝑡𝑔(𝑥). Na primeira coluna os alunos devem preencher com os 

valores mostrados abaixo, e na segunda coluna os alunos devem calcular o valor 

da tangente para cada linha, 𝑡𝑔(𝑥)=
𝑠𝑒𝑛(𝑥)

cos (𝑥)
. 

Tabela 20 - Gráficos e transformações 3 

𝑥 𝑦=𝑡𝑔(𝑥) 

0 0 

𝜋

4
 1 

π

2
 ∄ 

3𝜋

4
 

-1 

π 0 

5𝜋

4
 

1 

3π

2
 

∄ 

7𝜋

4
 

-1 

2π 0 

Fonte: Os autores. 2024 

Com a tabela realizada, pediremos para os alunos construírem um plano 

cartesiano na folha milimetrada, e marcarem os pontos com as coordenadas 

correspondentes. Após, pediremos aos alunos que conectassem os pontos de 

uma forma que fizesse sentido para eles.  

Para possíveis erros, comentaremos que a linha do gráfico da tangente 

(chamada de assíntota) nunca passará por 
𝜋

2
 e 
3𝜋

2
, pois estes valores não estão 

definidos para a tangente, além de, ao fazermos os cálculos, resultará em uma 

divisão por 0, o que é um absurdo matemático. 

 

Intervalo (20 min) 

 

Transformações trigonométricas (30 min) 
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Nessa parte da aula nos direcionaremos para o laboratório de informática, e 

utilizaremos o Geogebra para mostrar para os alunos as transformações 

trigonométricas de cada função. 

1. No Geogebra coloque o seguinte comando na janela de álgebra 

𝑓(𝑥)=𝑠𝑒𝑛 𝑥. 

Figura 88 - Transformações no Geogebra 1 

 

Fonte: Os autores. 2024 

Explicaremos aos alunos que a fórmula geral da função seno é esta. Além disso, 

o gráfico da função é uma onda senoidal que se repete a cada 2𝜋 radianos. 

2. Em seguida, insira a função ℎ(𝑥)=4𝑠𝑒𝑛 𝑥. Observe o que 

aconteceu. 

Mudança de amplitude: 𝑦=𝐴𝑠𝑒𝑛 𝑥. O valor de A determina a amplitude do 

gráfico. O gráfico estica ou encolhe verticalmente. 

3. Agora insira a função 𝑔(𝑥)=𝑠𝑒𝑛(4𝑥). Observe o que aconteceu. 

Mudança de período: 𝑦=𝑠𝑒𝑛(𝐵𝑥). O valor de B afeta o período. O novo período 

é dado por 
2𝜋

𝐵
. 

4. Insira a função 𝑦=𝑠𝑒𝑛 (𝑥−2). 

Translação horizontal (Deslocamento de fase): 𝑦=𝑠𝑒𝑛(𝑥−𝑐). O valor de C 

desloca o gráfico horizontalmente. Se 𝐶>0, a função se desloca para a direita, 

se 𝐶<0, para a esquerda. 

5. Insira a função 𝑦=𝑠𝑒𝑛 (𝑥)+4. 

Translação vertical: 𝑦=𝑠𝑒𝑛 (𝑥)+𝐷. O valor de D desloca o gráfico para cima 

ou para baixo.  

Explicaremos aos alunos que estas são as principais transformações que podem 

ocorrer no gráfico da função seno. E que podemos aplicar a mesma ideia para a 

função cosseno e tangente. 
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Jogo Kahoot 

1) Dada a função 𝑓(𝑥)=𝑠𝑒𝑛(𝑥)+3, o valor numérico da função para x =  
3π

2
 

é: 

a) 0 

b) 1 

c) 2 

d) 3 

Resposta. Alternativa C. Para encontrar o valor numérico da função, basta 

substituir o valor que desejamos no lugar de x: 

𝑓(𝑥)=𝑠𝑒𝑛(𝑥)+3 

𝑓( 
3π

2
)=𝑠𝑒𝑛(𝑥)+3 

𝑓( 
3π

2
)=−1+3 

𝑓( 
3π

2
)= 

2) O valor máximo da função real 𝑓(𝑥)= 
1

2+𝑐𝑜𝑠(𝑥)
 é: 

a) 
1

2
 

b)  
1

3
 

c) 1 

d) 3 

Alternativa C. Sabendo que cos(x) assume valores entre 1 e -1, para 

encontrar o valor máximo da função, basta substituir o menor de cos(x), 

já que estamos dividindo: 

𝑓(𝑥)= 
1

2+𝑐𝑜𝑠(𝑥)
 

𝑓( 
3π

2
)=𝑠𝑒𝑛(𝑥)+3 

𝑓( 
3π

2
)=−1+3 

𝑓( 
3π

2
)=2 

3) Conhecendo a função 𝑓(𝑥) = 4 𝑐𝑜𝑠 (2𝑥) + 1, podemos afirmar que a 

imagem da função é igual a: 
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a) [– 2,2] 

b) [– 3,5] 

c) ] – ∞ ,∞[ 

d) [– 4,8] 

Alternativa B. Sabemos que o valor de cosseno é 1 e o menor é -1, então: 

Limite superior do intervalo: 

Seja cos(2𝑥)= 1: 

𝑓(𝑥) = 4 · 1 +1 

𝑓(𝑥) = 4 + 1 

𝑓(𝑥) = 5 

Limite inferior do intervalo: 

𝑐𝑜𝑠(2𝑥) = −1: 

𝑓(𝑥) = 4 · (– 1) + 1 

𝑓(𝑥) = – 4 + 1 

𝑓(𝑥) = – 3 

A imagem da função é o intervalo [– 3,5]. 

4) Dada a função trigonométrica a seguir: 

𝑓(𝑥)=
1

4−𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

Podemos afirmar que o menor valor que f(x) pode assumir é: 

a) 
1

3
 

b) 
1

5
 

c) 
1

4
 

d) 
−1

4
 

Alternativa C. Em uma fração, quanto maior o denominador, menor é o 

valor da fração. Então, o valor que deixa o denominador ser o maior 

número possível é 𝑠𝑒𝑛(𝑥)= – 1. 

𝑓(𝑥)=
1

4−(−1)
 

𝑓(𝑥)=
1

4+1
 

𝑓(𝑥)=
1

5
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5) A lei de formação que descreve a função demonstrada no gráfico é:

 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛 (𝑥). 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 (𝑥). 

c) 𝑓(𝑥) = 2𝑡𝑔(𝑥). 

d) 𝑓(𝑥)= 𝑠𝑒𝑛 (2𝑥). 

Alternativa D. Analisando o gráfico, sabemos que o seu comportamento é 

senoide, pois ele passa pelo ponto (0,0) e 𝑠𝑒𝑛(0)= 0. Note também que, 

quando 𝑥 = 
𝜋

4
,𝑓(𝑥) = 1. Seja 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(𝑎𝑥), encontraremos o valor 

de a, lembrando que o ângulo cujo 𝑠𝑒𝑛(𝑥) = 1 é o ângulo 
𝜋

2
: 

𝑓(𝑥)=𝑠𝑒𝑛(𝑎𝑥) 

1=𝑠𝑒𝑛(
𝑎π

4
) 

π

2
=
𝑎π

4
 

4π=2𝑎π 

4=2𝑎 

𝑎=2 

Então, a função é 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(2𝑥). 

6) Dada a função 𝑓(𝑥) = 1 + 2𝑐𝑜𝑠(𝑥), seja x um ângulo do primeiro 

quadrante, então o valor de x que faz com que 𝑓(𝑥) = 2 é: 

a) 𝜋 

b) 
𝜋

6
 

c) 
𝜋

5
 

d) 
𝜋

4
 

e) 
𝜋

3
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Alternativa E. 

𝑓(𝑥)=1+cos(𝑥) 

2=1+2cos(𝑥) 

2−1=2cos(𝑥) 

1=2cos(𝑥) 

1

2
=cos(𝑥) 

O arco cujo cosseno é igual a 
1

2
 que pertence ao primeiro quadrante é o 

ângulo de 60º, ou seja, 
𝜋

3
. 

7) Sobre as funções trigonométricas, julgue as afirmativas as seguir: 

i. A função seno 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥) e a função cosseno 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 

possuem imagem no intervalo [–1,1]. 

ii. A função tangente 𝑡𝑔(𝑥) possui imagem entre [2,– 2]. 

iii. A função seno é uma função periódica. 

Marque a alternativa correta: 

A. Somente a afirmativa i. é falsa. 

B. Somente a afirmativa ii. é falsa. 

C. Somente a afirmativa iii. é falsa. 

D. Todas as afirmativas são verdadeiras. 

Alternativa B. 

i. Verdadeira. Devido ao ciclo trigonométrico, a função seno e a função 

cosseno possuem valores sempre entre -1 e 1. 

ii. Falsa. A função tangente não é limitada, e a sua imagem é o conjunto 

dos números reais. 

iii. Verdadeira. A função seno possui período igual a 2𝜋. 

8) Dada a função 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛²(𝑥) + 2𝑐𝑜𝑠(𝑥), o valor numérico da função 

para 𝑥 =
𝜋

4
 é: 

a) 0,5 + √2. 

b) 1 + √2. 

c) 4. 

d) 4 – √2. 

e) 0,5 + √3. 
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Alternativa A. Substituindo o valor de x pelo valor dado, temos que: 

𝑓(
𝜋

4
)=𝑠𝑒𝑛2(

𝜋

4
)+2𝑐𝑜𝑠(

𝜋

4
) 

𝑓(
𝜋

4
)=(

√2

2
)

2

+2∗
√2

2
 

𝑓(
𝜋

4
)=
2

4
+√2 

𝑓(
𝜋

4
)=0,5+√2 

9) A lei de formação que descreve essa função é: 

 

 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛 (2𝑥). 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 (2𝑥). 

c) 𝑓(𝑥) = 2𝑠𝑒𝑛 (𝑥). 

d) 𝑓(𝑥)=2cos(𝑥). 

Alternativa D. Note que o máximo e o mínimo da função são 2 e -2. 

Perceba que a função passa pelo ponto (0,2). Para que isso aconteça, 

essa função tem que ser uma função cosseno multiplicada por 2, pois, se 

fosse a função seno, o gráfico passaria pelo ponto (0,0). Perceba, por fim, 

que π/2 é zero da função e sabemos que cos (
𝜋

2
)=0. Então, a função é 

𝑓(𝑥) = 2𝑐𝑜𝑠(𝑥). 

10)  Dentre os gráficos abaixo, qual representa corretamente a função 𝑓(𝑥)=

1+𝑠𝑒𝑛(𝑥+𝜋) é 

a)  
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b)  

 

c)  

 

d)  
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Alternativa A. O gráfico correto é aquele que oscila entre 0 e 2, começa 

em 𝑓(0)=1 e apresenta o formato ondulado do seno, invertido e 

deslocado conforme descrito. 

11)  Uma função trigonométrica possui lei de formação igual a 𝑓(𝑥) =

 2𝑐𝑜𝑠(𝑥) – 1. O valor numérico dessa função quando 𝑥 = 
𝜋

3
 é: 

a) -2 

b) -1 

c) 0 

d) 1 

Alternativa C. Queremos o valor de 𝑓(𝑥) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 =
𝜋

3
, então, temos que: 

𝑓(
𝜋

3
)=2𝑐𝑜𝑠(

𝜋

3
)−1 

𝑓(
𝜋

3
)=2∗

1

2
−1 

𝑓(
𝜋

3
)=1−1 

𝑓(
𝜋

3
)=0 

12)  Dada a função 𝑓(𝑥) = 3𝑠𝑒𝑛(4𝑥) + 6, com domínio e contradomínio nos 

números reais, podemos afirmar que o conjunto imagem dessa função é: 

a) [−4,4] 

b) [−4,6] 

c) [6,3] 

d) [3,9] 

Alternativa D. Sabemos que 𝑠𝑒𝑛(𝑥) está sempre entre -1 e 1, então, para 

calcular o mínimo da função, temos que 𝑠𝑒𝑛(𝑥) = −1. 
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𝑓(𝑥) = 3 · (−1) + 6 

𝑓(𝑥) = −3 + 6 

𝑓(𝑥) = 3 

Agora, o máximo da função é quando 𝑠𝑒𝑛(𝑥) = 1: 

𝑓(𝑥) = 3 · 1 + 6 

𝑓(𝑥) = 3 + 6 

𝑓(𝑥) = 9 

13)  Podemos afirmar que o menor valor que essa função pode ter assim é: 

𝑓(𝑥)=
2

1−cos (𝑥)
 

a) -2 

b) -1 

c) 0 

d) 1 

Alternativa D. Analisando o denominador, sabemos que ele sempre será 

positivo, já que cos(x) será sempre menor que 1. Então, para encontrar o 

menor valor possível da função, vamos dividir 2 pelo maior número 

possível. Nesse caso, admitindo 𝑐𝑜𝑠(𝑥) = −1, temos que: 

𝑓(𝑥)=
2

1−(−1)
 

𝑓(𝑥)=
2

1+1
 

𝑓(𝑥)=
2

2
 

𝑓(𝑥)=1 

 Assim, o menor valor possível para essa função é 1. 

14)  Seja 𝑓(𝑥) = 1 + 2𝑠𝑒𝑛(𝑥), qual deve ser o valor de x, sabendo que ele 

é um ângulo do 1º quadrante, que faz com que 𝑓(𝑥) = 2: 

a) 𝜋 

b) 
𝜋

2
 

c) 
𝜋

3
 

d) 
𝜋

6
 

Alternativa D. Dada a função 𝑓(𝑥) 1 + 2𝑠𝑒𝑛(𝑥) sabemos que: 

1 + 2𝑠𝑒𝑛(𝑥) = 2 

2𝑠𝑒𝑛(𝑥) = 2 – 1 

2𝑠𝑒𝑛(𝑥) = 1 
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𝑠𝑒𝑛(𝑥) = 1/2 

Queremos encontrar o ângulo do 1º quadrante cujo valor de seu seno é 
1

2
. 

Nesse caso, trata-se de um ângulo notável que é o ângulo de 30º, que, 

em radianos, corresponde ao arco 
𝜋

6
. 

15)  Analise as afirmativas a seguir sobre as funções trigonométricas: 

i. A função tangente possui imagem no conjunto [−1,1]. 

ii. A função cosseno e a função seno são periódicas. 

iii. O conjunto imagem da função trigonométrica 𝑦 = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)+cos(𝑥) 

é [−1,1]. 

Marque a alternativa correta: 

a) Somente a afirmativa i é verdadeira. 

b) Somente a afirmativa ii é verdadeira. 

c) Somente a afirmativa iii é verdadeira. 

d) Todas as afirmativas são verdadeiras. 

Alternativa B 

i. Falsa. Diferentemente das funções seno e cosseno, a imagem da 

função tangente não é limitada entre -1 e 1, podendo ser qualquer 

número real. 

ii. Verdadeira. Sabemos que a função cosseno é periódica, pois ela 

possui período igual a 2𝜋. 

iii. Falsa. O maior valor da imagem da função é quando 𝑠𝑒𝑛(𝑥) = 1, 

ou seja, 𝑦 = 1 + 3 = 4. O menor valor da imagem da função é 

quando 𝑠𝑒𝑛(𝑥) = −1, ou seja, 𝑦 = −1 + 3 = 2. Assim, a 

imagem da função seria o conjunto [2,4]. 

Avaliação: A avaliação se desenvolverá no decorrer das aulas por meio de 

participação dos alunos no jogo e durante a realização da lista de exercícios. 

 

Relatório da aula ministrada no dia 23/11 

Para a aula deste dia reservamos um dos laboratórios de informática do 

campus, pois utilizaríamos o software Geogebra como ferramenta de 

visualização das transformações trigonométricas. Começamos a aula fazendo 
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uma apresentação de slides para abordar as propriedades e definições das 

funções principais.  

No passo seguinte da aula, uma surpresa desagradável assaltou-nos, 

percebemos que estávamos sem internet nos computadores, este era o 

momento em que começaríamos a mostrar as transformações trigonométricas 

no Geogebra, mas sem conexão não teria como. A partir de uma breve conversa 

entre os membros do grupo, decidimos que a solução seria rotearmos a internet 

de nossos aparelhos para os celulares dos alunos, e aqueles que não tivessem, 

emprestaríamos os notebooks ou telefones, até porque o número de presentes 

estava reduzido: cinco alunos.  

Mesmo com este pequeno contratempo, conseguimos desenvolver o 

plano, e a ideia funcionou bem, pelo celular mesmo os alunos foram 

acompanhando as instruções e replicando no aparelho, podendo contemplar 

visualmente as mudanças gráficas que ocorrem na função seno, cosseno e 

tangente. 

Posteriormente desenvolvemos o jogo Kahoot, seguindo mesma ideia, as 

perguntas sempre voltadas para o que foi apresentado em sala, promoveram um 

espírito competitivo e motivador entre os alunos. Finalizamos nosso encontro 

premiando todos com um bombom e um chaveirinho impresso em 3D como 

lembrança do PROMAT. 

 

3.10 AULA 10 (30/11) – PLANO DE AULA E RELATÓRIO 

 

Plano de Aula 

 

Atividades Gincana – 10º Encontro PROMAT – Conteúdos: Ensino Médio  

   

Público-Alvo: Alunos do Ensino Médio  

Tempo de execução: 4 horas aula  

Conteúdo: Todos os Conteúdos trabalhados nos encontros passados, a saber:  

• Análise Combinatória; 

• Probabilidade e Estatística; 

• Matrizes e Determinantes; 
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• Sistemas Lineares; 

• Geometria Analítica; 

• Trigonometria; 

• Funções Trigonométricas. 

Objetivo Geral: Relembrar os conteúdos trabalhados em todos os encontros de 

forma lúdica em forma de gincana.  

Objetivos Específicos:  

Promover atividades lúdicas, estimulando a competitividade e a cooperação, 

desenvolvendo o raciocínio lógico. 

Recursos Didáticos: Todos os jogos especificados no plano, caneta, papel de 

rascunho e atividades impressas.  

  

Encaminhamento metodológico:  

Gincana 1 

A gincana com os quebra-cabeças consiste em resolver o problema de raciocínio 

lógico de cada envelope para obter as peças dos quebra-cabeça. Vale ressaltar 

que o grupo só pegará o próximo envelope se ele conseguir montar todas as 

peças que já possui. O quebra-cabeça montado inteiro vale 10 pontos (0,25 

vezes cada peça montada), caso haja empate, o desempate é realizado através 

da maior quantidade de peças montadas no menor número de tempo.  

  

Problemas de lógica:  

1.Como dividir uma pizza em 8 pedaços realizando apenas três cortes?   

R: Basta cortar a pizza em 4 partes com dois cortes perpendiculares e um corte 

circular, como se fosse pôr recheio na pizza, tem-se assim 8 pedaços.  

  

2.Existem quantas maneiras de se ter vinte e cinco reais apenas com cédulas de 

um, cinco e dez reais?   
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R:12  

  

3.Um estudante terminou um trabalho que tinha n páginas. Para numerar todas 

essas páginas iniciando com a página 1, ele escreveu 270 algarismos. Então o 

valor de n é?  

R:126  

  

4.O pai do Padre é o único filho do meu pai. O que o Padre é meu?   

R: filho.  

  

5.A escada de um prédio tem 25 degraus. Se Maria subiu 5 degraus, desceu 9 

e ao subir mais 6 viu que só faltavam 3 degraus para chegar ao último degrau 

da escada, em que degrau ela estava quando começou a contar?   

R: 20  

  

6. Sabe-se que:  

Rifa tem 6 (seis) anos a mais que Ana e 13 (treze) anos a mais que Bia;  

Paula tem 6 (seis) anos a mais que Bia.   

Então, com relação as 4 (quatro) pessoas citadas, é correto dizer que:   

a) Rifa não é a mais velha;  

b) Ana é a mais nova;   

c) Paula é mais nova que Ana;   

d) Paula e Ana tem a mesma idade;   

e) Rifa e Paula tem a mesma idade.  

R: Paula é mais nova que Ana.  

 

Gincana 2 

O jogo SET!  

Um jogo competitivo em tempo real em que cada jogador buscar formar 

conjuntos de cartas entre as do tabuleiro.  

O jogo decorre da seguinte forma:  

1. Cada carta do jogo possui quatro características -- forma presente, cor, 

preenchimento e quantidade de formas;  
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2. Um SET é um conjunto de três cartas, em que cartas entre as cartas, cada 

uma das características devem ser todas diferentes;  

3. Um jogador embaralha todas as cartas e, então, posiciona 12 cartas no 

tabuleiro;  

4. Os jogadores irão competir contra os professores, buscando encontrar 

SETs dentre as cartas presentes;  

5. Quando um jogador encontra um SET, ele anuncia para o grupo, mostra 

as cartas encontradas e, se for realmente um SET, ele as toma para si. 

Em seguida, as três cartas são repostas e o jogo continua;  

  

O jogo vai percorrer por 20 minutos. Ao final desse tempo, os jogadores contarão 

a quantidade de SETs formados. Cada SET contará por cinco pontos.  

O grupo vencendo será aquele que tiver mais SETs.  

  

 Gincana 3 

RPG – Plano Cartesiano 

Para adaptar o RPG para uma atividade rápida e pontuável, removeremos o 

aspecto narrativo e utilização de personagens. Utilizaremos os mapas com 

desafios relacionados com Geometria Analítica. Serão utilizados os 16 mapas 

disponíveis, formando 4 planos cartesianos com 4 quadrantes cada. Cada plano 

cartesiano será composto por 4 desafios, distância entre pontos, ponto médio de 

segmento e equações e intersecções de retas, em que cada um destes são 

elementos gráficos do mapa.  

A pontuação será dada ao resolverem os desafios e completarem os mapas, são 

0,5 pontos por desafio e 0,5 pontos ao fecharem um mapa, totalizando 2,5 pontos 

por mapa e 10 pontos totais. Abaixo seguem os mapas e os desafios pertinentes 

a cada um.  
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Fonte: Os autores 2024 

Desafios:   

1. “Centralizado entre o cacto mais ao leste e o poste mais ao sul, encontra-

se o próximo desafio”.   

Esse enigma faz referência ao cacto localizado no ponto (9,3) e o poste no ponto 

(-4,-8), e quando se diz centralizado entre esses pontos está pedindo para 

calcular o ponto médio entre eles. No caso (2.5, -2.5).  

2. “Duas retas, uma formada pela estátua destruída e o poste ao norte do 

templo alagado, e a outra formada pela lanterna e o peixe que nada para 

o sul. O ponto de encontro dessas linhas indica o próximo desafio.”  

Essa dica faz referência à estátua danificada (-7, 6), ao poste (-7, -1) no templo, 

ao peixe (-1, -3) e a lanterna (-3, -1). O enigma solicita que os alunos calculem o 

ponto de intersecção das retas formadas pela estátua e o poste (𝑥=−7𝑥=−7) 

e a reta formada pelo peixe e a lanterna (−𝑥−𝑦=4−𝑥−𝑦=4), o ponto de 

intersecção é a estátua inteira na igreja (-7, 3).  

3. “Para encontrar o próximo desafio, é necessário descobrir a distância 

entre o escaravelho e a fogueira”  

Escaravelho (5, 8), a fogueira (8, -8), e a distância é 16,28 unidades.  

4. “Qual a equação da reta que passa pela raiz morta e a grande pirâmide?”  
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Esse desafio trata da equação da reta formada pela árvore seca (3, -3) e o topo 

da pirâmide (7, 7), que é (−5𝑥+2𝑦=−21−5𝑥+2𝑦=−21).  

  

 

Fonte: Os autores 2024 

Desafios:  

1. “Para avançar para o próximo desafio, responda: qual é a fórmula que 

descreve com precisão a linha que passa por essa muralha?”  

O desafio envolve calcular a equação da reta que passa pela muralha do deserto 

(2𝑥+𝑦=242𝑥+𝑦=24).  

2. “Na antiga ruína, uma velha mesa repousa, enquanto no santuário, um 

altar venerado ergue-se em silêncio. Qual a distância entre os dois?”.  

Esse enigma solicita que seja calculada a distância entre a mesa da ruína (-4, -

7) e o altar no templo (6, -2), que é 11,18 unidades.  

3. “Em meio fogo um rio de lava corre fervente, enquanto um caminho 

perdido se esconde entre as areias quentes. A interseção entre essas 

duas retas revela indica o próximo desafio”.  

Esse desafio se refere ao rio de lava no inferno (2𝑥−3𝑦=−112𝑥−3𝑦=−11) e 

o caminho escondido no deserto (9𝑥−4𝑦=189𝑥−4𝑦=18) e pede sua 

intersecção (5.16, 7.11).  



209 

 

4. “No deserto, jaz o crânio de uma besta desconhecida, e no templo, o 

pergaminho dos segredos esquecidos. O próximo desafio se encontra no 

ponto médio dos dois”.  

Essa dica solicita o ponto médio entre o crânio (4, 1) e o pergaminho (4, -2), no 

caso (4, -0.5).  

  

 

Fonte: Os autores 2024 

Desafios:  

1. “Em meio a floresta existe um rio que corre de forma linear, descubra a 

fórmula que guia o seu caminho para o encontrar o próximo desafio”.  

Esse enigma solicita que os alunos calculem a equação do rio (2𝑥+𝑦=

−172𝑥+𝑦=−17).  

2. “Entre o medo e o gelo, uma distância deve ser encontrada, um antigo e 

abandonado poço e a entrada para um porão gelado”.  

Para esse enigma é necessário calcular a distância entre o poço (-1, 1) e a porta 

do porão do navio (4, 8), que é 8,6.  

3. “Para encontrar o próximo desafio, ache a intersecção de duas retas, uma 

formada pela poltrona rasgada na mansão e pela bússola no navio e a 

outra que passa pela ponte”.  



210 

 

Esse desafio requere que o aluno encontre o ponto de intersecção entre a reta 

da ponte (−𝑥+𝑦=1−𝑥+𝑦=1), e a reta formada pela poltrona rasgada e 

bússola (𝑦=8𝑦=8), que nos deixa com o ponto (7, 8).  

4. “Na floresta encantada, entre a bela flor ao sul e a planta carnívora, o 

próximo desafio se encontra”.  

Nesse desafio, é preciso encontrar o ponto médio entre a flor mais ao sul da 

floresta (5, -9) e a planta carnívora (4, -5), que é (4.5, -7).  

  

 

Fonte: Os autores. 2024 

Desafios:  

1. “Para avançar é preciso encontrar a intersecção de duas retas. Uma delas 

passa pelo sofá antigo da fazenda, um local de descanso e lembranças. 

A outra está no cemitério, entre os túmulos esquecidos, passando por um 

túmulo ao lado oeste do anjo guardião e o outro logo ao sul do primeiro, 

depois do caminho de pedra”.  

Esse desafio solicita que os jogadores encontrem o ponto de intersecção das 

retas formadas pelo sofá na fazenda (𝑥+𝑦=1𝑥+𝑦=1), e a reta formada 

pelos túmulos (-7, 5) e (-7, 2), a reta (𝑥=−7𝑥=−7), o ponto de intersecção é 

(-7, 8).  
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2. “O próximo desafio se encontra no ponto médio de dois elementos. A 

cabeça de um cervo, que guarda memórias antigas, e um poço, onde a 

água guarda a promessa de sobrevivência”.  

Esse desafio pede o ponto médio entre o cervo (9, -3) e o poço (3, -5), e o ponto 

médio é (6, -4).  

3. “Nas planícies cartesianas esquecidas, a estátua de um anjo observa 

silenciosamente o horizonte, enquanto um velho barril de madeira flutua, 

cheio de segredos do passado. Qual a distância entre os dois?”  

Nesse desafio os jogadores precisam descobrir a distância entre o anjo (-5, 5) e 

o barril (-9, -8), que é 13,6.  

4. “De um lado, morto entre as palmeiras. Do outro, a estátua de Anúbis, o 

guardião das almas. Para prosseguir, vocês devem traçar o caminho que 

une esqueleto e a estátua de Anúbis”.  

Esse desafio solicita que os jogadores encontrem a equação de reta que passa 

pelo esqueleto (-2, -2) e a estátua de Anúbis (3, 4), que é (−6𝑥+5𝑦=2−6𝑥+

5𝑦=2).  

  

Gincana 4 

Caça ao Tesouro   

Para realizar o jogo Caça ao Tesouro serão necessárias 3 estações, o qual 

teremos desafios que inclui medidas de arco e ângulos no ciclo trigonométrico.  

Cada grupos terá um percurso de estações definidas antecipadamente.  

1º Desafio: será entregue a primeira pista o qual o grupo encontrará o 1º desafio, 

e contemplado a resposta, o grupo recebe 2ª pista para o próximo Desafio. Assim 

por diante até o último desafio.  

Desafio 1:  

“Um relógio analógico marca 5 horas. Qual é o menor ângulo formado pelos 

ponteiros das horas e dos minutos?”   

Resposta: 150º  

Desafio 2:  

Construa o ciclo trigonométrico e marque os pontos correspondentes aos 

ângulos  

𝜋3, 4𝜋3, 7𝜋3, 10𝜋3𝜋3, 4𝜋3, 7𝜋3, 10𝜋3 
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Qual a figura geométrica se formou?  

Resposta:   

 

Como os 2 ângulos coincidem no ponto A e 2 ângulos coincidem no ponto B. 

Logo formam um segmento de reta.  

Desafio 3:  

Uma roda gigante possui raio de 20 metros. Se um passageiro está no ponto 

mais alto da roda gigante e gira um ângulo de 135º no sentido horário, qual será 

sua nova altura do solo?  

Resposta: ao girar um ângulo de 135º, o passageiro está a 45º do eixo horizontal 

e vertical da roda gigante, no 4 quadrante.  

Para determinar a altura, será:  

 

 

𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎=𝑟−𝑟𝑆𝑒𝑛(45º)=20−202–√2=20−102–√≅20−14,14≅

5,86 metros. 

𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎=𝑟−𝑟𝑆𝑒𝑛45º=20−2022=20−102≅20−14,14≅5,86 metros 
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Pista 1: Sempre podemos encontrar conhecimento, mas existe um lugar que é 

especial, que você encontra conhecimento em páginas. O próximo desafio está 

em frente deste lugar, nas flores que perfumam o lugar.  

A pista leva em frente a Biblioteca.  

Pista 2: Homenagem ao governador Mario Pereira, existe um monumento na 

Unioeste. O Próximo desafio está aos arredores do monumento.  

A pista leva ao Monumento Mario Pereira.  

Pista 3: Para subir ou descer, é necessário girar como se fosse um ciclo 

trigonométrico. O próximo desafio encontra-se na base deste ciclo.  

A pista leva para o R.U.  

Marca o máximo de pontos o grupo que resolver o último desafio em até 20 

minutos.  

  

Gincana 5 

Adivinhando Volume, Peso e Comprimento 

Materiais necessários: Recipientes de diferentes formatos e tamanhos (como 

copos, garrafas, jarros); líquidos para encher os recipientes; objetos de 

diferentes pesos (livros, bolas, brinquedos etc.); objetos de diferentes 

comprimentos (lápis, cordas, cabos etc.), instrumentos de medida como balança 

e régua.  

Descrição:  

Inicialmente vamos encher os recipientes com quantidades variadas de líquido, 

e realizar a medição do peso e comprimento dos objetos selecionados.  

Cada grupo deverá estimar o volume, peso e comprimento dos objetos 

indicados. Serão 4 objetos para estimar o volume, 3 objetos para estimar o peso 

e 3 objetos para estimar o comprimento.  

Os objetos escolhidos para a unidade de medida peso foram uma caixa com 

bolinhas de gude (1,100 kg), um notebook (1,730 kg), um kindle (255g) e uma 

garrafa com um pouco de água (75g). Para a unidade de medida comprimento, 

foram escolhidos uma caixa (20,5cm), um canudo de formatura (31cm) e um 

pedaço de barbante (1,65m). Por fim, para o volume, foram escolhidos uma 

tampinha (10ml), um cilindro obliquo (1400ml) e um poliedro (750ml).  

A pontuação de cada grupo será atribuída de acordo com as medidas informadas 

mais próximas das corretas.  
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Gincana 6 

Jogo de raciocínio lógico envolvendo feijões 

Será trabalhado um jogo de raciocínio lógico com os estudantes, o qual tem as 

seguintes regras:  

1. Jogam dois jogadores, um contra o outro. Há 8 feijões em uma mesa e 

cada jogador possui 5 feijões em sua mão.  

2. O jogo é jogado em turnos. Na sua vez, o jogador é obrigado a fazer uma 

única ação. As ações são:  

• Pegar 1, 3 ou 4 feijões da mesa e colocá-los em sua mão;  

• Colocar 1, 3 ou 4 feijões da sua mão na mesa.  

3. Ganha o jogador que coletar o último feijão da mesa.  

Todos os alunos jogarão em conjunto contra os professores. Este jogo é 

planejado de tal modo que o primeiro jogador a jogar, se jogar corretamente, 

sempre ganhará. Não daremos essa informação de início aos alunos, mas 

deixaremos com que o primeiro turno seja sempre deles.  

A fim de vencer o desafio, a estratégia a ser adotada pelos estudantes deve ser 

a de pegar ou depositar feijões na mesa de modo que, ao fim do seu turno, haja 

2, 7, 9, 14 ou 16 feijões sobre a mesa.  

Serão jogadas cinco partidas com os estudantes. A primeira valerá 5 pontos. A 

segunda 10, a terceira 10, a quarta 25 e a quinta 30 pontos. O intuito do valor 

baixo nas primeiras tentativas é o de fazer com que os estudantes as utilizem 

para testar o jogo e criar uma estratégia.  

Ao final das 5 partidas, falaremos que o primeiro a jogar sempre irá ganhar e 

será solicitado aos estudantes que expliquem a estratégia necessária para 

vencer o jogo e os professores irão avaliar a explicação, recompensando-a com 

pontos.  

Se os estudantes elaborarem uma resposta que atinja o nível “precisamos deixar 

2 feijões na mesa”, serão dados 15 pontos a eles. Se o nível da explicação atingir 

“precisamos sempre deixar 2, 7, 9, 14 ou 16 feijões na mesa ao fim do nosso 

turno”, então os estudantes ganharão mais 10 pontos (totalizando 25). Por fim, 

se a explicação ficar bem elaborada a nível de “ao fim do nosso turno, 

precisamos sempre fazer com que o número de feijões sobre a mesa seja um 
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múltiplo de 7 ou um múltiplo de 7 mais duas unidades”, eles ganharão mais 5 

pontos (totalizando 30) nessa atividade final.  

Somando a quantidade máxima de pontos a serem feitos pelos estudantes, 

obtemos 110 pontos. Entretanto, caso a pontuação exceda 100 pontos, esses 

pontos extras serão desconsiderados e os alunos receberão a nota máxima de 

100 pontos na gincana.  

  

Gincana 7 

Atividade Pega-Varetas  

Encaminhamento metodológico  

Vamos pedir para que os alunos se dividam em dois grupos A e B.  

Para este jogo de pega-varetas, vamos reduzir as varetas apenas às cores azul 

(3 pontos) e amarela (5 pontos).   

Cada grupo se dividirá novamente em dois grupos menores (A1, A2, 

B1 e A1, A2, B1 e B2 B2) para jogar uma partida de pega varetas (A1A1contra 

A2A2 e B1B1B2 B2). De acordo com o número de varetas pegas por cada grupo 

(A e B), formarão um sistema linear de duas incógnitas para que o outro grupo 

resolva (A ou B). Para cada sistema linear elaborado e resolvido corretamente, 

os alunos somarão 10 pontos.   

Os alunos poderão jogar, elaborar e resolver tantos sistemas quanto possíveis 

no tempo de 25 minutos, para somar a maior quantidade de pontos possível.  

Os professores estarão responsáveis por acompanhar a execução e verificar se 

os sistemas foram elaborados e resolvidos corretamente.  

 

Gincana 8 

Jogo das borboletas 

Assim que os alunos chegarem, será entregue 3 cartas ao grupo e 3 para o 

professor e as regras serão explicadas:  

Os jogadores poderão colocar uma carta em uma linha conectando uma das 

borboletas centrais com outra borboleta, após colocar a carta, se ela tiver uma 

seta vermelha será realizada a subtração e se a seta for azul, será realizada a 

soma do valor da carta nos botões das borboletas ligadas pela linha. Na primeira 

carta, os alunos podem determinar a quantia de botões em cada borboleta, 

respeitando o valor e a operação da carta colocada. Em seguida, será a vez do 
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professor, que colocara uma carta e botões correspondentes a operação e valor 

da carta. E assim sucessivamente, a cada triângulo formado com as cartas, o 

jogador responsável pela carta que fechou o triângulo ganha 1 ponto, se 

formarem um losango, ganha 2 pontos. Totalizando no máximo 10 pontos.  

 

Relatório da aula ministrada no dia 30/11 

 

Neste dia, trabalhamos em conjunto com os outros grupos do PROMAT, 

elaboramos jogos e atividades dinâmicas para trabalhar com os alunos de um 

modo geral todos os conteúdos ministrados em sala até aqui. Preparamos uma 

super gincana, e todas as turmas participariam. Separamo-los em grupos e por 

cores, com uma fita amarrada no braço, assim, os alunos giravam em torno dos 

postos onde a atividade estava montada. 

Nós estagiários, separamo-nos em duplas, para melhor atender os grupos 

de alunos, e em nosso posto, replicamos a ideia do RPG cartesiano, que já 

havíamos trabalhado em um de nossos encontros, a diferença agora era que 

envolveria alunos de outras salas também. Desta forma, fomos acolhendo-os e 

orientando-lhes como a atividade se desenrolaria. O formato deste desafio era 

em quatro fazes, e cada uma variava uma pontuação de 25, para obter a nota 

máxima, eles deveriam passar por todas as fases e cumprir todos os desafios. 

Nenhum grupo conseguiu “zerar” o jogo, acreditamos que foi pelo pouco tempo 

disponível, somente 20 minutos.  

Outra atividade interessante, foi explorar o Campus da Universidade em 

busca de um “tesouro” escondido. Envolvendo o conteúdo de funções 

trigonométricas, os alunos precisavam resolver enigmas para irem progredindo 

na busca, com quatro paradas, cada etapa representava uma pontuação, e ao 

final, se todos os enigmas fossem desvendados chegavam ao tesouro. 

De modo geral tivemos uma impressão muito boa das dinâmicas 

estabelecidas, ao ver os rostos dos alunos, percebemos que provocamos a 

curiosidade, tanto ao ver as tabelas com os mundos e os bonecos do RPG, 

quanto nos desafios de resolver os enigmas para encontrar o tesouro escondido. 

Além disso sabemos que na escola não é todo dia que eles têm uma atividade 

que relaciona um jogo prático com a matemática, assim, especificamente com 

estes jogos dinâmicos, puderam relembrar alguns conceitos da geometria 
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euclidiana e de funções trigonométricas, como distância entre dois pontos, 

distância entre ponto e reta, equação geral da reta, translações de gráficos, 

envolvendo seno cosseno e tangente, entre outros. Ao término da manhã, 

reunimos com os demais grupos para fazer a contabilidade dos pontos e verificar 

quais grupos de alunos foram os campeões.  

 

 

SEÇÃO 4 – CONSIDERAÇÃO FINAIS  

Esta é a consolidação de um intenso trabalho realizado no segundo 

semestre do ano letivo de 2024, na cidade de Cascavel-Pr. Período este que foi 

de ampliação de conhecimentos, onde pudemos enfrentar desafios, testar novos 

modos de apresentar uma aula, e ainda de tentar ajudar os alunos na construção 

de seu próprio conhecimento. 

A experiência ao longo dos 10 encontros do projeto foi enriquecedora, 

proporcionando um aprofundamento tanto teórico quanto prático sobre o ensino 

da Matemática no nível médio. Durante esse período, tivemos a oportunidade de 

rever e explorar os principais conteúdo dessa etapa escolar, reforçando não 

apenas o domínio conceitual, mas também a importância da didática e da 

adaptação às necessidades dos alunos. 

O projeto nos permitiu vivenciar desafios reais do ensino, como a 

necessidade de diferentes abordagens para facilitar a compreensão dos 

conteúdos e o desenvolvimento de estratégias para manter o engajamento dos 

estudantes. Além disso, uma troca de experiências com colegas e orientadores 

contribuiu significativamente para a construção de uma visão mais ampla e 

reflexiva sobre a prática docente. 

Dessa forma, o estágio no PROMAT representa uma experiência 

fundamental para a nossa formação, consolidando conhecimentos, aprimorando 

habilidades pedagógicas e reforçando a importância do ensino da Matemática 

como ferramenta essencial para o desenvolvimento dos alunos. As experiências 

adquiridas nesse período certamente terão um impacto positivo em nossa 

trajetória profissional e acadêmica.  
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