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INTRODUCAO

O presente trabalho descreve as atividades realizadas na disciplina de
Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica — Estagio Supervisionado I, no
projeto de ensino e extensdao “PROMAT — Programa de Acesso e de
Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de Ensino em Universidades
Publicas: um enfoque a area de Matematica”, realizado no segundo semestre do
ano letivo de 2024.

O PROMAT tem por objetivo oferecer, por meio de dez encontros, suporte
para alunos do ensino médio da rede publica de ensino que tenham interesse
em realizar a prova do Enem — Exame Nacional do Ensino Médio — e demais
vestibulares para ingressar no Ensino Superior. Dessa forma, sdo abordados
durante as aulas os conteidos matematicos que estdo organizados no
cronograma da secédo dois deste trabalho, e que sdo relevantes para um bom
desempenho nessas avaliacdes.

Este trabalho € composto por uma breve descricdo acerca do projeto,
seguido de um artigo envolvendo o jogo de RPG e a Geometria Analitica, além
do cronograma de conteudos, planejamento e relatérios referentes aos dez
encontros. Por fim, sdo feitas as consideracdes finais. Durante o planejamento
das aulas, nosso objetivo foi desenvolver um trabalho diferente do que os alunos
estdo acostumados dentro do ambiente escolar, acreditando que dessa forma a
aula poderia se tornar mais atrativa. Para isso, buscamos adotar durante os
encontros trabalhos em grupo, apresentacbes em PowerPoint, materiais

concretos e manipulaveis, jogos e dinamica



SECAO 1 — EXPLORANDO A GEOMETRIA ANALITICA
ATRAVES DO RPG: UM RELATO DE EXPERIENCIA NO ENSINO
DE MATEMATICA

1.1 INTRODUCAO

O presente trabalho € um relato de experiéncia sobre a utilizagdo do Role
Playing Game (RPG) em uma aula de Geometria Analitica, que ocorreu no sexto
encontro do PROMAT.

O trabalho sera dividido da seguinte forma: um referencial teérico sobre
aspectos do RPG e sua utilizacdo em sala de aula, detalhes sobre o
desenvolvimento do sistema de RPG, preparacdo da aula e aplicacdo. E
posteriormente uma reflexdo sobre seu uso.

O desenvolvimento do sistema de RPG, foi realizado apenas por um dos
autores do trabalho. Enquanto a aplicagéao do jogo foi realizada em conjunto com
0S quatro autores, portanto a aplicacao e reflexado estdo em outro tempo verbal.

1.2 FUNDAMENTACAO TEORICA

A traducdo de RPG é Jogo de Interpretacdo de Papéis, ele € um jogo
narrativo em que os participantes assumem papéis de personagens dentro de
uma histéria interativa narrada por um mestre!. Segundo Machado et al. (2017),
0 RPG é descrito um jogo de contar historias, em que 0s jogadores tomam
decisbes que afetam o desenrolar dos acontecimentos.

Além de ser uma forma de entretenimento, o RPG também tem sido
estudado como uma ferramenta pedagogica. De acordo com Machado et al.
(2017), sua aplicacéo na educacéo comecou a ser explorada na década de 1990,
com foco no desenvolvimento de habilidades como leitura, escrita, criatividade e
resolucéo de problemas. Além disso, continua que o RPG pode proporcionar um
aprendizado diferenciado, pois incentiva a participagdo ativa dos alunos e

permite que eles associem os conteudos escolares a situagdes praticas.

L Em uma sessdo de RPG uma pessoa deve assumir o papel de mestre, que tem a funcéo de realizar
a narrativa e guiar os personagens (outros jogadores) durante a aventura. Geralmente o mestre tem o
conhecimento total da historia e do que pode acontecer ou ndo no jogo. Ja o papel dos jogadores é interpretar
0 préprio personagem e realizar agoes e tomar decisdes com base na narrativa do mestre.
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A utilizacdo do RPG no ensino de Matematica esta alinhada com as
diretrizes dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) explica Silva (2014),
que recomendam 0 uso de jogos como recurso pedagdgico para tornar a
aprendizagem mais dinamica e interativa. De acordo com os PCNSs, 0s jogos séo
uma forma atrativa de apresentar problemas, estimulam a criatividade na busca
de solucbes e promovem o planejamento das a¢bes dos alunos. Além disso,
continua Silva (2014), o RPG permite que os erros sejam corrigidos de maneira
natural e colaborativa, incentivando o pensamento critico e a argumentacao.

O RPG se diferencia de outros jogos educativos porque enfatiza a
cooperacdo em vez da competitividade. De acordo com Spinelli (2021), ao
contrario de jogos que focam em competicdo individual, o RPG incentiva os
alunos a trabalharem em grupo, compartilhando conhecimento e desenvolvendo
novas habilidades de forma conjunta.

Outro ponto importante discutido por Spinelli e Silva (2021, 2014), é o
potencial interdisciplinar do RPG. Durante um jogo, diferentes areas do
conhecimento podem ser exploradas simultaneamente. Isso permite que
conceitos matematicos sejam aplicados dentro de contextos variados, tornando
o aprendizado mais significativo e conectado a realidade dos alunos.

Dessa forma, € possivel perceber que o RPG pode ser utilizado como uma
metodologia ativa que une o ludico, a cooperacdo e interdisciplinaridade,
podendo ser eficaz no ensino da Matematica. Pensando nesses beneficios, este
trabalho busca explorar a aplicacdo do RPG no ensino de Geometria Analitica,

mostrando seu desenvolvimento e aplicagéo.

1.3 DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE

1.3.1 Inspiracéo e Ideia Inicial

A ideia de utilizar o RPG para o0 ensino de Matematica surgiu em um
contato anterior com um colega de classe, que desenvolveu um sistema de RPG
para trabalhar as operacfes basicas. A partir desse momento fiquei fascinado
com a ideia, e posteriormente, quando ingressei no Programa de Institucional de

Bolsa de Iniciacdo a Docéncia (PIBID), tive a oportunidade de aplicar o RPG em
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uma turma de sexto ano. A atividade funcionou muito bem, e desde entéo tive
vontade de utilizar o RPG em sala novamente.

Quando chegou o momento de participar do PROMAT, decidi que essa
seria a oportunidade de trabalhar o RPG novamente. Quando tive acesso a lista
de conteudos que seriam trabalhados no programa, vi que 0 mais interessante
para trabalhar o jogo seria Geometria Analitica, ja que € possivel trabalhar
diversos conceitos dentro de um plano cartesiano.

Assim, o primeiro passo em relacdo ao jogo foi decidir que seria
trabalhado com mapas com um grid, ou malha quadriculada, para representar o
plano cartesiano. A partir dessa base, eu iria procurar um RPG que se

enquadrasse no que eu precisava, ou melhor ainda, desenvolver um.

1.3.2 Definicdo dos Objetivos

Ja decidido que o RPG seria realmente utilizado em sala, optei em utiliza-
lo como uma ferramenta de revisdo ao contetdo do que uma introducéo a novos
conceitos. O objetivo era criar um jogo em que os alunos pudessem trabalhar de
forma ladica e prética conceitos que, em sua maioria, ja conheciam.

Como iriamos trabalhar em apenas um encontro, o jogo foi planejado para
ser aplicado depois de uma revisdo dos principais conceitos de Geometria
Analitica, como distancia entre dois pontos e intersec¢ao de retas. Em seguida,
0 jogo entraria como uma forma de exercicio, para aplicar os conceitos vistos

anteriormente.

1.3.3 Construcao do Sistema de Regras

Como nao encontrei nenhum RPG ja pronto que tivesse os elementos que
eu gostaria de utilizar ou modificar, decidi criar um sistema do zero. Nesse
momento minha criatividade foi longe, planejava desenvolver um RPG completo,
modular, que pudesse ser comercializado, uma caixa com mapas personagens
e livro de regras. Iniciei dessa forma, pensei em um titulo para o RPG, na historia
do mundo, personagens principais, mecanicas e regras. Mas tudo isso se
mostrou muito desafiador, entdo decidi reduzir 0 escopo, e pensar somente na

aula.
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O primeiro passo foi decidir quais contetudos eu gostaria de trabalhar com
0 RPG, nessa aula foram selecionados seis conceitos especificos sobre
Geometria Analitica: Ponto Médio de um Segmento, Rela¢des entre Retas,
Distancia entre dois Pontos, Distancia de um Ponto a uma Reta, Equacdes de
Reta e Intersecéo de Retas.

Agora para associar esses conteudos com o jogo, transformei cada um
desses em habilidades que podem ser utilizadas pelos jogadores. O objetivo das
habilidades é facilitar a jogada do aluno, permitindo que ele obtenha o resultado
ou resposta do desafio sem precisar realizar a conta manual. Por exemplo: um
jogador precisa resolver um enigma que solicita a distancia entre dois pontos, se
ele utilizar a habilidade correspondente e for bem-sucedido, o mestre deveréa dar
a resposta para ele.

Além disso, existem as classes, que servem como um diferencial, para
gue cada aluno tenha liberdade de escolha e autonomia no jogo. Cada classe
tem duas habilidades, o jogador deve escolher uma das duas. Para facilitar a
visualiza¢do, segue abaixo um quadro com as habilidades e classes disponiveis
no RPG.

Tabela 1: Classes e Habilidades

Classes Habilidade 1 Habilidade 2
Mago dos Pontos Ponto de Equilibrio (Ponto Geometria das Rotas
9 Médio de um Segmento) (Relagbes entre Retas)
Assassino das Retas Passo Longo (Distancia Visdo Precisa (Distancia de
entre dois Pontos) um Ponto a uma Reta)
. Tragco Mestre (Equagtes de Ponto de Convergéncia
Arqueiro de Segmentos Reta) (Interseccéo de Retas)

Fonte: Autores 2025.

Além dessas habilidades outras regras foram criadas para o sistema,
como desvantagens para cada habilidade e regras de combate. Entretanto,
como nédo foram abordadas durante a aula, ndo estardo presentes nessa parte
do trabalho, mas podem ser lidas no Plano de Aula 6.

Os desafio e enigmas que os alunos encontrariam no decorrer da
aventura, seriam revelados pelo mestre quando eles chegassem em uma

localizagdo especifica ou encontrassem determinado Non Playable Character
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(NPC)2. Para chegar nesses locais os jogadores podem se movimentar de forma

livre, até cinco unidades de distancia.
1.3.4 Desenvolvimento do Mapa e Histoéria
Outro aspecto importante para esse RPG € o mapa, para isso utilizei a

ferramenta online Inkarnate® para construir esses mapas. Para uma partida de

teste, criei quatro mapas com a versao gratuita do site.

Figura 1: 4 Primeiros mapas do RPG

i
Fonte: Autores 2025.

Apbs os testes, uma das preocupacdes sobre a aula foi a dificuldade dos
demais estagiarios de ‘mestrarem’ a partida, j@ que a maioria ndo tinha
experiéncia com RPG. Entdo uma maneira mais facil seria replicar os testes na
sala de aula, ou seja, quatro grupos com 0S mesmos mapas e as mesmas

historias, esse método seria mais facil e menos trabalhoso com certeza.

2 Os NPCs ou Personagens N&o Jogaveis, em traducéo livre, sdo personagens que estdo presente
na aventura de RPG, que sdo ‘controlados’ ou interpretados apenas pelo mestre, eles podem ter diversas
funcdes dentro de uma histéria, como o dono de uma taverna ou um guarda de um castelo.

3 Inkarnate é um software online para criagio de mapas, disponivel em:
https://www.inkarnate.com.
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Fonte: Autores 2025

Esses mapas foram todos impressos em papel foto colorido, essa foi
considerada a melhor opcao, pois provavelmente vai deixar o material mais
duravel e atrativo para os alunos. Além dos mapas também foram impressos
tokens em 3D para representar os NPCs e personagens, isso também foi

realizado com o intuito de deixar o RPG ainda mais chamativo para os alunos.

Figura 3: Token em cima do mapa impresso
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Fonte: Autores 2025

1.3.5 Testes e Ajustes

O processo de testes e ajustes foi muito importante para melhorar a
dindmica do RPG, especialmente para que ele fosse mais dinamico e funcional
dentro do tempo disponivel. Durante a etapa de desenvolvimento, varias ideias
surgiram, criei até algumas regras adicionais, mas o teste pratico revelou que
nem todas essas regras eram viaveis. A primeira delas foi a movimentacéo, a
principio a movimentacao era decidida pelos dados, entdo o jogador poderia
andar de uma até seis casas, isso deixou 0 jogo muito arrastado, demorando até
cinco turnos para atravessar um quadrante, entao foi rapidamente eliminada.

Outra regra que foi descartada foi o combate, ndo por causar um
problema na jogabilidade, mas pelo pouco tempo habil de todos os mestres
entenderem conseguirem a aplica-la de uma forma fluida. Seria um aditivo
interessante para os alunos, pois no combate os célculos sdo mais dindmicos e

existe a motivagao de derrotar o inimigo.

1.3.6 Aplicacéao

No dia anterior a aplicacdo do jogo, organizamos todos 0s mapas em uma
chapa de metal disponivel no local. Posicionamos os mapas corretamente e
numeramos 0s pontos ao redor para criar um plano cartesiano. Além disso para
preparar os estagiarios para a aventura, elaborei um roteiro para cada um dos
conjuntos de mapas, com enigmas e desafios explicados para conseguirem

manter uma ordem no jogo.
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Figura 4: Mapa de uma histéria do RPG

3 ————— —

Fonte: Autores 2025

Nossa expectativa era positiva, queriamos que todos os alunos
participassem ativamente e se envolvessem no jogo. Mas tinhamos algumas
preocupacdes, o principal receio era se o tempo disponivel seria suficiente ou se
os alunos perderiam o interesse rapidamente. Um medo era que ap6s 10 minutos
de jogo eles se cansassem e nao se envolvessem mais na atividade.

Reservamos as duas Ultimas aulas para a aplicacdo do RPG, enquanto
as duas primeiras foram utilizadas para revisar 0os conceitos matematicos que
seriam trabalhados. Mostramos para os alunos os conceitos de Geometria
Analitica e deixamos as formulas no quadro para que pudessem ser consultadas
durante o jogo. Antes de comecar, fizemos uma breve explicacdo sobre RPG,
perguntando se os alunos conheciam e contextualizando as regras do jogo. Cada
estagiario ficou responsavel por ‘mestrar’ uma mesa, conduzindo a narrativa e
os desafios.

Nos primeiros 10 a 15 minutos, o jogo foi um pouco travado. A maioria dos
alunos ndo sabia como interagir com 0 mundo e interpretar 0os personagens, e
apenas alguns que ja tinham experiéncia com RPG tiveram mais facilidade. Até
mesmo os mestres tiveram dificuldades iniciais para guiar os alunos. No entanto,
conforme o jogo avancava, os participantes foram se soltando e se envolvendo

mais na narrativa. Eles comecaram a questionar o mestre sobre o ambiente ao
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redor, perguntando, por exemplo, ‘O que eu enxergo?’ ou ‘O que eu pPoOSSO
fazer?’ Possibilitando assim que os mestres narrassem as situagdes, como a

presenca de uma porta com cadeado ou um objeto brilhante enterrado na areia.

Fonte: Autores 2025

A atividade ocorreu sem nenhum tipo de problema, os roteiros ajudaram
bastante no desenvolvimento da aventura. Foi possivel perceber se os alunos
haviam entendido os conceitos trabalhados em sala, e principalmente a
participacédo ativa deles. O papel milimetrado ajudou, visto que muitos deles

construiram planos cartesianos para representar 0s pontos e as retas.

1.4 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Os objetivos do projeto estavam diretamente ligados as expectativas que
tinhamos ao planejar o RPG. A principal expectativa era que o jogo fosse bem-
sucedido quanto a participacdo dos alunos e que durasse o tempo previsto.

Felizmente, essas expectativas foram atendidas, os alunos se envolveram de



18

maneira significativa e participaram ativamente da aventura, 0 que gerou um
ambiente muito positivo durante o RPG.

Além disso, o roteiro se mostrou bastante Util, pois a sequéncia de
desafios, a utilizacdo das habilidades, calculos e até a chegada no tesouro, fluiu
conforme o esperado. Um ponto importante que foi validado pelos testes
realizados antes da aplicagcédo foi a escolha de nao utilizar os dados para a
movimentacgdo. Se tivéssemos seguido com essa ideia, poderia ter se tornado
macante e demorado, prejudicando a atividade.

Para obter um feedback dos alunos, criamos um formulario e enviamos
para os alunos apos a aula. Infelizmente apenas 7 dos 15 participantes do dia
responderam as questdes, mas ja serviu para ter uma base de como ocorreu 0
jogo.

Essa primeira pergunta apenas um aluno constatou que ja havia jogado,

mas em sala, trés alunos disseram ter familiaridade com o RPG.

Figura 6: Pergunta 1 do formulario

Jd havia jogado RPG de mesa antes?
7 respostas

® sim
® Nzo

Y

Fonte: Autores 2025

Na pergunta seguinte a escala era 1 ruim e 5 6timos.
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Figura 7: Pergunta 2 do formulario

Em uma escala de 1 a 5, como vocé avalia a experiéncia geral do jogo?

7 respostas

6

2 2 (28,6%)
0 (0%) 0 (0%) 0 (0%)
0 | l I

1 2 3 4

Fonte: Autores 2025

Nas duas proximas perguntas a escala era 1 para muito facil e 5 para
muito dificil.
Figura 8: Pergunta 3 do formulario

0 que vocé achou da dificuldade do jogo? Em relagdo as regras e jogabilidade.
7 respostas

3

3 (42,9%)

2 (28,6%) 2 (28,6%)

0 (0%) 0 (flJ%)

Fonte: Autores 2025
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Figura 9: Pergunta 4 do formulario

0 que vocé achou dos enigmas e problemas matematicos no RPG?
7 respostas

4 4(57,1%)
3
2
2 (28,6%)
’
1(14,3%)
0 (0%) 0(0%)

o I I

1 2 3 4 5

Fonte: Autores 2025

Figura 10: Pergunta 5 do formulario

Vocé sentiu que a matematica estava bem integrada a histéria e ao jogo?
7 respostas

3 (42,9%)

2 (28,6%)

1(14,3%) 1 (14,3%)

0
Bem integrada e de forma divertida. Sim
Ficou simples de se entender cm uma visualizagao palpa... Sim!

Fonte: Autores 2025

Figura 11: Pergunta 6 do formulario

Vocé sentiu que o jogo te ajudou a entender melhor os conceitos de geometria analitica?

7 respostas

® Sim, muito

@ Sim, mas poderia melhorar

@ N3o, mas ajudou em outros aspectos
@ Nao ajudou

Fonte: Autores 2025
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Figura 12: Pergunta 7 do formulario

0 gue vocé mudaria no jogo para torna-lo mais interessante ou envolvente?

6 respostas

Sem comentarios
N&o mudaria nada, o jogo em si ja é a interessante.
Histdria diferente com mais contetdo

Quando nds comegamos a jogar 0 jogo, eu estava esperando ter algum combate, mas fora isso, o jogo
atendeu tudo oq eu esperava, foi 6timo!

Gostei da maneira de aventura que foi feita, mas acho que colocaria uma batalha, seria mais interessante

Talvez um combate

Fonte: Autores 2025

O questionario foi util para refletir a opinido dos alunos quanto ao jogo. Foi
possivel ver que alguns alunos esperavam um combate ao longo do jogo, seria

realmente interessante.

1.5 CONCLUSAO

A aplicacédo do RPG no ensino de Matemética mostrou ser uma estratégia
eficaz para promover a participacao ativa dos alunos. A experiéncia serviu para
percebermos que ao integrar a Geometria Analitica com a narrativa do jogo, foi
atil para os alunos revisarem 0s conceitos e se engajarem na resolucao dos
desafios. Além disso, o RPG possibilitou um ambiente de aprendizado no qual
os alunos conseguiram explorar estratégias de resolucéo, trabalhar em conjunto
e aplicar os conteudos matematicos de forma contextualizada.

Apesar dos desafios enfrentados na criacéo e aplicagdo do jogo, como
ajustes nas mecanicas e planejamento prévio, os resultados foram positivos e
mostram que RPG pode ser usado em outras areas da Matematica e até outras
disciplinas. A perspectiva ainda é aprimorar esse sistema de RPG para trabalhos
futuros, como novas mecanicas, combate e uma historia do mundo para deixar

0 jogo mais atrativo e enriquecedor.
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Portanto, este trabalho reforca a importancia de metodologias ativas no
ensino, mostrando que o RPG pode ser uma ferramenta pedagogica
interessante para tornar o aprendizado da Matematica mais envolvente e

significativo para os alunos.
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SECAO 2 - CRONOGRAMA

Apresentamos abaixo, por meio de um quadro, o cronograma do projeto.
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Tabela 2 - Cronograma do PROMAT 2024

Encontro Data Conteudo
1 24/08 Anélise Combinatoria
2 31/08 Probabilidade e Estatistica
3 14/09 Matrizes e Determinantes
4 21/09 Sistemas de Equacdes
Lineares
5 28/09 Sistemas Lineares
6 05/10 Geometria Analitica
7 26/10 Trigonometria
8 09/11 Trigonometria
9 23/11 Funcbes Trigonométricas
10 30/11 Gincana

Fonte: Produzido pelos autores. 2024
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SECAO 3 - PROMAT

O PROMAT se trata de um projeto, realizado na forma de curso
preparatorio gratuito oferecido pela Universidade Estadual do Oeste do Parana
e desenvolvido pelo Colegiado do Curso de Licenciatura plena em Matematica
do campus de Cascavel.

O curso tem como publico-alvo alunos da rede publica de ensino que
buscam ingressar no Ensino Superior. Por isso, sdo abordados durante os
encontros conteddos matematicos do Ensino Médio que estdo presentes no
Enem e em outros vestibulares. Quando ha vagas disponiveis, sdo ofertadas
para qualquer pessoa interessada em aprender Matemética, inclusive
académicos.

O programa ocorre nas dependéncias do campus de Cascavel da
UNIOESTE e tem duracdo de dez encontros. Os encontros acontecem aos
sébados no periodo da manhda, com duracao de aproximadamente trés horas e
quarenta minutos, das 8:00 as 11:40, com um intervalo de vinte minutos para o
lanche.

Ao final do curso, os alunos com frequéncia maior ou igual a 70% recebem
um certificado de participacéo. As aulas sao planejadas com o intuito de romper
com a cultura da memorizacdo e do paradigma do exercicio das escolas
tradicionais. Logo, priorizamos 0 uso de jogos, dinamicas e atividades
diferenciadas no ambiente de ensino. Ademais, acreditamos que tais tecnologias

sao ferramentais poderosas para facilitar a aprendizagem.
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3.1 AULA 01 (24/08) — PLANO DE AULA E RELATORIO
Plano de Aula
Publico-Alvo:
Alunos do segundo e terceiro ano do Ensino Médio, e alunos do primeiro ano de
Licenciatura em Matematica da Unioeste.
Tempo de execugéo: 1 encontro de 4 horas.
Contetdo: Analise Combinatoria
Objetivo Geral: Compreender o0s conceitos fundamentais da Analise
Combinatdria e aplica-los em resolucfes de problemas.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com o conteddo de Analise Combinatéria, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:
e Reconhecer os principios da contagem;
e Aplicar o fatorial em varios contextos;
e Aprender e entender 0os conceitos de agrupamentos (arranjo, permutacao e
combinacéao)
e Resolver exercicios que envolvem arranjos, permutacdes e combinacdes

simples.

Recursos Didaticos: Quadro, giz, computador, projetor de slides, bilhetes da
Megasena, novelo de 1a, violao, material de consulta para os alunos e listas de

exercicios.

Encaminhamento metodologico:

Apresentacdo do PROMAT e dos estagiéarios (10 min):

Primeiramente, iremos nos apresentar dizendo 0 nosso nome, em seguida,
explicaremos que o PROMAT é um Projeto de Ensino Institucional do Colegiado
do Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual do Oeste do
Parana. Esse curso oferece aos alunos da rede publica a oportunidade de

estudar o contetdo do Ensino Basico em aulas ministradas por alunos do curso
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de graduacdo em Licenciatura de Matematica, com o objetivo de preparacdo
para vestibulares, concursos e o Exame Nacional do Ensino Médio — Enem.

Ao longo de dez encontros iremos trabalhar contetdos de anélise combinatdria,
probabilidade e estatistica, matrizes e determinante, sistemas lineares,

geometria analitica, trigonometria e fungdes trigonométricas.

Dindmica de apresentacéo dos alunos (35 min):

Afastaremos as carteiras e pediremos que os alunos formem um circulo no meio
da sala, com um novelo na méao a primeira pessoa diz seu nome, sua idade,
cidade onde mora e qual curso deseja fazer. Na sequéncia, escolherd uma
pessoa aleatodria e lancara o novelo segurando a ponta do barbante, a pessoa
gue receber o novelo se apresentara da mesma forma, segurando a ponta do
barbante e lancando o novelo para outra, até todos se apresentem. Quando
todos terminarem, o barbante formara uma trama, onde todos estardo
conectados. A ideia € que o novelo faca o caminho contrario, mas desta vez, a
pessoa devera lembrar ao menos uma informacdo do colega que esta
conectado. Com essa atividade buscamos que o ambiente fique mais
descontraido e que os estudantes se sintam a vontade. Apos a dinamica,
enquanto arrumamos as carteiras, um estagiario passara uma folha para os
alunos anotarem o nome e telefone para a criacdo de um grupo de WhatsApp. A
finalidade do grupo sera de tirar algumas duvidas, enviar os slides do dia, bem
como resolucdo de exercicios, reforcaremos que a participacdo nao sera
obrigatéria. Assim, com todos acomodados em seus lugares, comegaremos com

0 conteudo.

Inicio do conteudo (80 min):

e Principio fundamental da contagem:

Iniciaremos a aula perguntando aos alunos sobre o que lembram de andlise
combinatdria, nesta conversa destacaremos que a analise combinatoria € a area
da matematica que estuda a quantidade de agrupamentos que podem ser

formados a partir de um conjunto de valores. E que nesta aula, trabalharemos
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os conteudos como principio fundamental da contagem, fatorial, arranjo simples,
permutacdo simples e combinacdo simples.
Explicaremos que a contagem esta presente em todos os ramos de atuacao,
mas nem sempre € um processo tdo simples, com ela podemos responder
perguntas como:
» Nesta sala de “40 alunos”, quantas sao as possiveis escolhas de
dois representantes?
» De quantas maneiras diferentes vocé pode escolher seis nUmeros
para jogar na Megasena?
» Quantas placas diferentes de automoveis, formados por quatro
letras e trés algarismos, podem existir?
Para perguntas como estas, contar uma a uma as possibilidades é inviavel, entdo
precisamos estabelecer métodos de contagem que nos ajudem, sendo o
Principio Fundamental da Contagem (PFC) um deles. Em seguida, vamos
passar um slide com a definicdo de PFC, para depois do intervalo realizarmos
dois exercicios.
Slides

Defini¢cdo — Principio Fundamental da Contagem (PFC)
Se um experimento pode apresentar resultados e um experimento pode
apresentar resultados distintos, entdo o numero de resultados distintos que
0 experimento composto de e pode apresentar, nesta ordem, é dado pelo

produto

Exemplos

1. Sara e Geovana foram a uma lanchonete para cada uma delas
tomar um suco e comer um lanche. Verificaram no cardapio que podiam
escolher trés tipos de suco (laranja, acerola e goiaba) e dois tipos de
lanche (pastel e misto). De quantos modos elas poderdo escolher um
suco e um lanche?

2. Em uma turma com 30 alunos, dois alunos serao escolhidos para
assumir os cargos de representantes de sala e vice. De quantas
maneiras distintas essa dupla podera ser formada?

3. Quantos anagramas possui a palavra amor?
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Resolugdo dos Exemplos:
|.Podemos pensar em resolver por meio da &rvore de possibilidades. Onde
para cada tipo de suco, teremos duas opcdes de lanche. Desta forma, ao

fazer a contagem, percebemos que serdo 6 formas de escolher 1 suco e 1

lanche.
Tabela 3 - Escolha do Lanche
Laranja Pastel
Misto
Acerola Pastel
Misto
Goiaba Pastel
Misto

Fonte: Os autores. 2024
No entanto, podemos escolher resolver usando o principio multiplicativo,
ou principio fundamental da contagem (PFC)
Quantas possibilidades temos para escolher suco? 3, quantas
possibilidades temos para escolher lanche? 2, entdo pelo (PFC) temos 2
3=6
II.Primeiro devemos pensar em guem Sera o representante e quem sera o
vice representante. Se a sala tem 30 alunos para escolher o representante
temos 30 possibilidades. E para escolher o vice representante, ndo teremos
mais 30 possibilidades, mas sim 29, pois o representante ja foi escolhido.
Desta forma, pelo (PFC) temos 3 0 2 9= 8 7 fossibilidades.
lll.LAnagramas sao formas diferentes de escrever uma palavra, apenas
trocando as letras de posicdo. Como a palavra amor ndo possui letras
repetidas basta fazer o fatorial da quantidade de letras. _~ ~ na
primeira casa, podemos escrever qualquer letra, e temos 4 possibilidades,
na terceira casa, teremos 3 possibilidades, na segunda duas, e na ultima
casa, uma possibilidade.

e Fatorial:
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Na sequéncia vamos apresentar a notacdo do Fatorial, comentando que na
andalise combinatéria a multiplicacdo de niumeros naturais consecutivos é muito
frequente, com algumas dessas multiplicagdes envolvendo muitos fatores. Para
simplificar expressdes e apresentar resolucbes extensas de modo mais
abreviado, € adotado o simbolo !, que indica o produto dos numeros naturais
consecutivos.

Slides

Definigc&o de Fatorial
Seja um numero natural, com > 2. Define-se o Fatorial de , representado
por ! como o produto dos numeros naturais consecutivos , -1, -
2,...321. Istoé != ( -1

Casos especiais: 1!=1e0!'=1

Exemplos
7!
a) a
7!
b) i
C) 5!- 3!

Resolucao dos exemplos:

7654 _
l. I =210
7654 _ 210
”'3214!_ 6 =35

Mm(s 4 3 2 1)-(3 2 1)=1266=114

Arranjo Simples:

e Observe que vamos agrupar 3 professores e a ordem da posi¢éo do professor

Exemplo 1. Uma escola possui 18 professores. Entre eles, seréo
escolhidos: um diretor, um vice-diretor e um coordenador. Quantas sdo as

possibilidades de escolha?

altera a equipe. (Por exemplo professor A como diretor, professor B como vice e
professor C como coordenador, é diferente de Professor B como diretor,

Professor C como vice e Professor A como coordenador.)
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Tabela 4 - Exemplo dos professores
Cargo Diretor Vice-diretor Coordenador

Possibilidades 18 17 16
Fonte: Os autores. 2024
Logo as possibilidades s&o: 18 x 17 x 16 = 4896

Vamos estudar mais 2 casos:

Caso 1: Quantos numeros de dois algarismos (elementos) distintos

podemos formar?

Os algarismos séo: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 (10 elementos)

Tabela 5 - OS Algarismos
0 01

02
03
04
05
06
07
08
09

Fonte: Os autores

Para 0 na dezena temos 9 elementos, como existe mais 9 algarismos para a

opcédo da dezena, usando o Principio Fundamental da Contagem, temos:

10 digitos na dezena x 9 possibilidades = 90 numeros distintos.

Caso 2: Quatro atletas, Huguinho (H), Zezinho (Z), Luizinho (L), Donald
(D) disputam uma corrida. Quantas séo as possibilidades de chegada para os

trés primeiros lugares?

Tabela 6 - Os quatro atletas
1° lugar 2° lugar 3° lugar

Huguinho Zezinho Luizinho
Donald
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Luizinho Zezinho
Donald

Donald Zezinho
Luizinho

Fonte: Os autores. 2024

Quando Huguinho estd em 1° lugar, contamos 6 op¢cdes. Como existe outros
atletas (Zezinho, Luizinho, Donald), usamos o Principio Fundamental da
Contagem:4 6 = 2 4

Ou Temos 4 opcgdes para 1 lugar x 3 opcdes para 2 lugar e 2 opgOes para 3
lugar.4 3 2 =24

Obs.: a ordem altera, isto €, Huguinho em 1 lugar é diferente de Huguinho estar
em 2 lugar.

Este agrupamento é conhecido de Arranjo.

e Permutacao:

O que acontece quando fazemos um arranjo que tem o0 mesmo numero de

elementos e possibilidades?

Definigéo:
Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-se permutacdo dos n

elementos a todo arranjo desses n elementos tomados n a n. O nimero total de

permutacdes de n elementos, indicado por , é dado por:

A permutacdo é um caso particular de arranjo, pois, dado um conjunto com n
elementos distintos, selecionamos exatamente n elementos para formar a

sequéncia ordenada.

Exemplo 1. Quantos anagramas a palavra UNO possui?

Um anagrama da palavra UNO é qualquer permutacao das letras U, N e O de
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modo que se forme uma palavra com ou sem sentido. Temos:
UNO, UON, NUO, NOU, OUN, ONU.

Apesar de termos feito manualmente poderiamos apenas ter calculado através
da formula, temos um arranjo de trés elementos para formar uma sequéncia
ordenada, logo:

3 = 3! =3 2 1=26

No total a palavra UNO tem 6 anagramas distintos.

Exemplo 2: Quantos anagramas a palavra OVO possui?
Um anagrama da palavra UNO é qualquer permutacao das letras U, N e O de
modo que se forme uma palavra com ou sem sentido. Temos:
OVO, OVO, VOO, VOO, 00V, O0V.
Repare que de fato temos apenas os anagramas OVO, VOO e OOV.
Para calcular uma permutacdo que tem elementos iguais devemos usar a

seguinte formula:

Em que k é gquantas vezes cada elemento se repete, logo para calcularmos
guantos anagramas possui a palavra OVO temos:
3_6

=-=3

2 _ 3
3T 272

No total a palavra OVO tem 3 anagramas distintos.

Exemplo 3: Ana, Eva, lan, Lia e Max precisam formar uma fila Unica para receber
o salério, de guantas maneiras essas cinco pessoas podem ser dispostas em fila
indiana?

Cada maneira de compor a fila € uma permutacdo das cinco pessoas, pois
qualquer fila obtida € uma sequéncia ordenada na qual comparecem sempre as
cinco pessoas.

Assim, o resultado procuradoé 5 = 5/=12.0

Agora, quantas filas podem ser compostas comec¢ando por lan ou Eva? Vejamos:

A 12 posicéo da fila pode ser escolhida de duas maneiras (pois tanto lan como
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Eva podem inicia-la). Definido o inicio da fila, restardo sempre quatro lugares
para serem preenchidos pelas quatro pessoas restantes, num total de , =
41 = 2 4

Pelo PFC, o resultado procurado é2 2 4= 4 8

e Combinacéao Simples:

Exemplo: Um pizzaiolo tem alguns ingredientes disponiveis para fazer pizzas
nos seguintes sabores: atum (A), queijo (Q), calabresa (C), milho (M) e
portuguesa (P). Quantas séo as possibilidades de pizzas que podem ser feitas
com trés sabores diferentes?
Nessa situacado, existe diferenca entre as pizzas com o0s sabores de queijo,
calabresa e milho {Q, C, M} e a de calabresa, milho e queijo {C, M, Q}? Podemos
perceber que a ordens dos ingredientes nao interfere no sabor final da pizza.
Para encontrar quantas pizzas diferentes sdo formadas podemos obter os
agrupamentos ndo ordenados de trés sabores dos cinco disponiveis:

AQct {AoM {AQP {ACP {ACFP}

AMPH {QCM {QCP {QMP {CMP}
Esses agrupamentos se diferenciam pelos elementos e ndo a ordem deles. Cada
uma dessas possibilidades € uma combinacéo de 5 sabores tomados 3 a 3, que
€ indicado por 53. Como temos 10 combinag@es no total, entdo 53 =1 0
Se permutarmos os 3 elementos de um dos conjuntos obtemos 6 arranjos, ou
seja, 3!. Por exemplo a combinacéo {A, Q, C}, temos os arranjos: (A, Q, C), (A,
C, Q) (QAQC),QCA),KCAQE(CQA).
Entdo, sabendo disso, multiplicando o nimero de combinacdes de 5 elementos
tomados 3 a 3, obtemos o0 nimero de arranjos de 5 elementos tomados 3 a 3, ou
seja:

53-3'= 53

Slides

Combinacao Simples

Combinacao simples de elementos distintos, tomados a ,com = ,é

todo subconjunto ou agrupamento ndo ordenado formado por elementos
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escolhidos entre os  elementos dados.
A quantidade total de subconjuntos € indicadapor , ou( ), e calculada

por:

(- ) ’ i

Intervalo (20 min):

Jogo - A loteria (40 min):

Regras do jogo:
* De maneira individual, cada aluno recebera uma cartela (Megasena).
» Os alunos deverédo preencher em uma cartela o total de 6 nUmeros.
» Em seguida, irdo preencher mais 9 nimeros, totalizando 15 numeros.

» Por fim, deveréo preencher outros 5 nimeros, totalizando 20 niameros.

Modo de Jogar:

Serao sorteados seis numeros através do simulador online da Megasena em um
total de trés rodadas, vencera cada rodada o detentor da cartela que tiver seis
nameros sorteados ou aquela que chegar mais proximo dessa quantidade, caso
haja empate os ganhadores deverdo dividir o prémio. Na sequéncia
trabalharemos com as seguintes atividades, que retomardo 0 jogo
(entregaremos a folha impressa e daremos 15 min para tentarem resolver, apés

este tempo, resolveremos as atividades no quadro).

Atividade 1 — Combinagdes da primeira marcagéo:
a) Sabendo que a Megasena consiste no sorteio de 6 numeros
distintos escolhidos ao acaso entre os numeros 1 a 60, calcule de
guantos modos possiveis pode ocorrer o resultado de um sorteio da

Megasena.
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60

(6%):m=5m6.860

Resolucdo proposta:

b) Agora calcule de qguantas maneiras possiveis podemos combinar 5

nameros com uma aposta simples (6 nimeros).

Resolucdo proposta: Para formar uma quina com uma aposta de 6 nameros,
temos que fazer a combinacdo dos 6 numeros tomados 5 a 5 e 0 sexto nimero
pode ser qualquer um dos 54 que néo foram apostados, ou seja, a combinagao

dos 54 nimeros tomados 1 a 1.

sl 54 _ 6 54 _
(65  (54) 7 5e-5)1 1(541)! 51 1153 324

c) Calcule de quantas maneiras possiveis podemos combinar 4

nameros com uma aposta simples (6 nimeros)

Resolucao proposta: Para formar uma quadra com uma aposta de 6 nameros,
temos que fazer a combinacédo dos 6 numeros tomados 4 a 4 e 0 quinto e sexto
namero podem ser qualquer um dos 54 que ndo foram apostados, ou seja, a

combinacao dos 54 numeros tomados 2 a 2.

6! 54 _ 6 54 _ _
64) (587 gi6-4)1 21(5 42)1 4121 M‘15144—121465

Atividade 2 — Combinac¢fes na segunda marcacéao:

a) Suponhamos que um empresario resolvesse fazer uma aposta de
15 nameros. De quantas maneiras podemos combinar 6 nimeros com
uma aposta de 15 nimeros?

Resolucéo proposta:

15 _ 15_1514131211109_360800 (g
(1 %)= 611 56)1 — 610l 619! 720 '

b) De gquantas maneiras podemos combinar 5 nimeros com uma

aposta de 15 numeros?
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Resolucao proposta: Para formar uma quina com uma aposta de 15 nameros,
temos que fazer a combinacao dos 15 numeros tomados 5 a 5 e 0 sexto numero
pode ser qualquer um dos 45 que néo foram apostados, ou seja, a combinagao
dos 45 numeros tomados 1 a 1.
15 45 15 45
A% “WTE 55 1(451)! 510 44
1514131211
"7 5 43 21

4513535

c) Calcule de quantas maneiras podemos combinar 4 nUmeros com
uma aposta de 15 nameros?

Resolucao proposta: Para formar uma quadra com uma aposta de 15 numeros,
temos que fazer a combinacdo dos 15 numeros tomados 4 a 4 e 0 quinto e 0
sexto numero pode ser qualquer um dos 45 que nao foram apostados, ou seja,
a combinacao dos 45 nameros tomados 2 a 2.

15 45 15 45
A% @GRT (15 4) 2145 2)! 411 2143

—151413124544—136599@135350
T 4 3 2 1 2 =

Atividade 3 — Combinac¢6es na ultima marcacéo:

a) Supondo que seja permitido apostar no maximo em 20 nimeros e
gue um apostador deseja apostar em 18 niumeros. De quantas maneiras

podemos combinar 6 nGmeros com uma aposta de 18 nimeros?

18 18 _181716151413_
(18) " g(186) 6112 654321

Resolucdo  proposta:

317433713:1$64

Momento da Mdsica: (15 min)

Para deixar o ambiente mais descontraido e ajudar na memorizacdo dos
conceitos estudados (arranjo ou combinacéo, parodia), os estagiarios irdo cantar
a musica, motivando os alunos a cantarem também. O link com a letra da musica

e melodia estara disponivel nas referéncias.
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Exercicios de Analise Combinatoria:

1)

2)

3)

4)

5)

6)
7
8)

De quantas maneiras diferentes, uma pessoa pode se vestir tendo 6
camisas e 4 calcas?

Uma lanchonete tem uma promoc¢éao de combo com preco reduzido em
qgue o cliente pode escolher 4 tipos diferentes de sanduiches, 3 tipos de
bebida e 2 tipos de sobremesa. Quantos combos diferentes os clientes
podem montar?

A familia de Carlos é formada por 5 pessoas: ele, sua esposa Ana e mais
3 filhos, que sdo Carla, Vanessa e Tiago. Eles desejam tirar uma foto da
familia para enviar como presente ao avé materno das criancas.
Determine o numero de possibilidades de os membros da familia poderem
se organizar para tirar a foto e de quantas formas possiveis Carlos e Ana
podem ficar lado a lado.

Uma equipe de trabalho é formada por 6 mulheres e 5 homens. Eles
pretendem se organizar em grupo de 6 pessoas, com 4 mulheres e 2
homens, para compor uma comissdo. Quantas comissdes podem ser
formadas?

(Enem/2012) O diretor de uma escola convidou os 280 alunos de terceiro
ano a participarem de uma brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e
6 personagens numa casa de 9 comodos; um dos personagens esconde
um dos objetos em um dos comodos da casa. O objetivo da brincadeira é
adivinhar qual objeto foi escondido por qual personagem e em qual
comodo da casa o objeto foi escondido. Todos os alunos decidiram
participar. A cada vez um aluno é sorteado e d4 a sua resposta. As
respostas devem ser sempre distintas das anteriores, e um mesmo aluno
nao pode ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver
correta, ele é declarado vencedor e a brincadeira é encerrada. O diretor
sabe que algum aluno acertara a resposta porque ha alunos a mais do
gue possiveis respostas distintas. Quantos sao os alunos a mais?
(ESCCAI) Sabendoque 3=6  _, entdo qual € o valor de x?
(UF-PA) Qual o valor de x, sabendo-se que ,=6 ?

(Enem) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama

exclusivamente com as sete letras que compdem o seu nome, antes do
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simbolo @. O e-mail tera a forma *******@sijte.com.br e sera de tal modo
que as trés letras “edu” aparecam sempre juntas e exatamente nessa
ordem. Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado por outro
usuario e que qualquer outro agrupamento das letras do seu nome forma
um e-mail que ainda nao foi cadastrado. De quantas maneiras Eduardo
pode criar um e-mail desejado?

9) (Enem) Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem
“TOM MARVOLO RIDDLE” gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT".
Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I| AM
POTTER?”, de tal forma que as vogais e consoantes aparecessem sempre
intercaladas, e sem considerar o espagcamento entre as letras. Nessas
condicBes, o numero de anagramas formados é dado por:

10)(Enem) Um cliente de uma videolocadora tem o habito de alugar dois
filmes por vez. Quando os devolve, sempre pega outros dois filmes e
assim sucessivamente. Ele soube que a videolocadora recebeu alguns
lancamentos, sendo 8 filmes de acao, 5 de comédia e 3 de drama, e, por
isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos esses 16 lancamentos.
Inicialmente alugara, em cada vez, um filme de acdo e um de comédia.
Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugard um
filme de acdo e um de drama, até que todos os lancamentos sejam vistos
e sem que nenhum filme seja repetido. De quantas formas distintas a
estratégia desse cliente podera ser posta em prética? (obs. indique como

seria a expressdo, ndo sendo necessario resolver os fatoriais).

Apéndice - Resolucdo dos exercicios.

1. Para solucionar esta questao, devemos utilizar o principio fundamental da
contagem e multiplicar o numero de opcgbOes entre as escolhas
apresentadas. Temos: 6 4 = 2 4maneiras diferentes. Portanto, com 6
camisas e 4 calcas uma pessoa pode se vestir de 24 maneiras diferentes.

2. Usando o principio fundamental da contagem, multiplicamos o nimero de
opcOes entre as escolhas apresentadas. Assim: 4 3 2 = 2 4combos
diferentes. Portanto, os clientes podem montar 24 combos diferentes.

3. O numero de possibilidades dos membros da familia se organizarem para

tirar a foto. Cada forma de dispor as 5 pessoas lado a lado corresponde a
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uma permutacéo dessas 5 pessoas, uma vez que a sequéncia é formada
por todos os membros da familia. O niumero de posicdes possiveis é: 5 =
5/ =5 4321=120

Portanto, ha 120 possibilidades de foto com os 5 membros da familia.
Para que Carlos e Ana aparecam juntos (lado a lado), podemos
considera-los como uma Unica pessoa que ira permutar com as outras
trés, num total de 24 possibilidades. ,=4'=4 3 2 1=24

Porém, para cada uma dessas 24 possibilidades, Carlos e Ana podem
trocar de lugar entre si, de 2 maneiras distintas. , =2!=2 1=2
Assim, o calculo para encontrar o resultado é: , ,=242=438
Sendo assim, existem 48 possibilidades de Carlos e Ana tirarem a foto
lado a lado.

Para formar a comisséo deve-se escolher 4 das 6 mulheres ( ¢4) € 2 dos
5 homens ( 5,). Pelo principio fundamental da contagem multiplicamos

estes nimeros:

»
ol

_ 6 51 _ 6 5 _
64 527 a(e-4y 21(5-2)1 84 527 g 2131 T 64 527

ol

N
N
=

_ 3020 _ _
- 64 525 5 — 64 50=1510- 44 52=15.0

N
[N

Assim, podem ser formadas 150 comissbes com 6 pessoas e com,
exatamente, 4 mulheres e 2 homens.

De acordo com o enunciado, existem 5 objetos e 6 personagens numa
casa de 9 cobmodos. Para resolver a questdo devemos utilizar o principio
fundamental da contagem, pois o evento é composto por n etapas
sucessivas e independentes. Portanto, devemos multiplicar as opcoes
para encontrar o numero de escolhas.5 6 9=270

Sendo assim, ha 270 possibilidades de um personagem escolher um
objeto e esconder em um cémodo da casa. Como a resposta de cada
aluno deve ser diferente dos demais, sabe-se que um dos alunos acertou,
pois 0 numero de alunos (280) é maior que o numero de possibilidades

(270), ou seja, ha 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

. Usando as férmulas temos:

W -3 =6 U -2! ( -( -2)!

Dividindo as duas expressoes por ! temos:
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1 1

(-3 ° (-2 (-( -2
Multiplicando as duas expressdes por ( — 2)! temos:
( -2 _ 5 1
( -3)! ( -( =-2)!
Abrindo o fatorial ( - 2)! E resolvendo ( - ( - 2) temos:
(-2 ( =3)U( -3 =6/(2)!
Simplificando e resolvendo chegamos a:
-2=3 -5 =3+2=5
. Substituindo na equacao dada, obtemos:
2 ( -2)h=6

Multiplicando ambos os lados por 2 para eliminar o denominador, temos:
|

( —-2)!:

12

abrindo o fatorial:
(-1 (=-2QU( -2)!=12

Simplificando a equacéo:

(-1) =12 -(7"2)- -12=0
Assim temos:
(?)-13= (-13=0
(-13=0

Logo encontramos =0ou =13

O valor = 0 néo é vélido porque a combinacédo requer que x seja pelo

menos 2. Com = 0, ndo ha elementos suficientes para escolher 2, entédo

a combinacéo nédo é definida. Por isso, deve ser um nimero maior ou

igual a 2 para que a formula faca sentido. Portanto =1 3

. Sabemos que o nome Eduardo possui 7 letras. Entretanto, como edu

sempre ficara junto, ordenaremos edu, a, r, d, 0, ou seja, 5 elementos. O

namero de possibilidades entdo é calculado pelo fatorial de 5.

51=120

Sabemos que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi escolhido, entdo

subtraindo 1 encontraremos o numero de e-mails possiveis:
1261=11.9
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9. Podemos observar que existem 4 vogais, A, E, I, O. Além disso, ha 5
consoantes, M, P, T, T, R. Como seréo intercalados uma consoante e uma
vogal, escolheremos a ordem das vogais e a parte a ordem das
consoantes. Como sao 4 vogais e sem repeticdo, o niumero de maneiras
distintas que podemos ordenar as vogais € igual ao fatorial de 4, ou seja,
4! Como sao 5 consoantes, com uma repeticdo, 0 nimero de maneiras
distintas que podemos ordenar essas consoantes € 5!/2. Qual o numero
de maneiras que podemos ordenar os elementos (as vogais e as
consoantes)

41 (5!1/2) = 41 512

10.Serao locados 16 filmes, 2 por vez, logo o cliente locara filmes 8 vezes
para assistir a todos. O numero de maneiras distintas que ele pode
escolher o filme de acdo é dado por 8! e o nimero de maneiras distintas
que ele pode escolher o filme de comédia nas 5 primeiras loca¢des € dado
por 5! Apds alugar todos os filmes de comédia, ele alugara os de drama,
gue possuem 3! maneiras distintas de serem escolhidos. Entéo, ja que ele
escolherd um filme da acao e um segundo filme, de comédia e depois de
drama, o numero de maneiras distintas que esse cliente pode escolher
esses filmes é calculado por:

8! 5! 3!
Avaliacao
A avaliacéo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de participacdo dos
alunos no jogo e durante a realizacéo da lista de exercicios.

Relatério da aula ministrada no dia 24/08

No dia 24 de agosto de 2024, iniciou-se o primeiro dos dez encontros do
PROMAT, que sera ministrado por este grupo de académicos que aqui
escrevem. Nossas expectativas era receber cerca de cinquenta alunos, talvez
por conta da chuva e frio vieram apenas vinte. Iniciamos nos apresentando,
dando boas-vindas a todos e explicando qual seria 0 objetivo do curso, na
sequéncia, propomos uma dinamica para que todos o0s alunos se

apresentassem. A apresentag¢ao ajudou a aproximar os colegas e “quebrar o
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gelo” do primeiro contato, percebemos que o ambiente ficou mais leve e
descontraido, algumas risadas surgiam principalmente na tentativa de adivinhar
alguma caracteristica de algum colega. A descri¢do desta dindmica est& no plano
de aula do encontro um. Com o consentimento dos alunos passamos uma lista
para os alunos anotarem seus nameros de telefone, para a criacdo de um grupo
de Whatzapp para o envio de informagdes pertinentes.

Organizamos as carteiras para que os alunos trabalhassem em grupos, e
comecgamos com o conteudo programatico. Até aqui tudo dentro do que tinhamos
planejado. Enquanto um estagiario estava no quadro explicando, outro passava
os slides, e os demais ficavam mais ao fundo da sala. A medida que a explicag&o
avancava, questionavamos os alunos sobre alguma duvida ou se quisessem
fazer algum comentario ou apontamento, mas o siléncio predominava entre eles.
Imaginamos que seja pela timidez e pelo fato de ser a primeira aula. Mas todos
mostravam-se bem atentos, e olhavam fixamente para o quadro, sinal de que
estavam prestando a aten¢ao. Ao se aproximar do intervalo vimos que néo daria
tempo de falar sobre o assunto combinacéo, que estava programado para falar
antes do intervalo, este caso ndo teve problemas, pois conseguimos ajustar
tranquilamente sem prejuizo ao planejado.

A atividade que desenvolvemos na sequéncia, ocupou quase toda a
segunda parte da aula, em cada rodada sorteada, trabalhavamos com as
relacfes do conteido de combinacdo e o jogo aplicado, muitos alunos tiveram
davidas, principalmente na interpretacdo das atividades, por mais que alguns
arriscassem alguns caminhos, era preciso que circulassemos pelos grupos para
ajudar na interpretacdo das questdes. Percebemos que muitos alunos néo
tinham sequer visto analise combinatdria na escola, outros que ndo conseguiam
esbocar qualquer tipo de resolucao, e isso dificultou um pouco os trabalhos. No
tempo que tinhamos, tentavamos explicar da melhor forma possivel, mas foi
perceptivel que muitos sairam da aula sem ter entendido. Formalizamos o
acordo de que no proximo encontro comecgaremos a aula corrigindo os exercicios
gue ficaram da aula anterior, para refrescar a memoaria, e tirar mais duvidas.

Os quinze ou vinte minutos restantes de aula foram ocupados por musica
e violdo, ajudando a lembrar as formulas trabalhadas em sala. Os estagiarios
cantaram e convidaram os alunos a cantar, todos aceitaram e foi um momento

de bastante interatividade, com palmas, sorrisos e muita alegria. Por fim,
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entregamos uma lista de exercicios como tarefa para os alunos resolverem em

casa.

3.2 AULA 02 (31/08) — PLANO DE AULA E RELATORIO

Plano de Aula
Publico-Alvo:
Alunos inscritos no projeto PROMAT.
Tempo de execucdo: 1 encontro de 4 horas.
Conteudo: Probabilidade e Estatistica
Objetivo Geral: Compreender os conceitos fundamentais de probabilidade e
estatistica e aplicd-los nos exercicios propostos e demais situacbes da vida
cotidiana.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com Probabilidade e Estatistica, objetiva-se que o aluno seja
capaz de:
¢ |dentificar conceitos matematicos com o Jogo dados mentirosos.
e Reconhecer e definir experimentos aleatérios, espaco amostral, tipos de
variaveis e eventos;
e Calcular probabilidades simples e condicionais;
¢ |dentificar e calcular medidas de tendéncia central (moda, média e mediana);

e Conhecer e aplicar medidas de dispersao, como variancia e desvio padrao.

Recursos Didaticos: Quadro, giz, computador, projetor de slides, dados,

material de consulta para os alunos e listas de exercicios.

Encaminhamento metodologico:

Correcéao dos exercicios da aula anterior (30 min):

Iniciaremos a aula com um momento de corre¢éo de exercicios da aula anterior.
Nesse momento esperamos que algum aluno solicite a resolugdo de algum
exercicio especifico, caso contrario, selecionaremos dois ou trés exercicios de

complexidade média e resolveremos no quadro.
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Jogo dos Dados Mentirosos (30 min):

Regras:

1) Role os dados para saber quem comeca. Quem tirar a maior soma
comeca.

2) Todos lancam os dados, sem mostrar o resultado. Quem comeca
olha para os seus dados (sem mostrar para os outros) e lanca uma
oposta que mais se aproxima da soma de todos os dados em jogo
(Registrar a aposta em folha separada o qual todos tem acesso).

3) Passe a vez para o jogador a esquerda fazer sua aposta (que
aproxima da soma de todos os dados em jogo), ndo pode ter aposta
repetida.

4) Se alguém visualizar os dados do outro, todos devem relancar os
dados novamente.

5) Apés todos derem o lance da sua aposta, é feita a contagem de
todos os dados.

6) Ganha arodada quem mais se aproximar do resultado de todos os
dados.

7) Ganha a partida quem vencer mais rodadas (N° de rodadas

determinada pelo grupo ou por tempo).

Apds o jogo sera feita uma andlise de resultados na forma oral, como:

> Qual foi a soma que mais apareceu entre dois dados?

> Qual é a chance de sair a soma 127

> E Qual é a chance de sair 4 em qualquer dado?

> Se acrescentar mais um dado, qual sera a chance de sair a soma
igual a 16?

> Conseguem fazer uma tabela com os possiveis resultados de trés
dados?

> Quantos resultados podem sair?

> Se considerar 5 dados, qual tem mais chance de sair: uma

sequéncia ou uma quadra de niumeros?



Conteudo de probabilidades, exemplos e exercicios (60 min):

O que é PROBABILIDADE?

E o numero de chance de ocorrer um determinado resultado em um

experimento.

Um experimento cujo resultado, embora Unico, € imprevisivel, é

denominado experimento aleatorio.

Q)
()= O
n(A) = o numero de chance(evento)

n(U) = o namero total de ocorréncia (espaco amostral).

Exemplo de resultado aleatorio:
Lancamento de uma moeda, qual é a face voltada para cima?

Uma carta € retirada de um baralho completo. Que carta € essa?

Espaco Amostral: Usando o resultado do jogo dos Dados Mentirosos, sera feita

0 espaco amostral dos resultados das somas entre 2 dados.

Tipos de Eventos:

0 Os eventos podem ser simples ou elementares — quando existe

somente um elemento.

0 O evento pode ser certo — quando o resultado é o proprio espaco

amostral.

45

o] O evento pode ser impossivel - quando ndo existe chance para

ocorrer.

0 Os eventos podem ser complementares — quando existe dois

eventos, onde = espaco amostral.
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Usando o espaco amostral do jogo Dados Mentirosos: Vamos determinar a
probabilidade:
> Qual a probabilidade de a soma sair par?
> Qual é o resultado que mais pode aparecer e qual € a sua
probabilidade?
> Qual a probabilidade de tirar 127?
> Qual a probabilidade de tirar dois nimeros consecutivos?
> Se acrescentar mais um dado, qual sera a probabilidade de sair
uma soma impar?
> Qual a probabilidade de um dado ser par e o outro 6 e o terceiro

menor ou igual a 4?

Sejam A e B dois eventos complementares de um espac¢o amostral U, entao:

()y+ ()=1

Exemplo: Considere um conjunto de 10 frutas em que 3 estdo estragadas.
Escolhendo aleatoriamente 2 frutas desse conjunto, determine a probabilidade
de:

a) Ambas néo estarem estragadas.

b) Pelo menos uma estar estragadas.

Resolucao: a) Calculo do nimero de maneiras de escolher duas frutas entre dez,
n(U)
10 10 1®8 90

- 1Q = = =—==4
)= 2= @ 28 218 2 40

Célculo do numero de maneiras de retirar duas frutas boas n(A):

(()= 1= 7 _ 7 _ 7651 _42_ 54

27 S 7-201 " 2181 T 2151 2

7
15

—~
—
BN
[En

Logo, a probabilidade desse evento é ( ) =

—~
~
[¢)]
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Resposta: A  probabilidade de retirar 2 frutas boas €& de

7

s 0466 466%

b) Este evento considera uma ou duas frutas estragadas, significa que o evento

B € complementar do evento A, logo para resolver:

7 8
()+ ()= 1 ()=1- () ()=1-7% ()=7%
Resposta: A probabilidade de retirar, pelo menos, uma fruta estragada é

oleli5 053353 %

Considere A e B dois eventos contidos em um mesmo espago amostral S, o

ndmero de elementos da reunido de A com B é:

( )= ()+ ()= (n)

Exemplo: Numa pesquisa foram consultadas 470 pessoas e o resultado foi 0
seguinte: 250 delas leem o jornal A, 180 leem o jornal B e 60 leem os dois
jornais. Escolhendo um dos entrevistados ao acaso, qual a probabilidade deste

entrevistado ser leitor do jornal A ou do Jornal B.

()+

Resolucédo: A probabilidade de A ou B, significa P(AUB), logo ( )
()= (Cn)

s ()= 2382
s ()= 121 2

Para ( n ):46—700:437

Portanto, temos  ( y= 22418 8 _37

47 47 47 47
Resposta: A probabilidade de um dos entrevistados ser leitor do Jornal A ou do

JornaIBéj—; aproxi ma@admeantge2 %

Probabilidade Condicional
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Considere os eventos A e B de um espaco amostral S. Define-se como

probabilidade Condicional do evento A, tendo ocorrido o evento B.

(. n)
(_)_ ()

Vamos voltar ao jogo dos Dados Mentirosos: Qual é a probabilidade da soma
dos dados obtidos serem menor que 7 e pelo menos um dado sair 0 nimero 4?
Resolugdo: Primeiro encontrar ( n ),
n =1{(14),(24),(41),(42)}
(0 )=a
Agora vamos encontrar ( )

={(14).(24),(34),(4.1),(42),(4.3),(44),(45),(46),(54),(64)}

11
():3_6
& 4 36_ 4
Portanto: (——) = $§= T, 3B6%

1

w
o

Exercicios de Probabilidade:

1) Em um saco de bolas de gude h& 6 bolinhas, sendo 3 brancas e 3
vermelhas. Desse saco s&o retiradas, simultaneamente, 3 bolinhas.
Calcular a probabilidade dos seguintes eventos:

a) As trés bolinhas tém a mesma cor.

b) Duas das bolinhas s&o brancas.

c) As trés bolinhas séo vermelhas.

d) O numero de bolinhas brancas é igual ao nimero de bolas vermelhas.

2) (UFBA) Uma pessoa esqueceu a senha de seu cartdo de crédito que é
composta por 6 digitos distintos. Lembrou-se de quais eram os trés
primeiros algarismos e os trés ultimos, mas ndo da ordem em que eles

apareciam. Sendo p a probabilidade de que ela acerte a senha na primeira

. 1
tentativa, calcule =-.



3)

4)

5)
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(UERJ) Para fazer o sorteio de um livro, quatro amigos colocaram trés
bolas brancas e duas pretas em uma caixa. Decidiram que o primeiro a
retirar uma bola preta ficara com o livro. Na ordem alfabética de seus
nomes, cada um retira uma bola, ao acaso, sem devolvé-la a caixa.
A probabilidade de o terceiro amigo retirar a primeira bola preta e ficar
com o livro é igual a:

(ENEM) Numa escola com 1.200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre
o conhecimento desses em duas linguas estrangeiras, inglés e espanhol.
Nessa pesquisa constatou-se que 600 alunos falam inglés, 500 falam
espanhol e 300 néo falam qualquer um desses idiomas. Escolhendo-se
um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele néo fala inglés,
qual a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

Em uma sala de aula, ha 20 meninos e 30 meninas. Desses estudantes,
18 usam 6culos e 8 sdo meninos. Se um estudante dessa sala for
sorteado ao acaso, qual é a probabilidade de o sorteado usar 6culos ou

ser um menino?

Apéndice - Resolucdo dos exercicios.

1.

a)

b)

As trés bolinhas tém a mesma cor. Namero total de combinacdes possiveis

para retirar 3 bolinhas de 6:
6!
63 = 31(6- 3)!
Combinacdes de retirar 3 bolinhas brancas:

20

33 = L.
Combinacdes de retirar 3 bolinhas vermelhas:
33 =1
Total de combinacgdes para o evento “mesmacor’ 1+ 1= 2

Probabilidade de retirar 3 bolinhas da mesma cor:

2
= — = = 0,
200,1 10 %

Duas das bolinhas sao brancas:

Precisamos de duas bolinhas brancas e uma vermelha.
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Combinacdes de escolher 2 bolinhas brancas de 3.

3!
(2= 313-2)1 °
Combinacdes de escolher 1 bolinha vermelha de 3:
(31) = 3

Total de combinacdes para este evento. 3 3= 9

Probabilidade de retirar duas bolinhas brancas:

9
= — = — 0,
200,45—45A)

c) As trés bolinhas sdo vermelhas. Este evento ja foi calculado na parte a),

d)

2.

com (33 = 1. Probabilidade do evento c):

1
= — = — 0,
200,05—5/0

Pelo fato de ser retirado apenas 3 bolinhas do saco, é impossivel que ao
retird-las elas tenham a mesma cor, pois 0 numero é impar.

Para os 3 primeiros, temos 6 op¢des e para os 3 ultimos, temos mais 6
opcdes. Logo 6 x 6 = 36 combinacdes. A probabilidade de ela acertar a

senha na primeira tentativa é 1 de 36  possiveis.
= 3i60 resultado sera * = 3is: 002 7=72,7 7 %

Para que seja possivel que o 3° amigo retire a bola preta e fique com o
livro, serd necessario que o 1° e o0 2° retirem bolas brancas. Entao
calculamos as probabilidades do 1° e do 2° retirarem bolas brancas, e a
probabilidade do 3° tirar a bola preta e multiplicamos as probabilidades.

Bolas brancas = 3, Bolas pretas = 2

. 3
1° amigo 15 ¢

° Ami _2
2° amigo 2= 3

° . _ 2
3°amigo 3 = 3

) 3 2 2 1

O resultado sera =< 2 52520,2:20%

Ha 1200 alunos na escola e 300 deles nao falam linguas estrangeiras. Por
isso, é possivel inferir que 900 estudantes falam essas linguas. Ao somar
a quantidade de alunos gue falam inglés (600) com os que falam espanhol
(500), ha um total de 1.100. Entéo, ao calcular a diferenca desse total com

a quantidade que fala lingua estrangeira, isto é, 1.1 0 89 0,®btém-se
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200. Essa é a quantidade de alunos que falam as duas linguas
mencionadas. Dessa forma, de 600 alunos, apenas 400 falam somente
inglés, e de 500 alunos, apenas 300 falam somente espanhol.

Observa que existe 2 eventos. Os alunos que nao falam inglés (A) e os

alunos que falam espanhol (B). Portanto € um caso de probabilidade

. _300_3 _1
condicional. ( n )'1206 = 2

O resultadosera ( ) =

—~
-
INENENES

5. Este exercicio corresponde a probabilidade de reunido de eventos.

Portanto devemos ter:

CoosR 0 eR
8
( n ) ) = 0
Resultados possiveis ( ) =3 02050
Calculando a probabilidade da unido de dois eventos: ( )= ( )+

_ 18,20 8 _30_3
() (m)—50+50 50 50 5

Intervalo (20 min):
Conteudo de estatistica, exemplos e exercicios (50 min):

Slides:
Medidas de Centralidade (ou de tendéncia central ou de posicdo): por meio de
determinado valor, que revela uma tendéncia central as variaveis analisadas.

Veremos trés medidas de centralidade: a média, a mediana e a moda.

Média Aritmética
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Sejam 4, »,..., a relagcdo dos valores assumidos por uma determinada
variavel quantitativa . Definimos média aritmética (indica-se por ) como a

razao entre a soma de todos esses valores e o numero total de valores:

1+ o+ 4

Exemplo: Para ser aprovado em uma disciplina, um aluno precisa obter uma
meédia aritmética de 70 pontos ao final de quatro provas. Sabendo que suas notas
foram 74, 80, 52 e 68, ele foi aprovado na disciplina?

Aplicando a formula da média aritmética:

1+ o+ o+

Substituindo os valores:
_ 74805268

=6 &.
Entdo calculamos que a média aritmética obtida ao final das quatro provas foi de

68,5 pontos, entdo o aluno nédo foi aprovado na disciplina.

Slides:
Considere o seguinte problema: Em um espetaculo musical, foram vendidos
1200 ingressos cujos valores dependiam do setor escolhido no teatro, como

mostra o quadro abaixo:

Tabela 7 - Espetaculo musical
N° de ingressos

Setor vendidos Preco por ingresso
Pista 720 R$50,00
Andar Superior 400 R$150,00
Camarote 80 R$300,00

Fonte: Os autores. 2024

Qual foi o valor médio do ingresso pago nesse espetaculo?

Consideremos que a variavel em estudo € o preco do ingresso. Fazendo a leitura
do quadro, notamos que foram vendidos 720 ingressos a R$ 50,00 cada; 400
ingressos a R$ 150,00 cada e 80 ingressos a R$ 300,00 cada.
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Assim, o preco médio ( ) do ingresso, em reais, €:

720 ingressos 400 ingressos 80 ingressos
- 5050 +50-156156 +1563063086 +300
- 72040080 ’
- 72906-r400563080
- 1200 '
- 3606600602400020000
= + =10.0
1200 1200

A média obtida para o valor do ingresso, nesse problema, € chamada média
aritmética ponderada dos valores R$ 50,00, R$ 150,00 e R$ 300,00, em que o
fator de ponderacédo (também chamado de peso) corresponde a quantidade de
ingressos vendidos em cada setor.

Observe, nesse exemplo, que a média obtida ndo coincide com qualquer um dos
precos do ingresso disponiveis para compra. O valor obtido para a média R$
100,00 é um valor tedrico cujo significado é: se todos 0s 1200 ingressos tivessem
sido vendidos pelo mesmo valor, este deveria ser de R$ 100,00, a fim de que
fosse obtida a arrecadacédo de R$ 120 000,00.

Média Aritmética Ponderada

De modo geral, consideremos uma relacdo de valores formada pelos
elementos ;+ ,+ + |, com frequéncias absolutas respectivamente

iguaisa 1+ ,+ + . A média aritmética ponderada desses valores é:
- 1.1t 2. 2+ F

1t ot

Também podemos expressar a média aritmética ponderada em termos da

frequénciarelativadecada ( =12,..., ),emque, = —
1 2
Vamos escrever a expressao para :
= 1. 1 + . 2 + + .
1+ L+ o+ 1+ L+ o+ 1+ .t

= 1 = 2 =
Assim, obtemos:
= 1.1t 2. 2% 7
Aplicando no exemplo anterior, podemos primeiro calcular as frequéncias

relativas da quantidade de ingressos vendidos:
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720
P13 000 °
400
Andar SEpWOO:OO'g 3,3
80

Camar® WO:OO’O 666

Agora calculando  utilizando a frequéncia relativa temos:
=5M6+150338300066=630-50-20-100

Com a frequéncia relativa podemos obter a sua forma percentual, basta
multiplicar cada frequéncia por 100:

Pi sstO® A 0860 %

Andar Sa@33H06r3 3B %
Camar=00i06.506 66 %

Mediana
O consumo mensal de agua (em m3) de uma residéncia nos primeiros nove
meses do ano foi:
33, 31, 34, 32, 34, 32, 102, 34, 30
Calculando a média desses valores, obtemos:

- 33343223 44321023430 362
= 9 :9:4(;2_

A média de 40,2 m3 ndo representa bem o consumo, pois é distorcida pelo valor

extremo de 102 m3, que pode ser devido a um vazamento ou outro fator atipico.
Assim, € importante conhecer outra medida de centralidade, para conseguir
fazer uma andlise mais completa dos dados. Outra medida de centralidade € a
mediana.
Ordenando de forma crescente os valores do exemplo temos:

30, 31, 32, 32, 33, 34, 34, 34, 102
O valor destacado, 33, separa os dados em duas partes: na primeira {30, 31, 32,
32} todos os valores sdo menores que 33 e na outra, {34, 34, 34, 102}, todos os
valores sdo maiores que 33.
O valor 33 m3 é chamado mediana e representa, nesse exemplo, uma medida

de centralidade mais fiel ao conjunto de dados.

Mediana
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Sejam ;< ,< < o0s valores ordenados assumidos por uma variavel
guantitativa , em um conjunto de observacbes. Define-se a mediana
(indicaremos por ) por meio da relacao:
+1,, fsoer i mpar
(=)
= +
{ () (zt1)
2 )
A definicdo garante que a mediana seja um valor central que divide o conjunto

deor par

de dados em dois subconjuntos com 0 mesmo numero de elementos. Em um
subconjunto, todos os elementos sao menores que a mediana ou iguais a ela;
no outro subconjunto, todos os elementos sdo maiores que a mediana ou

iguais a ela.

Moda:
Apos fazer um levantamento das idades dos alunos de uma de suas turmas do

3°ano do Ensino médio, uma professora construiu a tabela de frequéncia abaixo:

Tabela 8 - indice dos alunos

Idades N° de Alunos
16 4
17 28
18 7
19 5

Fonte: Os Autores. 2024
Entre os valores assumidos pela variavel “idade”: 16, 17, 18 ou 19, constatamos

que o valor 17 ocorreu mais vezes: 28 dos 44 alunos tém 17 anos. Dizemos,
entdo, que a moda das idades nesse conjunto de dados € igual a 17.
A moda de uma relacdo de valores (indica-se ) é o valor que ocorre mais

vezes na relagao, isto €, aguele que possui maior frequéncia absoluta.

Medidas de Dispersao (ou de variabilidade): de modo geral, essas medidas
indicam se, em um conjunto de dados, os valores estdo concentrados (menos
dispersos, menos espalhados) ou ndo (mais dispersos, mais espalhados) em
torno de um valor central (geralmente a média). As medidas de disperséo

permitirdo comparar dois conjuntos de dados quanto ao grau de
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homogeneidade, indicando em qual deles ha maior (ou menor) variabilidade, isto

€, em qual deles os dados variam mais (ou menos).

Para decidir qual companhia aérea escolher para viagens de negdécios, um
empresario analisou a pontualidade mensal dos voos de duas companhias, A e

B, ao longo de sete meses:

Tabela 9 - Companhia de aviacdo

Companhia| Més1l | Més2 | Més3 | Més4 | Més5 | Més 6 | Més 7
A 86% 92% 91% 95% 90% 89% 94%
B 93% 92% 90% 91% 90% 93% 88%

Fonte: Os autores. 2024
Inicialmente ele calculou a média da pontualidade de cada empresa:
- 86F9 2291959 0+r8%94 637

0,
7 7 1%
- 93F9OAH90+91+90+93+88 637
= 7 :7:91%

Como as médias calculadas séo iguais, ele precisava de outra medida para
compara-las. Entéo ele buscou determinar a regularidade de cada empresa, e
para fazer isso ele verificou a variabilidade dos dados utilizando medidas de
disperséo.
A primeira é a amplitude, que é dada pela diferenca entre o maior e menor valor
do conjunto de dados.
No caso temos:

Companhioéd %86%9%

CompanhiN8 %B8%5%

Variancia

Sejam 4, ,,..., a relacdo de valores assumidos por uma variavel

quantitativa e a média aritmética desses valores.

Para cada ( =1.2,..., ), calculamos o quadrado da diferenca entre esse
valor e a média, ou seja, ( — )?, que é chamado desvio quadratico.
A variancia — indica-se por ou 2 (lé-se: sigma ao quadrado) — é a média
aritmética dos desvios quadraticos, isto é:

02:(1‘32"‘(2‘_)2"‘ + ( ‘_)2.




57

Vamos calcular a variancia dos dados das empresas.

Figura 13 - Dados da companhia de aviagcao

Companhia A
Més X (x — X9
1 86 (B — 91)*
2 92 (92 — 91)° ) (86 — 91 + (92 — 912 + ... + (94 — 91)?
3 91 (91 — 91y Ou = 7
4 85 (95 — 91} R i S | LIS S CI R S, B L B R &
5 90 (90 — 91 A 7 B
B 89 (89 — 91y =25+1+D+16+1+4+9 =E=8
7 a4 (94 — 91}y’ 7 7
Companhia B
Més X (x — x)?
1 93 93 — 91} ) )
2 92 (92 — 91)° o2 — (93 — 910 + (92 — 91)* + ... + (88 — 91}
3 90 (90 — 91y ) ) o
2 9 @1 — 91y ci:=.712+1-+[—1}‘+|2|2?+ (—1]-+2‘+[—3}2=
> = EBU—QWI 4+1+1+0+1+4+9 20
5] 93 (93 — 91)¢ = = - T = 2,86
7 88 (88 — 91)’

Fonte: os autores 2024

Como a variancia em B é menor que a variancia em A, concluimos que a
companhia B é mais regular, isto €, os percentuais mensais de pontualidade de
B estdo menos dispersos em relacdo a média do que 0s percentuais mensais de
A.

Desvio Padrao

Seja 1, 2,..4 a relacdo dos valores assumidos por uma variavel
Chamamos desvio padrao de ,indica-se por ( ) ou g, araiz quadrada da

variancia de

0_\/(1__)2"‘(2__)2"‘ +( - )

Vamos calcular o desvio padrdo dos percentuais de pontualidade das

companhias aéreas:

Companhi’a=8A o =v8=282

Companhi’a=a2B6 o =V286=169
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Exercicios probabilidade e estatistica (30 min):

1)

2)

b)
4)

5)

6)

7)

Qual a probabilidade de ocorrer o0 nimero 5 no langcamento de um
dado?

No lancamento simultaneo de dois dados honestos, considere as faces
voltadas para cima e determine:

Espaco amostral S.

Evento 1 : ndmero cuja soma € igual a 5.

Evento , : nimeros iguais.

Evento 3 :ndmeros cuja soma € um nimero par.

Evento , :ndmeros cuja soma € maior 12.

Evento 5 : ndmeros divisores de 7 nos 2 dados.

Um consultério conta com 12 médicos, dos quais 4 sdo do sexo
feminino. Escolhendo aleatoriamente dois médicos para representar o
consultério em um evento, determine a probabilidade de:

Ambos serem do sexo feminino.

Pelo menos um ser do sexo masculino.

(PUC-RJ) - Em uma amostra de 20 pecas, existem exatamente quatro
defeituosas. Retirando-se ao acaso, sem reposicao, trés pecas, qual a
probabilidade de todas as trés serem perfeitas?

(Enem 2010). Em uma reserva florestal existem 263 espécies de
peixes, 122 espécies de mamiferos, 93 espécies de répteis, 1132
espécies de borboletas e 656 espécies de aves. Se uma espécie de
animal for capturada ao acaso, qual a probabilidade de ser uma
borboleta?

(Enem 2016). Uma caixa contém uma cédula de 5.00 $, uma de 20.00
$, e duas de 50.00 $ de modelos diferentes. Retira-se aleatoriamente
uma cédula dessa caixa, anota-se o seu valor e devolve-se a cédula a
caixa. Em seguida, repete-se o procedimento anterior. A probabilidade
de que a soma dos valores anotados seja pelo menos igual a 55.00 $
é.

Calcule a média aritmética, a moda e a mediana de cada conjunto de

valores.
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3 815 5 3 12 7 11

b)

5 10 9 13 21 5 1 10 9 12 7 2

8) Obtenha da seguinte tabela a média aritmética ponderada.

Tabela 10 - Média dos alunos
Q. de alunos Nota (Xi)

3 5
5 9
2 10

Fonte: Os autores 2024
9) Um estudante obteve o seguinte resultado em matematica nos quatro

bimestres de 2024: 1° bimestre 30, 2° bimestre 10, 3° bimestre 30, 4°
bimestre 90. Calcule qual foi a variancia e o desvio padrédo das notas
desse aluno.

10) (FGV — SP). Sejam os numeros 7,8,3,5,9 e 5 seis numeros de uma
lista de nove nimeros inteiros. O maior valor possivel para a mediana
dos nove numeros da lista é

11) (Unifesp-SP). Para ser aprovado num curso, € necessario submeter-
se a 3 provas parciais durante o periodo letivo e a uma prova final,
com pesos 1,1, 2 e 3, respectivamente, e obter média no minimo igual
a 7. Se um estudante obteve nas provas parciais as notas 5, 7 e 5,
respectivamente, a nota minima que necessita obter na prova final

para ser aprovado é:

Avaliacdo: A avaliacdo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de

participacdo dos alunos no jogo e durante a realizagdo da lista de exercicios.

Apéndices: Resolugao dos exercicios.

1. A probabilidade de ocorrer o niumero 5 pode ser escrita através

daformula = — - =, 0s eventos favoraveis é o que




60

gueremos, neste caso 0 5, e 0s eventos possiveis sdo o total de
S 1
possibilidades, neste caso o 6. Desta forma 5

2.

a) Recomenda-se construir uma tabela onde as possibilidades de um
dado formem a coluna 1 e as possibilidades do outro dado formem a
linha 1, assim, associamos todos os pares ordenados existentes. O
espaco amostral S, é formado por todos os pares ordenados da tabela.
6 6=36

b) 1=1{(14);(23);(32);(41)}.

c)  2={(1,1);(22);(3,3);(4.4);(55);(6,6)}

d 3=
{(1,1);(1,3);(1,5);(2,2);(24);(2,6);(3,1);(3,3); (35);(4,2);(4,4);(4,6);(51);(53);

(5,5);(6,2);(6,4);(6,6)}

e) 4=

) 5={(11)}

. Neste caso para calcularmos o espaco amostral, devemos calcular

primeiro a combinagdo dos 12 médicos tomados 2 a 2. Pois a ordem dos

dois médicos que seréo escolhidos n&o importa.

_ 12 12 121110
2711220 212100 2110

Desta forma temos 66 pares de médicos possiveis.

66

a) Para ambas serem do sexo feminino, primeiro fazemos uma

4 432 _ 6
21(4-2)1 2121

combinagdo. 4, =

Desta forma temos 6 pares possiveis para ambas serem mulheres.

Portanto = — A - %_-1-0098909%
. i 6 6 1

[~

[N

b) Para que pelo menos um médico seja do sexo masculino temos o
seguinte: Considere que a probabilidade de ter duas médicas do sexo
feminino (PFF) + a probabilidade de ter dois médicos do sexo
masculino (PMM) + a probabilidade de ter um ou outro (PMF) tem que
ser igual a 100% ou ( )+ ( )+ ( )=1
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Da alternativa anterior temos que ( ) = L entao:

11
) ) _ o L_1o
=+( )+( )=1. Llogo, ( )+( )=1-—=2-=
090=9®0 %

4. Se das 20 pecas, 4 tinham defeitos, entdo 16 eram perfeitas. Para
determinarmos a probabilidade de retirar 3 pecas ao acaso todas serem
perfeitas, tomaremos a combinacao das 20 pec¢as tomadas 3 a 3. Que é
a quantidade total de escolher 3 pecas das 20.

20 20 20191817
287 31(20-3) 3117 3117

Agora faremos a combinacao das 16 perfeitas tomadas 3 a 3. Para dar o

=1140

namero total de maneiras de escolher apenas pecas perfeitas.
16 16 16151413
18316 3)! 3113 313
A probabilidade de todas serem perfeitas

=165 7=560

°0028 119 409u
114057 °

5, == ia Os casos favoraveis sdo o que nés queremos saber,

gue é a probabilidade de escolher 1 ao acaso este seja borboleta. Os

casos possiveis sao o total de animais 2 6 81 229 3 113X 586

~ . _ 1132
2 2 6e6tao: = e 04 9 4 9 %etra d.

6. As cédulas existentes sdo: 1 de 5%, 1 de 20%$ 1 de 50% e 1 de 50$(modelo
diferente). Logo sédo 16 possibilidades no total de retirar as cédulas da
caixa. Queremos a probabilidade de quando formos retirar as cédulas, a
soma seja igual ou maior que 55. Desta forma, a soma n&o pode ser
menor. E as chances de nado dar certo é1; se retirarmos (5% e 5%), (5% e
20%), (20% e 53%) ou (20% e 20%), séo 4 possibilidades de 16 de ndo darem
certo. Logo a probabilidade de retirarmos cédulas que as somas sejam

.12 3
pelo menos 55% é To 3 letra c.

7. Para que pelo menos 1 esteja vivo daqui 50 anos. Temos a seguinte
tabela.

Tabela 11 - Homens e Mulheres
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Homem Mulher
Vivo Viva
Vivo Morta

Morto Viva
Morto Morta

Fonte: Os autores. 2024

Como ambos tem 30 anos, a probabilidade de o homem estar vivo daqui
50 anos € 20% e da mulher é de 30%. Logo, a probabilidade de ele estar
morto € 80% e dela 70%. A probabilidade de ambos estarem mortos € o

produto das probabilidades.

80 70_56_ o,
100100100 0

Logo, a probabilidade de pelo menos um deles estar vivos € 1 0 0%
56 %4 4 %trab.

a) Para calcularmos a média aritmética somamos todos os elementos e

dividimos pelo numero total de elementos
1+ o+ +

_ 3+8+15+5+3+127+11
= =8
8
Para calcularmos a moda, basta olhar para o elemento que mais se

repete. Neste caso o0 3. Se nenhum elemento se repetisse, 0 conjunto
seria amodal, mais 2 elementos se repetissem 0 conjunto seria
bimodal. Para calculamos a mediana. Basta olharmos para os
elementos centrais do conjunto de dados. Se o numero total de
elementos for impar, a mediana sera exatamente o valor do meio.

Como neste caso 0 numero de elementos € par faremos a média
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aritmética dos dois valores centrais. Mas primeiro devemos ordenar 0s
valores.

b) Média simples

&&51&1ﬂjﬂ&z;:%%75
c) Média aritmética

— 59+10k9+13215+1+1009+1247+2 104

12 7 =°2
Moda
(5,9,1 0
Mediana
(1,2,5,5,7,9,9,1 01 01 21 32 )1 = %z 9

9. Para calcularmos a média aritmética ponderada fazemos
_ (3 5+(5 99+(2 19 80
- 3+5+2 10

10.Para calcular a variancia utilizamos a férmula

P G T G

8

_(30-40°+(10-40°+(30-40°+(90-490°
- 4

1069001062500
= 4 =

E para calcularmos o desvio padrdo temos

oyGm Do 2 (=)

2

2

900

=v90830

11.Para obtermos a mediana, primeiro organizaremos 0s elementos em

ordem.
(3,5,5,7,8,9, 1, 2, 3)

E como sdo nove elementos, mas dispomos apenas de 6, adicionamos
os trés nimeros restantes, estes, estdo no final da sequéncia por assumir
valores maiores que 9. Caso eles assumissem valores menores,
deslocaria a ordem dos numeros fazendo com que a mediana néo fosse
0 maior numero possivel.

Portanto o maior nimero possivel para a mediana é o 8, letra d.
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12.Como nao sabemos a quarta nota dele, chamaremos de . E como temos
informacdes como média e peso, resolveremos utilizando a média

ponderada.
— 1= 1t 2. 2%t  F

1t 2t
Desta forma temos
— 5 H)+((T7 D+ +( 3) _ 23
1+1+2+3 7
no entanto devemos lembrar que ele precisa obter média no minimo igual

a 7. Entao
223
7
223 =49
3 =4922
- 2_7: 9

3
letra a.
Avaliacao

A avaliacdo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de participacédo dos

alunos no jogo e durante a realizacao da lista de exercicios.

Relatério da aula ministrada no dia 31/08

O segundo encontro do PROMAT ocorreu no dia 31 de agosto de 2024,
esperdvamos cerca de trinta alunos, entretanto apenas vinte e dois
compareceram. Ao chegar na sala, organizamos as carteiras em grupos com
quatro alunos, com o objetivo de estimular o trabalho em conjunto, entretanto a
medida em que os alunos foram chegando, preferiram se sentar em grupos
vazios ou carteiras individuais. Em seguida iniciamos a correcédo dos exercicios
deixados como tarefa, e como esperado os alunos ndo se sentiram a vontade
para solicitar um exercicio em especifico. Entdo iniciamos a correcdo dos
exercicios na ordem da lista, poucos alunos interagiram nesse momento, mas

passando nos grupos foi possivel ver que a maioria havia feito a tarefa.
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Apos isso, iniciamos o0 jogo dos Dados Mentirosos, e entdo solicitamos
gue os alunos que estavam sentados sozinhos completassem ou formassem
outros grupos. Ao iniciar a explicagdo das regras, pareceu que eles ndo se
interessariam tanto pelo jogo, e que em apenas algumas rodadas ja estariam
desanimados. Entretanto n&o foi isso o ocorrido, eles demonstraram bastante
interesse e animo pelo jogo, ndo quiseram parar até quando iniciamos o
conteudo.

O conteudo de probabilidade foi apresentado em seguida, mas a forma
gue preparamos essa parte da aula ndo funcionou como esperado, o objetivo
era que um apresentasse 0s conceitos e outro relacionasse 0s conceitos ao jogo,
entretanto acabamos néo relacionando algumas definigbes, tendo que voltar
depois. Ja na segunda parte da aula, apos o intervalo, finalizamos o contetdo
de probabilidade e iniciamos o contetdo de estatistica. Essa etapa da aula foi
expositiva, principalmente no assunto de Medidas de Centralidade,
apresentamos um exemplo no slide, e em seguida a definicdo do conceito
trabalhado.

Nesse momento tivemos alguns equivocos com o conteudo, falamos por
exemplo que ao multiplicar a frequéncia relativa com o teriamos o resultado
100, quando na verdade foi um caso especifico do exemplo. Mas assim que
percebido o erro, retornamos o0 conteldo e explicamos novamente da forma
correta. Em seguida apresentamos o conteudo da Medidas de Dispersao, dessa
vez optamos por uma abordagem em que o0s alunos participaram mais da aula,
nos exemplos realizamos metade no quadro e o restante ficou a cargo de cada
um em seus cadernos, claro que apdés a maioria realizar o exemplo, mostramos
no quadro como se fazia.

Por fim, entregamos a lista de exercicios de tarefa, e como faltava menos
de dez minutos para o encerramento da aula, alguns alunos nem comecaram a
fazer os exercicios, apenas guardaram e esperaram o horario. No geral foi uma
aula bastante produtiva, mas poderiamos ter acelerado mais nas explicacdes

para termos mais tempo de resolver alguns exercicios em sala.

3.3 AULA 03 (14/09) — PLANO DE AULA E RELATORIO
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Plano de Aula

Publico-Alvo:

Alunos do segundo e terceiro ano do Ensino Médio, e alunos do primeiro ano de
Licenciatura em Matematica da Unioeste.

Tempo de execugéo: 1 encontro de 4 horas.

Conteudo: Matrizes e Determinantes

Objetivo Geral: Apresentar o conceito de Matriz através da metodologia
resolucado de problemas. Relembrar com exemplos e exercicios o calculo de
determinantes.

Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com o contetido de Matrizes e Determinante, objetiva-se que o
aluno seja capaz de:

e Compreender as propriedades e operacfes basicas envolvendo matrizes, tais
como soma, subtracdo e multiplicacao;

e Aplicar métodos para calcular determinantes de matrizes, explorando
propriedades e teoremas associados;

e Analisar e interpretar aplicacdes praticas de matrizes e determinantes em

diversas areas, destacando a relevancia desses conceitos no contexto real.

Recursos Didaticos: Quadro, giz, computador, projetor de slides material de

consulta para os alunos e listas de exercicios.

Encaminhamento metodologico:

Correcgdo dos exercicios da aula anterior (20 min)

Iniciaremos a aula pedindo aos alunos se querem escolher algum exercicio da
aula passada para corrigir no quadro. Caso ninguém se manifeste, iremos

escolher alguns.

Atividade de resolucéo de problemas (matrizes e bombons) (80 min)
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Como esse encontro utilizara uma metodologia de resolucdo de problemas,
iniciaremos a aula com um problema adaptado de Ghisi, Delabona e Heydt
(2022), o problema estara impresso e sera entregue para os alunos

Dona lona vende caixas de bombons. Os tipos de bombons séo: ao leite, meio
amargo e diet. Com esses trés tipos ela monta quatro caixas diferentes. A tabela

abaixo possui para cada tipo de bombom uma coluna e para cada caixa uma

linha:
Tabela 12 - Doces da Dona lona
Ao Leite Meio Amargo Diet
Caixa 1l 15 20 5
Caixa 2 20 15 5
Caixa 3 5 5 30
Caixa 4 24 24 2

Fonte: Os autores. 2024
Cada tipo de bombom tem um preco e quantidade de calorias diferentes. Essa

outra tabela a seguir possui uma coluna para o preco de cada bombom e uma

coluna para a quantidade de calorias e uma linha para cada tipo de bombom.
Tabela 13 - Tipos de Doces

Preco por und. Kcal por und.
Ao Leite R$1,00 85
Meio Amargo R$1,50 80
Diet R$2,00 70

Fonte: Os autores. 2024
Qual o preco e quantidade de calorias em cada caixa?

Para guiar a resolucdo de problemas dos alunos serdo separadas algumas
perguntas.
a) O gue se pede no problema?
R: O preco e a quantidade de calorias que cada caixa possui.
b) Quais os dados?
R: A quantidade de cada tipo de bombom em cada caixa, o preco e quantidade
de calorias de cada um deles.
c) Vamos pensar, quanto custa a quantidade de bombons do tipo “Ao
leite” na Caixa 1? E do tipo “Meio amargo” e do tipo “Diet” ainda na

Caixa 1? E quantas calorias possuem?
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R: Para obter o preco dos bombons tipo “Ao Leite” na Caixa 1, devemos observar
que deste bombom possuem 15 e custam R$ 1,00 cada, logo o preco sera R$
15,00 e a quantidade de calorias é 1275 Kcal. Do tipo “Meio Amargo”, sao 20
bombons e custam R$ 1,50 cada, logo, o preco sera R$ 30,00 e a quantidade de
calorias € 1600 Kcal. Do tipo “Diet’, sdo 5 bombons e custam R$ 2,00, logo, o

preco sera R$ 10,00 e a quantidade de calorias é 350 Kcal.

d) Entdo quanto custa a Caixa 1 e quantas calorias no total?
R: Podemos somar os valores obtidos acima, assim, a Caixa 1 custa 15,00 +
30,00+ 10,00 =55,00. E possui 1700 + 1200 + 350 = 3225 calorias

e) Em uma promocao dona lona decidiu preparar um acréscimo para

cada caixa, como podemos ver na tabela abaixo:

Tabela 14 - Explorando o problema 1

Ao Leite Meio Amargo Diet
Caixal 5 8 2
Caixa 2 8 5 2
Caixa 3 2 2 11
Caixa 4 8 8 4

Fonte: Os autores. 2024

Com base nesse acréscimo, como seria a tabela promocional com as
guantidades totais?
R: Para obtermos essa nova tabela devemos somar cada elemento, entdo temos

uma tabela da seguinte forma:

Tabela 15 - Explorando o problema 2

Ao Leite Meio Amargo Diet
Caixa 1l 20 28 7
Caixa 2 28 20 7
Caixa 3 7 7 41
Caixa 4 32 32 6

Fonte: Os autores. 2024
f) Voltando a pergunta inicial, qual o preco e quantidade de calorias

em cada caixa?
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R: Caixa 1: Custa R$ 55,00 e possui 3225 Kcal. Caixa 2: Custa R$ 55,00 e possui
3225 Kcal. Caixa 3: Custa R$ 72,50 e possui 2925 Kcal. Caixa 4: Custa R$ 64,00
e possui 4100 Kcal.

g) Descreva o processo realizado.
R: Para cada tipo de bombom em cada caixa multiplicamos a quantidade pelo
seu respectivo valor. Apés fazer isso com cada tipo de bombom, somamos os
valores e obtemos o preco da caixa. Para as calorias fazemos o mesmo, para
cada tipo de bombom em cada caixa multiplicamos a quantidade pela quantidade

de calorias.

h) Podemos organizar os dados em uma matriz? Determine a matriz
com os dados obtidos.
R: Sim

Preco kcal
Caixa 1 /55,50 3300
Caixa 2 195,00 3225
Caixa3d | 72,50 2925
Caixa 4 \64,00 4100

i) O que dizer sobre o numero de linhas e colunas de cada matriz?
Conseguem observar alguma relagéo?
R: A matriz possui 0 mesmo numero de linhas da matriz e 0 mesmo numero

de colunas da matriz.

Matrizes

Definicao

Matriz € uma tabela de nimeros formada por linhas e colunas. Dizemos

gue essa matriz tem ordem (lée-se  por ),sendo =1le = 1.




70

Modelo de uma matriz geral.

11 12 13
=[] 21 22 23 .- 2 ]
1 2 3 -
Cada elemento de uma matriz € indicado por , em que ¢ a linha que o

elemento ocupa e € a coluna.

Tipos de matrizes

Matriz linha

E a matriz que possui uma Unica linha, ou seja, tem ordem 1
Exemplo: =1[1 2 3]; 3

Lé-se: matriz linha de ordem um por trés.

Matriz coluna - E a matriz que possui uma Unica coluna, ou seja, tem ordem
1

2
Exemplo: = [-4]
S 31

Lé-se: matriz coluna de ordem trés por um.

Matriz nula - E a matriz que possui todos os elementos iguais a zero.

Exemplo: =1[0 0]

Lé-se: matriz nula de ordem trés por dois.

Matriz quadrada — E a matriz que possui o nimero de linhas igual ao nimero

de colunas. Nesse caso, dizemos que a matriz € quadrada de ordem
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Exemplo:
3 5 A . .
a) =] 7 2] Lé-se: matriz quadrada de ordem dois.
- 2 2
-1 5 6
b) =[7 8 0] Lé-se: matriz quadrada de ordem trés.
1 3 43 3

Em uma matriz quadrada, definimos a diagonal principal e a diagonal secundaria.
A principal é formada pelos elementos tais que = . Na secundaria, temos

+ = + 1

Figura 14 - Diagonais de uma matriz quadrada

dg) Ny Ay 0 Ay

A=|ay ay Am

‘lr.l. alﬂ alﬂ- -‘-]!m
A f' diagonal principal j=|

diagonal secundéria j+j=n+ 1

Fonte: S6 Matematica

Matriz identidade — Chama-se matriz identidade a uma matriz quadrada em que

cada elemento da diagonal principal tem o valor 1 e os demais tém valor zero.

Notacdo: ( representa a ordem da matriz identidade)

Exemplos:
_1 0 . .
a) o, = [0 1] Matriz identidade de segunda ordem.
1 00
b) 3=[0 1 0] Matrizidentidade de terceira ordem.
0 01
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Matriz transposta — Dada uma matriz  de ordem , Chama-se matriz
transposta de , indicada por , a matriz cuja ordem é , sendo as suas

linhas ordenadamente iguais as colunas da matriz

Exemplos:
_ 1 2 ~ -1 5
a) Se = [5 _7],entao = [2 _7]
1 -4
b)se =[X 3 Mentto =[3 5]
-4 5 6 7 6

Igualdade de Matrizes — Duas matrizes, e , de mesma ordem serdao iguais

( = ) se, e somente se, 0s seus elementos de mesma posicao forem iguais,
ou seja:
=[ ] e =1 1] Sendo = temos: = e =
Exemplos:
_{06 5 1
) =% g o, ,
25 3
LR RPSS
2 2 3

Operacdes com matrizes
Adicao de matrizes

A soma de duas matrizes e de mesma ordem é a matriz, também de mesma

ordem, obtida com a adi¢cdo dos elementos de mesma posi¢cédo das matrizes e

1 2 5 7

Exemplo: Dadas as matrizes: = [3 _4] e = [8 4], a soma sera:
:[1+5 2+7]=[6 9]
3+8 -4+ 4 110
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Subtracéao de matrizes

A diferenga entre duas matrizes , de mesma ordem, é a matriz obtida pela
adicdo da matriz com aopostadamatriz ouseja: - = + (- )
: - _ 8 71 _6 5 1 .
Exemplo: Dadas as matrizes, = [2 4 3] e = [3 5 _1], a diferenca
.. _ _$8 71 65 1,_.2 2 0
sera. B E R Ll BRI

Multiplicacdo de um numero real por uma matriz

O produto de um numero real por uma matriz  é obtido pela multiplicacdo de

cada elemento da matriz  por esse numero real

Exemplo: Para efetuar a multiplicacio do ndmero 5 pela matriz =

1 3 7
[2 5 -1],fazemos:
-3 4 5
1 3 7 5 1535
5 =512 5 -1]=[10 25 -5]
-3 4 5 -1520 25

Multiplicacdo de matrizes

A multiplicacdo entre matrizes exige uma técnica mais elaborada que as

operacdes ja vistas.

-3 5

Exemplo: Dadas as matrizes: = [, 2]2 ,

, 0 produto

[ll 1
21 222 2

sera a matriz =

Fazemos a distributiva entre as matrizes, onde a primeira linha (1,2) da matriz
multiplica a primeira e a segunda coluna da matriz (-34) e (52
respectivamente. Da mesma forma, a segunda linha (3,4) da matriz , multiplica

a primeira e a segunda coluna da matriz (-3,4) e (5,2). Desta forma obtemos:
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_[(1 (=3m+@2 4 @1 H+(2 2)]_[_3+8 5+4,
L3 (-3)+(4 4 (3 5 +(4 2 '-9+16 1538
_5 9
7 23,

Intervalo (20 min)

Definicdo e calculo de determinante (Regra de Sarrus) (30 min)

Determinante
Determinante de uma matriz quadrada é um numero real a ela associado.

Cada matriz tem um Unico determinante.

Determinante de uma matriz de 1° ordem.
Sejaumamatriz = [ ; {, seudeterminante é o valor do seu Unico elemento ; ;
Exemplo: det = [V3]=V3

1

_ ol _
det = [2] =3
Determinante de uma matriz de 2° ordem.

Seja uma matriz = | ; 1 ;j seu determinante € o numero real obtido pela

expressdo: = ( 11X 22~ (1% 29

Exemplo: d e t= [i ‘53] = (2x5)-(-3x1) =10 (-3)=13

Determinante de uma matriz de 3° ordem. (Regra de Sarrus)
Para obter o determinante de uma matriz quadrada 3x3, utilizamos a regra de
Sarrus.

Passo 1: repetimos a 1° e 2° coluna a direita da matriz,

Figura 15 - Determinante de uma matriz 3x3
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Repetir as duas
primeiras colunas

T e
; 4 /\
e

/7
11 Q12 Q43 ’ a1 Q2 N\ Q13| Q11 Qg2
Az1 Gy Q3| WPl Az; Az Q33| Az Ay
\ 7
33 043z Qszs W31 O3z, 331031 G32

-
~ -

Fonte: todamateria.com.br. Acesso em 14 set. 2024

Passo 2: seguimos os tracos em diagonal para a direita, multiplicamos os termos,

soma-se as diagonais para a direita.

Passo 3: seguimos os tracos em diagonal para a esquerda, multiplicamos os

termos, troca o sinal (soma das diagonais para a esquerda)

Figura 16 - Multiplicagdo das diagonais

.
Y o?

di‘}. a12~ 9913 @‘11 (112

az1 ,5132-’-;3: i, a*z‘i 22

. .,

. aaIL ass aag| asa. '&32
0= 0 QL o+ 0 0
det=(112233% 122331% 132132

- (132231% 122133t 112332

Fonte: todamateria.com.br. Acesso em 14 set. 2024

Teorema de Laplace e propriedades (30 min)

Definigéo:

O Teorema de Laplace é um método para calcular o valor do determinante de
matrizes quadradas. Quando resolvemos sistemas lineares, muitas vezes
acabamos lidando com matrizes, ou seja, conjuntos de dados representados

em forma de matriz.
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Esse teorema ajuda a encontrar o determinante dessas matrizes. Ele € um
método eficaz para calcular o determinante de qualquer matriz quadrada. Para
usa-lo, é preciso aprender a calcular o menor complementar e o cofator de um

elemento da matriz.

Calculando o Menor complementar

Para qualquer matriz quadrada, o menor complementar de um elemento é o
determinante da matriz que se obtém ao remover a linha e a coluna onde o
elemento esta localizado. Normalmente, 0 menor complementar de um elemento

€ representado como

Exemplo:

Analise a matriz de ordem trés a seguir:
Figura 17 - Matriz 3x3
1 2 3
4 5 6
7 80
Fonte: Os autores 2024

a) Calcule o menor complementar 5 5

Para calcular , ; vamos eliminar a segunda linha e a segunda coluna da matriz:

Figura 18 - Método para resolver matriz

1 3
7 0
Fonte: Os autores 2024

Note que, ao removermos a linha 2 e a coluna 2, com os termos restantes, é
possivel fazermos uma nova matriz, e entao calcularemos o determinante dessa

nova matriz.

Figura 19 - Matriz 2x2
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1 3
7 0!

Fonte: Os autores 2024
2= 1:-0-3:-7=0-21=-21
b) Calcule o menor complementar D31.

Para calcular , 5 vamos eliminar a terceira linha e a primeira coluna da matriz:

Figura 20 - Matriz - Menor Complementar

2 3
5 6

Fonte: Os autores 2024

Agora calcularemos o determinante da matriz formada pelos termos restantes:

Figura 21 - Determinante de Matriz 2x2

Fonte: Os autores 2024

31= 2-6-3-5=1215= -3

Calculando o Cofator

O cofator € um numero associado a cada elemento da matriz. Ele é calculado

usando a seguinte formula:

=(-1"
Exemplo:
Dada a matriz a seguir:
2 -1 -4
[4 -3 6]
7 2 1

Calcule ;5

Utilizando a formula, temos que:
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1= (D2 4,
17(-1)° 1,
12=(-1) 1>

Agora calcularemos ; ,. Para isso, € necessario eliminar a primeira linha e a

segunda coluna:

Figura 22 - Resolvendo Matriz 3x3

Fonte: Os autores 2024
Com os termos restantes, calcularemos o determinante:
Figura 23 - Resultado de Determinante
C l=41-6-7=4—-42--38
Fonte: Os autores 2024

Sendo assim:

12= -38
12= = (-3 8
12= +38

Aplicando o Teorema de Laplace de modo algébrico, dada uma linha k, sabendo
gue A possui n linhas e n colunas, temos que:

()= 1 1+ 2 2+ ...+

Do mesmo modo que é possivel encontrar esse determinante em uma coluna,
seja c a coluna, entdo temos que:

()= 11+ 2 2 + ...+

Exemplo:
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Calcule, por meio teorema de Laplace, o determinante da matriz:

Figura 24 - Matriz por Laplace

1 3 5
A=| 2 4 6
4 1 1

Fonte: Os autores 2024

Primeiro vamos escolher uma linha ou uma coluna da matriz, 0 mais conveniente
€ escolher aquela fila que possui a maior quantidade de 0 (a fim de
simplificarmos a conta), porém ndo ha nenhum 0 na nossa matriz. Sendo assim,
podemos escolher a linha ou a coluna que acharmos mais conveniente.

Escolhendo a linha 1, temos que:
()= 1111+ 1212+ 1313

Dessa forma, temos que:

Figura 25 - Resultado de Matriz por Laplace

4 6| 2 6| 2 4
141 | +3I{_-|}'I+E: 1+3 | |

det(A) =1-(=1)"" = | —4 1|

det(A) =1-(—=1)2 - (—10) +3(—=1)* - 22 +5-(—1)* + 18
det(A)=1-1-(-10)+3-(—1)-22+5-1- 18

det(A) = —10 — 66 + 90

det(A) = 14

Fonte: Os autores 2024

Exercicios (20 min)

Nesse momento sera entregue a lista de exercicios do apéndice 2.
Apéndice 1 (material do aluno)
Apéndice 2 (Exercicios Propostos)

Exercicios:

1) Construaamatriz =[ ], ,,talque:



=1, =
=0, #
2) Construaamatriz =] ]z 3,talque:
=(+ )2
3) (MACK-SP) Sejam as matrizes = ( )4 3, = e =
( )z a = .Se = - ,entdo ,,vale:
a) 3
b) 14
c) 39
d) 84
e) 25

4) (UNICAMP) Sendo a um nuamero real, considere a matriz = [(1)

entdo 2°1é&igual a:

a) Ig 3

b) [p_,]

o [; 3

1

d

)i ]
2 3 -7 -8 9

5) Dadas as matrizes =[-4 5 6], =[12 6 5]e =
6 8 8 7 4

2 3 -4

[6 7 1],determineamatriz = + -

2 8 7

6) (UFSCar-SP) Seja = () uma matriz quadrada de ordem 3 tal que

= {2 ” ” inteiro positivo. Em tais condicdes, é correto
afirmar que, necessariamente, det A € multiplo de:
a) 2
b) 5
c) 3
d) 7

e) 11

80



7) (FUVEST-SP) Calcule os determinantes:

le
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1 0 1 0 0 3
_ 1 -1 4
= [0 1] lo 0 o 3l
0 -11 01 1 4
v2 -1
8) (UFCE) Dadaamatriz =[y2 1 -1],calcule o determinante de 2.
0 V2 V2
1 ~1 2 3
9) (UFPR) Dadas as matrizes 2] =
1 2 11
sendo =5 Ot ( . ),encontre o valor de N.
0 1
10) (FGV-SP) Sejaa matriz = 0], qual é a solucao da
equacao = 0:

Resolucao dos exercicios:

12

a) Nao tem solucao

by =7Y¥3
c) =+=1
d =1
e) =-1

11 = ,1=1, 1=

* ,1¢2, 12:0

N [
N w
TR
~~ ~
N B
+ 4+
N W
p— o ——
N N
non
NN
N N
non

w
=
1
—~
w
+
[EE
N
N
1
i
N
1

w
w
]
—~
w
+
w
~
N
1
(o]
N
11

1

16
16

16

36

202=1

12= (1+2)2=3"=9

21= (2+1)?=3°=9
23= (2+3)2=52=25

32=(3+2)2:52:25
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4 9 16
[9 1625
162536
%411 é 1 2 3 4
3. Solucéo: :[3 9 2JI,,B:[l 4 9 1¢
7 1664 18 2764

11+11+11 12+ 14+ 18 13+19+12 7 14+ 1.

[ 21+ 41+ 81 22+ 44+ 88 23+49+827 24+ 4.
31+91+2 17 32+94+2 8 33+99+2 27 34+91

6+ 2
41+16+64 42+161+6 48 43+1 ®P®+6L 7 44+ 1 6+ 6 4

16+
1 6+

20=22+44+88=4+1 6+t 6 4 8 4logo corresponde a letra d) 84

4. Solugéo. Para 2= [é 2

poténcia par, temos a matriz identidade e para poténcia impar, temos a

], Par%= 2xA= [(1) _4], observa que a

matriz A. logo a resposta para 2°1Z A, Letra correspondente b)
1-7-2 2-8-3 3+9+4 -8 -9 16

5. Solugdo =[-4+126 5+6-7 6+5-1]=[2 4 10
4+8-2 6+7-8 8+4-7 10 5 5
2 2
6. Solucao: =[2 2], =(.. +2.2.2 +2 .2 .2)-
2 2
(2..2 +2.2. + .2.2)
:(3+8 3+8 3)_(4 3+ 4 3+43)
det=173-123=53
Observa-se que 0 € multiplo de 5. Logo a letra c)
7. =(111+ .10+00.(-1))-(0210+ .01+ 11.(-1)

=(1+0+0)-(0+0-1)=1+1=2

Para o detB, usaremos o Teorema de Laplace, escolhemos a 3° linha
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0. 31+ 0. 32+ 0. 3373. 34

1 0 O
=-3[ 1 -1=(-3)(1+1)=(-3).2= -6
01 1
2-v2 -1 1+2V2
8. Solugdo: 2=[2+v2 1-2v2 -1 |

2 2+V2 2-+2

22 (22162+2+22162)-(-142-2)=46-(-183=64

-2-2 4-1 6-1 -4 3 5
9. Solugdo: x =[2+4 -4+2 -6+2]=[6 -2 -4]
0+2 0+1 0+1 2 1 1

de(t. )=(8-2430-(-20+1816=14140

=50-0=50
10. Solucéo: =(3%3+1)-(0+0+0)= 3+1
=0, 3+1=0

3=-1

=-1

Portanto, a letra (e).

Avaliacdo: A avaliacdo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de

participacdo dos alunos no jogo e durante a realizagdo da lista de exercicios.

Relatério da aula ministrada no dia 14/09

No dia 14 de setembro de 2024, realizamos o terceiro encontro do
PROMAT. A manha estava chuvosa, e, por isso, esperdvamos um numero

reduzido de alunos. Doze alunos compareceram, sendo organizados em trés
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grupos de quatro pessoas. Um dos alunos trouxe uma garrafa térmica de café e
ofereceu a turma e aos professores estagiarios, o que gerou uma interagado entre
todos e promoveu uma pequena aproximacao entre a turma.

Comecamos a aula com a correcdo dos exercicios da aula anterior, que
foram resolvidos no quadro. Nesse momento, apesar de sempre perguntarmos
se havia duvidas, os alunos ndo levantaram questionamentos, e houve pouca
interacdo. Em seguida, entregamos a folha com o problema “Os bombons de
dona lon@”. Os alunos leram e comegaram a resolver o problema, inicialmente
encontrando o valor de cada caixa e a quantidade de calorias sem dificuldades.
No entanto, a pergunta seguinte, que exigia a montagem de uma nova tabela,
causou mais duvidas, principalmente em relacdo a adicdo de bombons nas
caixas. ApOs nossa orientacao, eles entenderam o conceito.

De forma inesperada, os alunos comecaram a buscar o novo valor dos
bombons utilizando a quantidade de bombons representada na caixa e dividindo
pela nova quantidade, o que exigiu uma correcdo posterior no quadro.
Explicamos a relacdo do problema com matrizes, embora tenhamos notado que
os alunos focaram mais na resolucdo do problema do que nos conceitos de
matrizes em si.

Posteriormente, entregamos uma folha com definicdes e calculos de
matrizes. Uma aluna comentou que gostava desse conteudo e havia estudado
recentemente. Revisamos alguns conceitos até o intervalo. Apdés o intervalo, 0os
alunos mantiveram a atencdo, e novamente ndo surgiram duavidas. Usamos
slides para introduzir o conceito de determinantes, exemplificando no quadro. A
cada exemplo, perguntdvamos se havia duvidas, mas os alunos permaneceram
em siléncio. Em um dos exemplos, pedimos um voluntario para ir ao quadro, e a
aluna que mencionou gostar do conteudo se ofereceu. Ela resolveu
corretamente, com excecao da falta de parénteses no calculo do determinante.
Comentamos sobre isso, e a turma, incentivada pelo professor estagiario que
estava conduzindo as atividades no momento, aplaudiu a colega pela
participagéo.

Em seguida, apresentamos o teorema de Laplace, comecando com a
explicagdo de menor complementar e um exemplo préatico. Perguntamos
novamente se havia duvidas, mas ndo houve retorno dos alunos. Pedimos entéo

gue calculassem outro menor complementar. Auxiliamos os grupos, e, apesar de
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algumas dificuldades, os alunos entenderam o processo. Apresentamos o
conceito de cofator com a férmula correspondente. Uma aluna pediu para que a
férmula fosse escrita no quadro, pois teve dificuldade em visualiza-la nos slides,
devido aos indices e expoentes.

Os alunos entédo calcularam o cofator de uma matriz, mas apresentaram
confus@es relacionadas aos indices e expoentes, 0 que corrigimos em sala. Apos
iIsso, ensinamos como calcular o determinante da matriz pelo teorema de
Laplace, e os alunos aplicaram o método. Alguns erraram algumas operacoes,
mas utilizaram corretamente 0 processo, enquanto outros resolveram sem
dificuldades. Quando terminavam, pediam para conferirmos o resultado. Com o
tempo restante, pedimos que calculassem o determinante da mesma matriz pela
segunda linha, e, para muitos, esse novo célculo foi feito de forma mais rapida.

Ao final da aula, entregamos uma lista de exercicios para casa.
Perguntamos aos alunos qual método preferiam para calcular o determinante, e
a turma ficou dividida. Alguns preferiram o método de Laplace, afirmando ser
muito pratico, enquanto outros acharam o método de Sarrus mais direto e
consideraram o método de Laplace mais trabalhoso.

ApoOs os alunos sairem, tivemos uma breve conversa entre os estagiarios
sobre o desenvolvimento da aula. Embora algumas partes ndo tenham saido

como esperado, ficamos satisfeitos com o resultado geral da equipe.

3.4 AULA 04 (21/09) — PLANO DE AULA E RELATORIO

Plano de Aula
Publico-Alvo:
Alunos inscritos no projeto PROMAT.
Tempo de execugdo: 1 encontro de 4 horas.
Conteudo: Sistemas de equac0Oes Lineares.
Objetivo Geral: Compreender os conceitos fundamentais de sistemas lineares
e desenvolver as habilidades para a sua resolucao.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com o conteudo de sistemas lineares, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:

e Relembrar as caracteristicas de um sistema linear identificando os termos.
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e Aplicar os métodos de solucao dos sistemas como substituicdo, comparacao,
adicao, escalonamento.

e Estimular a agilidade das resolucfes de sistemas através da competitividade.
Recursos Didaticos: Quadro, giz, computador, projetor de slides, Bolinhas de
plastico, cesta adaptada, materiais impressos.

Encaminhamento metodologico:

Correcdo dos exercicios da aula anterior (20 min).

Iniciaremos a aula corrigindo os exercicios no quadro, dando preferéncia aos
gue os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste sera
seguida a ordem da lista, caso o tempo ndo seja suficiente para correcao sera
encaminhado um arquivo com a correcdo dos exercicios para os alunos
posteriormente.

Introducéo aos sistemas lineares - problema dos bichos (15min)
Comecaremos a aula com um desafio, projetaremos com slides a seguinte

imagem:

Figura 26 - Problema dos bichos

Fonte: Os autores 2024



87

Qual o peso total dos animais e o peso de cada animal?
Resolucéao:

Com base na figura temos o seguinte sistema:

+ =75
{+ =53
+ =28

Uma forma de resolvé-lo € somando as trés equacdes:
(+)+(+ )+( + )=755328
2 +2 +2 =15,6
2(+ + )=15,6
_156
>
+ + =78

+ 4+

Entdo sabemos que os trés animais juntos pesam 78 kg, porém agora
precisamos descobrir quanto pesa cada animal, para isso podemos subtrair uma
das trés equacgdes do sistema da equacgao que revela o total:
(+ +)-(+)=7875
+ + - - =3,
= 3.

Agora sabemos que a galinha pesa 3 kg, entdo substituindo esse peso em uma
das outras féormulas, conseguimos descobrir o peso do animal que esta na
balanca com a galinha:

+ =53

+3=53
53 3,
=50

Entdo sabemos que o porco pesa 50 kg, agora podemos descobrir o peso da

ovelha:
+ =75
+5075
=7550
=25
Entdo agora sabemos que a galinha pesa 3kg, o porco pesa 50kg e a ovelha

pesa 25kg.
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Definicdes com exemplos (30min)

Equacdes lineares

Definicdo: Uma equacao linear é toda equacao da forma

11t 22+t ..F =
Onde 4, ,,...., saonumeros reais, chamados de coeficientes da equacéo,
enquanto 1, ,,..., Sao as incognitas da equacao. Ainda, € chamado de

termo independente da equacéo, e quando = 0 a equacéo linear denomina-

se homogénea.

Exemplos: Sdo exemplos de equacgdes lineares:
a) 2 +3 =4

Coeficientes: 2 e 3

Incégnitas: e

Termo independente: 4
b) - + =0

Coeficientes: 1, -1 e 1

Incognitas: , e

Termo independente: 0

Obs. Note que numa equacao linear, os expoentes de todas as incognitas sdo

sempre iguais a 1. Dessa forma, ndo representam equacdes lineares:

22 _ =g 24 24 2-1

Uma equacéao linear ndo apresenta termo misto (aquele que contém o produto

de duas ou mais incognitas). Dessa forma, ndo representam equacodes lineares:
+ + =0 2+  =-4

Solucéo de uma equacéo linear:

Se tivermos a equacdo - 2 = 5 temos que (7,1) sdo uma solucao pois, ao

fazermos =7 e = l1lobtemos:7 - 2 1=7 - 2= 5e0mesmo ocorre para

(-3,-4),pois -3 -2 (-4)=-3+8=5

Sistemas de equacgdes lineares
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Sao conjuntos de equacles lineares que possuem as mesmas variaveis.
Assim, um sistema de equacoes lineares tem forma:
111t 122t...t 1 = g
{ 221F 222t...t 2 = >
11t 2 2F... =
Onde cada sdao um coeficiente, 1, 5,...., sdo as incognitas e
1, 2,-.., S&0 os termos independentes das equacoes.
Exemplos de sistemas
2) {5 + =70
4 -2 =0

A resolucdo destes sistemas, sera feita por estimativa, sem utilizar os
métodos de resolucdo: Resposta (1 ® 0, =1 Q = 2 0sdo a solucdo para

0 sistema.
b)

Resposta: (2,6), = 2, = 6 sdo a solugdo para o sistema

Sistemas homogéneos

Dizemos que um sistema linear € homogéneo se o termo (ou coeficiente)

independente de cada uma de suas equacdes é igual a zero.

Sao exemplos de sistemas homogéneos

4 +3 =0
9 {342 =0
2

+2 + =0
b 3 + - =0
S
2
+ - +3=0
Pergunta: O sistema{2 - + - 1= 0¢é homogéneo?
- +2=0
+ - =-3
Resposta: Nao, pois{2 - + =
— = _2

Obs. Note que, de modo geral, um sistema homogéneo com incognitas
sempre admite o(s) 0 como solucéo, esta solugcdo é chamada solucéo nula,

trivial ou imprépria.
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Métodos para a solugcdo de um sistema (30 min)
Para resolver um sistema com duas equacdes e duas variaveis, podemos usar

diferentes métodos. Os métodos usados sao:

o método da comparacéo
o método da adicdo
o método da substituicdo

Método da comparacao
O método da comparacdo consiste em isolarmos uma incégnita nas duas

equacoOes e igualar esses valores.

Exemplos:
y 2 2 _ 16
2) {34 +_4 : E23 5
Sistema 1:
2 +2 =6
- =1
Isolando x nas duas equacdes:
= 3 -
= +1
Igualando as duas novas equacoes:
3- = +1
-2 =1-3
-2 = -2
=1
Substituindo = 1 na primeira equagao:
2 +2=06
2 =6-2
2 =4
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Solucéo do sistema 1.:
x=2,y=1
Sistema 2:

Isolando x nas duas equacdes:
= (25- 4)/3
= (8+ )4
Igualando as duas novas equacoes:
(254)/3=(8+ )4
4254 ) =38+ )
10016 =24+3
-16-3 =24100

-19=-76
= 4
Substituindo = 4 na segunda equacéao:
4 -4 =28
4 =12
=3
Solucéo do sistema 2:
=3 =4

Método da adicdo

No método da adicdo, somamos ou subtraimos equacdes para eliminar uma
variavel. Para isso, podemos multiplicar as equacdes por numeros para que 0S
coeficientes das variaveis sejam opostos. Depois de eliminar uma variavel,
resolvemos a equacgéao resultante e usamos o valor encontrado para achar a

outra variavel.

Exemplos:
2 + =5
AE .
3 +4 =25
U4 - =8



Sistema 1:

2 + =5
- =1
Somando as equacdes:
2 + )+ ( - )=5+1
3 =6
=2
Substituindo = 2 na primeira equagao:
2(2)+ =5
4+ =5
=1
Solucéo do sistema 1.:
=2 =1
Sistema 2:
3 +4 =25
4 - =28

Multiplicando a segunda equacao por 4:
44 - )=4 8
16 -4 =32
Somando as equacdes:
(3 +4)+(16-4)=25+32

19=57
=3
Substituindo = 3 na segunda equacao:
43)- =8
12- =38
- =8-12
- = -4
=4
Solugéo do sistema 2:
=3 =4

Método da substituicao
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O método da substituicdo consiste em isolar uma das incognitas em uma das

equacodes e realizar a substituicdo na outra equagao.

Exemplos:
+ =12 +7 =4
{3— =20 {2—3=25
Sistema 1:
+ =
3 - =20
isolando x na primeira equacao:
= 12-
Substituindo = 1 2- na segunda equacéao:
3(12- )- =20
363 - =20
-4 =20-36
_t6_ ,
-4
Substituindo = 4 na primeira equagao:
+4=12
=124=28
Solucéo do sistema 1:
=8, =4
Sistema 2:
+ 7 =4
2 -3 =25
isolando x na primeira equacao:
=4-7
Substituindo = 4 - 7 na segunda equagéo:

24-7)-3 =25
8-14-3 =25
-17 =25-18
iy
-17
Substituindo y = 1 na primeira equacao:

+7=4
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Solucéo do sistema 2:

= -3, = lintervalo (20min)

Sistemas escalonados
Um sistema linear de equacgdes esta na forma escalonada quando:
. As incognitas das equacdes sao escritas ha mesma ordem;
. O 1.° elemento diferente de zero de uma equacéo, esta a esquerda
do 1.° elemento diferente de zero da linha seguinte;
. Uma linha com todos os elementos nulos, deve estar abaixo de

todas as outras.

Exemplos:

Escalonamento de um sistema

Podemos escalonar um sistema de equacfes para resolvé-lo. Para isso,
organizamos as equac0des de forma que as incégnitas estejam na mesma ordem,
ajustamos os numeros para que cada linha tenha o primeiro nimero diferente de
zero mais a esquerda que o da linha abaixo e colocamos as linhas com zeros na

parte inferior. Isso facilita encontrar as solucdes.

Exemplos:
+2 =7
aly - =4
+ + =3
b. 2){2 + -3 =-2
3 +2 - =2
3+ - =
c. {2 -2+ =-3
+ + =

Atividade com sistemas — arremesso a cesta (60min)

1. Independentemente da quantidade de alunos que vierem,

separaremos eles em trés grupos.



2. Cada grupo tera um fiscal que sera um dos estagiarios.
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3. Cada fiscal ter& em maos um saquinho com operagdes sobre

sistemas lineares que sera escolhida ao acaso por cada integrante do

grupo para resolucéo.

4. O aluno resolve a operacao, e se a solucéo estiver correta (sera

conferida pelo fiscal) ganha o direito de arremessar duas bolinhas na

cesta.

5. Caso o aluno nao acerte a bolinha na cesta devera retornar a seu

grupo e resolver mais uma operacao sobre sistema, pois para cada

acerto, gera uma chance de arremesso, e cada arremesso convertido

gera um ponto para o grupo.

6. Um fiscal (estagiario) devera controlar e verificar os arremessos,

validando ou ndo a pontuacéo.

7. Vence 0 grupo que tiver a maior pontuacgao.
(tabela para imprimir e recortar)
- +3 =-16 3 -3 =-18 - =1 2 -4 =-10
{av3 =27 4 —12=-80 {+ =-1 T4 42 =30
3+ =2
+ =-14 -4 -4 =-12 + + =0 4 -4 =32
{5 +10 {4 4+3=-18 {2 -3 +5 =0 L
10+8 -4 =0
+2 =-12 -5 =6 + - =5 - =11
i3 -8 =-62 3 -3 =6 {3 - =8 t_2=15
=3
2 -4 =-4 3 +3 =-12 8 +4 +2 =0 -5=15
U va =34 {349 =-6 { - =0 g - =3
=0
-5 =-36 -2 =4 2 +3 - =4 -5 -5 =15
s 205 5 -5 =20 { + + =6 { 10
3 - +2=11 =3 *5 =5
4 + =-16 3 -5 =5 3 +2 + =23 5 +5 =-24
{4 +3 =-5 {—3 +5 =5 {2 +4 +2 =26 - +5 =-2
- - =0
4 -2 =38 3 +4 - =1 -2 =7 2 +3 =4
{45 =-9 {4 +5 +2 =12 {13+26=09 {4 +6 =-8
+2 +3 =8
- ¥ =4 -5 =-4 {2 +4 =2 {2 - =6
{2 - - =0 {342 =5 4 +8 =4 3 +2 =23
3 +3 +3 =9

Solugéo dos sistemas do jogo:
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-5 =3
=1, =7)
¢ d
=5, =5)
=-4, =-10
=-27 =390
=0, =0, =0)
¢ d
=220 -
=1, =-1)
=1, =-1, =3)
=7, =-4)
=10 =6)
= -5 =1)
=0, =0, =0)
15 _ 2
8’ 8
_ 16 -2
3’ 3
=4, =0
=2 =1, =3)
St
- 43 _ 1
8 '’ 2
¢ d
=5 =3, =2)
i1 _ 1
3’ 15
=1, =-2)
=55 =-e =3
- 50 _ z4:
13 26
=2, =0)
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30. (=1, =1)
3. ( =1, =0)
32. ( =5, =4

Lista de exercicios

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

Durante uma visita a padaria, Jodo comprou 2 pedacos de bolo de
cenoura e uma dose de café, pagando, ao todo, R$ 7,50. Sua irm&, Maria,
comprou 1 pedaco de bolo de cenoura e 2 doses de café, pagando um
total de R$ 6,00. Analisando essa situagdo, se uma pessoa comprar 1
pedaco de bolo de cenoura e 1 café, qual seria o valor pago?

Em um estacionamento, ha motos e carros, em um total de 25 veiculos.
Sabendo h&a 74 rodas nesse estacionamento, quantas motos e quantos
carros ha no estacionamento?

Um vendedor de camisetas e bonés em um evento esportivo vendeu 3
camisetas e 2 bonés, arrecadando um total de R$ 220,00. No dia seguinte,
ele vendeu 2 camisetas e 3 bonés, arrecadando R$ 190,00. Qual seria 0
preco de uma camiseta e o preco de um boné?

Matheus tem um total de R$ 115,00 em notas de R$ 5,00 e de R$ 20,00.
Considerando que ele possui um total de 11 cédulas. Quantas cédulas de
R$5,00 e R$20,00 ele tem?

Uma lapiseira, trés cadernos e uma caneta custam, juntos, 33 reais. Duas
lapiseiras, sete cadernos e duas canetas custam, juntos, 76 reais. Quanto
custa uma lapiseira, um caderno e uma caneta?

Um restaurante oferece trés op¢des de prato: carne, salada e pizza. No
primeiro dia, foram vendidos 40 pratos de carne, 30 pratos de salada e 10
pizzas, totalizando R$ 7000,00 em vendas. No segundo dia, foram
vendidos 20 pratos de carne, 40 pratos de salada e 30 pizzas, totalizando
R$ 6000,00 em vendas. No terceiro dia, foram vendidos 10 pratos de
carne, 20 pratos de salada e 40 pizzas, totalizando R$ 5000,00 em
vendas. Qual seria o0 pre¢o de cada prato?

(PUC-MINAS) Certo laboratério enviou 108 encomendas para as
farmécias A, B e C. Sabe-se que o numero de encomendas enviadas para

a farmacia B foi o dobro do total de encomendas enviadas para as duas
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outras farmacias. Além disso, para a farmacia C foram despachadas trés
encomendas a mais que a metade da quantidade despachada para a
farmécia A. Qual o nimero de encomendas enviadas para cada farmacia?

8) Uma loja vende automoveis em N parcelas iguais sem juros. No momento
de contratar o financiamento, caso o cliente queira aumentar o prazo,
acrescentando mais 5 parcelas, o valor de cada uma das parcelas diminui
R$ 200,00, ou se ele quiser diminuir o prazo, com 4 parcelas a menos, o
valor de cada uma das parcelas sobe R$ 232,00. Considere ainda que,
nas trés possibilidades de pagamento, o valor do automoével é o mesmo,
todas sao sem juros e nao € dado desconto em nenhuma das situacoes.
Nessas condi¢fes, qual é a quantidade N de parcelas a serem pagas de
acordo com a proposta inicial da loja?

9) (Enem 2022) Uma loja de roupas fixou uma meta de vendas de
R$77000,00 para um determinado més de 30 dias. O grafico mostra o
volume de vendas dessa loja, em real, nos dez primeiros dias do més e
entre o dia dez e o dia vinte desse més, nos seus dois Unicos setores
(infantil e adultos). Suponha que a variacao no volume de vendas, para o
periodo registrado, tenha se dado de forma linear, como mostrado no

grafico, e que essa tendéncia se mantenha a mesma para 0s proximos

Figura 27 - Exercicio 9
18 000
Adulto
15
B
fantil O
II L
o e )

Dias
Fonte: dudow.com.br. Acesso em 21 set. 2024

Ao final do trigésimo dia, quanto faltard no volume de vendas, em real,

para que a meta fixada para o més seja alcancada?

Avaliagdo: A avaliagdo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de

participacdo dos alunos no jogo e durante a realizagdo da lista de exercicios.

Apéndice 1 — Resolugdes dos exercicios
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1. Com os dados do problema, podemos construir um sistema linear em que

B é o preco do bolo e C o preco do café:

{2 + = 7,5_
+2 =6
Resolvendo o sistema pelo método da substituicdo temos:
2 + =175,
=75-2 .
Substituindo C na outra equacéo:
+2 =6,
+2(75-2 ) =6,
+ 154 =6,
-4 =6-15
-3 =-9,
_ 9
_3’

Agora substituindo B na primeira equacéao, temos:
=75-2 ,

=75-2(3),
=75-6,
=150
Portanto, agora sabemos que o bolo custa R$3,00 e o café R$1,50.
2. Com os dados do problema também podemos montar um sistema de

equacoes:
{ + =25
2 +4 =714
Resolvendo o sistema:
=25
2 +425 )=74%

;
2 +1004 =74
-2 =7410,0
-2 =-26

_-26

==

=13
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Agora substituindo:
=2512
=12
Entao temos 13 motos e 12 carros.

3. Uma forma de resolver é:
{3 + 2 2
2 +3 9’
2 =2283,
2203
—

220
190

1163
2’

Substituindo y:

3
2 +3(118) =190

9
2 +3397:19,0

9
2 —?:19933,0
479 140
2 - ]
-5 =-14D5
-5 =-28,0
_-280
= —
=56
Substituindo x:

356
—1197,
_119168
= >
=110684

=28

Entdo cada camiseta custa R$56,00 e cada boné R$28,00.

4. Podemos resolver da seguinte forma:

5+20=115
Uy =1
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=11
51+ )+20=115
555 +20=115
15=11555

15=60
60
15
= 4

=1t+4=7

Entao ele tem 4 cédulas de 20 reais e 7 cédulas de 5 reais

5. Com os dados disponiveis podemos montar o seguinte sistema:

+3 + =33
O +7 +2 =76

Analisando esse sistema vemos que temos mais incognitas do que
equacdes. Entdo isolar as incognitas ndo seja um caminho adequado,
portanto vamos somar as equacdes, mas antes, vamos multiplicar por -2
a primeira equacao:
-2( +3 + )=-2(3 3,
-2 -6 -2 =-66
Agora podemos somar as duas equacgdes:
(-2 -6 -2 =-6086+(2 +7 +2 =78,
-2 +2 -6 +7 -2 +2 =-66+76
=10
Agora podemos substituir y na primeira equacao:
+3 + =33
+3(10+ =33
+30 =33
+ =3310
+ =3
Agora sabemos que uma lapiseira e um caneta juntas custam R$3,00,
entdo podemos encontrar o valor da caneta, lapiseira e caderno juntos:
10-3=13

6. Com os dados do problema conseguimos montar 0 seguinte sistema:
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40€30810p7000
{20€40830p60Q0
10€206840p5000

Antes de resolver o sistema, podemos dividir os termos de todas as
equacdes por 10 para trabalharmos com numeros menores, resultando

no sistema;

4¢3%p=700
{2e¢4%3p=60,0
C+2%4p=500

Agora podemos partir para a resolugéo, para esse sistema vamos utilizar

0 escalonamento, mas antes vamos organizar as equac;c“)es:

C+2%4p=500
{(4¢3%p=700
2¢4%3p=600

Vamos fixar a primeira equacado e zerar a incognita ¢ nas outras duas,
para isso vamos multiplicar a primeira por 4 e subtrair a segunda, e depois
multiplicar a primeira por 2 e subtrair a terceira:
4 +2 +4)=4500-(4 +3 + =70)0
(4 +8 +16=20090(4 +3 + =70)0
4 -4 +8 -3 +16- =200-070,0
5+15=1300

Agora realizando o processo para a terceira equacao:

[2( +2 +4)=250)0-(2 +4 +3 =60)0
(2 +4 +8 =1006(2 +4 +3 =60)0
2 -2 +4 -4+8 -3 =100-060,0
5 =40,0
400
5
=80

Aproveitamos e ja isolamos p na equacado, agora temos um novo sistema:

+2 +4 =500
{5 +15=130,0
=80

Agora, como ja temos p isolado, podemos substituir nas demais
equacoes:

+2 +480=500
{5 +15%580=1300
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{ +2 +328650
5+1200130
{ +2 =50832
5=130020
{ +2 =1
5=10
Agora temos um sistema 2x2, com uma equagdo com apenas uma

0
0
0
0

incégnita, vamos entdo isolar e substituir:
5=10,0
100
5
=20
+2(20=18,0
+40=18,0
=18640
=14.0
Agora conseguimos saber o preco de cada prato, Carne R$140,00,
Salada R$20,00 e Pizza R$80,00.
. Analisando o enunciado do problema podemos formar o seguinte sistema:
+ + =108

(oA

= —+
> 3

Para esse sistema utilizaremos 0 método da substitui¢do, ja que ja temos
algumas incognitas isoladas, comegaremos substituindo C na segunda:
=2( + ),
=2( +=+3),
((+5+3

=2 +2 + 6
= > ,

=2 + +6,
=3 +6.
Agora podemos substituir C e B na primeira equagao:

+ + =10,8

+3 +6+§+3=10,8

+ == -
4 > 1086-3,
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=22
Agora com o resultado de A podemos substituir nas demais equacoes:
2 2+ 3
=5 ,

1+ 3,
=14

Agora substituindo em B:
=2(2 21 3,

=236

=72
Entdo agora sabemos que a farméacia A recebeu 22 encomendas, a
farmécia C 14, e B 78 encomendas.
. Seja n o numero de parcelas e x 0 pre¢co de cada parcela, temos que o
valor total do veiculo pode ser expresso por = , entdo analisando as
propostas da loja conseguimos montar um sistema:

( +5)( -20)
{oay +23)2

{ -200+5 -100=0
+232-4 -928 °
Se prestarmos atencdo, = , entdo podemos manipular as equacgdes

para facilitar as contas:

{ -200+5 -1000
+232-4 -928 ’

{—200+ -100=0 -

232-4 -928 - ’

5
4
{—200+5 -1 0 0=00
232-4 -9280"°
Agora podemos isolar uma das variaveis:
-200+5 =1000

5 =100:0200Q
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100200
5 ;
=20640.
Substituindo na outra equacao:
232-420640)-9280,
232-806160-9280,
232-160=8069 2,8
72=1728
1728
72
=24

Entdo, com isso descobrimos que o numero de parcelas da primeira
proposta € 24.

. Podemos resolver esse problema de duas formas, como ele possui duas
etapas, vamos utilizar uma forma diferente para cada etapa. Primeiro
vamos descobrir o volume de vendas do setor adulto no dia 30, sabemos
que o grafico é linear, entdo terda uma formadotipo ( )= + ,entdo

podemos montar um sistema:

{10+
20+

Mo
PR
U1 0
oo
o o
oo

Resolvendo o sistema:
(L0+ =180)Y020+ =15000
10-20+ - =18006050,00
-10=3000

=-30.0
Agora substituindo:
10-30)+ =180,00
-300+40 =180,00
=18086800Q0
=21000
Entdo agora sabemos que a funcéo que descreve o volume de vendas da
secdoadultoé ( )= -3 0 0+ 2 1 0,GNtdo podemos calcular (3 0:
(30=-30@0+210,00
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(30=-900+#2 10,00
(30=12000

Entdo agora sabemos que no trigésimo dia as vendas dos dez dias
anteriores serdo R$12.000,00. Mas como vimos, a funcdo que descreve
esse volume de vendas € linear, entdo vamos achar a variacdo da secéo
infantil variou nos primeiros 10 dias:

800070001000
Se nos primeiros 10 dias houve uma reducao de R$1.000,00 nos proximos
10 dias também ocorrera essa mesma reducdo, entdo ao final do
trigésimo dia teremos um volume de:

700000006000
Ent&o agora basta somar os volumes e verificar se a meta foi atingida:

1806050602068 00+07 00+06 0 0=06 6 0.0 O

Entdo a meta nao foi batida por R$11.000,00

Avaliacdo: A avaliacdo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de

participacdo dos alunos no jogo e durante a realizagdo da lista de exercicios.

Relatério da aula ministrada no dia 21/09

A aula iniciou com as boas-vindas aos doze alunos presentes e uma breve
revisdo dos exercicios propostos na aula anterior. Nao havendo duavidas, o
estagiario Anderson escolheu o terceiro exercicio, que abordava os conceitos e
a multiplicacdo de matrizes, para iniciar a discussdo. Em seguida, o estagiario
Vitor apresentou o "Problema dos Bichos", incentivando os alunos a iniciarem a
resolucao de forma auténoma. Os estagiarios circularam pela sala, oferecendo
suporte e direcionamento aos alunos que apresentavam dificuldades.

Para introduzir os sistemas lineares, o estagiario Alisson apresentou a
definicdo e exemplos, promovendo a participagéo dos alunos ao solicitar outras
possiveis solu¢des para uma equacdao linear dada. Essa atividade permitiu aos
alunos perceberem a existéncia de multiplas solugbes para um mesmo

problema.
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Ao apresentar um sistema linear, os estagiarios questionaram os alunos
sobre possiveis solugdes, evidenciando a dificuldade em encontrar solu¢des por
estimativa. Nesse momento, foi anunciado que seriam apresentados métodos
formais para a resolucdo de sistemas lineares.

O estagiario Cassiano iniciou a apresentacdo do método da comparacao
e adicao, utilizando um exemplo para ilustrar o processo e propondo um segundo
exercicio para que os alunos resolvessem individualmente. Durante a resolucéo,
os estagiarios identificaram dificuldades dos alunos relacionadas a conceitos
basicos de matemética, como o isolamento de variaveis.

Apés o intervalo, foi apresentado o método da substituicdo, seguindo a
mesma dinamica do método anterior. Devido a limitagdo de tempo, o método de
escalonamento néo foi abordado.

Para consolidar o aprendizado, foi proposta uma atividade em grupos, na
qual os alunos deveriam resolver sistemas lineares e, a cada acerto, ganhar
pontos para uma disputa. A turma foi dividida em trés grupos: “Golfinhos”,
“Mentes Brilhantes” e “MausTematicos”. Cada grupo foi designado um estagiario
como fiscal e eles foram responsaveis por acompanhar cada grupo. A cada
resposta correta, o0 aluno tinha a oportunidade de arremessar trés bolas em uma
cesta, ganhando um ponto por acerto.

Ao final da aula, foi entregue uma lista de exercicios para casa e foram
repassadas informacdes sobre a proxima aula, que ocorrera no laboratério de
informatica. Alguns alunos manifestaram interesse em aprender a resolver
sistemas com trés incognitas, o que sera abordado na proxima aula.

Os estagiéarios avaliaram a aula como positiva, observando o engajamento
dos alunos e a eficacia das atividades propostas. A resolucdo de duvidas e o
trabalho em grupo contribuiram para um ambiente de aprendizagem colaborativo

e dinamico.

3.5 AULA 05 (28/09) — PLANO DE AULA E RELATORIO
Plano de Aula

Pablico-Alvo:

Alunos inscritos no projeto PROMAT.

Tempo de execucdao: 1 encontro de 4 horas.
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Conteudo: Sistema Lineares

Objetivo Geral: Aprofundar os conceitos sobre sistemas lineares,

Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com o conteudo de sistemas lineares, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:

e Classificar os sistemas de acordo com suas caracteristicas, Sistema Possivel
Determinado; Sistema Possivel Indeterminado; Sistema Impossivel)

¢ Resolver sistemas 2x2, 3x3, relembrando os termos (colinear; coincidente;
paralelo; concorrentes).

e Calcular a forma matricial de sistemas, bem como a regra de Cramer.

e Despertar a curiosidade, manipulando, investigando e construindo as
resolugdes sobre sistemas lineares utilizando o software Geogebra.

Recursos Didaticos: Quadro, pincel atémico, laboratério de informética,
computador, projetor de slides, material de consulta para os alunos e listas de

exercicios.

Encaminhamento metodolégico:

Deslocamento para o laboratério de informética. (10min)

Avisaremos o0s alunos previamente que a conducdo da aula desse dia sera no
laboratorio de informatica, desta forma, indicaremos a localizagdo para irem
diretamente para la. De toda forma, um estagiario ficara aguardando por alguns

minutos na sala de aula, caso apareca algum aluno novo, ou alguém se perca.

Correcgdo dos exercicios da aula anterior (20 min)

Iniciaremos a aula corrigindo os exercicios no quadro, dando preferéncia aos
gue os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste sera
seguida a ordem da lista, caso o tempo ndo seja suficiente para correcéo sera
encaminhado um arquivo com a correcdo dos exercicios para os alunos

posteriormente.
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Atividade com software Geogebra (60min)

Parte 1: Sistemas 2x2

1. Resolva o seguinte sistema:
+ =3
{2 - =1
Resolucéao:
(+ =3)+(2 - =1),
+2 + - =3+1,
3 =4,
4
=3
Substituindo:
4+ _ 3
3 - 1
= 3
. 9-4
=
5
-3
Entdo a solucédo é (% ,g) ou (1,3;1,6).
2. Acesse 0 site: https://geogebra.org/classic
3. Na janela de algebra, insira as duas equacdes do sistema.

Figura 28 - Exemplo Geogebra 1

O eql : x+y = 3 ﬁcfl

+ 2x —y =1 :

Fonte: Os autores. 2024

4. O que vocé pode perceber em relacao ao resultado do sistema?

5. Agora, faca 0 mesmo para o sistema:
+ =2
b 12 =4
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Resolva em seu caderno, em seguida insira as equacdes no Geogebra e
compare o resultado com o gréfico.
Solucéo:
20 + =2)-(2 +2 =4)],
(2 +2 =4)-(2 +2 =4),
2 -2 +2 -2 =4-4,
0= 0.

Nesse caso temos um sistema com infinitas solu¢des

6. Agora, repita 0 processo com esse sistema:
+ =1
{2 +2 =5
Solucéo:

[2( + =1-(2 +2 =05),
(2 +2 =2)-(2 +2 =5),
2 -2 +2 -2 =2-5,
0=-3.
Nesse caso, temos um absurdo, ou seja, um sistema sem solucdo, ou

impossivel.

Existem trés tipos principais de solugdes para sistemas lineares:
. Sistema Possivel Determinado (SPD): As retas se interceptam
em um ponto Unico, indicando uma solucéo Unica para o sistema.
. Sistema Possivel Indeterminado (SPI): As retas se coincidem
completamente, indicando infinitas solugdes.
. Sistema Impossivel (Sl): As retas sao paralelas e ndo se

interceptam, indicando que o sistema n&o possui solugao.

Parte 2
7. Agora, resolva o seguinte sistema:
+ + =6
{2 - + =3
+2 +2 =7

Isolando na primeira equacao:



111

=6- -
Substituindo na segunda:
266- - )- + =3
122 -2 - + =3,
-3 - =-09,
3 + =0
Isolando :
=9-3
Substituindo na primeira:
=6- -(9-3),
=6-9- +3,
=2 -3

Agora temos todas as variaveis em funcdo de , podemos substituir na

terceira equacgao:
2 -3+2 +2(9-3)=17,
2 +2 -6 =7+3-18
-2 = -8,
= 4.
Agora podemos substituir nas demais:
=2(4) - 3,
=8-3,
= 5,
= 9- 3(4),
=9-12
= -3.

8. Digite as equacdes na janela de algebra. O que aconteceu?

9. Abra a janela de visualizacdo 3D e use a ferramenta intersecéo nas

equacgdes. Veja 0 que acontece.

Figura 29 - Exemplo Geogebra 2
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Q — SUDHE - T A &
,I. B Arquivo eql i x+y+z=6 H o
Editar
eq2: 2x—y+z =3

(2 Disposicdes
v Exibir eq3:x+2y+2z=7
N Janela d
x [J Calculo Sim inter
Janela de Visualizacdo =
£ O] Janela de Visualizagio 2 InterpretarTextoParaFuncae o |
= Janela de Visualizacdo 3( InterpretarTextoParaNumeno
7 O Plnine Intersecdo Intersecéo (7]

2 [0 Calculadora de Probabilid

IntersecaoCadnica

2 [ Protocolo de Construcéo IntersecaoDelistas
e do Ponto de M‘PI%F_A.J )

[0 campo de Entrada

IntersecaoGeométrica
. onto Inicial )
[ Barra de Navegagdo Angulosinternos
Funcdo, Valor de x Inicial, Valor de x Final )
Atualizar Janelas o Curva 1, Curva 2, Parametro 1, Parametro 2 )

» 'E nte:

Fonte: Os autores. 2024
10.  Agora faga 0 mesmo para esses sistemas, resolva no caderno e

veja o0 que ocorre na janela 3D do Geogebra

+ + =3
a) { +2 =2
- =1

Resolucdo: Analisando o sistema vemos duas equagdes com somente

duas variaveis, vamos isola-las:

Agora substituimos na primeira:

1+ +2-2 +
_2+

= 3,
=3-1-2,

0=0,

Nesse caso, temos que as equacgdes sdo multiplas entre si, entdo temos

um sistema possivel indeterminado.

) { - - =2
=0
Resolvendo: Ja sabemos que

= 0, entdo podemos remové-lo das

demais, o que nos deixa com o sistema:

Agora:
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0= 6.

Com isso, podemos ver que o sistema € impossivel.

Intervalo (20min)

Apresentacao de sistemas na forma matricial (40min)
Um sistema de equacdes pode ser representado na forma de uma matriz. Os
coeficientes das incognitas serdo os elementos da matriz que ocuparéo as linhas

e as colunas de acordo com o posicionamento dos termos no sistema.

Exemplos:

- +3 =-16 -1 3 _—1

ta 43 =27 Ly 3 []‘[27?

2 +3 - =4 2 3 -1 4
{ + + =6 [1 1 1]*[]1=[6]
3 - +2 =11 3 -1 2 11

O MatrixCalc é um pacote de software ou uma biblioteca geralmente utilizada
para realizar operacdes matematicas e estatisticas com matrizes. Sera utilizado
0 mesmo para mostrar para os alunos a forma matricial e como é resolvido os

sistemas de forma matricial.

Retomada do método de resolucao de sistemas
Logo seréo retomados sistemas, para que eles resolvam e confiram as respostas
com o MatrixCalc, sendo auxiliados pelos professores estagiarios.

Resolva os sistemas:

Figura 30 - Exemplo das frutas
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Fonte: pensarcursos.com.br Acesso em 28 set. 2024

—2 =7
D{13+26=09

2 +3 - =4

Regra de Cramer (40min)

1
2 2

independentes do sistema.

Considere o seguinte sistema { *

1
2 t 2

11 ¢ a matriz incompleta do sistema. E

1 €

», S840 0s termos



https://www.pensarcursos.com.br/
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=] ! ! sdo o determinante da matriz incompleta do sistema
2 2

=11 ! sdo o determinante da matriz obtida através da troca dos
2 2

coeficientes de pelos termos independentes, na matriz incompleta.

= | ! l| € o0 determinante da matriz obtida através da troca dos

coeficientes de pelos termos independentes, na matriz incompleta.

A regra de Cramer pode ser aplicada para resolver um sistema ,onde #

0. A solucéo é dada pelas razbes:

Exemplos a serem feitos no quadro:

: 2 +3 =7
|.Pararesolver o sistema{ _ = _ 1 , fazemos:

Célculo do determinante
Para calcularmos este determinante utilizamos a regra de Sarrus, onde

multiplicamos a diagonal primaria e subtraimos pela diagonal secundaria:

2 3

=l 5l=-5

=[2 (-1]-[1 3]=-5
Célculo do determinante

7
=1y —31|: -10
Logo:
-10
:_:__5:2
Céalculo do determinante
2 7
=17 41=-5°
Logo:
__ -2,
-5

Conjunto verdade: = {(2,1)}
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-2
- - 5, fazemos:

+
Il.Para resolver o sistema {2 + 3

4 —_ —_
1 -2 1 1 -2
2 1 -3 2 1
4 -1 -1 4 -1
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Como agora temos um sistema 3 3, novamente utilizamos a regra de Sarrus, e

fazemos a soma das diagonais primarias menos a soma das diagonais

secundarias, entdotemos: = (-1+242)-(4+ 3+ 4 =10

Célculo do determinante

O -2 1
=|-5 1 -3]=1+106+5=10
-1 -1 -1
Céalculo do determinante
1 O 1
=]2 -5 -3|=20-3+5-2=20
4 -1 -1
Céalculo do determinante
1 -2 0
=]2 1 -5/=-5-4-1+40630
4 -1 -1
_ _ 10_
Logo: = —10—1
_ _20_2
= T
B _30_3
T

Conjunto verdade: = {(1,2,3)}
Exemplos para os alunos praticarem:

Resolva os sistemas de equacdes aplicando a regra de Cramer:

a £ Lol = {(2.3))

5,000 = {(1,-1)
-2+ =1

9 {2+ - =0 = {(1.2,4))

d { + + =1 ={(- 2,3,0)}
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Lista de exercicios (20min)
+ =
1) (ESPM-RJ, 2018) O sistema{ 36}, onde k IR, é classificado

como:

a) Possivel e Indeterminado, se = -2
b) Possivel e determinado, se = 2

c) Impossivel,se = -2

d) Possivel e Indeterminado, se # 2
e) Impossivel,se =2

2) Um vendedor de camisetas e bonés em um evento esportivo vendeu 3
camisetas e 2 bonés, arrecadando um total de R$ 220,00. No dia
seguinte, ele vendeu 2 camisetas e 3 bonés, arrecadando R$ 190,00.
Qual seria o preco de uma camiseta e o preco de um boné?

3) (MACKENZIE, 2008) O diretor de uma empresa, o Dr. Antbnio, convocou
todos os seus funcionarios para uma reunido. Com a chegada do Dr.
Antdnio a sala de reunides, o nimero de homens presentes na sala ficou
quatro vezes maior que o numero de mulheres também presentes na
sala. Se o Dr. Ant6nio ndo fosse a reunido e enviasse sua secretaria, 0
namero de mulheres ficaria a terca parte do nimero de homens. A
guantidade de pessoas, presentes na sala, aguardando o Dr. Antbnio é:

4) Verifique se aterna (3,—2,4) é solucdo da equacdolinear4 -3 +5 =
36

5) Observe a representacdo das retas , ,, em um mesmo plano

cartesiano:



= -3
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Determine quantas solugdes possui cada sistema e, em seguida, escreva-as.

(Caso o sistema possua infinitas solucdes, escreva apenas algumas delas).

Y t2 ::312 v ++22 ::102 e jzzz_g
R ) (TP INP

6) Em cada item, o sistema foi classificado em SPD, SPI ou SI.

1t 1 =1 3 t 3 = 3
){2_,_2:2( ) ){4_,_4:4( )
5 + 5 = 5 7 + 7 =0
){6_,_6:6() ){8+8:O( )

Associe cada sistema a um dos gréaficos abaixo, escrevendo a letra e o

simbolo romano correspondente:

.
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1. / V.

Apéndice (resolucao dos exercicios)

1. Considerando o sistema matricial, temos a matriz: [1 4]

1 _ — 2
det[ 4]—(1.4)—( . )=4-
Para o sistema ser possivel e determinado, det # 0, 4- 2%0

4% 2, #£4+2

Para o sistema ser indeterminado, det=0, = %2, substituindo no sistema
k=2

+2 =3 +2 3
bhva =62l 42 =3 =2

e |
-2 =3 -2 =3
=728 +4 =620 +2 23,076

Resposta a letra c)

2. Montando um sistema, onde c € o preco das camisetas e b é o preco dos
bonés, temos:

B3 *2 20

2 +3 9 &

5 =130 =26
3+2026=220.3=168 =56

Portanto, camiseta custa $ 56,00 e boné custa $ 26,00

2 3 +2 x«rz){—s—4 40
1 6 +9 0 6 +9 0~

-4
57
¢ a

3. Considerando h o numero de homens presentes e m o numero de

mulheres presentes, formamos o seguinte sistema:
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-4 =-1
1 - - = - N =
{—= +1 { -3 =3 4 4
3

Substituindo =4 -4 =-1, -4(4)=-1

-16-1- =15

Portanto o numero de pessoas esperandoéde + =4+1519

4. Substituindo =3, =-2 =4 no primeiro membro da equacéo,
temos: 43-3(-2)+54=126+2 0 3 8como3 & 36
logo a terna (3,-2,4) ndo é solucdo da equacéo.

5. Letra a) sistema representada pelas retas r e t, elas possuem um ponto
em comum, portanto uma solucéo (-2,5)

Letra b) sistema representada pelas retas r e s, paralelas entre si, portanto
nao possui solucao.

Letra c) sistema representada pelas retas s e u, elas possuem um ponto
em comum, portanto uma solucéo (2,1)

Letra d) sistema representada pelas retas t e u, elas sao retas
coincidentes, portanto possuem infinitas solucdes, ex. (-2,5), (0,3), (2,1),
(3,0).

6. Letra e) sistema representada pelas retas u e r, elas possuem um ponto
em comum, portanto uma soluc¢éo (-2,5).

7. A-lV (sistema possuem retas concorrentes, com uma solugao)

B-I (sistema possuem retas coincidentes, com infinitas solugdes)

C-IlI (sistema possuem retas paralelas, sem solugéo)

D-11l (sistema homogéneo possuem retas concorrentes, com uma solucao trivial)

Relatério da aula ministrada no dia 28/09

Para o encontro deste dia, planejamos executar a aula do laboratorio de
informatica do campus, previamente avisamos o0s alunos sobre o local e

gravamos um video explicando o caminho. Os alunos foram chegando e se
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acomodando no lugar onde desejavam, nds estagiarios chegamos um pouco
mais cedo para ir ligando os computadores e fazendo o login na rede para deixar
tudo pronto. Recebemos neste dia 17 alunos, o que quase encheu o laboratorio
gue contava com vinte lugares.

Damos inicio corrigindo alguns exercicios da aula passada, e nha
sequéncia comecamos o conteldo, a ideia era que eles comecassem resolvendo
um sistema linear dois por dois, e depois inserissem no software Geogebra, para
visualizarem as rela¢cdes entre as retas, quando as retas séo paralelas, quando
sao coincidentes e o ponto de interseccdo que se forma quando se cruzam, ao
a tarefa consistia em abordar trés exemplos destes no sistema dois por dois, e
trés exemplos no sistema trés por trés.

Alguns alunos resolveram rapidinho o sistema e ja foram inserindo as
equacdes no software, outros notavelmente encontravam mais dificuldade para
resolver, ao identificar isso, explanamos que quem precisasse de qualquer ajuda
bastava levantar a mao que iriamos ao auxilio.

Neste momento, uma aluna ergueu a mao, dizia néo ter ideia de como
resolver o sistema dois por dois, e que havia faltado a aula passada, disse-lhe
gue na aula passada ensinamos alguns métodos para a resolucéo dos sistemas,
e que ela poderia consultar os slides no grupo, bem como os exercicios, mas
que demostraria uma forma de resolver o sistema, primeiro isolando a incognita
X, € depois substituindo seu valor na equacao de baixo, procuramos simplificar
a explicacdo para que facilitasse seu entendimento, ela foi acompanhando, e
fazendo sinal com a cabeca afirmativamente, ao descobrir a solucao, ela dizia
ter entendido e que iria reproduzir a ideia na questao posterior.

Trabalhamos com o Geogebra até o momento do intervalo, depois,
comecamos a falar das representacfes na forma matricial de um sistema, os
alunos fizeram algumas questfes no caderno e utilizando os computadores, mas
agora com o aplicativo MatrixCalc, que permite realizar opera¢cdes com matrizes.
Para encerrar a aula, falamos da regra de Cramer, ao ir desenvolvendo a ideia
n quadro, os alunos calculavam os determinantes através do MatrixCalc, para
agilizar. Percebemos que os alunos gostaram bastante da aula, pois foi a
primeira vez que saimos da sala, e fomos a um ambiente diferente, além de

utilizar os computadores, o que desperta interesse e curiosidade, principalmente
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guando relacionamos e mostramos como a matematica acontece utilizando as

tecnologias.

3.6 AULA 06 (05/10) — PLANO DE AULA E RELATORIO

Plano de Aula
Publico-Alvo:
Alunos inscritos no projeto PROMAT.
Tempo de execucdo: 1 encontro de 4 horas.
Conteudo: Geometria Analitica.
Objetivo Geral: Introduzir conceitos da geometria analitica como ponto, reta,
plano, entre outros. E trabalhar com conceitos de plano cartesiano, distancia
entre dois pontos e ponto médio de um segmento qualquer nesse plano.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com o contetddo de Geometria Analitica, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:
e Compreender o conceito de plano cartesiano, seus elementos e
aplicabilidade;
e Entender o calculo da distancia entre dois pontos quaisquer no plano
cartesiano e a realizar a aplicacédo da férmula;
e Compreender o conceito de ponto médio de um segmento qualquer no plano
cartesiano e como calcula-lo;
Recursos Didéaticos: Quadro, pincel atdmico, computador, projetor de slides,
RPG Fronteiras da Geometria, régua grande de madeira e lista de exercicios.

Encaminhamento metodologico:

Deslocamento para o LEM (5 min)

Avisaremos o0s alunos previamente que a conducdo da aula desse dia serd no
LEM, desta forma, indicaremos a localizacao para irem diretamente para la. De
toda forma, um estagiario ficara aguardando por alguns minutos na sala de aula,

caso apareca algum aluno novo, ou alguém se perca.
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Correcéo dos exercicios da aula anterior (15 min).

Iniciaremos a aula corrigindo os exercicios no quadro, dando preferéncia aos
gue os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste sera
seguida a ordem da lista, caso o tempo ndo seja suficiente para correcéo sera
encaminhado um arquivo com a correcdo dos exercicios para os alunos

posteriormente.

Definigcbes e exemplos: (80 min)

- Plano cartesiano

Figura 31 - Origem da Geometria Analitica
Origem da geometria analitica

Concebida pelo matematico francés René Descartes (1 5 961 6 § &m seu
livro La Géometrie (1 6 3,7a Geometria Analitica € o ramo da matematica
responsavel por unir a Geometria euclidiana com a Algebra, possibilitando a
representacao de figuras geométricas por meio de pares ordenados, equacdes
ou inequacoes.

Essas representacdes ocorrem no plano cartesiano, formado por duas retas

e perpendiculares, em que cada ponto das retas representa um nimero real

() e os pontos desse plano sao formados pelos pares ordenados ( , ).

Fonte: https://www.todamateria.com.br/descartes data de acesso: 07/07/24

Nesse momento, relembraremos brevemente os estudantes de elementos
importantes sobre o plano cartesiano como pontos, eixo das abscissas, eixo das

ordenadas, quadrantes e como representar graficamente um ponto nesse plano.


https://www.todamateria.com.br/descartes
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Assim, poderdo praticar todos esses conceitos com o jogo RPG a ser proposto

posteriormente.

Definicdo — Plano Cartesiano ortogonal de coordenadas.
Denominamos de plano cartesiano, o sistema de coordenadas num plano
formado por dois eixos e perpendiculares entre si no ponto 0 (Origem).
Para determinar as coordenadas do ponto da figura abaixo, tracamos por
as perpendiculares aos dois eixos, obtendo as coordenadas desse ponto no

eixo e no eixo , respectivamente.
u

) 4 o - . .
2° Quadrante 19 Quadrante

3° Quadrante 4” Quadrante

Fonte: Autores 2024
Na figura, as coordenadas de s&o: a abcissa (ou coordenada em ) 2

e a ordenada (ou em coordenada em ) 3. A representacao (2,3) € chamada

de “par ordenado, de abcissa 2 e ordenada 3

Usaremos uma lamina do slide para explicar o significado de par ordenado e que
sua ordem € primeiro a coordenada em e depois a coordenada em
Aproveitaremos a lamina para apontar alguns pontos no plano cartesiano,
perguntando a sala se alguém poderia dizer como se chama esse ponto e como
representa-lo.

- Distéancia entre dois pontos
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Desenharemos no quadro um plano cartesiano com alguns pontos semelhante
a figura abaixo para que alunos digam qual a distancia entre eles. Estabelecendo
uma unidade de medida nos eixos, diremos que a distancia entre os pontos

e €5, ouqueocomprimento do segmento_m € igual a 5. Explicaremos que a
rigor essa distancia € calculada pelo médulo da diferenca entre esses numeros,
sendo =16 -1 =5 ou = |1 - 6] =5, ou simplesmente, o maior
ndmero menos 0 menor numero, = 6 — 1= 5. Por estarmos trabalhando
com distancias, elas devem ser sempre positivas, por isso trabalhamos com o

modulo de um nUmero.

Figura 32 - Representacgdo de distancia entre dois pontos
3

A B T
® o ° o o o ° o o
-3 2 -1 o 1 2 3 1 5 6
-1 ¢
-2
-3 ¢
-4 TD

Fonte: Os autores. 2024

Em seguida, vamos desenhar no quadro dois pontos como os da figura abaixo

e perguntaremos aos alunos como poderiamos calcular essa distancia.

Figura 33 - Representacao ponto distancia entre dois pontos genéricos.
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AB \/ (20 — 1)+ (o — 31)°

Fonte: Os autores. 2024
Queremos que percebam o triangulo retangulo formado pelos trés pontos,
que podemos determinar os comprimentos dos dois catetos e
Conhecendo o comprimento dos catetos, basta utilizar o Teorema de Pitagoras.
Exemplo: Dados os pontos = (2,3) e = (4,5) temos que:
Do teorema de Pitdgoras 2= 2+ 2, e observando a figura acima, sabendo
gue temos as medidas dos catetos e que o segmento_m € a hipotenusa. (____)2 =
(2= D%+ (2- 1)?
()2=(4-22+ (5~ 3)
(T)2=s
- =v8

- Ponto médio de segmento
Em seguida, apresentaremos o conceito de ponto médio de um segmento no

plano cartesiano. Mostraremos aos alunos como desenvolver a construcao da

formula que determina esse ponto.

Definicdo — Ponto Médio
Dado um segmento de reta  tal que ( 1, 1) ( 2, »2), sdo pontos
distintos, denominamos de o ponto médio de .Podemos determinar suas

coordenadas por
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Desenharemos um plano cartesiano no quadro e utilizando um segmento de reta
qualquer_m nesse plano, explicaremos que nosso objetivo ser4 de obter um
terceiro ponto  que pertence a esse segmento e que tem a propriedade de estar
a uma mesma distancia das extremidades e , como mostra a figura. Sera
apresentado as coordenadas e do ponto médio como sendo, e em
lousa da seguinte forma:

Figura 34 - llustracao férmula do ponto médio.

| B
Bl Yo @

EH
—
(y2 3 yl) e
s MY ST 7
(2= 1) < ,
Y (2 o
M, = ¥ T VPt ‘: Y1)
|
® o o
T =i T2
D
i (xa —x1)
G

. (ma|— 1) (g + 1)

Fonte: Os autores. 2024

JT ~ + +
Desta forma, as coordenadas do ponto médio serdo dadas por (% ,%)

Exemplo: Determine as coordenadas do ponto médio entre os pontos: (3,- 2)
e (-1,-6);

(.
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-8 _ 4

=5

Logo, (1,-4)

Daremos os dois seguintes exercicios para calcularem pontos médios, como

forma de praticarem esse conceito antes da lista de atividades

Exercicios
Encontre o ponto médio do segmento_m em cada um dos seguintes casos:
a) (4,6) e (8,10.
b) (-31)e (5-7).
Resolucbes dos exercicios:
a) ( )?=(8-4)2+ (10 6)
( )2=16+16
( )=vV32
b) ()2=(5-(-3)2+ (-7~ 1)?
( )2=64-64

( )=v12s8

- Equacéo geral e reduzida da reta

A reta pode ter dois tipos de equacéo diferentes, a equacédo geral e a reduzida.

Equacédo geral da reta:

Sendo:
, € sao numeros reais constantes e sdo chamados de coeficientes.
e sdao valores diferentes de zero (n&o nulos)
e :sao as coordenadas de um ponto do plano e sdo chamadas variaveis.

Exemplos:
2 - +1=0; -3 +2 =0, ; + -110

Equacéo reduzida da reta:



129

Sendo:
e :coordenadas de um ponto qualquer da reta
. coeficiente angular da reta

: coeficiente linear

Exemplos:
3 1
= + 1 = - = — Z
2 +1 S 1% 3
- Coeficiente da reta
Em umareta = + , aconstante é o coeficiente angular e a constante

€ o coeficiente linear. Enquanto o coeficiente angular indica a inclinacao da
reta, o coeficiente linear expressa a coordenada vertical em que a reta cruza o
eixoy.
- Encontrando a equacéao da reta
Sendo os pontos A e B com coordenadas ( , )e ( , ),eP (x,y)um

ponto qualquer, para que esses pontos estejam alinhados, temos que:

1
| =0
1
Conhecendo as coordenadas dos pontos A e B, basta igualar o seu determinante

a 0 para encontrar a equacao geral da reta.

Exempilo:

Encontre a equacao geral da reta r que passa pelos pontos A (2,1) e B (4,5).
Resolucao:

De inicio, construiremos o determinante:

2 1 1
14 5 1/=0
1

Calculando o determinante, temos que:
10+1 +4 -5 -4-2 =0
Agora, juntando os termos semelhantes, encontraremos a equagao da reta:
-4 +2 -6=0

Entdo, a equacdo geralsera : -4 + 2 -6 = 0.

Distancia ponto e reta
A distancia entre um ponto e uma reta é calculada unindo o proprio ponto a reta

através de um segmento, que devera formar com a reta um angulo reto (90°).
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Para estabelecer a distancia entre os dois necessitamos da equacédo geral da
reta e da coordenada do ponto. A figura a seguir estabelece a condi¢do grafica
da distancia entre o ponto P e a reta r, sendo o segmento PQ a distancia entre

eles.
Figura 35 - Distancia ponto e reta
Yy
X
Fonte: Os autores. 2024
Estabelecendo a equacdo geral dareta : + + = 0 e a coordenada do

ponto ( g, ), conseguimos chegar a expressao capaz de calcular a distancia
entre o ponto P e areta s:

oo+ ot |

\/2+2

Essa expressédo surge de uma generalizacao feita, podendo ser utilizada nas
situacdes em que envolve o calculo da distancia entre um ponto qualquer e uma
reta.
Exemplo:
Dado o ponto (3,-6) e :4 + 6 + 2= 0. Estabeleca a distancia entre e
utilizando a expresséo dada anteriormente.
|4-3+6-(-6)+ 2|
R
|1 2 3 6+ 2|
T VIe3e
_I-22
V5 2
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2352 1452
52 26

Posicao relativa entre retas
Duas retas contidas no mesmo plano podem interagir de algumas maneiras
distintas, gerando conceitos, definicbes e propriedades. O conjunto das

possiveis interacdes entre duas retas € chamado de posicées relativas. Sao elas:

Retas paralelas

Duas retas sao paralelas quando ndo possuem nenhum ponto em comum em
toda a sua extensdo. Uma propriedade interessante sobre essas retas € que a
distancia entre elas sempre sera a mesma, independentemente do ponto
escolhido para medi-las. A imagem a seguir € um exemplo de duas retas
paralelas:

= +1 o=

Figura 36 - Retas Paralelas
3

-4




132

Fonte: Os autores. 2024

Retas concorrentes

Duas retas sdo concorrentes quando possuem um Unico ponto de interseccao.
Retas concorrentes formam quatro angulos, congruentes dois a dois. Quando
um deles mede 90°, as retas concorrentes sdo chamadas de perpendiculares. A

imagem mostra um exemplo de retas concorrentes:

Figura 37 - Retas Concorrentes

4

-2

-3

-4

Fonte: Os autores. 2024

Retas coincidentes

Duas retas sado coincidentes quando todos os pontos da primeira também séo
pontos da segunda e vice-versa.

E comum encontrar autores que afirmam: duas retas s&o coincidentes quando
possuem dois ou mais pontos em comum. Esse tipo de relacdo é baseado em
um resultado da geometria: as duas retas possuem pelo menos dois pontos em

comum, entdo todos os pontos da primeira sdo pontos da segunda.
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Também podemos dizer que duas retas coincidentes séo, na realidade, uma

Unica reta, como mostra a figura a seguir:

Figura 38 - Reta Unica
4

4

Fonte: Os autores. 2024

Intervalo (20min)

RPG Fronteiras da Geometria (90 min)

Para esse momento da aula dividiremos a turma em 4 grupos, em que cada
estagiario sera “mestre” do grupo. A seguir descrevemos 0s objetivos e as regras
do RPG. Além disso disponibilizaremos um guia com o0s objetivos, resolucdes
dos problemas e demais informagdes que 0 mestre necessite

Fronteiras da Geometria

Introducéo
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Bem-vindo a "Fronteiras da Geometria”", um RPG de fantasia medieval focado
no ensino de Matematica. Esse jogo foi desenvolvido para facilitar o aprendizado
de conceitos da Geometria Analitica. Aqui, os jogadores fardo uma jornada pelos
reinos antigos, enfrentando desafios matematicos enquanto aprendem sobre
plano cartesiano, distancias entre pontos e outros conteudos.

O objetivo desse RPG € permitir que os jogadores apliquem conceitos de
Geometria Analitica. Como a distancia entre pontos, ponto médio, equacdes de
reta e outros conceitos, de forma prética e ludica. Cada tarefa realizada no jogo
envolve calculos e exercicios relacionados com o conteudo, integrando o
conteudo de sala de aula com uma narrativa de fantasia.

O jogo se passa em um mundo em que as terras sao regidas por poderosas
forcas geométricas. O mundo é composto por vastas regibes chamadas
Planicies Cartesianas, onde quadrantes estruturam a realidade. Cada quadrante
possui caracteristicas préprias: clima, terreno, criaturas e até o ciclo do dia

mudam de forma abrupta na fronteira entre um quadrante e outro.

Classes e Habilidades

O jogador vai poder escolher entre uma das trés:

Mago dos Pontos

. Habilidade 1: Ponto de Equilibrio (Ponto Médio de um Segmento)
. Habilidade 2: Geometria das Rotas (Rela¢des entre Retas)
Assassino das Retas

. Habilidade 1: Passo Longo (Distancia entre dois Pontos)

. Habilidade 2: Viséo Precisa (Distancia de um Ponto a uma Reta)
Arqueiro de Segmentos

. Habilidade 1: Traco Mestre (Equacdes de Reta)

. Habilidade 2: Ponto de Convergéncia (Intersecéo de Retas)

Cada habilidade é util para resolver um tipo de desafio, porém cada uma tem

suas desvantagens

Passo Longo (Distancia entre Dois Pontos):
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. Descrigao: Permite ao jogador calcular rapidamente a distancia entre dois
pontos no mapa. Ao ativar essa habilidade, o jogador pode determinar a distancia
entre dois locais sem precisar realizar os calculos.

. Desvantagem: Dificuldade para encontrar o ponto de intersecéo entre
retas, tornando essa tarefa mais demorada e propensa a erros.

Ponto de Equilibrio (Ponto Médio de um Segmento):

. Descricdo: Essa habilidade permite que o jogador identifique o ponto
médio entre dois locais no mapa quase instantaneamente. Como um equilibrio
natural, o jogador consegue encontrar o ponto de divisdo perfeita de um
segmento.

. Desvantagem: Menor precisédo ao calcular a distancia de um ponto a uma
reta, como se a visao do jogador estivesse ligeiramente distorcida ao realizar
essa tarefa.

Visao Precisa (Distancia de um Ponto a uma Reta):

. Descricdo: Com a Visdo Precisa, o jogador pode calcular a menor
distancia entre um ponto e uma reta, como se tivesse uma visédo detalhada que
Ihe permite ver a linha reta mais curta entre os dois.

. Desvantagem: Dificuldade em determinar a equacédo de uma reta, com
mais chances de cometer erros ao tentar tracar ou calcular retas.

Traco Mestre (Equagoes de Retas):

. Descrigao: Essa habilidade concede ao jogador a capacidade de tracar e
calcular a equacdo de uma reta de maneira mais eficiente, como se ele
dominasse o trago de uma caneta magica que revela o caminho correto.

. Desvantagem: Problemas ao identificar retas paralelas e perpendiculares,
dificultando a resolugao de desafios que dependem dessa habilidade.
Geometria das Rotas (Relagoes entre Retas):

. Descricao: Permite ao jogador identificar rapidamente retas paralelas e
perpendiculares no mapa, como se ele tivesse um compasso invisivel que alinha
e compara as diregcdes com precisao.

. Desvantagem: Dificuldade em calcular a distancia entre dois pontos, com
maior chance de erro ao tentar medir distancias no mapa.

Ponto de Convergéncia (Interseg¢ao de Retas):
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. Descricao: Com essa habilidade, o jogador pode encontrar rapidamente
o ponto de intersecdo entre duas retas, como se tivesse uma bussola magica
que aponta diretamente para o ponto de encontro.

. Desvantagem: Incerteza ao calcular o ponto médio de um segmento,

tornando essa tarefa mais complicada e sujeita a erros.

Basicamente as habilidades possibilitam que o aluno resolva um desafio sem
realizar as contas, mas para isso existem os niveis de desafio e os niveis de
habilidade.

Cada desafio do jogo apresenta uma dificuldade de 1 a 3 essa dificuldade
determina a quantidade de acertos que o jogador precisa ter. Para isso ele jogara
dados de seis faces, sdo contados como acertos os numeros 4, 5 e 6. Entéo por
exemplo, em um desafio de nivel 1, o jogador precisa tirar nos dados pelo menos
um numero entre 4 a 6.

Para nivelar o jogo entram os niveis das habilidades, elas terdo um nivel de 1 a
3, em que cada nivel adiciona um dado para o teste do desafio, ou seja {nivel
habilidade} +1d6. Por exemplo:

Se um jogador possui a habilidade Traco Mestre nivel 2 e pretende utiliza-la para
resolver um desafio de Equacfes de Reta, ele tera 3 dados para jogar, 1d6 da
resolucdo mais 2d6 do nivel da habilidade, aumentando as chances de obter um
acerto.

J& para as desvantagens os niveis influenciam na dificuldade dos desafios, cada
nivel da habilidade aumenta em 1 ponto a dificuldade do desafio. Por exemplo
Se 0 mesmo jogador, com Trago Mestre nivel 2, tentasse resolver um problema
de Relacdes de Retas com dificuldade 2, ele seria penalizado com um desafio
nivel 4.

Regras Adicionais:

. Todos os jogadores comegam com nivel 1 na habilidade escolhida, porém
para completar um desafio, € preciso realizar primeiro uma conta manual.

. Explosdo de dados: quando um jogador tira um 6 em um dos dados ele
pode jogar outro dado para cada 6 tirado. Caso ele role novamente um 6 ele

pode rolar outro dado e assim sucessivamente.

Tipos de desafios
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Distancia entre Dois Pontos:

. Exemplo de Desafio: "Descubra a distancia exata entre o portdo de
entrada e a estatua no centro da sala para desbloquear o proximo mapa."”

. Conceito Ensinado: Férmula da distancia entre dois pontos no plano
cartesiano.

Ponto Médio de um Segmento:

. Exemplo de Desafio: "Encontre o ponto médio do caminho entre o
acampamento e a torre abandonada para revelar uma passagem secreta.”

. Conceito Ensinado: Célculo do ponto médio entre dois pontos.

Distancia de um Ponto a uma Reta:

. Exemplo de Desafio: "Determine a distancia minima entre a torre de vigia
€ 0 rio para construir uma ponte segura."

. Conceito Ensinado: Férmula da distancia de um ponto a uma reta.
Equacbes de Retas:

. Exemplo de Desafio: "Escreva a equacao da reta que passa pela taverna
e pela montanha glacial para guiar os aventureiros ao seu destino."

. Conceito Ensinado: Determinacdo da equacdo da reta a partir de
diferentes formas (explicita, implicita).

Relagdes entre Retas (Paralelismo e Perpendicularidade):

. Exemplo de Desafio: "Identifique as rotas paralelas e perpendiculares na
floresta encantada para evitar armadilhas e encontrar o caminho certo."

. Conceito Ensinado: Condi¢des para que duas retas sejam paralelas ou
perpendiculares.

Intersecéo de Retas:

. Exemplo de Desafio: "Encontre o ponto de intersecdo entre o rio e a
estrada para localizar a entrada da caverna escondida."

. Conceito Ensinado: Célculo do ponto de intersecao entre duas retas.

Jogando:

Apods terem escolhidos as classes e definido o nome para seus personagens,
inicia-se 0 jogo. Nesse momento 0 mestre comeca a contar a histéria planejada
para agquela aventura, os jogadores podem ser aventureiros atras de um tesouro,
cacadores de recompensa atrds de um monstro ou defensores protegendo um

tesouro de saqueadores.
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Depois que o mestre introduz a histéria a motivacdo para os jogadores, eles
estdo livres para planejarem e executarem suas acgfes, geralmente o RPG é
jogado em turnos, para definir a ordem todos jogam os dados, o que tirar o maior
valor comeca, seguido pelo segundo maior valor. Em caso de empate apenas 0s
jogadores que tiraram o mesmo valor rolam novamente os dados para
desempatar.

A movimentagéo pelo mapa é livre, porém limitada a 5 movimentos por turno. Os
jogadores devem se movimentar pelos pontos do plano cartesiano, por exemplo:
ir do ponto (3,2) para o ponto (3,7).

O durante a aventura os jogadores podem e devem perguntar para 0 mestre
sobre o que eles estdo vendo, se € possivel realizar determinada a¢édo. Entdo o
mestre de acordo com a aventura planejada da as dicas e informacdes

necessarias para os jogadores continuarem.

Combate:

Ao longo das aventuras, além de resolver desafios, os jogadores também
enfrentardo os mais variados tipos de inimigos. Nessas situacfes 0s jogadores
entram em batalha, a movimentacao fica restringida para 1 unidade, e os ataques
veremos a seguir. Nas situacdes de combate mestre faz um teste de iniciativa

com os jogadores, e da mesma forma quem tiver o nimero mais alto comeca.

Turno dos jogadores:

Os ataques sao definidos por classe, cada uma tem uma forma de atacar e
realizar os movimentos.

. Mago dos Pontos: essa classe tem uma habilidade defensiva, ou seja,
as acles do jogador em batalha servem para proteger os aliados. O mago €
capaz de conjurar uma barreira em formato de segmento de reta.

Para criar essa barreira ele deve calcular o ponto médio entre ele e o inimigo e
entdo posicionar uma barreira que passa pelo ponto médio. O tamanho e tempo
de duracdo sdo definidos nos dados. Tamanho: 1d6. Turnos que permanece
ativa: 1 e 2 no dado, 1turno; 3 e 4, 2 turnos e 5 e 6, 3 turnos.

Exemplo: Um mago esta no ponto (1,1) em batalha, no seu turno ele decide ir
para o ponto A=(1,2), no ponto B=(3,3) esta um esqueleto, entdo ele calcula o

ponto médio do segmento AB, que € (2,2.5). Entdo agora calculado o ponto
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meédio ele pode criar uma barreira que passe por esse ponto, para descobrir 0
tamanho e duracédo basta rolar os dados: para o tamanho ele obteve 4 no dado,
entdo seu escudo pode ter 4 unidades de comprimento; j4 para a duracdo ele
tirou 4 no dado, entéo sua barreira durara 2 turnos.

. Assassino das Retas: 0 assassino tem a capacidade de causar pouco
dano em varios inimigos ou em um mesmo inimigo. Essa classe consegue saltar
rapidamente para pontos especificos no mapa e retornar para o local de origem.
Para realizar essa acao o0 assassino primeiro precisa verificar no dado a distancia
maxima que podera percorrer, para isso, dever jogar 1d6.

ApOs isso ele deve calcular a distancia entre ele e um inimigo, se a distancia for
menor que o valor obtido no dado ele pode ir até a posi¢cao do inimigo e atacar
(1d6-2 de dano). Se houver outro inimigo préximo e as distancias somadas nao
ultrapassarem o valor do dado inicial, 0 assassino pode avancar até esse inimigo
e ataca-lo. Caso exista apenas um inimigo em batalha a regra anterior é valida,
porém deve-se utilizar o ponto de origem.

Exemplo: um assassino esta no ponto (2,2), perto dele estdo dois inimigos, um
na posicao A=(2,4) e o outro em B=(3,3). No turno do assassino ele decide se
movimentar para a posi¢cado C=(2,3) para ataca-los, entdo ele rola um 1d6 para
verificar a distancia maxima que ele podera percorrer, ele obteve 4. Entdo agora
ele pode calcular as distancias e planejar um atague, como podemos ver no

diagrama abaixo:
Figura 39 - Exemplo do jogo 1

J
[us]

Fonte: Os autores. 2024

O assassino poderia atacar o inimigo B, depois atacar o A e novamente o B, ja
que as somas das distancias sdo aproximadamente 3,8. Nessa situacdo a cada
ataque ele rolaria 1d6-2 para descobrir o dano causado nos inimigos. Ele tirou 4,
3 e 6 nos dados, entdo na pratica os inimigos receberam de dano 2, 1 e 4

respectivamente.
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. Arqueiro de Segmentos: o arqueiro realiza ataques a distancia, atirando
flechas em linha reta nos inimigos. Para fazer isso ele precisa estar a pelo menos
5 unidades de distancia do alvo, entdo deve calcular a equacdo da reta que
passa por ele e pelo inimigo, com a equacédo calculada, ele pode atirar flechas
enguanto a reta for a mesma, causando 1d6 de dano.

Exemplo um arqueiro na posicéo (2,3) deseja atacar um inimigo na posi¢cédo A=
(5,4), entdo em seu turno ele se movimenta para a posi¢cado B=(2,4), calculando
a reta que passa por AB e calcula o tamanho desse segmento, como é menor
do que 5 unidades, e com a equacado calculada, ele pode atirar no inimigo

enguanto ele permanecer na reta y=4.

Turno do mestre:

Os atagues sdo ambiguos para o mestre, entretanto as contas sdo omitidas dos
jogadores, geralmente como 0 mestre estara com Geogebra aberto ou outra
forma de facilitar ou aproximar os célculos. E importante que o mestre também
esteja a mercé dos dados para deixar o0 jogo justo.

Durante as batalhas o mestre descrevera os inimigos como Arqueiro Fantasma,
Esqueleto Assassino ou Mago Necromante, para preparar os jogadores dos

possiveis ataques que receberao.

Vitalidade: A vitalidade dos inimigos mais fracos serd em torno de 6, podem ter
oponentes com 4 de vitalidade, 8, os bosses (chefdes) terdo sua vitalidade perto
de 10 a 12.

Ja os jogadores terdo 10 de vitalidade, caso percam muitos pontos de vida o
mestre pode decidir acrescentar pocdes para ajuda-los a se recuperar. O objetivo
da vitalidade do jogador € que ele tenha um senso de preocupacdo com seu
personagem, e que em conjunto elaborem estratégias enfrentar os desafios e

inimigos do jogo.

Exercicios (10min)

1) Situe no mesmo sistema de eixos cartesianos 0s pontos

51
(1!3)! (_211)1 (07_4)1 (_3!0)! (_21_3)1 (2!_1)1 (3!_4) (E'E)
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2) Mostre que o triangulo de veértices (2,2), (-4,-6) (4,-12 é

retangulo e isésceles. E em seguida determine seu perimetro.

3) Se o ponto (2,3) é o ponto médio de , com ( ,5) (4, m), quanto
vale + ?
4) A Reta s passa pelo ponto A (2,-1) e pelo ponto médio de , sendo

(0,-1) e (-3,2).Encontre a equacao geral da reta s.

5) Determine qual a distancia entre o ponto (2,1 §eareta = 0.

Anexo 1 Resolucédo dos Exercicios

1.

Figura 40 - Resolug&o de exercicio 1

Fonte: Os autores. 2024

2. E preciso mostrar que as medidas de seus lados satisfazem o teorema

de Pitagoras:

Figura 41 - Resolugéo de exercicio 2

Fonte: Os autores. 2024

T =V(2+4)2+(2+6)2=V36r64 V10810

= V(2-4)2+(2+122=V4+1986vV20981@2

= V(-4-4)2+(-6+122=V6436vV10810
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—2 —_—2 —2 —
Logo = + (1922?=186+16 20820,0
concluimos que o triangulo formado € retangulo e isosceles.

Operimetroé: 1 0+ 1 @2+1 020102 34 4

3. O ponto médio: (%,TJ'S) = (2,3)

+ =0+1=1

4. Primeiro devemos encontrar o ponto médio entre

0-3-1+2 _ -31
(Z 2 %7

Agora para encontrar a equacao da reta, calculamos o D=0 dos pontos A

eM

2 -1 1

-3 1 _ 3 3 _ 3 5_
Iz 2 il-o (1= =)= (GH3+2)=0 - |m5+5+3=0
5.

Figura 42 - Resolucéo de exercicio 3

P
*

Fonte: Os autores. 2024
A distancia entre o ponto P e a reta y=0, € a distancia que se afasta o

ponto P do eixo X, logo distancia 18.
o+ _ 0+18+0 _

— -_—

O+
v 24 2 1

18

Calculando pela formula: =

Avaliacdo: A avaliagdo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de

participacédo dos alunos no jogo e durante a realizacdo da lista de exercicios.
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Relatério da aula ministrada no dia 05/10

Para o sexto encontro do PROMAT, estava previsto trabalhar conceitos
de Geometria Analitica, fazendo o uso do LEM (Laboratério de Ensino da
Matematica). As expectativas e nervosismo para essa aula estavam grandes,
visto que seria aplicado pela primeira vez o RPG Fronteiras da Geometria,
desenvolvido pelos estagiarios. Essa aula mostraria que todo esfor¢co e
dedicacgéo colocados no desenvolvimento e preparacéo do RPG valeria a pena,
ou néo.

A primeira parte do encontro foi utilizado para apresentar e definir
conceitos pertinentes a Geometria Analitica, como plano cartesiano e distancia
entre dois pontos. Nesse momento o conteudo foi passado de forma mais direta,
sem muitas pausas para que 0s alunos resolvessem exemplos e exercicios, 0
gue causou um pouco de preocupacdo. Sera que estava rapido demais? Sera
que os alunos estavam entendendo? Mas como o objetivo principal dessa aula
ela trabalhar com o RPG, foi continuado dessa forma até o intervalo.

Durante o intervalo os estagiarios separam um tempo para realizar os
ultimos preparativos para o jogo, reler cada aventura e preparar cada mapa. A
medida que os alunos foram chegando do intervalo a curiosidade foi
aumentando, olhavam para as miniaturas impressas e os mapas coloridos,
estavam visualmente atrativos. Depois que a maioria estava na sala, foi iniciado
a explicacdo de como funcionaria o0 RPG, foi realizado também uma introducao
sobre o tema para os alunos que nao eram familiarizados.

Comecgando as aventuras: a sala foi dividida em quatro grupos e um
mestre (estagiario) para cada grupo. Entdo cada um iniciou sua prépria historia,
embarcando no mundo magico das Planicies Cartesianas, onde grupos de
aventureiros exploradores iniciaram busca por um tesouro, ou outros que foram
contratados para livrar as terras de um guardido, cada um com sua
peculiaridade. Enquanto isso, cada aluno criava seu personagem e o manipulava
pelos mapas dando vida ao simples pedaco de plastico.

Os jogos aconteceram no geral muito melhor do que o esperado, as
expectativas eram que os alunos gostassem do jogo e aprendessem com ele.
Como toda atividade diferente havia o receio de que eles ndo se interessassem

ou gque gostassem dos primeiros dez minutos e se entediassem com 0 jogo.
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Entretanto isso ndo ocorreu, eles interagiram, conversaram, buscaram juntos as
solugbes de cada desafio e enigma. E principalmente aplicaram os conceitos
matematicos estudados, acharam pares ordenados no mapa, encontraram
equacbes de reta que passavam por objetos, resolveram sistemas para

encontrar interseccoes.

3.7 AULA 07 (26/10) — PLANO DE AULA E RELATORIO

Plano de Aula

Publico-Alvo:

Alunos inscritos no projeto PROMAT.

Tempo de execucdo: 1 encontro de 4 horas.

Conteudo: Trigonometria.

Objetivo Geral: Introduzir conceitos basicos da trigonometria.

Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com o contetdo de Trigonometria, objetiva-se que o aluno seja
capaz de:

e Compreender as relagdes entre seno, cosseno e tangente.

¢ Desenvolver célculos envolvendo os angulos notaveis.

Recursos Didéaticos: Quadro, régua grande, jogo pife trigonométrico, materiais
Impressos, violao.

Encaminhamento metodologico:

Correcéao dos exercicios

Iniciaremos a aula corrigindo os exercicios no quadro, dando preferéncia aos
gue os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste sera
seguida a ordem da lista, caso o tempo ndo seja suficiente para correcéo sera
encaminhado um arquivo com a correcdo dos exercicios para os alunos

posteriormente.

Triangulo Reténgulo
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Todo triangulo retangulo, além do angulo reto, possui dois angulos (agudos)
complementares. O maior dos trés lados do triangulo é o oposto ao angulo reto
e chama-se hipotenusa; os outros dois lados séo os catetos.

Semelhancas no triangulo retangulo

Tracando a altura |, relativa & hipotenusa de um triangulo retangulo :
obtemos dois outros tridangulos retangulos: e . Observe as figuras:
Figura 43 - Semelhanga no triangulo retangulo
A A A
& 4 4
Al m T i Al [ ol 2
B D C B D D d
Qs angulos ie 2 sao complementares, O angulo B,?xD & complemento do 0O &ngulo D:&C € complemento
ou seja, a soma & 90°. angulo 1. Entao, BAD = 2. do angulo 2. Entao, DAC = 1.

Fonte:youtube.com. Acesso em 26 out. 2024

Reunindo as conclusfes, vemos que os triangulos : e tém os
angulos respectivos congruentes e, portanto, sdo semelhantes:

DBA DAC
Relacdes Métricas

Voltemos ao triangulo ,retanguloem ~,comaaltura . Os segmentos

e  também s&o chamados de projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.

Figura 44 - Relag6es Métricas no triangulo retangulo

A A A
4 D
b
</ |n b ~ ¢/ | ~ h
B A [ A o B
N D B n D D m C
a
n: medida da projecao m: medida da projecao
de AB sobre BC. de AC sobre BC.

Fonte:youtube.com. Acesso em 26 out. 2024

Explorando a semelhanca dos triangulos, temos que:

-=- %= . ()
-=— %= . (2
—=- 2= . (3.

Essas sdo relagcbes métricas no triangulo retangulo, e valem para qualquer

triangulo retangulo.
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O quadrado da medida de um cateto € igual ao produto das medidas da
hipotenusa e da projecao desse cateto sobre a hipotenusa, isto é:

2= . e 2=
O quadrado da medida da altura relativa a hipotenusa é igual ao produto das
medidas dos segmentos que ela determina na hipotenusa:

2 =

Dessas relagdes, decorrem outras, mas vamos destacar duas:
Multiplicando membro a membro as relacées (1) e (2) e depois usando a (3),

temos:

(2= .)(?%= .)

Utilizando (3):

Em qualquer tridngulo retangulo, o produto das medidas dos catetos é igual ao
produto das medidas da hipotenusa e da altura relativa a ela.

Somando membro a membro as relagées (1) e (2), temos:

(2= . )+(2= .);

2y 2= o+

2+ 2= (+ )
2, 2- :
24 2= 2

Em qualquer triangulo retangulo, a soma dos quadrados das medidas dos
catetos € igual ao quadrado da medida da hipotenusa. Essa ultima conhecida

com teorema de Pitagoras.

Definicdo de seno, cosseno e tangente

Usaremos o projetor de slides para mostrar as figuras e tabelas, e o quadro para

exemplificar os modelos.

Continuamos com uma norma para construcdo de rampas de acessibilidade.
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Para garantir que uma rampa seja acessivel, sdo definidos os limites maximos
de inclinagdo da rampa, através da norma NBR 90504.

Figura 45 - Exemplo de Inclina¢@o de rampa

pavimento
! superior
pavimento i altura
inferior
| |
/// : comprimento horizontal da rampa :
Fonte:qconcursos.com. Acesso em 26 out. 2024
A norma prevé a seguinte equacao:
= —, onde,
€ a altura do desnivel
€ o comprimento da proje¢&o horizontal.
i € a inclinacdo ou razéo entre altura e projecéo horizontal
A tabela a seguir, mostra a razao de inclinacao:
Tabela 16 - Tabela de inclina¢éo de rampa
Desniveis maximos de cada Inclinagdo admissivel em NiUmero maximo
segmento de rampa h cada segmento de rampa i de segmentos
m % de rampa

1,50 5,00 (1:20) Sem limite
1,00 5,00 (1:20) < i< 6,25 (1:16) Sem limite
0,80 6,25 (1:16) < i< 8,33 (1:12) 15

Fonte: Os autores. 2024
Exemplo: Para construir uma rampa de acessibilidade com desnivel de 100 cm,

a rampa precisa ter no minimo 16m de comprimento horizontal da rampa para
atender a norma NBR 9050.

Para definir esta razdo e entender o porqué a norma NBR 9050 utiliza uma

razdo e ndo angulo, vamos precisar da seguinte ilustracéo:

Figura 46 - Exemplo de inclinagdo com o transferidor

4 NBR 9050, Norma de acessibilidade, 03/08/20.
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Y
i C/<
/../g\\\\\\\\\\\\“)u‘ |ﬁ f”/. /////////,,,// : B
‘e\<\\\\ & A0 100 | v /L',HI 7% //
<\<\\<\\\\ X o 55 %
NG
")\\x\ 5
. z
E '/$\F.',‘9 "é/?
< = R > %
S =8 e —
s = = oo =
§ §_Q§ ¢ == [T IT -
3 B A A A -
Fonte:youtube.com/watch?v=e4mUTI7hrhE. Acesso em 26 out. 2024
Os triangulos retangulos , 1 1, 2 2, ,sdo tridngulos retangulos

semelhantes pelo caso de AAA (angulo, angulo, angulo), temos 3 casos:

1° caso:

Para o mesmo angulo, temos a mesma razéo t, denominamos de “tangente de

2° caso:
_ 11 2 2 _
1 2
A razao s, denominamos de “seno "
3° caso:
o 1_ 2
1 2

A razao c, denominamos de “cosseno de

Relagdes entre razdes trigonométricas
1) Relacdo Fundamental da Trigonometria:
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Demonstragéo:
Figura 47 - Demonstracao por Pitagoras 1

Considere o triangulo ABC, retangulo em A, conforme a figura a seguir.

3
©

A
sen’ oL =—
b 4 b ¢ a
Sendo sen o = — e cos oL = —, temos: ,
a a c
cosPo=— (1)
a

B

C a

Adicionando @ e @, membro a membro, obtemos:
b* +c? @

b>
sena + cos’oL = —+— =>sen’o + oo = ——5—
a a

Fonte:brainly.com.br/tarefa. Acesso em 26 out. 2024

Como o triangulo ABC é retangulo, pelo teorema de Pitagoras, temos:
@=b+c W

Substituindo @ em @, temos: sen’ o + cos* o = 1.

2) O seno de um angulo agudo é igual ao cosseno de seu

complemento:
=co(9®0°)

Demonstragéo:
Considerando o triangulo retangulo ABC, conforme a figura a seguir, temos:

Figura 48 - Demonstragdo por Pitagoras 2

seno=—=cosf}

senf=—=cosu

Qln oo

Fonte:brainly.com.br/tarefa. Acesso em 26 out. 2024

=9 0, bbtemos: =90°- ou =90°- .Assim, temos: sen

Como +
=cos (90° - ).

cos (90° - ) ou sen

3) A tangente de um angulo agudo é igual a razao entre o seno e 0
cosseno do mesmo angulo.
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Demonstracao:

Angulos notéaveis

Continuaremos a aula explicando aos alunos que alguns angulos aparecem com
mais frequéncia em muitos problemas, devido ao seu constante uso, é o caso
daqueles que medem 3 0,4 5¢€6 0.°

Usaremos a lousa para demonstrar 0s seguintes casos.

Considere um triangulo equilatero , cujos lados medem e a altura mede

E a mediana, altura e a bissetriz relativa ao mesmo angulo interno coincidem.

Figura 49 - Angulos notaveis no triangulo equilatero.

A

I { l
2 2
Fonte: Brasil escola — UOL. Acesso em 26 out. 2024
Céalculo da altura h (aplicando o teorema de Pitagoras) no triangulo retangulo
AHC:
( )2=( )+ )
2

2= 2"‘(5)

2
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Multiplicamos 2 em cima e em baixo por 4 para obtermos uma fracdo

equivalente.
2 2 2
AT 2 2.3
4 4 4
— _
Jz-v3 _ 8
4 2

Como agora temos a altura do triangulo, podemos encontrar valores de

sincoset an

Primeiramente encontraremos os valores para o angulo de 30°:

30= >
3 _
V3 V3
C 030= —= —= —
2
7 1 V3 V3
t adnl= —= ——= —
V3 v3 v3 3
2
Agora encontraremos os valores para o angulo de 60°:
v =
. 2 V3
60———7
.21
Cc 06s0= >
V3
ta6n0£72:\/§

Continuaremos a explicacdo dizendo que outro angulo importante € o de 45°.
Neste caso, vamos considerar um triangulo retangulo e isésceles cujos
catetos medem e a hipotenusa mede . Aplicando o teorema de Pitagoras no

triangulo

Figura 50 - Angulos notaveis no triangulo isosceles.
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Fonte: Brasil escola — UOL. Acesso em 26 out. 2024
2= 242 _ 2=92  =+22_ = 42

Céalculo do seno, cosseno e tangente 45°:

V2 V2
452 —=—=— —=—
V2 V2 v2 2
V2
C 04852 —= —= —
J2 2
t adn5=—=-=1

Organizando os resultados construidos em uma tabela temos:

Figura 51 - Tabela dos angulos notaveis.
ANGULOS NOTAVEIS

30° 45° 60°
SENO % ‘/_5 ‘/_§
2 2 2
COSSENO E E &
2 2 2
TANGENTE ﬁ 1 V3
3

Fonte: Brasil escola — UOL. Acesso em 26 out. 2024
Mostraremos aos alunos que uma forma de memorizar mais facil essa tabela, é

por meio de uma mausica ou parddia.

Os estagiarios cantarao a musica uma vez para ensinar os alunos, e incentivarao
os alunos a também cantarem posteriormente.

A letra da musica segue em anexo, e a melodia pode ser encontrada no link
contido nas referéncias.
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(intervalo 20min)
Lei dos senos e cossenos

A Lei dos Senos e dos Cossenos € um dos teoremas mais importantes da
trigonometria (ciéncia que estuda os triangulos). Com o uso dessa lei é possivel
estabelecer relacbes que auxiliam no calculo dos angulos e dos lados dos
triangulos.

A aplicacdo dessa lei é especifica para o triangulo acutangulo (possui todos os
angulos agudos, menores que 90°), o triangulo obtuso (possui um angulo interno
obtuso, maior que 90°), entre outros.

O célculo das medidas do triangulo retangulo (possui um angulo interno reto,
com 90°) néo é realizado por meio da Lei dos Senos e dos Cossenos, mas sim
do Teorema de Pitagoras, representado pela formula: a2 = b2 + c2

As relagBes trigonométricas do seno, cosseno e tangente ndo se aplicam aos
triangulos acutangulo e obtuso. A resolucéo desses triangulos se da por meio da
Lei dos Senos e dos Cossenos que, por sua vez, € construida com base no

Teorema de Pitagoras.

Lei dos Cossenos
A Lei dos Cossenos é usada para realizar o calculo das dos lados e dos angulos

do triangulo, desde seja dado algum valor. Essa lei é conhecida pelo enunciado:
“O quadrado de um dos lados do triangulo € igual a soma dos quadrados dos
outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno do

angulo formado entre eles”.

E sua férmula é:

A Lei dos Cossenos pode ser aplicada ao triangulo abaixo, que apresenta os
seguintes dados: Lados: a=? b =10, ¢ = 15 e angulo: 60°.


https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/triangulo-retangulo
https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/cosseno
https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/tangente
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Figura 52 - Lei dos cossenos

C

10C¢m

60°
A 15Ccm B

Fonte:educamaisbrasil.com.br. Acesso em 26 out. 2024

Aplicacéo Lei dos Cossenos.

2=10%152210A5 60°
2=100 22530.0/2
2=325150
2=175
= V175 57

Lei dos senos

A Lei dos senos ou Teorema dos senos indica que a relacao entre a medida do
lado de um tridngulo e o seno do angulo oposto a esse lado sera sempre

constante. Essa lei é representada pela seguinte formula:

Figura 53 - Lei dos senos

a __b _ c
SenA SenB SenC

Fonte:educamaisbrasil.com.br. Acesso em 26 out. 2024

Para aplicacdo da Lei dos senos, observa-se o triangulo abaixo que fornece os
seguintesdados: =6, = 45° =608 ?

Figura 54 - Aplicacdo da Lei dos senos
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45° 60°

I
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<
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Pife trigonométrico

O Pife trigopnométrico, segue os principios basicos do popular jogo de Pife, com
algumas adaptacbes nas cartas. O jogo € composto por 40 cartas,
organizaremos 0s alunos em quartetos ou quintetos, (depende do numero de
alunos presentes) formando trés grupos. As regras sao as seguintes:

1) Um jogador aleatorio embaralha as cartas. Outro jogador corta o baralho

ao meio, e o jogador que embaralhou juntas as partes e distribui seis
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cartas para cada jogador, as cartas que sobrarem ficaram no monte como
opcgao de “compra”.

2) Quem inicia 0 jogo € o jogador que separou o baralho em duas partes
depois de embaralhado, ele devera pegar uma carta do monte que sobrou
e verificar se consegue formar um par ou até mesmo uma trinca, com
cartas equivalentes, devendo descartar uma carta a sua escolha com a
face para cima ao lado do monte.

3) O proximo jogador podera pegar a carta descartada anteriormente, caso
sirva para ele, ou se preferir, pode pegar uma no monte e descartar outra
de sua preferéncia, assim dando continuidade ao jogo até que alguém
complete duas trincas com cartas equivalentes.

4) Caso algum jogador esteja “pela boa” para ganhar o jogo e precise da
carta descartada, podera antecipar-se ao préximo jogador e pegar a carta
para vencer aquela partida, porém, caso se engane, sO podera vencer
pegando a carta do monte.

5) Das seis cartas recebidas, cada jogador deve formar duas trincas de

razdes trigonométricas equivalentes, exemplo: caso o jogador faca uma

. . . 1
trinca com as seguintes cartass | pn——— e > sabendo que =

3 0, formou uma trinca de razdes trigonométricas equivalentes.

6) O jogador que fizer dois trios primeiro e mostrar aos adversarios ganha o
jogo, somando um ponto. Ganha aquele jogador que fizer trés pontos
primeiro.

7) As jogadas que tiverem a mesma representacdo como: %% s i3n0 rfdo

serdo validas, pois o0 intuito é associar cartas equivalentes e
representacoes distintas.

Cartas do jogo:

Figura 55 - Cartas do Jogo Pife Trigonométrico
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Fonte: Freitas et al. 2024
Lista de exercicios
1) (Cefet-SP) No triangulo ABC abaixo, =20 = 6 0 .Quais

as medidas dos segmentos AF e BE respectivamente?
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Figura 56 - Exercicios trigonometria 1

Fonte: todamateria.com.br. Acesso em 26 out. 2024

Solucéo:

Temos que = —, olharemos para o triangulo ABC. Como temos
A o o1 x.1_26

o angulo de 30°, e 30—2.Entao.2— e

Podemos multiplicar cruzado. 6 0= 4 O+ 2

60402
2?0: , logo =1 0 .Observamos que o0 segmento opostoa
seria 9 0, chamaremos este ponto de G. Entdo o
segmento sera paralelo ao segmento . Desta forma, =10
%= 1—0, multiplicando cruzado temos, = 2 0 .E paradescobriro
segmento  , podemos utilizar Pitagoras 2= 2+ 2 logo 2=
186+286

2-1006400 2=500
=v500 2286
2) (EPCAR-MG) Um avido decola de um ponto B sob inclinagdo constante
de 15° com a horizontal. A 2 km de B se encontra a projecao vertical C do
ponto mais alto D de uma serra de 600 m de altura, conforme a figura.
Dados:

15=097 152026 15=%=027

Figura 57 - Exercicios trigonometria 2
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Fonte:brainly.com.br/tarefa/59490902. Acesso em 26 out. 2024

E correto afirmar que:

a) N&o havera colisdo do avido com a serra antes de alcancar 540 m
de altura.

b) Havera colisdo do avido com a serra em 540 m de altura.
c) Havera colisdo do avido com a serra em D.

c) Se o avido decolar 220 m antes de B, mantendo a inclinagéo, nao
havera colisdo do avido com a serra.
Solucéo:

Figura 58: Solugéo Exercicio 2
Em primeiro lugar é necessério utilizar o mesmo muiltiplo da unidade de medida de

comprimento. Sendo assim, passaremos 2 km para 2000 m.

Seguindo as mesmas condigdes iniciais de voo, podemos prever a altura em que o
avido estara na projecéo vertical do ponto C.

Utilizando a tangente de 15° e definindo como h a altura, temos:

. h
tan 15° = 3000
h = 2000 x tan 15°
h = 2000 = 0,27
h =540m

Fonte: https://www.todamateria.com.br/exercicios-de-trigonometria-no-trianqulo-

retangulo-comentados/ Acesso em 02 de fev. de 2025.

3) (ENEM 2018) Para decorar um cilindro circular reto sera usada uma faixa

retangular de papel transparente, na qual esta desenhada em negrito uma


https://www.todamateria.com.br/exercicios-de-trigonometria-no-triangulo-retangulo-comentados/
https://www.todamateria.com.br/exercicios-de-trigonometria-no-triangulo-retangulo-comentados/
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diagonal que forma 30° com a borda inferior. O raio da base do cilindro
mede 6/1T cm, e ao enrolar a faixa obtém-se uma linha em formato de

hélice, como na figura.

Figura 59 - Exercicios trigonometria 3

;\\\\\V)
AL AN

.
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'
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(

Fonte:sisg.elitecampinas.com.br. Acesso em 26 out. 2024

O valor da medida da altura do cilindro, em centimetro, é:
a) 363
b) 2443
c) 4V3
d) 36
e) 72

Solucéo:
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Figura 60: Solugéo Exercicio 3
Como podemos observar na figuras, foram dadas 6 voltas com a faxa. Portanto, a base do tningulo
da figura abaixo & igual a 6 vezes o comprimento da circunferénicia

30°

6.2:fr.E =72

/4

Para descobrirmos a altura, temos que

230 =— = h=243

Fonte: https://descomplica.com.br/gabarito-enem/questoes/2018/segundo-dia/o-valor-da-medida-

da-altura-cilindro-em-centimetro-e/ Acesso em 02 de fev. de 2025.

Raios de luz solar estdo atingindo a superficie de um lago formando um
angulo X com a sua superficie, conforme indica a figura. Em determinadas
condicBes, pode-se supor que a intensidade luminosa desses raios, na
superficie do lago, seja dada aproximadamente por I(x) = k. sen.(x), sendo
k uma constante, e supondo-se que X esta entre 0° e 90°. Quando x =
30°, a intensidade luminosa se reduz a qual percentual de seu valor
maximo?

a) 33%

b) 50%

c) 57%

d) 70%

e) 86%

Solucao: A funcdo dada para a intensidade luminosa é:

()= . ()
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O valor méaximo da funcao ocorre quando ( ) atinge seu valor maximo,

que é 1. Isso acontece quando =90 °

5)

Portanto, a intensidade maxima é:

Max - (90= .1=
Substituimos = 3 0rfa equacao:
(30= . (30)= .05

O percentual de = (3 0) emrelacdo a 4 x€ dado por:
(3 0)

MA X

.1 0%

Substituindo os valores:

.05
——.100%05 %%

Quando = 3 0, & intensidade luminosa € 50% do valor maximo.

Entre duas serras, os moradores de dois vilarejos tinham que percorrer
um duro caminho de descida e subida. Para resolver a situacdo, foi
decidido que uma ponte estaiada seria construida entre os vilarejos A e
B. Seria preciso calcular a distancia entre os dois vilarejos pela linha reta
em que a ponte seria esticada. Como os moradores ja conheciam a altura
das cidades e os angulos de subida, essa distancia poderia ser calculada.
Com base no esquema abaixo e sabendo que a altura das cidades era de

100 m, calcule o comprimento da ponte.

Figura 61 - Exercicios trigonometria 4
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Fonte:brainly.com.br/tarefa/53933116. Acesso em 26 out. 2024

Solucdo: Para calcular o comprimento da ponte, podemos usar
trigonometria. A ponte pode ser vista como a hipotenusa de dois triangulos

retangulos, cada um com um angulo conhecido e cateto oposto de 100 m.

. Alturadasserras: =100
. Angulos de inclinagdo: 4 85e 6 8
. Precisamos calcular os catetos adjacentes ( ; € ,) e soma-los

para obter a distancia total.

Em cada triangulo, temos:

Para o triangulo com angulo 6 0 °

_ 100 _ 5 774
1~ (6 O) 'y
Para o triangulo com éangulo 4 5 °
100

2=m0=100

A distancia total entre os vilarejos sera:
1+ =57 441081574
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Anexo: Letra da parddia (parddia dos angulos notaveis)

Seno, cosseno ou tangente, para mim tanto faz

A tabela eu aprendi e vou mostrar como €é que faz
E vou mostrar como € que faz

Trinta, quatro cinco ou sessenta, pra mim tanto faz
A tabela eu aprendi e vou mostrar como €é que faz
E vou mostrar como é que faz

Um, dois, trés, trés dois um, tudo sobre dois raiz quadrada em cada um
E a tangente como fica?

Raiz de trés sobre trés, bota um raiz de trés
Ensina, ensina, ensina

Raiz de trés sobre trés, bota um raiz de trés
Ensina, ensina, ensina

Raiz de trés sobre trés, bota um raiz de trés

Ensina, ensina, ensina

Avaliacdo: A avaliacdo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de

participacdo dos alunos no jogo e durante a realizacdo da lista de exercicios.

Relatorio da aula ministrada no dia 26/10

Depois de dois sabados sem PROMAT (um pelo feriado nacional do Dia
das Criancas e outro pelo recesso académico) retornamos neste sabado
normalmente com as aulas, iniciando o contetdo de trigopnometria. Estimavamos
a presenca de vinte alunos, fomos surpreendidos com a presenca de apenas
trés. Algo que poderia explicar tantas auséncias era que exatamente neste dia

coincidia um “aulao” gratuito que os alunos teriam preparatério para o exame do
ENEM, inclusive alguns disseram no nosso encontro passado que iriam
participar. Ademais, um de nossos integrantes nao estava presente por

problemas de saude.
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Tratamos de conduzir a aula da mesma forma que nos encontros
anteriores, dedicando-se ao maximo para contribuir na construcdo das ideias
junto aos alunos presentes. A primeira parte da aula foi mais tedrica, onde
explicamos uma parte introdutdria as relacfes trigopnométricas, demonstrando de
onde vem a férmula de Pitagoras, os conceitos de seno, cosseno e tangente e
0os angulos notaveis. Ao voltar do intervalo, terminamos o restante da parte
tedrica que haviamos programado no plano, e juntamo-nos em um Unico grupo
para um jogo (pife trigonométrico), afinal eram trés alunos para trés estagiarios,
nao fazia sentido separar em dois grupos. Fomos explicando e jogando junto,
fazendo-se mais presente e mais préximo dos alunos, durante o jogo pudemos
ter conversas mais informais e descontraidas, acreditamos que isso acabou
guebrando algumas barreiras de comunicacgéo entre professor e aluno.

No transcorrer das aulas, geralmente os alunos ndo interagiam muito,
nem perguntam muita coisa, situacdo piora quando se tem menos alunos
presentes, por isso o jogo foi importante para o andamento desta aula. Um ponto
positivo € que o professor consegue dar aula, pois ndo precisa ficar
interrompendo a aula para chamar a atencao de aluno, a impressédo que temos

€ gue os alunos sdo bem maduros, e realmente estédo ali para aprender.

3.8 AULA 08 (09/11) — PLANO DE AULA E RELATORIO

Plano de Aula
Publico-Alvo:
Alunos inscritos no projeto PROMAT.
Tempo de execucdo: 1 encontro de 4 horas.
Conteudo: Trigonometria.
Objetivo Geral: Introduzir conceitos da trigopnometria como medidas de arcos e
angulos, relagdes fundamentais trigonométricas e a simetria no estudo do seno
e cosseno.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com este conteudo, objetiva-se que o aluno seja capaz de:
e Compreender os conceitos de seno e cosseno de um arco, e 0 estudo de

simetria no ciclo trigonométrico.



166

Recursos Didaticos: Quadro, giz, régua grande, compasso grande, materiais
Impressos e projetor de slides.

Encaminhamento metodolégico:

Correcao dos exercicios

Iniciaremos a aula corrigindo os exercicios no quadro, dando preferéncia aos
que os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste sera
seguida a ordem da lista, caso o tempo ndo seja suficiente para correcéo sera
encaminhado um arquivo com a correcdo dos exercicios para os alunos

posteriormente.

Circulo trigonométrico

Arcos de Circunferéncia
Apresentaremos com Slides:
Consideremos uma circunferéncia de centro O e um angulo central O , sendo

A e B pontos que pertencem aos lados do angulo e a circunferéncia.

Figura 62 - Arco de circunferéncia 1

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

A circunferéncia fica dividida em duas partes, cada uma das quais € um arco de

circunferéncia:

° Arco da circunferéncia” ,
° Arco da circunferéncia” ,

° A e B sao as extremidades do arco.
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Se A e B sao extremidades de um diametro, temos dois arcos, cada um dos

quais é chamado semicircunferéncia.

Figura 63 - Arco de circunferéncia 2

X

>
ot
[we]

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

Em patrticular, se os pontos A e B coincidem, eles determinam dois arcos: um
deles é um ponto (denominado arco nulo) e o outro é a circunferéncia

(denominado arco de uma volta).

Figura 64 - Arco de uma volta

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

Medida e comprimento de arco: A medida angular de um arco ou,
simplesmente, medida de um arco é igual a medida do angulo central

correspondente. Observe estes exemplos:

Figura 65 - Medida de um arco
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B

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024
( )=120°

Dizemosqueoarco  medel 20 °

A medida linear de um arco refere-se ao seu comprimento. Quando retificamos
um arco de circunferéncia, obtemos um segmento de reta cuja medida é igual ao
comprimento do arco, que € medido em centimetros, metros, milimetros,

quildmetros etc.

Figura 66 - Medida linear de um arco

linear

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

Unidades de medida de arcos e angulos
Ao tratarmos da medida de um arco, adotamos o grau (°) ou radiano (rad).

P . . 1 . A~ .
o 1 grau é a medida de um arco igual a ﬁ(ga circunferéncia

correspondente.

O grau possui submudltiplos importantes, como o0 minuto e o

segundo. O arco de 1 minuto (1’) corresponde a Giodo arco de
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medida 1°, ja o arco de 1 segundo (1”) corresponde a GLOdo arco de

medida 1’.

o 1 radiano € a medida de um arco cujo comprimento € igual
ao raio da circunferéncia correspondente.

O arco ~ , abaixo, bem como seu angulo correspondente O |,

mede 1 rad.

Figura 67 - Medida de um radiano

comprimentos iguais

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

Jaoarco  abaixo, bem como seu angulo correspondente O , mede 2 rad,

pois seu comprimento é igual ao dobro da medida do raio.

Figura 68 - Medida de dois radianos

o

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

O comprimento C de uma circunferéncia de raio € igual a 21t . Isso significa
que o raio “cabe” 21 vezes nesse comprimento (aproximadamente 6,28 vezes).
Assim, um arco de comprimento igual a mede 1 rad; um arco de comprimento
igual a 2 mede 2 rad etc. Da mesma maneira, um arco de comprimento 2

(volta completa) mede 2 rad. Desse modo, o arco de uma volta mede 2 rad ou

360°. Observe as correspondéncias abaixo:

Figura 69 - Correspondéncia radianos graus
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2wrad —— 360°
mt rad — 180°
i )
—rad — 90°
2
o N
—rad —— 60°
3
b N
—rad —— 45°
4 ra

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

O comprimento de um arco quando medimos o comprimento de um arco, a
unidade de medida utilizada € a mesma do raio: metro, centimetro, milimetro etc.

Observe gue na figura abaixo o comprimento de um arco depende da medida do

raio considerado: os arcos~ , e  medem, cada um, 45° ou 5 rad, mas

seus comprimentos séo diferentes.

Figura 70 - Comprimento de um arco 1

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

Vamos calcular os comprimentos de £, £, e £ dos arcos ~ e
Arco
6 0 °2m 4 8 21 4 8.0 5 0 21 ¢ 0 T
_ = — . = 2711 = — = — ..
457 1, 0, ! vt "7 g 174t

Para os demais arcos a conta é a mesma.
Mantida fixa a medida do angulo central, o comprimento de um arco é
diretamente proporcional ao raio da circunferéncia que o contém.

No exemplo:
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Observe que a constante de proporcionalidade corresponde a medida do angulo

central, expressa em radianos. O angulo central da figura mede 45° ou " rad.

Em geral, podemos escrever:

Figura 71 - Comprimento de um arco 2
A

-

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

Circunferéncia Trigonométrica

Fixemos dois eixos perpendiculares cruzando-se em O e orientados conforme
as indicagbes: o vertical, para cima, e o horizontal, para a direita. No sistema
assim descrito, consideremos uma circunferéncia com centro O e raio unitario
(isto é, raio de medida igual a 1). O circulo limitado por essa circunferéncia fica
dividido em quatro partes iguais denominadas quadrantes (Q) e indicadas na
figurapor 1°Q, 2°Q, 3°Q e 4° Q.

Figura 72 - Circunferéncia trigonométrica
&

@®
12Q

A(1,0)

44 Q

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024
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Vamos convencionar que todos os arcos tomados nessa circunferéncia tém
origem no ponto A(1, 0) — interse¢do da circunferéncia com 0 semieixo
horizontal positivo — e o sentido positivo é o anti-horario. Construimos, deste

modo, a circunferéncia trigonométrica.

NUmeros reais associados a pontos da circunferéncia trigonométrica.
Como o raio é unitario, o comprimento da circunferéncia trigonométrica € 2
1= 2 (aproximadamente 6,28) unidades de medida de comprimento.

Vamos associar a cada numero real ,0< < 2 , um Unico ponto P da
circunferéncia trigpnométrica, de modo que:

*se = 0, oponto P coincide com o ponto A (1, 0);

* se > 0, descrevemos, a partir de A, no sentido anti-horario, um arco de

comprimento cujas extremidades sédo A e P.

Figura 73 - NUumeros reais na circunferéncia trigonométrica

0 cmmprir_r_n_‘entﬁ
do arco AP é x.

P\ A1, 0)

Aﬁ,{]]

x=0 x=0

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024
Observe a associagao seguinte:

Figura 74 - Circunferéncia trigonométrica 2
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Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

Figura 75 - Visualizagdo na reta

B C D E
; T 4 e -
2 2

Fonte:teses.usp.br. Acesso em 09 nov. 2024

Temos que:

«Oarco corresponde a % do arco de uma volta completa. Seu comprimento é
> (aproximadamente 1,57), que € a quarta parte de 2 . Note, também, que sua

medida é > radianos (ou 90°). Dizemos que C € imagem do numero real >

BN

« O arco ~ corresponde a metade do arco de uma volta completa. Seu
comprimento é (aproximadamente 3,14), que é a metade de 2 . Observe que

sua medida é radianos (ou 180°). Dizemos que D é imagem do numero real

~ 3 .
* O arco corresponde a n do arco de uma volta completa e seu comprimento
P 3 . ;3 . ;3 . P
e, portanto, 7 de 2 ,isto é, - Sua medida é Y radianos (ou 270°). O ponto E &
. , 3
imagem do namero real >

«Oarco  tem comprimento igual a 1 e sua medida é 1 rad (observe que o
comprimento de AB é igual a medida do raio). O ponto B é imagem do namero
real 1.
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e assim por diante.
Ao fazermos essa associacao, € importante lembrar que a medida ( ) de um
arco, em radianos, coincide numericamente, na circunferéncia trigonométrica,

, . ¢
com o seu comprimento (£), pois, como = -er=1,temos =2¢.

Atividade: Construa a circunferéncia trigonométrica, e marque 0s pontos
correspondentes aos seguintes numeros reais:

a) 0

b)

c)

o
=

wlm ml\l J>|oo wl

()
N

Resolucao:

Figura 76 - Resolucdo exercicios na circunferéncia

0.2

-18 -16 -14 12

Fonte: Os autores 2024

a) O ponto A tem O rad ou Q°

b) O ponto B tem 1,04 rad ou 60°
c) O ponto C tem 2,35 rad ou 135°
d) O ponto D tem 3,66 rad ou 210°
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e) O ponto E tem 5,23 rad ou 300°
Intervalo (20min)

Rela¢cdes fundamentais

Seno e cosseno de um arco

Neste momento, faremos a demonstracdo para os alunos utilizando a lousa, o
conceito de seno e cosseno de um arco.

Consideremos no ciclo trigopnométrico o ponto , que € a imagem do namero

real , conforme indica a figura. (desenhar no quadro)

Figura 77 - Seno e Cosseno de um Arco.
Ay

-~

=V

Fonte: Ensino de mateméatica. Acesso em 15 out. 2024

Consideremos também o arco = , que corresponde ao angulo central de medida

. Seja oraiodociclo,e ' ‘e 'asprojecBes do ponto noseixos e

respectivamente.
Do triangulo retangulo ' , temos:
=——=—7= 5 =
COS= —=——= '"-CO0Ss= '
1
Definimos:

€ a ordenada do ponto
C 0 sé a abscissa do ponto
O eixo € o0 eixodos senos e oeixo € o eixo dos cossenos.
Dai,se €& um ponto do ciclo trigonométrico, podemos escrever. (c 0 $ ).

Essa nova definicdo tem a vantagem de nao ficar restrita aos angulos agudos.
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Agora podemos falar em seno e cosseno de arcos (ou angulos) de qualquer
medida.

Observaremos no ciclo trigonométrico (desenhado na lousa), quando os sinais

de positivo e negativo para seno e cosseno.

Figura 78 - Sinal positivo e negativo para seno e cosseno.

N

y

seno -+

COS +

seno =

COS ==

S€No0 =

COS +

Fonte: Blog do Enem. Acesso em 15 out, 2024

Representando o ponto  deslocar-se pelo ciclo.

> No segundo quadrante 0 seno é positivo e 0 cosseno é negativo.

> No terceiro quadrante o seno é negativo e 0 cosseno € negativo.

> No quarto quadrante o0 seno € negativo e 0 cosseno € positivo.
Valores importantes de e c o s(Slides).

Figura 79 - Ciclo trigonomeétrico valores importantes.

sen 90° =1/ 2
1
A 60° = (n/ 3)
e,
// w2l iﬁ_\ 45° = (11/ 4)
1\
[/ a2/ r=—f--a  30°= (w1 6)
7 N
=180° 1712 i i E \\0°=0
z=18 ! JO e ) &
| Sl it 2y |
1/2 2 1 = 360°
a
N2/2 /
\ \‘3//i
\
N\ 7
\\ s
\\__///
270°=3m/2

Fonte: https://pt.slideshare.net/. Acesso em 15 out, 2024



https://pt.slideshare.net/
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Organizando em uma tabela temos:
Slides:

Figura 80 - Valores importantes na tabela
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
0) (w/6) (m/4) (w/3) (m/2) (m)  (3m/2) (2m)

0 Y V2/2  \3/2 1 0 =1 0

1 V312 22 VA 0 = 0 1

Fonte: Blog do Enem. Acesso em 15 out, 2024

Simetria no estudo do seno e cosseno

Usando a simetria, podemos relacionar o seno e cosseno de um arco de
qualquer quadrante com os valores do primeiro quadrante. Deste modo, faremos

uma reducdo ao 1° guadrante.

Slides:

> Reducéo do segundo quadrante para o primeiro quadrante.

/
sen sen

v

v

cos ' cos

sen (180° - x) = sen x sen (1 - x) = sen x

Note que falta paral 8 @d

Dois arcos suplementares (1 8 0-° ) tém: { &

\ > Reducdo do terceiro quadrante para o primeiro quadrante. |
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sen

X X
cos> oos>
180° + x mH+X
sen (180° + x) = -sen x sen (I + x) = -sen x
Osarcos el 8 CGr° tém:{ eé
> Reduiéo do iuarto iuadrante iara 0 irimeiro iuadrante.
A A
sen sen
X X
cos cos
360° - x 21 - X%
sen (360° - x) = -sen x sen (21 - x) = - sen x
. é
Osarcos e3 69 tém:{

A partir do que foi visto, iremos construir o ciclo trigopnométrico com alguns

valores notaveis importantes. (construir no quadro com auxilio dos alunos).

Figura 81 - Ciclo trigonométrico completo
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(0,1)
3

(-1/2,N3/2) (1/2, V3/2)

(-1/2, N3/2)

Fonte: Ensino de matematica. Acesso em 15 out. 2024

Atividade dindmica

Caca ao tesouro

Para realizar o jogo Caca ao Tesouro serdo necessarios 3 estacdes e a sala de
aula ser& o inicio e o final do jogo, o qual teremos desafios que inclui medidas
de arco e angulos no ciclo trigopnométrico.

Serdo separados em no maximo 4 grupos em que cada um terd um percurso de
estacdes diferente um do outro, mas com a chegada na sala de aula como ultimo
desafio.

1° desafio: inicio na sala de aula, sera entregue para cada grupo o seu desafio,
e contemplado a resposta, cada grupo seguira por um caminho até o ultimo
desafio.

Cada estagiario ficara responsavel para entregar a proxima pista, o qual tem um

novo desafio.

Desafio 1:
“Um reldégio analégico marca 5 horas. Qual é o menor angulo formado pelos

ponteiros das horas e dos minutos?”
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Resposta: 150°

Desafio 2:
Um navio navega por 10 km e depois muda a sua direcdo formando um arco de
circunferéncia com o centro no ponto de partida. Qual a distancia entre o ponto

de partida e o ponto de chegada em que o arco tém 30°?

Resposta: O arco de 30° corresponde a 5 para o raio 1.

Logo para o raio 10 km, temos % rad

A , 10 60 10 _9u
ADlstanC|asera10+?:?+ T:Tl 15 &m.

Desafio 3:

Construa o ciclo trigopnométrico e marque 0s pontos correspondentes aos
4 7

A 10 . o
angulos 3733 5 Qual a figura geométrica se formou?
Resposta:

Figura 82 - Resolucao caca ao tesouro 1

1.2

-2 -18 -16 -14 -12

Fonte: Os autores. 2024

Como os 2 angulos coincidem no ponto A e 2 angulos coincidem no ponto B.

Logo formam um segmento de reta.

Desafio 4:

P A 23
Em qual quadrante esta o angulo T?
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Resposta: O angulo pode ser fatoradoem2 + 2 + 77. Assim, o angulo daréa 2

.7 A ,
voltas e mais i rad. Logo o angulo esta no 4° quadrante.

Desafio 5:

Uma roda gigante possui raio de 20 metros. Se um passageiro esta no ponto
mais alto da roda gigante e gira um angulo de 135° no sentido horario, qual sera
sua nova altura do solo?

Resposta: ao girar um angulo de 135°, o passageiro esta a 45° do eixo horizontal
e vertical da roda gigante, no 4 quadrante.

Para determinar a altura, sera:

Figura 83 - Resolucao caca ao tesouro 2

1.2

A

12 14 16 18 2

Fonte: Os autores. 2024

= - (45)0:20—20\/2—2:20—16)/5 20144 586
Pistas para encontrar o préximo desafio:
Pista 1. Para subir ou descer, é necessario girar como se fosse um ciclo
trigonométrico. O proximo desafio encontra-se na base deste ciclo.
Resposta: A pista leva para o R.U.
Pista 2: Sempre podemos encontrar conhecimento, mas existe um lugar que é
especial, que vocé encontra conhecimento em paginas. O proximo desafio esta
em frente deste lugar, nas flores que perfumam o lugar.
Resposta: A pista leva em frente a Biblioteca.
Pista 3: Homenagem ao governador Mario Pereira, existe um monumento na
Unioeste. O Proximo desafio esta aos arredores do monumento.

Resposta: A pista leva ao Monumento Mario Pereira.
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Pista 4: O desafio encontra-se no inicio de tudo, embaixo da maior carteira.

Resposta: A pista leva para a sala de aula para encerramento do jogo.

Vence o caga ao tesouro o grupo que resolver o ultimo desafio na sala de aula.

Lista de exercicios

1)

2)

3)

4)

b)

A figura a seguir representa a planta do terraco de um apartamento. Qual

o perimetro do piso desse terraco? Considere = 3,1 4
Figura 84 - Exercicio do terrago
4m 5m 4dm
L] L]
4m 4m

https://brainly.com/question/8847456. Acesso em 15 out. 2024

Numa circunferéncia de 3 2  de didmetro, marca-se um arco  de

8 de comprimento. Qual a medida desse arco em radianos?

A profundidade da &gua de um porto pode ser modelada por uma fungéo
trigonométrica devido as oscilagdes das marés oceanicas. Se a

profundidade da 4gua em um porto da costa brasileira é dada pela
formula ()= 27 (E ) + 45 0nde ¢é a profundidade da agua em

metros e € medida em horas apds a primeira maré alta do dia. Um
comandante deve decidir o horario de atracamento do seu navio nesse
porto, optando entre atracar 7 horas ou 11 horas apds a primeira maré
alta do dia. Em qual desses dois horarios ele teria a maior profundidade
da agua?

A quantidade de energia consumida por uma cidade varia com as horas

do dia, e os técnicos da companhia de energia conseguiram aproximar

essa necessidade de energia pela fungao: (y=40-20 e Z)

onde éahoradodiae aquantidade de energia, em

Em qual horario se consome mais energia nessa cidade, as 6h00 ou as
15h00?

Determine a quantidade de energia, em , consumida pela cidade ao

meio-dia.


https://brainly.com/question/8847456
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Anexo: Resposta dos exercicios:

1. Note que: as extremidades da figura podem ser observadas como partes
de uma circunferéncia, se juntarmos as duas, sera meia circunferéncia.
E para calcularmos a circunferéncia usamos = 2

Como o raio da circunferéncia é 4cm, e a referéncia para € 3,14. Temos:

=2 3144
= 2 3 2 que seria o comprimento total da circunferéncia.
Mas como queremos encontrar a metade: 2229 56

2
O comprimento dos dois arcos juntos é 1 5 6

Portanto o perimetro da é&rea sera =4+5+4+5+1 5 6
3(®m6

2. Para descobrirmos a medida do arco”~ =8 , precisamos descobrir 0
comprimento total da circunferéncia. Sabemos que =2 , e como o

didmetro desta circunferénciaé3 2 ,temosqueoraioél1 6 . Aplicando
na formula: =2 1632 , este é o comprimento total desta
circunferéncia. O exercicio nos pede qual € a mediada em radianos. E
sabemos que a circunferéncia unitaria tem 2 . Logo, podemos

fazer uma regra de trés simples para descobrir.

Tabela 17 - Exercicio de radianos

Cm rad.
32 2
8

Fonte: Os autores. 2024
Multiplicando cruzado temos:

32 =8 2
32 =16
16 1
32 2

3. Extraindo as informacdes, temos que:
D = Profundidade da agua em metros
T = Tempo em horas apds a primeira maré alta do dia.
O comandante deve tomar a decisao de optar entre as 7h ou 11h para

atracar o navio.
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=27 —)+4

=27 (5)+45
7

(7 = 2,7 (F) + 4,5

V3
7 = 2,7 (—7) +45=216
Todavia

11
(11= 27 (T) +45

V3
1y= 2.7 (7) +45=68 3

Vemos que (14> (7), portanto, o horario das 11h & melhor, pois ele
teria maior profundidade da agua para atracar o navio.

4. Extraindo as informacdes temos que:

T = hora do dia

P = quantidade de energia em MW.

a) Dadaaformula (y=40-20 (l—Z—Z),vamosfazer =6e =15
6
6 =4020 (1—2—2)
292
©=4020 (3)=40——
©=40102 285

Todavia

15
(15:40‘20 (1—2—Z)

15=4020(-1)=40-20660
Portanto, as 15h00 se consomem mais energia na cidade.
b) Dadaaformula (y=40-20 (1_2 - Z)

Vamos fazer =1 2
12

124020 (7577

V2
():40—20 (—7)
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()=401602 544

Portanto, ao meio-dia sdo consumidos 54,14MW de energia na cidade.

Avaliacdo: A avaliacdo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de
participacdo dos alunos no jogo e durante a realizagdo da lista de exercicios.

Relatério da aula ministrada no dia 09/11

Para este encontro, tinhamos como objetivo principal apresentar os
conceitos basicos de seno, cosseno e tangente, utilizando abordagens visuais e
interativas para facilitar a compreensdo dos alunos. A metodologia incluiu
explanacao tedrica, uso de materiais concretos e um jogo interativo para reforcar
o aprendizado. A aula teve inicio com uma revisao sobre tridngulos retangulos,
enfatizando a relacdo entre os catetos e a hipotenusa. Os alunos demonstraram
interesse e interagiram bem, levantando questdes pertinentes sobre as funcdes
trigonométricas e sua aplicacdo. O uso dos slides contemplando o circulo
trigonométrico, as funcdes seno, cosseno e tangente, ajudou a ter uma
visualizacdo mais abrangente sobre o que estavamos falando, pois permitiu aos
alunos entenderem como os valores mudam conforme o angulo varia.

Na segunda metade da aula, desenvolvemos uma atividade chamada de
“caca ao tesouro” nas dependéncias do campus, envolvendo o contetdo de
trigonometria obviamente, o que motivou ainda mais os alunos. Eles participaram
ativamente, demonstrando entusiasmo e foi uma forma de reforcar o que falamos
em sala, mas agora de forma ludica.

De maneira geral, a participacdo foi bastante positiva. Os alunos
interagiram com as atividades, fizeram perguntas pertinentes e demonstraram
interesse pelo conteddo. Houve alguns desafios, como a dificuldade inicial de
alguns alunos em compreender a relacdo entre os valores das funcgdes
trigonométricas e os angulos, mas a abordagem interativa e a troca entre os
colegas contribuiram para a superacao dessas dificuldades. Ao final da dinamica

premiamos todos os participantes com um bombom.
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3.9 AULA 09 (23/11) — PLANO DE AULA E RELATORIO

Plano de Aula
Publico-Alvo:
Alunos inscritos no projeto PROMAT.
Tempo de execugéo: 1 encontro de 4 horas.
Conteudo: Funcgbes trigonométricas.
Objetivo Geral: Introduzir o conceito de funcao trigopnométrica.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com o contetido de Trigonometria, objetiva-se que o aluno seja
capaz de:
e Aprender sobre as fung¢des trigonométricas e suas propriedades;
e Entender como construir a representacao grafica das fung¢des trigonométricas;
e Compreender as representacdes graficas utilizando os softwares Geogebra
das fun¢des; seno, cosseno, tangente. Cotangente, secante e cossecante.
Recursos Didaticos: Quadro, pincel atbmico, laboratdrio de informéatica com

acesso a internet, acesso ao software Geogebra, material impresso.

Encaminhamento metodolégico:

Correcao dos exercicios (20 min)

Iniciaremos a aula corrigindo os exercicios no quadro, dando preferéncia aos
que os alunos sentiram mais dificuldade, caso nenhum aluno se manifeste sera
seguida a ordem da lista, caso o tempo ndo seja suficiente para correcéo sera
encaminhado um arquivo com a corre¢cdo dos exercicios para os alunos

posteriormente.
Func&o Seno (30 min)

Comecaremos apresentando em slides a definicho da funcdo seno e suas
propriedades:
Dado um namero real , seja sua imagem no ciclo. Denominamos seno de

(e indicamos ) a ordenada ; do ponto em relagdo ao sistema
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Denominamos funcdo seno a fungdo : - que associa a cada real o real

1= Jistoé: ()=

Figura 85 - Fungéo seno

Bl

Fonte: Ensino de matematica. Acesso em 23 nov. 2024

Propriedades
Temos as seguintes propriedades para a funcao seno:

a) Se é do primeiro ou do segundo quadrante, entdo € positivo;

b) Se é do terceiro ou do quarto quadrante, entdo € negativo;

c) Se percorre 0 primeiro ou 0 quarto quadrante, entdo € crescente;

d) Se percorre 0 segundo ou o terceiro quadrante, entdo é
decrescente.

e) Aimagem da funcdo seno é ointervalo[-1,1],istoé,-1< < 1para

todo real. E imediata a justificacdo, pois, se  estd no ciclo, sua
ordenada pode variar apenas de —1 a 1.

f) A funcéo seno é periddica e seu periodo é 2

Graficos e transformacgdes

Entregaremos para os alunos uma folha de papel milimetrado e mostraremos

como construir o gréfico da funcéo seno.

Primeiro solicitaremos para construirem uma tabela com duas colunas, uma para
e outra para = ( ). Na primeira coluna os alunos devem preencher com

os valores mostrados abaixo, e na segunda coluna os alunos devem calcular o

valor do seno para cada linha.

Tabela 18 - Graficos e transformacgdes 1
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= ()

0 0
n 1
2

n 0
31 -1
2

21 0

Fonte: Os autores. 2024

Com a tabela realizada, pediremos para os alunos construirem um plano
cartesiano na folha milimetrada, e marcarem os pontos com as coordenadas
correspondentes. Por exemplo temos o ponto (11,0).

Nesse momento pediremos aos alunos que conectassem 0s pontos de uma
forma que fizesse sentido para eles. Apoés finalizarem essa etapa solicitaremos
gue adicionem mais alguns valores para na tabela e calculassem o seu seno
correspondente.

3n 5m _7m

Os valores serdo: =, == e
"4’ 4 4 4"

Apés isso deverdo marcar os pontos no mesmo plano cartesiano e verificar o

quéo préximo o primeiro esbogo ficou desses novos pontos.

Em seguida pediremos para calcularem mais alguns pontos: gg ,%”e%”.

Entdo eles devem colocar novamente no plano cartesiano e entdo refazer o
grafico do seno com mais precisao.

E como exercicio pediremos para construirem o grafico da funcdo = (2).
Nessa etapa vamos sugerir que adicionem uma nova coluna na tabela, o valor
de 2

Apoés realizarem o0 exercicio perguntaremos o que eles podem observar
comparando os dois graficos, e o que aconteceria se mudassemos os valores ou
fizéssemosograficode =2 ( ).Essas e outras transformacdes seréao vistas

na segunda parte da aula.

Funcéao Cosseno (25 min)
Apresentando em slides a definicdo da fungdo cosseno e suas propriedades:
Dado um nimero real , seja suaimagem no ciclo. Denominamos cosseno de

(e indicamos ) a abscissa , do ponto em relagdo ao sistema
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Denominamos funcéo cosseno a funcdo : - que associa a cada real o

real 5 = Jistoé: ()=

Figura 86 - Fung&o cosseno

vj

Fonte: Ensino de matematica. Acesso em 23 nov. 2024

Propriedades

Temos as seguintes propriedades para a fungcado cosseno:

a) Se é do primeiro ou do quarto quadrante, entao € positivo;

b) Se é do segundo ou do terceiro quadrante, entéo € negativo;

c) Se percorre o terceiro ou o0 quarto quadrante, entao € crescente;

d) Se percorre 0 primeiro ou 0 segundo quadrante, entdo e
decrescente.

e) A imagem da funcdo cosseno é o intervalo [-1,1], isto é, -1 < <1

para todo real. E imediata a justificacdo, pois, se esta no ciclo, sua
ordenada pode variar apenas de —1 a 1.

f) A funcdo cosseno é periddica e seu periodo é 2

Gréficos e Transformacgdes

Seguiremos com as representagfes para cosseno, entregaremos para os alunos
uma folha de papel milimetrado e mostraremos como construir o grafico da
funcdo cosseno.

Primeiro solicitaremos para construirem uma tabela com duas colunas, uma para

e outra para = ( ). Na primeira coluna os alunos devem preencher com
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os valores mostrados abaixo, e na segunda coluna os alunos devem calcular o

valor do cosseno para cada linha.

Tabela 19 - Gréaficos e transformacdes 2

= ()
0 1
_ V3
6 - 08660
g \/—E 07071
5 ’
_ 1
3 2
-1
3 0
2
21 1

Fonte: Os autores. 2024
Com a tabela realizada, pediremos para os alunos construirem um plano

cartesiano na folha milimetrada, e marcarem os pontos com as coordenadas

correspondentes. Apds, pediremos aos alunos que conectassem 0s pontos de

uma forma que fizesse sentido para eles.

E como exercicio pediremos para construirem o grafico da funcdo =
( +1). Apé6s realizarem o exercicio perguntaremos o que eles podem

observar comparando os dois graficos, como a mudanca do periodo e a imagem

dafuncdo = ( +1).

Figura 87 - Transformacao da funcéo cosseno

Fonte: Os autores 2024
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Funcao Tangente (25 min)

Slides

- Tt . .
Dado um ndmero real , com # St moe P sua imagem no ciclo.

Consideremos a reta OP e seja T sua interse¢do com 0 eixo das tangentes.
Denominamos tangente de (e indicamos ) a medida algébrica do

segmento AT.

VA ¢
B
PAT
A A
o) X
PI
Bl
Denominamos fungéo tangente a funcdo : - que associa a cada real
7 gJ’ moreal = ,istoé, ()= . Notemos que, para = 5+

, P esta em B ou B' e, entdo, a reta OP fica paralela ao eixo das tangentes.
Como neste caso nao existe o ponto T, a nao é definida.

Propriedades

. Dominio: = { | 22+ m.
o Contradominio: Reais ( ).

o Imagem: Reais ( ).

o Periodo: .

Gréficos e transformacodes
De maneira analoga as representacdes para seno e cosseno, entregaremos para
os alunos uma folha de papel milimetrado e mostraremos como construir o

gréafico da funcéo tangente.
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Primeiro solicitaremos para construirem uma tabela com duas colunas, uma para
eoutrapara = ( ).Naprimeira coluna os alunos devem preencher com os

valores mostrados abaixo, e na segunda coluna os alunos devem calcular o valor

da tangente para cada linha, ( )= . O((S)).
Tabela 20 - Gréaficos e transformacdes 3
= ()
0 0
_ 1
4
T
2
3 -1
4
L1 0
5 1
4
31
2
7 -1
4
21 0

Fonte: Os autores. 2024
Com a tabela realizada, pediremos para os alunos construirem um plano

cartesiano na folha milimetrada, e marcarem 0s pontos com as coordenadas
correspondentes. Apds, pediremos aos alunos que conectassem 0s pontos de
uma forma que fizesse sentido para eles.

Para possiveis erros, comentaremos que a linha do grafico da tangente
] . 3 . ~ ~
(chamada de assintota) nunca passara por > €= pois estes valores nao estéao

definidos para a tangente, além de, ao fazermos os célculos, resultard em uma

divisédo por 0, 0 que é um absurdo matematico.
Intervalo (20 min)

Transformagdes trigonomeétricas (30 min)
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Nessa parte da aula nos direcionaremos para o laboratorio de informatica, e
utilizaremos o Geogebra para mostrar para os alunos as transformagdes
trigonométricas de cada fungéo.

1. No Geogebra coloque o seguinte comando na janela de algebra

()=

Figura 88 - Transformagfes no Geogebra 1
2

-2

Fonte: Os autores. 2024
Explicaremos aos alunos que a férmula geral da funcdo seno é esta. Além disso,

o gréfico da funcdo € uma onda senoidal que se repete a cada 2 radianos.

2. Em sequida, insiraafuncdo ()= 4 . Observe o que
aconteceu.
Mudanca de amplitude: = . O valor de A determina a amplitude do

gréafico. O grafico estica ou encolhe verticalmente.

3. Agorainsiraafuncdo ()= (4 ). Observe o0 que aconteceu.

Mudanca de periodo: = (). O valor de B afeta o periodo. O novo periodo
. 2
€ dado por —.

4, Insira a funcdo = ( -2).

Translacdo horizontal (Deslocamento de fase): = ( = ). Ovalor de C
desloca o gréfico horizontalmente. Se > 0, a fungéo se desloca para a direita,
se < 0, para a esquerda.

5. Insira a funcdo = () + 4.

Translacdo vertical: = ( )+ . O valor de D desloca o gréafico para cima
ou para baixo.
Explicaremos aos alunos que estas sao as principais transformacgdes que podem

ocorrer no grafico da funcéo seno. E que podemos aplicar a mesma ideia para a

funcdo cosseno e tangente.
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Jogo Kahoot

1) Dadaafuncao ()= ( ) + 3, ovalor numérico da funcédo para x = 37"
é:

a) 0

b) 1

c) 2

d) 3
Resposta. Alternativa C. Para encontrar o valor numérico da funcéo, basta

substituir o valor que desejamos no lugar de x:

()= ()+3
(3= ()43
(3y=-1+3
31T
(?):
2) O valor maximo da funcéoreal ( )= ” 1( )é:
a) =
b) 3
c) 1
d) 3

Alternativa C. Sabendo que cos(x) assume valores entre 1 e -1, para
encontrar o valor maximo da fun¢éo, basta substituir o menor de cos(x),

ja que estamos dividindo:

()=

(= ()+3

2+ ()

3) Conhecendo a fungdo () = 4 (2 ) + 1, podemos afirmar que a

imagem da funcéo é igual a:



4)
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Alternativa B. Sabemos que o valor de cosseno € 1 e 0o menor € -1, entéo:
Limite superior do intervalo:
Sejac o3 )= 1:

()=4-1+1
()=4+1
()=5
Limite inferior do intervalo:
(2) = -1
()=4-(-1+1
()=-4+1
()=-3
A imagem da funcéo é o intervalo [- 3,5].
Dada a funcéo trigopnométrica a seguir:

1
()_4_ ()

Podemos afirmar que o menor valor que f(x) pode assumir é:

HlF GOl Wl

[N

N

Alternativa C. Em uma fragdo, quanto maior o denominador, menor é o

valor da fragdo. Entdo, o valor que deixa o denominador ser o maior

namero possivel ¢ () = — 1.
1
()=—4_(_1)
1
()= 7371

gl +

()=
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5) A lei de formacédo que descreve a funcdo demonstrada no grafico é:

AN\
7

()= ().
()= ().
()=2 ().
()= (2).

Alternativa D. Analisando o gréafico, sabemos que o seu comportamento é
senoide, pois ele passa pelo ponto (0,0) e (0) = 0.Note também que,

quando = 7 ()=1.Seja () = ( ), encontraremos o valor

de a, lembrando que o éngulo cujo () = 1éo0éangulo 5

()= ()
1= Tt
= (4
m T
2 4
4nm=2 m
4=2
=2
Entdo, afuncdoé () = (2).

Dada a funcdo () =1+ 2 ( ),seja x um angulo do primeiro

guadrante, entdo o valor de x que fazcomque () = 2é:

o o |

w |
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Alternativa E.
()=1+cdy
2=1+2c d 9
2-1=2c d 9
1=2c d9

5= a's)

. P 1 . . e
O arco cujo cosseno € igual a > que pertence ao primeiro quadrante € o

|

angulo de 6 0, %u seja, 3

7) Sobre as func¢des trigonométricas, julgue as afirmativas as seguir:
i. A funcdo seno () = () e a funcdo cosseno () = ()
possuem imagem no intervalo [—1,1].
ii. Afuncadotangente ( ) possuiimagem entre[2,— 2].
iii. A funcédo seno € uma funcao periddica.
Marque a alternativa correta:
A. Somente a afirmativa i. € falsa.
B. Somente a afirmativa ii. é falsa.
C. Somente a afirmativa iii. é falsa.
D. Todas as afirmativas séo verdadeiras.
Alternativa B.
i. Verdadeira. Devido ao ciclo trigopnométrico, a funcado seno e a funcéo
cosseno possuem valores sempre entre -1 e 1.
i. Falsa. A funcdo tangente ndo é limitada, e a sua imagem é o conjunto
dos nameros reais.
iii.  Verdadeira. A funcdo seno possui periodo igual a 2 .

8) Dada a funcdo () = 2( )+ 2 (),o valor numérico da funcéo

para :Zé:
a) 05+ V2.
b) 1 + V2.
c) 4.
d) 4-+v2.

e) 05+ V3.
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Alternativa A. Substituindo o valor de x pelo valor dado, temos que:

(P= P+2 @

(Z) =05+ V2

9) A lei de formacédo que descreve essa funcéo é:

-/

a) ()= (2).
by ()= (2).
o ()=2 ().
d ()=2cds).

Alternativa D. Note que o0 maximo e o minimo da funcéo sdo 2 e -2.

Perceba que a funcéo passa pelo ponto (0,2). Para que isso aconteca,

essa fungcéo tem que ser uma fung&o cosseno multiplicada por 2, pois, se

fosse a funcéo seno, o grafico passaria pelo ponto (0,0). Perceba, por fim,

que /2 é zero da funcao e sabemos que cos (5) = 0. Entdo, a fungéo é

()=2

10) Dentre os graficos abaixo, qual representa corretamente afungcdo ( ) =

a)

1+



b)

d)

g,

21

\\2n

/)

2m
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0 1 21

Alternativa A. O gréfico correto € aquele que oscila entre 0 e 2, comeca
em (0)=1 e apresenta o formato ondulado do seno, invertido e
deslocado conforme descrito.

11) Uma funcédo trigonométrica possui lei de formacao igual a () =

2 ()-—1. O valor numérico dessa funcdo quando = 3 é:
a) -2
b) -1
c) O
d 1
Alternativa C. Queremos o valor de () =3 entdo, temos que:
(=2 (-1
=2 ! 1
(=23
(zp=1-1
(§) =0

12) Dadaafuncdo () = 3 (4 ) + 6, com dominio e contradominio nos
nameros reais, podemos afirmar que o conjunto imagem dessa funcao é:
a) [—4,4]
b) [-4,6]
c) [6,3]
d) [3,9]
Alternativa D. Sabemos que ( ) estad sempre entre -1 e 1, entdo, para

calcular o minimo da funcéo, temos que ()= -1
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Agora, o maximo da funcéo € quando () =1
()=3-1+6
()=3+6
()=29

13) Podemos afirmar que o menor valor que essa fungéo pode ter assim é:

2
():TO(S)
a) -2
b) -1
c) 0
d 1

Alternativa D. Analisando o denominador, sabemos que ele sempre sera
positivo, j& que cos(x) sera sempre menor que 1. Entdo, para encontrar o
menor valor possivel da funcdo, vamos dividir 2 pelo maior namero
possivel. Nesse caso, admitindo () = -1, temos que:
B 2
() =1—p =D

2
()=

1
()=
()=1

Assim, o menor valor possivel para essa funcéo é 1.

1

NN+

14)Seja () = 1+ 2 (), qual deve ser o valor de x, sabendo que ele
€ um angulo do 1° quadrante, que fazcomque ( ) = 2:
a)
b) 5
C) 3
d) -
Alternativa D. Dadaafungcdo ( )1 + 2 ( ) sabemos que:
1+2 ()=2
2 ()=2-1
2 ()=1
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()=12
A . .1
Queremos encontrar o angulo do 1° quadrante cujo valor de seu seno é >

Nesse caso, trata-se de um angulo notavel que € o angulo de 3 0, Que,

em radianos, corresponde ao arco .

15) Analise as afirmativas a seguir sobre as funcées trigonométricas:
i. A funcéo tangente possui imagem no conjunto [-1,1].
ii. A funcado cosseno e a funcdo seno sao periddicas.
ii. O conjunto imagem da funcao trigpnométrica = ()+cdadys
é[-1,1].
Marque a alternativa correta:
a) Somente a afirmativa i é verdadeira.
b) Somente a afirmativa ii € verdadeira.
c) Somente a afirmativa iii € verdadeira.
d) Todas as afirmativas séo verdadeiras.
Alternativa B
i. Falsa. Diferentemente das funcfes seno e cosseno, a imagem da
funcado tangente nao € limitada entre -1 e 1, podendo ser qualquer
namero real.
ii. Verdadeira. Sabemos que a funcdo cosseno € periédica, pois ela
possui periodo igual a 2
iii. Falsa. O maior valor da imagem da funcao é quando () =1,
ouseja, = 1+ 3 = 4. O menor valor da imagem da funcéo é
guando ()= -1, ou seja, = -1+ 3= 2. Assim, a

imagem da fungéo seria o conjunto [2,4].

Avaliacdo: A avaliacdo se desenvolvera no decorrer das aulas por meio de

participacdo dos alunos no jogo e durante a realizagéo da lista de exercicios.

Relatério da aula ministrada no dia 23/11

Para a aula deste dia reservamos um dos laboratérios de informatica do
campus, pois utilizariamos o software Geogebra como ferramenta de

visualizacdo das transformacdes trigonométricas. Comecamos a aula fazendo
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uma apresentacdo de slides para abordar as propriedades e definicbes das
funcdes principais.

No passo seguinte da aula, uma surpresa desagradavel assaltou-nos,
percebemos que estavamos sem internet nos computadores, este era o
momento em que comecariamos a mostrar as transformacdes trigonométricas
no Geogebra, mas sem conexao nao teria como. A partir de uma breve conversa
entre os membros do grupo, decidimos que a solugéo seria rotearmos a internet
de nossos aparelhos para os celulares dos alunos, e agueles que néo tivessem,
emprestariamos 0s notebooks ou telefones, até porque o nimero de presentes
estava reduzido: cinco alunos.

Mesmo com este pequeno contratempo, conseguimos desenvolver o
plano, e a ideia funcionou bem, pelo celular mesmo os alunos foram
acompanhando as instrucdes e replicando no aparelho, podendo contemplar
visualmente as mudancas graficas que ocorrem na funcdo seno, cosseno e
tangente.

Posteriormente desenvolvemos o jogo Kahoot, seguindo mesma ideia, as
perguntas sempre voltadas para o que foi apresentado em sala, promoveram um
espirito competitivo e motivador entre os alunos. Finalizamos nosso encontro
premiando todos com um bombom e um chaveirinho impresso em 3D como
lembranca do PROMAT.

3.10 AULA 10 (30/11) — PLANO DE AULA E RELATORIO

Plano de Aula

Atividades Gincana — 10° Encontro PROMAT — Conteldos: Ensino Médio

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio

Tempo de execucdao: 4 horas aula

Conteudo: Todos os Conteudos trabalhados nos encontros passados, a saber:
e Analise Combinatoria;
e Probabilidade e Estatistica;

e Matrizes e Determinantes;
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e Sistemas Lineares;

e Geometria Analitica;

e Trigonometria;

e Funcdes Trigonométricas.
Objetivo Geral: Relembrar os conteudos trabalhados em todos os encontros de
forma ladica em forma de gincana.
Objetivos Especificos:
Promover atividades Iudicas, estimulando a competitividade e a cooperacao,
desenvolvendo o raciocinio légico.
Recursos Didaticos: Todos os jogos especificados no plano, caneta, papel de

rascunho e atividades impressas.

Encaminhamento metodolégico:

Gincana 1

A gincana com os quebra-cabecas consiste em resolver o problema de raciocinio
|6gico de cada envelope para obter as pecas dos quebra-cabeca. Vale ressaltar
que o grupo sb pegara o proximo envelope se ele conseguir montar todas as
pecas que ja possui. O quebra-cabeca montado inteiro vale 10 pontos (0,25

vezes cada peca montada), caso haja empate, o desempate é realizado através

da maior quantidade de pecas montadas no menor nimero de tempo.

Problemas de légica:
1.Como dividir uma pizza em 8 pedacos realizando apenas trés cortes?
R: Basta cortar a pizza em 4 partes com dois cortes perpendiculares e um corte

circular, como se fosse poér recheio na pizza, tem-se assim 8 pedacos.

2.Existem quantas maneiras de se ter vinte e cinco reais apenas com cédulas de

um, cinco e dez reais?
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R:12

3.Um estudante terminou um trabalho que tinha n paginas. Para numerar todas
essas paginas iniciando com a pagina 1, ele escreveu 270 algarismos. Entdo o
valor de n é?

R:126

4.0 pai do Padre é o unico filho do meu pai. O que o Padre é meu?
R: filho.

5.A escada de um prédio tem 25 degraus. Se Maria subiu 5 degraus, desceu 9
e ao subir mais 6 viu que so faltavam 3 degraus para chegar ao ultimo degrau
da escada, em que degrau ela estava quando comecou a contar?

R: 20

6. Sabe-se que:

Rifa tem 6 (seis) anos a mais que Ana e 13 (treze) anos a mais que Bia,
Paula tem 6 (seis) anos a mais que Bia.

Entdo, com relacdo as 4 (quatro) pessoas citadas, € correto dizer que:
a) Rifa ndo é a mais velha;

b) Ana € a mais nova,

c) Paula € mais nova que Ana;

d) Paula e Ana tem a mesma idade;

e) Rifa e Paula tem a mesma idade.

R: Paula é mais nova que Ana.

Gincana 2
O jogo SET!
Um jogo competitivo em tempo real em que cada jogador buscar formar
conjuntos de cartas entre as do tabuleiro.
O jogo decorre da seguinte forma:
1. Cada carta do jogo possui quatro caracteristicas -- forma presente, cor,

preenchimento e quantidade de formas;
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2. Um SET é um conjunto de trés cartas, em que cartas entre as cartas, cada
uma das caracteristicas devem ser todas diferentes;

3. Um jogador embaralha todas as cartas e, entdo, posiciona 12 cartas no
tabuleiro;

4. Os jogadores irdo competir contra os professores, buscando encontrar
SETs dentre as cartas presentes;

5. Quando um jogador encontra um SET, ele anuncia para o grupo, mostra
as cartas encontradas e, se for realmente um SET, ele as toma para si.

Em seguida, as trés cartas sao repostas e 0 jogo continua;

O jogo vai percorrer por 20 minutos. Ao final desse tempo, os jogadores contarao
a quantidade de SETs formados. Cada SET contara por cinco pontos.

O grupo vencendo sera aquele que tiver mais SETSs.

Gincana 3

RPG - Plano Cartesiano

Para adaptar o RPG para uma atividade rapida e pontuavel, removeremos o
aspecto narrativo e utilizacdo de personagens. Utilizaremos os mapas com
desafios relacionados com Geometria Analitica. Serdo utilizados os 16 mapas
disponiveis, formando 4 planos cartesianos com 4 quadrantes cada. Cada plano
cartesiano sera composto por 4 desafios, distancia entre pontos, ponto médio de
segmento e equacdes e interseccdes de retas, em que cada um destes sdo
elementos graficos do mapa.

A pontuacéo sera dada ao resolverem os desafios e completarem os mapas, sdo
0,5 pontos por desafio e 0,5 pontos ao fecharem um mapa, totalizando 2,5 pontos
por mapa e 10 pontos totais. Abaixo seguem 0s mapas e o0s desafios pertinentes

a cada um.
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Fonte: Os autores 2024

Desafios:
1. “Centralizado entre o cacto mais ao leste e o poste mais ao sul, encontra-
se o proximo desafio”.
Esse enigma faz referéncia ao cacto localizado no ponto (9,3) e o poste no ponto
(-4,-8), e quando se diz centralizado entre esses pontos esta pedindo para
calcular o ponto médio entre eles. No caso (2.5, -2.5).
2. “Duas retas, uma formada pela estatua destruida e o poste ao norte do
templo alagado, e a outra formada pela lanterna e o peixe que nada para
o sul. O ponto de encontro dessas linhas indica o proximo desafio.”
Essa dica faz referéncia a estatua danificada (-7, 6), ao poste (-7, -1) no templo,
ao peixe (-1, -3) e a lanterna (-3, -1). O enigma solicita que os alunos calculem o
ponto de interseccdo das retas formadas pela estdtuaeoposte ( = -7 = -7)
e a reta formada pelo peixe e a lanterna (- - =4- - = 4),0 ponto de
interseccdo é a estatua inteira na igreja (-7, 3).
3. “Para encontrar o proximo desafio, é necessario descobrir a distancia
entre o escaravelho e a fogueira”
Escaravelho (5, 8), a fogueira (8, -8), e a distancia € 16,28 unidades.
4. “Qual a equacgéo da reta que passa pela raiz morta e a grande pirdmide?”
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Esse desafio trata da equacao da reta formada pela arvore seca (3, -3) e o0 topo
da piramide (7,7),que é (-5 +2 =-2+5 +2 =-21].

Fonte: Os autores 2024

Desafios:

1. “Para avancar para o proximo desafio, responda: qual é a formula que
descreve com precisdo a linha que passa por essa muralha?”

O desafio envolve calcular a equacéo da reta que passa pela muralha do deserto
(2 + =242+ =214

2. “Na antiga ruina, uma velha mesa repousa, enquanto no santuario, um

altar venerado ergue-se em siléncio. Qual a distancia entre os dois?”.
Esse enigma solicita que seja calculada a distancia entre a mesa da ruina (-4, -
7) e o altar no templo (6, -2), que é 11,18 unidades.

3. “Em meio fogo um rio de lava corre fervente, enquanto um caminho
perdido se esconde entre as areias quentes. A intersecdo entre essas
duas retas revela indica o proximo desafio”.

Esse desafio se refereaoriode lavanoinferno(2 -3 =-112-3 =-11]e
o caminho escondido no deserto (9 -4 =189%4 =18 e pede sua
interseccéao (5.16, 7.11).
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4. “No deserto, jaz o cranio de uma besta desconhecida, e no templo, o
pergaminho dos segredos esquecidos. O proximo desafio se encontra no
ponto médio dos dois”.

Essa dica solicita o ponto médio entre o cranio (4, 1) e o pergaminho (4, -2), no
caso (4, -0.5).

Fonte: Os autores 2024

Desafios:
1. “Em meio a floresta existe um rio que corre de forma linear, descubra a
férmula que guia o seu caminho para o encontrar o proximo desafio”.
Esse enigma solicita que os alunos calculem a equagédo do rio (2 + =
-172+ =-17.
2. “Entre o medo e o gelo, uma distancia deve ser encontrada, um antigo e
abandonado poco e a entrada para um poréo gelado”.
Para esse enigma € necessario calcular a distancia entre o pogo (-1, 1) e a porta
do poréo do navio (4, 8), que é 8,6.
3. “Para encontrar o proximo desafio, ache a intersecg¢éo de duas retas, uma
formada pela poltrona rasgada na manséo e pela bussola no navio e a
outra que passa pela ponte”.
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Esse desafio requere que o aluno encontre o ponto de intersec¢cao entre a reta
da ponte (- + =1- + =1), e a reta formada pela poltrona rasgada e
bassola( = 8 = 8), que nos deixa com o ponto (7, 8).
4. “Na floresta encantada, entre a bela flor ao sul e a planta carnivora, o
proximo desafio se encontra’.
Nesse desafio, é preciso encontrar o ponto médio entre a flor mais ao sul da

floresta (5, -9) e a planta carnivora (4, -5), que € (4.5, -7).

Fonte: Os autores. 2024

Desafios:
1. “Para avancar é preciso encontrar a intersecgao de duas retas. Uma delas

passa pelo sofa antigo da fazenda, um local de descanso e lembrancas.
A outra estd no cemitério, entre os timulos esquecidos, passando por um
timulo ao lado oeste do anjo guardido e o outro logo ao sul do primeiro,
depois do caminho de pedra”.
Esse desafio solicita que os jogadores encontrem o ponto de intersec¢ao das
retas formadas pelo sofa na fazenda ( + =1 + = 1), e a reta formada
pelos tamulos (-7, 5) e (-7, 2), areta( = -7 = —7), 0 ponto de interseccao &

(-7, 8).
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2. “O proximo desafio se encontra no ponto médio de dois elementos. A
cabeca de um cervo, que guarda memdrias antigas, e um poco, onde a
agua guarda a promessa de sobrevivéncia”.

Esse desafio pede o ponto médio entre o cervo (9, -3) e 0 poco (3, -5), e o ponto
médio é (6, -4).

3. “Nas planicies cartesianas esquecidas, a estatua de um anjo observa
silenciosamente o horizonte, enquanto um velho barril de madeira flutua,
cheio de segredos do passado. Qual a disténcia entre os dois?”

Nesse desafio os jogadores precisam descobrir a distancia entre o anjo (-5, 5) e
o barril (-9, -8), que é 13,6.

4. “De um lado, morto entre as palmeiras. Do outro, a estatua de Anubis, o
guardido das almas. Para prosseguir, vocés devem tracar o caminho que
une esqueleto e a estatua de Anubis”.

Esse desafio solicita que os jogadores encontrem a equacgéo de reta que passa
pelo esqueleto (-2, -2) e a estatua de Anubis (3,4),queé (-6 +5 =2-6 +
5 =2).

Gincana 4
Caca ao Tesouro
Para realizar o jogo Caca ao Tesouro serdo necessarias 3 estacdes, o qual
teremos desafios que inclui medidas de arco e angulos no ciclo trigonométrico.
Cada grupos terd um percurso de esta¢des definidas antecipadamente.
1° Desafio: sera entregue a primeira pista o qual o grupo encontrara o 1° desafio,
e contemplado a resposta, o grupo recebe 22 pista para o proximo Desafio. Assim
por diante até o ultimo desafio.
Desafio 1:
“Um reldgio analégico marca 5 horas. Qual é o menor angulo formado pelos
ponteiros das horas e dos minutos?”
Resposta: 150°
Desafio 2:
Construa o ciclo trigopnométrico e marque 0S pontos correspondentes aos
angulos

3,4373,1033,43,73,103
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Qual a figura geométrica se formou?

Resposta:

Q)

-2 -18 -16 -14 -2 d -08 06 -04 -02 02 04 0.6 08 12 14 1.6 1.8 2

Como os 2 angulos coincidem no ponto A e 2 angulos coincidem no ponto B.
Logo formam um segmento de reta.

Desafio 3:

Uma roda gigante possui raio de 20 metros. Se um passageiro esta no ponto
mais alto da roda gigante e gira um angulo de 135° no sentido horério, qual sera
sua nova altura do solo?

Resposta: ao girar um angulo de 135°, o passageiro esta a 45° do eixo horizontal
e vertical da roda gigante, no 4 quadrante.

Para determinar a altura, sera:

04

02

=~

O3 135°

H 08 08 04 D02 0 02 04 08 08 12 14 1 18 2
0:2
i

A

i

2 18 18 14 1.2

= - (45%2020222=201022 20144
5,8 @netros.

= - 45220202=2201022014 4 586 metros
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Pista 1: Sempre podemos encontrar conhecimento, mas existe um lugar que é
especial, que vocé encontra conhecimento em paginas. O préximo desafio esta
em frente deste lugar, nas flores que perfumam o lugar.

A pista leva em frente a Biblioteca.

Pista 2: Homenagem ao governador Mario Pereira, existe um monumento na
Unioeste. O Préximo desafio estd aos arredores do monumento.

A pista leva ao Monumento Mario Pereira.

Pista 3: Para subir ou descer, é necessario girar como se fosse um ciclo
trigonométrico. O proximo desafio encontra-se na base deste ciclo.

A pista leva para o R.U.

Marca 0 maximo de pontos o grupo que resolver o ultimo desafio em até 20

minutos.

Gincana 5

Adivinhando Volume, Peso e Comprimento

Materiais necessarios: Recipientes de diferentes formatos e tamanhos (como
copos, garrafas, jarros); liquidos para encher os recipientes; objetos de
diferentes pesos (livros, bolas, brinquedos etc.); objetos de diferentes
comprimentos (lapis, cordas, cabos etc.), instrumentos de medida como balanca
e régua.

Descricao:

Inicialmente vamos encher os recipientes com quantidades variadas de liquido,
e realizar a medicdo do peso e comprimento dos objetos selecionados.

Cada grupo devera estimar o volume, peso e comprimento dos objetos
indicados. Seréo 4 objetos para estimar o volume, 3 objetos para estimar o peso
e 3 objetos para estimar o comprimento.

Os objetos escolhidos para a unidade de medida peso foram uma caixa com
bolinhas de gude (1,100 kg), um notebook (1,730 kg), um kindle (255g) e uma
garrafa com um pouco de agua (75g). Para a unidade de medida comprimento,
foram escolhidos uma caixa (20,5cm), um canudo de formatura (31cm) e um
pedaco de barbante (1,65m). Por fim, para o volume, foram escolhidos uma
tampinha (10ml), um cilindro obliquo (1400ml) e um poliedro (750ml).

A pontuacao de cada grupo seré atribuida de acordo com as medidas informadas

mais préximas das corretas.
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Gincana 6
Jogo de raciocinio l6gico envolvendo feijoes
Sera trabalhado um jogo de raciocinio l6gico com os estudantes, o qual tem as
seguintes regras:

1. Jogam dois jogadores, um contra o outro. H4 8 feijdes em uma mesa e

cada jogador possui 5 feijdes em sua mao.
2. O jogo € jogado em turnos. Na sua vez, o jogador € obrigado a fazer uma
Gnica acdo. As acdes sao:

e Pegar 1, 3 ou 4 feijdes da mesa e coloca-los em sua mao;

e Colocar 1, 3 ou 4 feijdes da sua mao na mesa.

3. Ganha o jogador que coletar o ultimo feijdo da mesa.
Todos os alunos jogardo em conjunto contra os professores. Este jogo €
planejado de tal modo que o primeiro jogador a jogar, se jogar corretamente,
sempre ganhara. Ndo daremos essa informacdo de inicio aos alunos, mas
deixaremos com que o primeiro turno seja sempre deles.
A fim de vencer o desafio, a estratégia a ser adotada pelos estudantes deve ser
a de pegar ou depositar feijdes na mesa de modo que, ao fim do seu turno, haja
2,7,9, 14 ou 16 feijoes sobre a mesa.
Serdo jogadas cinco partidas com os estudantes. A primeira valera 5 pontos. A
segunda 10, a terceira 10, a quarta 25 e a quinta 30 pontos. O intuito do valor
baixo nas primeiras tentativas é o de fazer com que os estudantes as utilizem
para testar o jogo e criar uma estratégia.
Ao final das 5 partidas, falaremos que o primeiro a jogar sempre ira ganhar e
sera solicitado aos estudantes que expliquem a estratégia necesséaria para
vencer o jogo e os professores irdo avaliar a explicacdo, recompensando-a com
pontos.
Se os estudantes elaborarem uma resposta que atinja o nivel “precisamos deixar
2 feijdes na mesa”, serao dados 15 pontos a eles. Se o nivel da explicagao atingir
“precisamos sempre deixar 2, 7, 9, 14 ou 16 feijdbes na mesa ao fim do nosso
turno”, entdo os estudantes ganharédo mais 10 pontos (totalizando 25). Por fim,
se a explicagao ficar bem elaborada a nivel de “ao fim do nosso turno,

precisamos sempre fazer com que o numero de feijdes sobre a mesa seja um
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multiplo de 7 ou um multiplo de 7 mais duas unidades”, eles ganhardao mais 5
pontos (totalizando 30) nessa atividade final.

Somando a quantidade maxima de pontos a serem feitos pelos estudantes,
obtemos 110 pontos. Entretanto, caso a pontuagcdo exceda 100 pontos, esses
pontos extras serdo desconsiderados e os alunos receberdo a nota maxima de

100 pontos na gincana.

Gincana 7

Atividade Pega-Varetas

Encaminhamento metodoldgico

Vamos pedir para que os alunos se dividam em dois grupos A e B.

Para este jogo de pega-varetas, vamos reduzir as varetas apenas as cores azul
(3 pontos) e amarela (5 pontos).

Cada grupo se dividirA novamente em dois grupos menores (Al, A2,
Bl e Al, A2, B1 e B2 B2) para jogar uma partida de pega varetas (A1Alcontra
A2A2 e B1B1B2 B2). De acordo com o numero de varetas pegas por cada grupo
(A e B), formardo um sistema linear de duas incégnitas para que o0 outro grupo
resolva (A ou B). Para cada sistema linear elaborado e resolvido corretamente,
0s alunos somaré&o 10 pontos.

Os alunos poderao jogar, elaborar e resolver tantos sistemas quanto possiveis
no tempo de 25 minutos, para somar a maior quantidade de pontos possivel.
Os professores estardo responsaveis por acompanhar a execucao e verificar se

0s sistemas foram elaborados e resolvidos corretamente.

Gincana 8

Jogo das borboletas

Assim que os alunos chegarem, sera entregue 3 cartas ao grupo e 3 para o
professor e as regras serdo explicadas:

Os jogadores poderao colocar uma carta em uma linha conectando uma das
borboletas centrais com outra borboleta, apos colocar a carta, se ela tiver uma
seta vermelha sera realizada a subtracdo e se a seta for azul, sera realizada a
soma do valor da carta nos botdes das borboletas ligadas pela linha. Na primeira
carta, os alunos podem determinar a quantia de botdes em cada borboleta,

respeitando o valor e a operacéo da carta colocada. Em seguida, sera a vez do
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professor, que colocara uma carta e botdes correspondentes a operacao e valor
da carta. E assim sucessivamente, a cada triangulo formado com as cartas, o
jogador responsavel pela carta que fechou o tridngulo ganha 1 ponto, se

formarem um losango, ganha 2 pontos. Totalizando no maximo 10 pontos.

Relatério da aula ministrada no dia 30/11

Neste dia, trabalhamos em conjunto com os outros grupos do PROMAT,
elaboramos jogos e atividades dinamicas para trabalhar com os alunos de um
modo geral todos os conteddos ministrados em sala até aqui. Preparamos uma
super gincana, e todas as turmas participariam. Separamo-los em grupos e por
cores, com uma fita amarrada no braco, assim, os alunos giravam em torno dos
postos onde a atividade estava montada.

NOs estagiarios, separamo-nos em duplas, para melhor atender os grupos
de alunos, e em nosso posto, replicamos a ideia do RPG cartesiano, que ja
haviamos trabalhado em um de nossos encontros, a diferenca agora era que
envolveria alunos de outras salas também. Desta forma, fomos acolhendo-os e
orientando-lhes como a atividade se desenrolaria. O formato deste desafio era
em quatro fazes, e cada uma variava uma pontuacao de 25, para obter a nota
maxima, eles deveriam passar por todas as fases e cumprir todos os desafios.
Nenhum grupo conseguiu “zerar” o jogo, acreditamos que foi pelo pouco tempo
disponivel, somente 20 minutos.

Outra atividade interessante, foi explorar o Campus da Universidade em
busca de um “tesouro” escondido. Envolvendo o conteddo de funcdes
trigopnométricas, os alunos precisavam resolver enigmas para irem progredindo
na busca, com quatro paradas, cada etapa representava uma pontuacédo, e ao
final, se todos os enigmas fossem desvendados chegavam ao tesouro.

De modo geral tivemos uma impressdo muito boa das dinamicas
estabelecidas, ao ver os rostos dos alunos, percebemos que provocamos a
curiosidade, tanto ao ver as tabelas com os mundos e os bonecos do RPG,
guanto nos desafios de resolver os enigmas para encontrar o tesouro escondido.
Além disso sabemos que na escola ndo é todo dia que eles tém uma atividade
gue relaciona um jogo pratico com a matematica, assim, especificamente com

estes jogos dinamicos, puderam relembrar alguns conceitos da geometria
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euclidiana e de fungbes trigonométricas, como distancia entre dois pontos,
distancia entre ponto e reta, equacao geral da reta, translacbes de gréficos,
envolvendo seno cosseno e tangente, entre outros. Ao término da manha,
reunimos com os demais grupos para fazer a contabilidade dos pontos e verificar

quais grupos de alunos foram os campedes.

SECAO 4 — CONSIDERACAO FINAIS

Esta é a consolidacdo de um intenso trabalho realizado no segundo
semestre do ano letivo de 2024, na cidade de Cascavel-Pr. Periodo este que foi
de ampliacdo de conhecimentos, onde pudemos enfrentar desafios, testar novos
modos de apresentar uma aula, e ainda de tentar ajudar os alunos na construcao
de seu préprio conhecimento.

A experiéncia ao longo dos 10 encontros do projeto foi enriquecedora,
proporcionando um aprofundamento tanto teérico quanto pratico sobre o ensino
da Matematica no nivel médio. Durante esse periodo, tivemos a oportunidade de
rever e explorar os principais conteudo dessa etapa escolar, reforcando ndo
apenas o dominio conceitual, mas também a importancia da didatica e da
adaptacao as necessidades dos alunos.

O projeto nos permitiu vivenciar desafios reais do ensino, como a
necessidade de diferentes abordagens para facilitar a compreensdao dos
contetdos e o desenvolvimento de estratégias para manter o engajamento dos
estudantes. Além disso, uma troca de experiéncias com colegas e orientadores
contribuiu significativamente para a construcdo de uma visdo mais ampla e
reflexiva sobre a préatica docente.

Dessa forma, o estdgio no PROMAT representa uma experiéncia
fundamental para a nossa formagé&o, consolidando conhecimentos, aprimorando
habilidades pedagdgicas e reforcando a importancia do ensino da Matematica
como ferramenta essencial para o desenvolvimento dos alunos. As experiéncias
adquiridas nesse periodo certamente terdo um impacto positivo em nossa

trajetdria profissional e académica.
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