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1. INTRODUÇÃO 

O presente trabalho descreve as atividades realizadas na disciplina de 

Metodologia e Prática de Ensino de Matemática – Estágio Supervisionado II, no 

projeto de ensino e extensão “PROMAT – Programa de Acesso e de Permanência de 

Estudantes da Rede Pública de Ensino em Universidades Públicas: um enfoque à 

área de Matemática”, realizado no segundo semestre do ano letivo de 2023, no início 

do ano civil de 2024, pelos acadêmicos do quarto ano do curso de Licenciatura em 

Matemática da UNIOESTE. 

O PROMAT tem por objetivo oferecer, por meio de dez encontros, suporte para 

alunos do ensino médio da rede pública de ensino que tenham interesse em realizar 

a prova do Enem – Exame Nacional do Ensino Médio – e demais vestibulares para 

ingressar no Ensino Superior. Dessa forma, são abordados durante as aulas 

conteúdos matemáticos relevantes para um bom desempenho nessas avaliações. 

Este trabalho é composto por uma breve descrição acerca do projeto, seguido 

do cronograma, planejamento e relatórios referentes aos dez encontros. Por fim, são 

feitas as considerações finais. 

Durante o planejamento das aulas, nosso objetivo foi desenvolver um trabalho 

diferente do que os alunos estão acostumados dentro do ambiente escolar, 

acreditando que dessa forma a aula poderia se tornar mais atrativa. Para isso, 

buscamos adotar durante os encontros trabalhos em grupo, apresentações em 

PowerPoint, materiais concretos e manipuláveis, jogos e dinâmicas. 
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2. PROMAT   

O PROMAT se trata de um projeto, realizado na forma de curso preparatório 

gratuito oferecido pela Universidade Estadual do Oeste do Paraná e desenvolvido pelo 

Colegiado do Curso de Licenciatura plena em Matemática do campus de Cascavel. O 

curso tem como público-alvo alunos da rede pública de ensino que buscam ingressar 

no Ensino Superior. Por isso, são abordados durante os encontros conteúdos 

matemáticos do Ensino Médio que estão presentes no Enem e em outros vestibulares. 

Quando há vagas disponíveis, também são ofertadas vagas para qualquer pessoa 

interessada em aprender Matemática, inclusive acadêmicos. 

O PROMAT é dividido em duas partes. A primeira parte é ministrada pelos 

acadêmicos do terceiro ano do curso de Matemática, matriculados na disciplina de 

Metodologia e Prática de Ensino: Estágio Supervisionado I. Essa turma realiza o 

projeto no primeiro semestre do ano letivo em questão. Já na segunda parte, os 

responsáveis pelos encontros são os alunos licenciandos do quarto ano do curso de 

Matemática, matriculados na disciplina de Metodologia e Prática de Ensino: Estágio 

Supervisionado II que executam o projeto no segundo semestre letivo. 

O programa ocorre nas dependências do campus de Cascavel da UNIOESTE 

e tem duração de dez encontros. Os encontros acontecem aos sábados no período 

da manhã, com duração de aproximadamente três horas e quarenta minutos, das 8:00 

às 11:40, com um intervalo de vinte minutos para o lanche. Ao final do curso, os alunos 

com frequência maior ou igual a 70% recebem um certificado de participação. 

As aulas são planejadas com o intuito de romper com a cultura da memorização 

e do paradigma do exercício das escolas tradicionais. Logo, priorizamos o uso de 

jogos, dinâmicas e atividades diferenciadas no ambiente de ensino. Ademais, 

acreditamos que tais tecnologias são ferramentais poderosas para facilitar a 

aprendizagem.  
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3 OPÇÃO TEÓRICA E METODOLÓGICA  

A principal metodologia utilizada foi a de resolução de problemas que é, 

segundo Barros e Gervázio (2021), justificável por diversas razões, cada uma 

fundamentada em princípios pedagógicos sólidos e em resultados observados na 

prática educacional. Primeiramente, a resolução de problemas desafia os alunos a 

pensar criticamente. Eles devem analisar a situação, identificar os dados relevantes, 

formular hipóteses, testar soluções e verificar resultados. Esse processo desenvolve 

habilidades de pensamento lógico e analítico, essenciais não só para a matemática, 

mas para a tomada de decisões em todas as áreas da vida. Além disso, ao resolver 

problemas, os alunos veem a matemática como uma ferramenta útil para enfrentar 

situações reais. Isso torna o aprendizado mais relevante e motivador. Em vez de 

memorizarem fórmulas abstratas, eles entendem como e por que essas fórmulas são 

aplicadas, o que promove uma compreensão mais profunda e duradoura. 

Barros e Gervázio (2021) ainda destacam que problemas desafiadores também 

despertam a curiosidade dos alunos e incentivam a participação ativa nas aulas. 

Quando os alunos são envolvidos em tarefas que exigem raciocínio e criatividade, 

eles se sentem mais motivados a aprender. A resolução de problemas transforma a 

sala de aula em um ambiente dinâmico e interativo. Ademais, muitos problemas 

matemáticos são mais bem resolvidos em grupo, o que promove a colaboração entre 

os alunos. Eles aprendem a comunicar suas ideias, a ouvir as sugestões dos colegas 

e a trabalhar juntos para encontrar soluções. Essas interações desenvolvem 

habilidades sociais e de trabalho em equipe, essenciais no mundo moderno. 

A prática da resolução de problemas prepara os alunos para exames como o 

ENEM e outros vestibulares, onde a capacidade de aplicar conceitos em situações 

novas é frequentemente avaliada. Além disso, essa abordagem é benéfica para o 

desempenho acadêmico geral, pois ensina os alunos a abordar questões complexas 

de forma estruturada e confiante. Resolver problemas matemáticos pode ser 

desafiador e, às vezes, frustrante. No entanto, essa experiência é valiosa para 

desenvolver a resiliência e a perseverança. Os alunos aprendem que errar faz parte 

do processo de aprendizado e que a persistência é necessária para superar 

dificuldades. 

Para Roitman (1979) a resolução de problemas não se limita a encontrar uma 

única resposta correta; muitas vezes, existem múltiplas maneiras de abordar uma 
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questão. Isso incentiva os alunos a pensar de forma criativa e a explorar diferentes 

estratégias e métodos, ampliando suas habilidades cognitivas e sua flexibilidade 

mental. A metodologia de resolução de problemas também permite a integração da 

matemática com outras disciplinas. Problemas interdisciplinares ajudam os alunos a 

ver conexões entre diferentes áreas do conhecimento, promovendo uma educação 

mais holística e contextualizada. 

No mundo profissional, a habilidade de resolver problemas complexos é 

altamente valorizada. A prática regular da resolução de problemas na escola prepara 

os alunos para os desafios que enfrentarão em suas carreiras, tornando-os mais 

adaptáveis e eficazes em suas futuras profissões. Assim, a Metodologia de Resolução 

de Problemas é uma abordagem pedagógica que enriquece o ensino da matemática 

de várias maneiras, desenvolvendo habilidades cognitivas, sociais e emocionais que 

são fundamentais para o sucesso acadêmico e profissional. 

 

4. Cronograma 

Apresentamos abaixo, por meio de um quadro, o cronograma do projeto.  

Tabela 1 – Cronograma do PROMAT 2024 

Encontro Data Conteúdo 

1 02/03/2024 Análise combinatória 

2 09/03/2024 Probabilidade 

3 16/03/2024 Matrizes e determinantes 

4 23/03/2024 Sistemas lineares 

5 06/04/2024 Geometria analítica 

6 13/05/2024 Geometria analítica 

7 20/05/2024 Trigonometria 

8 27/05/2024 Trigonometria 

9 04/05/2024 Funções trigonométricas 

10 11/05/2024 Gincana 

Fonte: Produzida pelos autores. 
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5. Planos e relatórios de Encontro.  

A seguir, apresentamos os planos de aula de cada um dos encontros, seguidos 

de seus respectivos relatórios. 

 

5.1 Plano de Encontro – Aula I 
 

Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 

 

Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 

 

Conteúdo: Análise combinatória. 

 

Objetivo geral: Desenvolver a compreensão e aplicação dos princípios da análise 

combinatória, capacitando os estudantes a resolver problemas de contagem e 

organização de elementos em diferentes contextos matemáticos. 

 

Objetivos específicos:  

• Compreender os conceitos de arranjos, combinações e permutações e aplicá-

los em situações cotidianas e problemas matemáticos; 

• Resolver exercícios práticos, escolhendo abordagens apropriadas para 

problemas de análise combinatória; 

• Diferenciar e aplicar casos especiais de arranjos e combinações em diferentes 

contextos matemáticos; 

• Utilizar o princípio multiplicativo na resolução de problemas que envolvem 

experimentos compostos; 

• Integrar conhecimentos para resolver desafios complexos que demandam a 

aplicação combinada de diferentes técnicas em análise combinatória. 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 
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Recursos didáticos: Quadro, giz, material dos alunos. 

 

Encaminhamento metodológico: 

Inicialmente, receberemos os alunos na sala de aula e conduziremos uma 

dinâmica de apresentação. Nessa atividade, cada aluno terá a oportunidade de 

compartilhar seu nome, idade, curso superior de interesse e os motivos que o levaram 

a se matricular no PROMAT. Em seguida, nós, os estagiários, nos apresentaremos e 

faremos uma breve explicação sobre a dinâmica dos encontros e detalhes sobre o 

conteúdo programático do PROMAT. 

10 minutos 

Na sequência, para iniciar a discussão sobre análise combinatória, 

questionaremos os alunos sobre a razão da inserção de um novo dígito nos números 

de telefones celulares nos últimos anos. Após ouvir algumas respostas, 

perguntaremos acerca das placas de carros, modificadas nos últimos anos. Após 

essas duas discussões, distribuiremos o material de aula (apêndice I) contendo 

definições, exemplos e exercícios que serão abordados durante o encontro. 

Posteriormente, conduziremos uma leitura coletiva das definições de 

permutação simples e permutação com repetição. A partir dessa leitura, 

apresentaremos um exemplo prático utilizando permutação simples e outro utilizando 

permutação com repetição, a fim de consolidar o entendimento do tema pelos alunos. 

 

Exemplo 1: Considere um grupo de três amigos: Ana, Bruno e Carlos. Eles decidiram 

organizar uma fila para tirar uma foto. De quantas maneiras diferentes eles podem se 

posicionar na fila? 

Resolução proposta: 

Permutação Simples: 

Uma permutação simples é a ordenação dos elementos de um conjunto 

finito, quando seus elementos não se repetem, são distintos. É utilizada para 

determinar a quantidade dessas ordenações. A quantidade 𝑃𝑛 de permutações de 

um conjunto de 𝑛 elementos é igual a 𝑛! (leia-se 𝑛 fatorial). A fórmula para 

determinar a quantidade de permutações simples é 

𝑃𝑛 = 𝑛! = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2) ⋅ … ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 
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A permutação simples é usada quando a ordem dos elementos é importante. 

Neste caso, temos três pessoas, e a permutação seria representada por 3!, que é o 

produto de todos os números inteiros positivos até 3. 

3! = 3 × 2 × 1 = 6 

Portanto, há 6 maneiras diferentes de Ana, Bruno e Carlos se posicionarem 

na fila. 

Exemplo 2: Suponha que estamos organizando uma festa de aniversário e temos um 

bolo com velas. As velas vêm em três cores: vermelha, azul e verde. De quantas 

maneiras diferentes podemos posicionar cinco velas no bolo, sabendo que temos 

duas velas vermelhas e uma azul. 

Resolução proposta: 

Neste caso, a permutação com repetição é apropriada, já que algumas velas 

podem ser da mesma cor. A fórmula para a permutação com repetição é 𝑛!/(𝑘1! × 𝑘2

! × …× 𝑘𝑖!), onde 𝑛 é o total de objetos e 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑖 são o número de repetições de 

cada objeto. 

Se tivermos 5 velas no total, com 2 vermelhas, 1 azul e 2 verdes, a fórmula 

seria: 

5!

2! × 1! × 2!
=

120

2 × 1 × 2
= 30 

Já que 𝑛 = 5, 𝑘1 = 2, 𝑘2 = 1 e 𝑘3 = 2 

Portanto, há 30 maneiras diferentes de posicionar essas velas coloridas no 

bolo. 

Permutação com repetição: 

Uma permutação com elementos repetidos acontece quando em um 

conjunto de 𝑛 elementos, alguns destes são iguais. 

Na fórmula para determinar o número de permutações com repetição, 

dividimos o fatorial do número total 𝑛 de elementos, pelo produto entre os fatoriais 

dos elementos que se repetem. Assim, 

𝑃𝑛
(𝑘1,𝑘2,…,𝑘𝑖) =

𝑛!

𝑘1! × 𝑘2! × …× 𝑘𝑖!
 

 

é o número de permutações de 𝑛 elementos, onde um elemento se repete 𝑘1 

vezes, outro 𝑘2 vezes e assim por diante. 
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 Em seguida, retornaremos ao problema da quantidade de dígitos nos números 

de telefone celular no Brasil. Pediremos que os alunos, a partir do que foi visto até o 

momento, calculem o número de possibilidade de número de telefone que tínhamos 

antes da mudança e quantas possibilidade temos agora. 

Resolução proposta: 

Antes da mudança: 

108 = 100000000 

Após a mudança: 

109 = 1000000000 

30 minutos 

 

 Feito isso, voltaremos ao material dos alunos para fazermos a leitura da 

definição de arranjo com toda a turma. Explicaremos a diferença entre arranjo e 

permutação, reforçando que a principal diferença entre permutação e arranjo está na 

quantidade de elementos que são considerados de cada vez. Em permutações, todos 

os elementos são levados em conta, enquanto em arranjos apenas um número 

específico de elementos é considerado, mantendo a ordem importante em ambos os 

casos. 

 Subsequentemente, resolveremos dois exemplos simples que envolvem 

arranjos. 

 

Exemplo 3: Suponha que temos 5 livros diferentes (A, B, C, D, E) e queremos 

Arranjo Simples 
Os arranjos simples são aqueles sem elementos repetidos no seu conjunto. Para 

calcular o número de arranjos formados por 𝑝 elementos de um conjunto finito 

de 𝑛 elementos distintos, utilizamos a seguinte fórmula: 

𝐴(𝑛,𝑝) =
𝑛!

(𝑛 − 𝑝)!
 

Onde, 

• 𝐴(𝑛,𝑝) é o número de arranjos em um conjunto com 𝑛 elementos tomados 𝑝 

a 𝑝; 

• 𝑛 é o número total de elementos no conjunto; 

• 𝑝 é o número de elementos ordenados. 
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organizar uma prateleira com apenas 3 desses livros, mantendo a ordem. Qual é o 

número de maneiras de organizar essa prateleira? 

Resolução proposta: 

𝐴(5,3) =
5!

(5 − 3)!
= 60 

 

Exemplo 4: Como meio de incentivar os estudantes a realizarem uma prova 

diagnóstica, uma determinada escola decidiu sortear três estudantes para serem 

premiados com um dia no clube, uma bola de futsal e um jogo de xadrez, 

respectivamente. Sabendo que 20 estudantes foram fazer a prova e que esses três 

alunos seriam sorteados simultaneamente, qual é a quantidade de resultados 

possíveis para esse sorteio? 

Resolução proposta: 

Usando a fórmula do arranjo para 𝑛 estudantes totais e 𝑘 sorteados: 

𝐴(20,3) =
20!

(20 − 3)!
= 6840 

 

 Em seguida, iremos propor que os alunos resolvam um exercício sobre 

arranjo. 

 

Exercício 1: Suponha que em uma competição de programação, há 10 participantes 

de diferentes escolas. O comitê organizador deseja formar uma equipe de 

desenvolvimento de software composta por 4 membros, onde haverá um líder, dois 

programadores e um testador. Cada escola pode fornecer no máximo um 

representante para cada papel. Determine o número de maneiras únicas de formar a 

equipe de desenvolvimento. 

Resolução proposta: 

Devemos fazer a seleção de 4 participantes para papéis específicos (líder, 2 

programadores e 1 testador) a partir de um grupo de 10 participantes de diferentes 

escolas, sem permitir repetições para cada papel. Podemos usar a fórmula do arranjo: 

𝐴(10,4) =
10!

(10 − 4)!
= 5040 

 Reservaremos cinco minutos para que os alunos resolvam o exercício e em 

seguida, pediremos que um voluntario vá a lousa fazer a resolução, explicando o 
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raciocínio utilizado para toda a turma. 

30 minutos 

 

 Feito isso, iremos trabalhar a definição de combinação, bem como diferenciá-

la do arranjo. Faremos isso explicitando que em um arranjo, a ordem é crucial, 

significando que a disposição específica dos elementos é levada em conta. Por outro 

lado, em uma combinação, a ordem não é relevante, e o foco está apenas nos 

elementos selecionados, independentemente de sua ordem. 

 A partir disso, iremos fazer dois exemplos utilizando combinação. 

 

Exemplo 5: Suponha que você tenha um grupo de 5 amigos (A, B, C, D, E) e queira 

escolher uma equipe de 2 pessoas para participar de um jogo. Qual é o número de 

maneiras únicas de formar essa equipe? 

Resolução proposta: 

𝐶(5,2) =
5!

2! (5 − 2)!
= 10 

 

Exemplo 6: Considere as letras da palavra "COMBINACAO". Queremos formar uma 

combinação de 3 letras distintas a partir dessa palavra. Qual é o número de 

combinações possíveis? 

Resolução proposta: 

𝐶(10,3) =
10!

3! (10 − 3)!
= 120 

 

 Resolvidos os exemplos, solicitaremos que os alunos resolvam um exercício 

sobre combinação. 

Combinação 

Combinação é a quantidade de grupos que podemos formar com 𝑝 

elementos retirados de um conjunto de 𝑛 elementos. Nessa contagem, buscamos 

identificar todos os subconjuntos com 𝑛 elementos de um conjunto inicial 𝑝. 

Utilizamos a seguinte fórmula para calculá-la: 

𝐶(𝑛,𝑝) =
𝑛!

𝑝! (𝑛 − 𝑝)!
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Exercício 2: Em um torneio de xadrez, há 8 participantes de diferentes escolas. O 

comitê organizador deseja formar uma equipe de análise composta por 3 membros, 

onde haverá um estrategista, um especialista em finais de partida e um jogador 

defensivo. Cada escola pode fornecer no máximo um representante para cada papel. 

Determine o número de maneiras únicas de formar a equipe de análise. 

Resolução proposta: 

A situação descrita envolve a seleção de 3 participantes para papéis 

específicos (estrategista, especialista em finais de partida e jogador defensivo) a partir 

de um grupo de 8 participantes de diferentes escolas, sem permitir repetições para 

cada papel. Podemos usar a fórmula da combinação: 

𝐶(8,3) =
8!

3! (8 − 3)!
= 56 

Reservaremos sete minutos para que os alunos resolvam o exercício e em 

seguida, pediremos que um voluntario vá a lousa fazer a resolução, explicando seu 

passo a passo para a turma. Em seguida, faremos o intervalo. 

30 minutos 

 

 Ao retornarmos do intervalo iremos propor que os alunos se sentem em duplas 

para a realização de um jogo.  

 

A Loteria 

Regras do jogo:  

• De maneira individual, cada aluno receberá uma cartela. 

• Os alunos deverão preencher em uma cartela o total de 6 números. 

• Em seguida, irão preencher mais 9 números, totalizando 15 números. 

• Por fim, deverão preencher outros 5 números, totalizando 20 números. 

Modo de Jogar:  

Serão sorteados seis números aleatórios, em um total de três rodadas, vencerá 

cada rodada o detentor da cartela que tiver seis números sorteados ou aquela que 

chegar mais próximo dessa quantidade, caso haja empate os ganhadores deverão 

dividir o prêmio. 

30 minutos 
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 Na sequência trabalharemos com as seguintes atividades, que retomarão o 

jogo. 

 

Atividade 1 – Combinações da primeira marcação:  

a) Sabendo que a Mega-Sena consiste no sorteio de 6 números distintos escolhidos 

ao acaso entre os números 1 a 60, calcule de quantos modos possíveis pode ocorrer 

o resultado de um sorteio da Mega-Sena. 

Resolução proposta: 

𝐶(60,6) =
60!

6! (60 − 6)!
= 50.063.860 

 

b) Agora calcule de quantas maneiras possíveis podemos combinar 5 números com 

uma aposta simples (6 números). 

Resolução proposta: Para formar uma quina com uma aposta de 6 números, temos 

que fazer a combinação dos 6 números tomados 5 a 5 e o sexto número pode ser 

qualquer um dos 54 que não foram apostados, ou seja, a combinação dos 54 números 

tomados 1 a 1. 

𝐶(6,5) × 𝐶(54,1) =
6!

5! (6 − 5)!
×

54!

1! (54 − 1)!
=  

6!

5! 1!
×

54!

1! 53!
= 324 

 

c) Calcule de quantas maneiras possíveis podemos combinar 4 números com uma 

aposta simples (6 números) 

Resolução proposta: Para formar uma quadra com uma aposta de 6 números, temos 

que fazer a combinação dos 6 números tomados 4 a 4 e o quinto e sexto número 

podem ser qualquer um dos 54 que não foram apostados, ou seja, a combinação dos 

54 números tomados 2 a 2. 

𝐶(6,4) × 𝐶(54,2) =
6!

4! (6 − 4)!
×

54!

2! (54 − 2)!
=  

6!

4! 2!
×

54!

2! 52!
=

85.860

4
= 21.465 

 

Atividade 2 – Combinações na segunda marcação: 

a) Suponhamos que um empresário resolvesse fazer uma aposta de 15 números. De 

quantas maneiras podemos combinar 6 números com uma aposta de 15 números? 

Resolução proposta:  
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𝐶(15,6) =
15!

6! (15 − 6)!
=  

15!

6! 9!
=

3.603.600

720
= 5.005 

 

b) De quantas maneiras podemos combinar 5 números com uma aposta de 15 

números? 

Resolução proposta: Para formar uma quina com uma aposta de 15 números, temos 

que fazer a combinação dos 15 números tomados 5 a 5 e o sexto número pode ser 

qualquer um dos 45 que não foram apostados, ou seja, a combinação dos 45 números 

tomados 1 a 1. 

𝐶(15,5) × 𝐶(45,1) =
15!

5! (15 − 5)!
×

45!

1! (45 − 1)!
=  

15!

5! 10!
×

45!

1! 44!
=

16.216.200

120
= 135.135 

 

c) Calcule de quantas maneiras podemos combinar 4 números com uma aposta de 

15 números? 

Resolução proposta: Para formar uma quadra com uma aposta de 15 números, 

temos que fazer a combinação dos 15 números tomados 4 a 4 e o quinto e o sexto 

número pode ser qualquer um dos 45 que não foram apostados, ou seja, a 

combinação dos 45 números tomados 2 a 2. 

𝐶(15,4) × 𝐶(45,2) =
15!

4! (15 − 4)!
×

45!

2! (45 − 2)!
=  

15!

4! 11!
×

45!

2! 43!
=

64.864.800

48

= 1.351.500 

 

Atividade 3 – Combinações na última marcação: 

a) Supondo que seja permitido apostar no máximo em 20 números e que um 

apostador deseja apostar em 18 números. De quantas maneiras podemos combinar 

6 números com uma aposta de 18 números? 

𝐶(18,6) =
18!

6! (18 − 6)!
=  

18!

6! 12!
=

13.366.080

720
= 18.564 

50 minutos 

 Em seguida, será feita a correção coletiva das atividades na lousa. O restante 

da aula será disponibilizado para possíveis dúvidas que ainda hajam sobre o conteúdo 

estudado e para realização dos exercícios complementares (Apêndice I). 

20 minutos 

Avaliação: 



UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Paraná 

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E TECNOLÓGICAS 

Curso de Licenciatura em Matemática 

Metodologia e Prática de Ensino de Matemática - Estágio Supervisionado II 

 

Será realizada no decorrer da aula, a partir da participação dos alunos nas 

atividades propostas. 

 

 

Referências bibliográficas: 

ASTH, Rafael C.. Permutação: simples e com repetição. Disponível em: 

https://www.todamateria.com.br/permutacao/. Acesso em: 12 fev. 2024. 

 

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Arranjo simples. Disponível em: 

https://www.preparaenem.com/matematica/arranjos-simples.htm. Acesso em: 12 fev. 

2024. 

 

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Permutação simples. Disponível em: 
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em: 12 fev. 2024. 

 

5.2 Relatório do Encontro I 
 

No dia dois de março de dois mil e vinte e quatro, nos dirigimos até a sala A219 

com o objetivo de iniciar o PROMAT na Universidade Estadual do Oeste do Paraná. 

 Inicialmente recebemos os alunos na sala e realizamos uma dinâmica de 

apresentação. Nos apresentamos aos alunos, explicamos que o PROMAT 

aconteceria em dez encontros realizados nos sábados e pedimos que cada aluno 

falasse o nome, idade, o curso superior de interesse e os motivos que o fizeram se 

matricular no PROMAT. As respostas dos alunos foram diversas, alguns 

demonstraram interesse em cursos voltados para a área da saúde, como medicina, 

outros tinham interesse em cursos de ciências exatas ou licenciatura e alguns alunos 

já eram acadêmicos do Curso de Licenciatura em Matemática na Unioeste. 

 Logo após as apresentações, iniciamos as discussões sobre análise 

combinatória, o primeiro conteúdo programático do PROMAT. Questionamos os 

alunos sobre qual seria a razão da inserção de um novo dígito nos números de 

telefones celulares e da mudança nas placas de carro. Após escutar as hipóteses dos 

alunos, entregamos o material de aula contendo as definições, exemplos e exercícios 

que seriam abordados durante o encontro. 
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 Para iniciar o estudo sobre o conteúdo, realizamos a leitura da definição de 

permutação simples e permutação com repetição, assim como exemplos envolvendo 

o uso prático desses conceitos. Após discutir a diferença entre as duas definições, 

retomamos a discussão sobre a adição de um dígito nos números de telefone celular 

no Brasil e pedimos que os alunos calculassem o número de possibilidade de número 

de telefone que tínhamos antes da mudança e quantas possibilidade temos depois 

dela. Ao resolvermos o problema no quadro, percebemos que as hipóteses levantadas 

pelos alunos estavam corretas e as possibilidades aumentaram consideravelmente. 

 Em seguida, realizamos a leitura da definição de arranjo de forma coletiva, 

explicando a diferença entre arranjo e permutação e resolvemos dois exemplos. 

Depois de discutirmos sobre os exemplos, reservamos alguns minutos para os alunos 

resolverem um exercício e pedimos que um voluntário fosse até o quadro para 

apresentar sua resolução. 

 Logo após, lemos a definição de combinação e explicamos como diferenciá-la 

de arranjo, destacando a importância da ordem para o arranjo, assim como, a 

resolução de dois exemplos utilizando este novo conceito. Depois, solicitamos que os 

alunos resolvessem um exercício e, novamente, pedimos que algum voluntário fosse 

até a lousa para realizar a resolução. 

 Na sequência, comunicamos aos alunos que faríamos um intervalo de vinte 

minutos. 

 Após o intervalo, realizamos o jogo da loteria descrito no plano de aula. Foram 

entregues três cartelas para que os alunos preenchessem com quantidades diferentes 

de números em cada uma e sorteamos números aleatórios para encontrar um 

ganhador. Depois disso, passamos algumas atividades relacionadas ao conteúdo e 

ao jogo para os alunos resolverem. Como a aula estava terminando, os alunos não 

tiveram tempo hábil para realizar todas as atividades e, por isso, optamos por excluir 

algumas questões. Nos últimos minutos da aula corrigimos as atividades, relembrando 

a diferença entre uso das diferentes fórmulas. Solicitamos que todos resolvessem os 

exercícios complementares em casa e dispensamos os alunos. 

 

5.3. Plano do Encontro II 
 

Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 
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Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 

 

Conteúdo: Probabilidade 

 

Objetivo geral: Desenvolver a compreensão dos alunos sobre os conceitos 

fundamentais de probabilidade, capacitando-os a analisar eventos aleatórios, calcular 

probabilidades e aplicar esses conhecimentos em situações práticas. 

 

Objetivos específicos:  

• Explorar e compreender os fundamentos teóricos da probabilidade, incluindo a 

definição de espaço amostral, eventos e axiomas de probabilidade; 

• Desenvolver a capacidade dos alunos de calcular probabilidades simples e 

condicionais em diferentes contextos; 

• Aplicar conceitos de probabilidade em situações do mundo real, como jogos de 

azar, tomada de decisões e análise de riscos; 

• Estimular a resolução de problemas envolvendo probabilidade através de 

exercícios práticos e estudos de casos. 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 

 

Recursos didáticos: Quadro, giz, material dos alunos. 

 

Encaminhamento metodológico: 

Inicialmente, receberemos os alunos na sala de aula. Em seguida, 

questionaremos os alunos acerca de possíveis dúvidas que tenham ficado do 

encontro anterior e pediremos que eles sugiram algum exercício complementar da 

lista entregue que eles não tenham conseguido fazer. Caso algum aluno sugira um 

exercício, iremos resolvê-lo na lousa com toda a turma, caso contrário, escolheremos 

algum para resolver. 

5 minutos 

Para iniciar a discussão sobre probabilidade, apresentaremos através de slides 

um breve resumo sobre a teoria de conjuntos que utilizaremos no contexto da aula. 



UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Paraná 

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E TECNOLÓGICAS 

Curso de Licenciatura em Matemática 

Metodologia e Prática de Ensino de Matemática - Estágio Supervisionado II 

 

Destacaremos a diferença e a relação entre elemento e conjunto (relação pertence), 

bem como a relação entre dois conjuntos (relação estar contido). Falaremos também 

sobre as operações de união, interseção, diferença e conjunto complementar e sobre 

os conceitos de conjunto universo e conjunto vazio. Além da notação simbólica usual, 

ilustraremos os conceitos apresentados utilizando diagramas de Venn. Devemos 

destacar que na teoria dos conjuntos “e” representa intersecção, enquanto “ou” 

representa união. 

20 minutos 

Em seguida, relembraremos o jogo da loteria, apresentado no encontro 

anterior. Questionaremos os alunos sobre a probabilidade de se ganhar o jogo nas 

três situações, dados os números de combinações possíveis em cada uma delas. 

Faremos uma conversa inicial sobre a relação entre a probabilidade de se vencer e o 

número de combinações possíveis e então, entregaremos o material de aula dos 

alunos para o encontro.  

5 minutos 

Uma vez que o material for entregue, iremos ler com os alunos a definição de 

experimento aleatório e experimento determinístico. 

 Experimento aleatório: Os experimentos cujos resultados, mesmo em 

condições normais de experimentação, variam de uma observação para outra, 

dificultando, dessa forma, a previsão de um resultado futuro, são denominados 

experimentos aleatórios. Ou seja, dizemos que um experimento é aleatório quando 

repetido inúmeras vezes, sob as mesmas condições, geram resultados diferentes. 

 Exemplo:  

 Sorteio de uma carta de baralho; se esse experimento for repetido várias vezes, 

sob as mesmas condições, não poderemos prever o seu resultado. 

 

 Experimento determinístico: Os experimentos cujos resultados podem ser 

previstos, isto é, podem ser determinados antes da sua realização, são denominados 

experimentos determinísticos. Ou seja, dizemos que um experimento é determinístico 

quando repetido inúmeras vezes, em condições semelhantes, conduz a resultados 

essencialmente parecidos/idênticos. 

 Exemplo:  
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 Aquecimento da água contida em uma panela; conhecidas certas condições, 

podemos prever a temperatura em que a água entrará em ebulição. 

Após isso, realizaremos também a leitura da definição de espaço amostral. 

Espaço amostral: O espaço amostral (S) é o conjunto formado por todos os 

resultados possíveis de um experimento aleatório. Em outras palavras, é o conjunto 

formado por todos os pontos amostrais de um experimento. 

 Exemplo: 

 O espaço amostral do experimento “cara ou coroa” é o conjunto S = {Cara, 

Coroa}. 

Na sequência, iremos ler duas das definições de probabilidade. 

 Probabilidade: 

 É o estudo das chances de obtenção de cada resultado de um experimento 

aleatório. A essas chances são atribuídos os números reais do intervalo entre 0 e 1. 

Resultados mais próximos de 1 têm mais chances de ocorrer. Além disso, a 

probabilidade também pode ser apresentada na forma percentual. 

 Definição Clássica de Probabilidade:  

 É uma parte da probabilidade que calcula analiticamente as chances de 

determinado fenômeno acontecer. Ela é calculada como sendo o número de vezes 

que um fenômeno ocorre dividido pelo número de vezes que ele poderia ocorrer. A 

probabilidade clássica tem duas importantes restrições para que funcione 

adequadamente: 

 1. Todos os casos possíveis devem ter a mesma probabilidade (ou, em uma 

linguagem técnica, equiprobabilidade dos elementos do espaço dos resultados); 

 2. Deverá haver um número finito de casos possíveis (finitude do espaço dos 

resultados). 

 Definição Frequentista de Probabilidade: 

 Considera que o cálculo de probabilidade deve ser realizado a partir de 

repetições do experimento e análise dos resultados, ou seja, a probabilidade de se 

obter um resultado específico de um processo pode ser interpretado por meio da 

frequência relativa com que aquele resultado seria obtido se o processo fosse repetido 

um número grande de vezes, sob condições similares. 

15 minutos 

Depois disso, comentaremos dois exemplos. 
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 Exemplo 1: Quando uma moeda é lançada, há dois resultados possíveis: uma 

cara ou uma coroa. Se for possível assumir que esses dois resultados são igualmente 

possíveis de ocorrer, então devem ter a mesma probabilidade. Uma vez que a soma 

das probabilidades precisa ser 1, então a probabilidade de cara e a probabilidade de 

coroa devem ser 
1

2
. 

 Exemplo 2: A probabilidade de se obter cara quando uma moeda é lançada é 

considerada 
1

2
 porque a frequência relativa de caras deveria ser aproximadamente  

1

2
 

se a moeda fosse lançada um grande número de vezes sob condições similares. 

5 minutos 

 Após tirarmos possíveis dúvidas sobre a diferença entre as duas definições, 

iremos nos voltar à definição de evento e resolveremos um exemplo. 

 Evento: Um evento é qualquer subconjunto de um espaço amostral. Ele pode 

conter nenhum elemento (conjunto vazio) ou todos os elementos de um espaço 

amostral. Os eventos que possuem apenas um elemento (ponto amostral) são 

chamados de simples. Quando o evento é igual ao espaço amostral, ele é chamado 

de evento certo e sua probabilidade de ocorrência é 1 (ou 100%). Quando um evento 

é igual ao conjunto vazio, ele é chamado de evento impossível e possui probabilidade 

1(ou 0% de chances de ocorrência). Em geral, indicamos um evento por uma letra 

maiúscula. 

 Exemplo 3: Sair um número par no lançamento de um dado convencional. 

 Resolução proposta: 

O evento é sair um número par: 𝐸 =  {2, 4, 6} 

5 minutos 

Subsequentemente, faremos a leitura e explicação da definição de 

probabilidade da união de dois eventos, lembraremos que na matemática “ou” 

representa união e resolveremos dois exemplos. 

 Probabilidade da união de dois eventos: 

 A probabilidade da união de dois eventos envolve a chance de o evento 𝐴 ou 

de o evento 𝐵 ocorrer. Existe uma fórmula específica para calcular a probabilidade da 

união de dois eventos. Dados dois eventos, 𝐴 e 𝐵, a probabilidade da união de ambos 

é dada por: 

𝑃(𝐴 ∪ B) =  𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 
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 Caso a intersecção entre os eventos seja vazia, a probabilidade da união é 

calculada pela soma das probabilidades de cada um dos eventos, ou seja: 

𝑃(𝐴 ∪ B) =  𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

 Exemplo 4: Uma moeda será lançada três vezes consecutivas. Qual é a 

probabilidade de aparecer cara exatamente uma vez ou coroa exatamente uma vez? 

 Resolução proposta: 

Primeiramente, identificaremos os eventos 

𝐴: 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑒𝑐𝑒𝑟 𝑐𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑥𝑎𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑣𝑒𝑧 =  {𝑘𝑘𝑐, 𝑘𝑐𝑘, 𝑐𝑘𝑘}  

𝐵: 𝐴𝑝𝑎𝑟𝑒𝑐𝑒𝑟 𝑐𝑜𝑟𝑜𝑎 𝑒𝑥𝑎𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑣𝑒𝑧 =  {𝑘𝑐𝑐, 𝑐𝑘𝑐, 𝑐𝑐𝑘}  

Agora, descreveremos o nosso espaço amostral: 

𝑐: 𝑐𝑎𝑟𝑎 e 𝑘: 𝑐𝑜𝑟𝑜𝑎 

𝑆 =  {𝑐𝑐𝑐, 𝑐𝑐𝑘, 𝑐𝑘𝑐, 𝑘𝑐𝑐, 𝑘𝑘𝑐, 𝑘𝑐𝑘, 𝑐𝑘𝑘, 𝑘𝑘𝑘} 

𝑛(𝑈)  =  8 

Então, temos: 

𝑛(𝐴)  =  3 

𝑛(𝐵)  =  3 

Nesse caso, sabemos que a intersecção é vazia. Assim, calculando a 

probabilidade: 

𝑃(𝐴 ∪ B) =  𝑝(𝐴) + 𝑝(𝐵) 

𝑃(𝐴 ∪ B) =
3

8
+

3

8
 

𝑃(𝐴 ∪ B) =
6

8
=

3

4
 

 

 Exemplo 5: Em uma urna, há cartões numerados de 1 a 25, e 1 cartão será 

sorteado ao acaso. Nessas condições, qual é a probabilidade de o número do cartão 

ser múltiplo de 4 ou múltiplo de 6? 

 Resolução proposta: 

 Os eventos são: 

𝐴: 𝑆𝑎𝑖𝑟 𝑢𝑚 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑚ú𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑜 𝑑𝑒 4 =  {4, 8, 12, 16, 20, 24}  

𝐵: 𝑆𝑎𝑖𝑟 𝑢𝑚 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑚ú𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑜 𝑑𝑒 6 =  {6, 12, 18, 24}  

A intersecção entre os conjuntos é igual a 𝐴 ∩ 𝐵 = {12, 24}. Logo, 

𝑛(𝐴) = 6, 𝑛(𝐵) = 4 𝑒 𝑛(𝐴 ∩ 𝐵) = 2 

 Como há 25 cartões, 𝑛(𝑈)  =  25. Sendo assim, temos: 
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𝑃(𝐴 ∪ B) =  𝑝(𝐴) + 𝑝(𝐵) − 𝑝(𝐴 ∩ 𝐵) 

𝑃(𝐴 ∪ B) =
6

25
+

4

25
−

2

25
=

8

25
= 0,32 

10 minutos 

Terminadas as resoluções e explicações dos exemplos, definiremos a 

probabilidade da interseção de eventos, lembraremos que na matemática “e” 

representa intersecção e faremos outros dois exemplos para explicá-la.  

 Probabilidade da intersecção de dois eventos: 

 A probabilidade da intersecção de dois eventos (ou probabilidade de eventos 

sucessivos) determina a chance de dois eventos ocorrerem simultaneamente ou 

sucessivamente. Sejam 𝐴 e 𝐵 dois eventos de um espaço amostral 𝐸. A probabilidade 

de 𝐴 ∩ 𝐵 é dada por: 

𝑃(𝐴 ∩ B) = 𝑃(𝐵|A) ∙ 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵) ∙ 𝑃(𝐴|𝐵)  

 Onde,  

𝑃(𝐴 ∩ B) é a probabilidade da ocorrência simultânea de 𝐴 e 𝐵. 

𝑃(𝐴)  (ou 𝑃(𝐵)) é a probabilidade de ocorrer o evento 𝐴 (ou 𝐵). 

𝑃(𝐵|A) é a probabilidade de ocorrer o evento 𝐵 sabendo da ocorrência de 𝐴 

(probabilidade condicional). 

Se o conhecimento da ocorrência de 𝐴 não altera a probabilidade de ocorrer 𝐵 

(ou vice-versa), temos que 𝑃(𝐵|𝐴) = 𝑃(𝐵) e dizemos que os eventos 𝐴 e 𝐵 são 

independentes. Pela fórmula anterior, concluímos que 

𝑃(𝐴 ∩ B) =  𝑃(𝐴) ∙ 𝑃(𝐵) 

Nesse momento, explicaremos que através da definição da intersecção de dois 

eventos podemos chegar à fórmula de Probabilidade Condicional. Utilizaremos 

diagramas de Venn para melhor visualização e entendimento por parte dos alunos. 

𝑃(𝐴|𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
 

 Exemplo 6: Em dois lançamentos sucessivos de um mesmo dado, qual a 

probabilidade de sair um número ímpar e o número 4? 

 Resolução proposta: 

O que determina a utilização da fórmula da intersecção para resolução desse 

problema é a palavra “e” na frase “a probabilidade de sair um número ímpar e o 

número 4”. 
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Podemos notar que a ocorrência de um dos eventos não interfere na ocorrência 

do outro, ou seja, saber que saiu par no primeiro lançamento não altera a 

probabilidade de sair par ou ímpar no lançamento seguinte. Temos, então, dois 

eventos independentes. Vamos identificar cada um dos eventos. 

𝐴: 𝑠𝑎𝑖𝑟 𝑢𝑚 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 í𝑚𝑝𝑎𝑟 =  {1, 3, 5}  

𝐵: 𝑠𝑎𝑖𝑟 𝑜 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 4 =  {4}  

𝑆 =  {1, 2, 3, 4, 5, 6}  

Temos que: 

𝑃(𝐴) =  
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
=

3

6
=

1

2
 

𝑃(𝐵) =  
𝑛(𝐵)

𝑛(𝑆)
=

1

6
 

Assim, teremos: 

𝑃(𝐴 ∩ B) =  𝑝(𝐴)  ∙ 𝑝(𝐵) =
1

2
 ∙

1

6
=

1

12
 

Exemplo 7: Numa urna há 20 bolinhas numeradas de 1 a 20. Retiram-se duas 

bolinhas dessa urna, uma após a outra, sem reposição. Qual a probabilidade de ter 

saído um número par e um múltiplo de 5? 

Resolução proposta: 

Primeiro passo é identificar os eventos e o espaço amostral. 

𝐴: 𝑠𝑎𝑖𝑟 𝑢𝑚 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑝𝑎𝑟 =  {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20}  

𝐵: 𝑠𝑎𝑖𝑟 𝑢𝑚 𝑚ú𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑜 𝑑𝑒 5 =  {5, 10, 15, 20}  

 𝑆 =  {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}  

Como as duas bolinhas foram retiradas uma após a outra e não houve 

reposição, ou seja, não foram devolvidas à urna, a ocorrência do evento 𝐴 interfere na 

ocorrência do 𝐵, pois haverá na urna somente 19 bolinhas após a retirada da primeira. 

Assim, temos que: 

𝑃(𝐴 ∩ B) = 𝑝(𝐴) ∙ 𝑝(𝐵|A)  

 Mas 

𝑃(𝐴) =  
𝑛(𝐴)

𝑛(𝑆)
=

10

20
=

1

2
 

Após a retirada da 1ª bola, ficamos com 19 bolinhas na urna. Logo, 

𝑃(𝐵|A) =  
𝑛(𝐵)

𝑛(𝑆) − 1
=  

4

19
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Assim, 

𝑃(𝐴 ∩ B) =
1

2
∙

4

19
=

2

19
 

10 minutos 

 Em seguida, definiremos evento complementar e veremos como calcular suas 

probabilidades. 

 Evento Complementar 

Um evento complementar é formado da seguinte maneira: Se consideramos 𝐸 

um evento, ele faz parte de um subconjunto do espaço amostral 𝑆. O conjunto dos 

elementos pertencentes a 𝐸 que não estão presentes em 𝑆 constitui um subconjunto 

conhecido como evento complementar de 𝐸.  

Para calcular a probabilidade complementar de um evento é possível utilizar a fórmula 

a seguir: 

𝑃(𝐸𝑐)  =  1 –  𝑃(𝐸) 

 Exemplo 8:  Uma moeda comum foi lançada três vezes e o resultado foi 

anotado. Qual é a probabilidade de se obter exatamente duas caras sabendo que o 

primeiro resultado foi cara? 

 Exemplo 9: Calcule a probabilidade de obter soma 8 no lançamento de dois 

dados em que o resultado do lançamento foi dois números ímpares. 

10 minutos 

Terminadas as resoluções e explicações, faremos um intervalo de 20 minutos. 

Ao retornarmos do intervalo, trabalharemos com um jogo. 

Jogo: Brincando com a Probabilidade 

A turma será dividida em grupos de quatro integrantes e funcionará da seguinte 

forma: 

 1) No início do jogo, cada jogador do grupo deve colocar suas peças na casa 

“Partida” e, em seguida, joga-se o dado para indicar qual integrante iniciará o jogo, ou 

seja, quem tirar o maior número do dado começa a partida. O jogador que obteve o 

maior número no lançamento do dado joga-o novamente e posiciona sua peça na 

casa correspondente ao valor do dado e assim sucessivamente para os outros 

jogadores. 

 2) Se a peça que representa o jogador cair na casa das perguntas, um dos 

integrantes do grupo terá que retirar uma pergunta do monte de “Perguntas”, ler para 

todos os outros membros do grupo, e, em seguida, o jogador que caiu na casa 
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responderá à pergunta em folha de papel fornecida. Só poderá continuar na casa o 

jogador que responder à pergunta correta. Caso não acerte, deverá voltar a casa de 

origem. 

 3) Se a peça que representa o jogador cair na casa “Saiba mais”, ele deverá 

falar em voz alta para todo o grupo uma curiosidade ou um conceito aprendido sobre 

o conteúdo. Caso o jogador não saiba falar algo, deverá retornar a casa de origem. 

 4) Se a peça representante do jogador cair na casa “Avance casas”, este deverá 

avançar o número de casas correspondentes. Caso a peça caia na casa “Retornar 

casas”, deverá retornar o número de casas correspondentes. 

 5) Ganha a partida o jogador que completar uma volta completa no tabuleiro. 

Figura 1 – Tabuleiro do jogo de probabilidade 

 

Fonte: Produzido pelos autores. 

 Perguntas:  

 Se lançarmos um dado, qual a probabilidade de obtermos um número maior 

que 4? Resposta: 
1

3
 

 Um restaurante está com 13 pessoas: 9 clientes e 4 garçons. Se escolhermos 

uma pessoa do local aleatoriamente, qual a probabilidade de ser um cliente? 

Resposta: 
9

13
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 Se lançarmos uma moeda, qual a probabilidade do lado “cara” ficar voltado para 

cima? Resposta: 
1

2
 

 Se você escolher aleatoriamente uma letra no alfabeto, qual a probabilidade 

de selecionar uma vogal? Resposta: 
5

26
 

 Se é escolhido aleatoriamente um número da sequência (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 

19) qual a probabilidade de escolher um número primo? Resposta: 1 

 Se uma turma é formada por 8 alunos do sexo feminino e 7 do sexo masculino 

e a professora escolher aleatoriamente um estudante para ir ao quadro resolver um 

exercício, qual a probabilidade de ser selecionada uma aluna? Resposta: 
8

15
 

 Uma pessoa foi até a padaria para comprar pão e iogurte. Se o estabelecimento 

possui 30 pães, sendo que 5 são do dia anterior e os outros foram fabricados no dia, 

e 20 iogurtes com data de validade inelegível, dos quais 1 já venceu, qual a 

probabilidade do cliente escolher um pão do dia e um iogurte na validade? Resposta: 

19

24
 

 Escolhendo aleatoriamente um dia da semana, qual a probabilidade de 

escolher uma segunda ou uma sexta-feira? Resposta: 
2

7
 

 Qual a probabilidade de escolher uma carta no baralho e essa carta não ser um 

ás? Resposta: 
12

13
 

 Em uma urna há 12 bolas vermelhas, 5 bolas azuis e 3 bolas verdes. Sorteando 

uma bola ao acaso, qual a probabilidade de ser uma bola: a) vermelha; b) azul; c) 

verde 

 Ao lançar um dado não viciado, qual a probabilidade de sair um número maior 

que 4? Resposta: 
1

3
 

 Uma urna contém 50 bolinhas numeradas de 1 a 50. Sorteando-se uma bolinha, 

qual a probabilidade de que o número observado seja múltiplo de 8? Resposta: 
3

25
 

 Qual é a probabilidade de obtermos a soma 5 na jogada de um par de dados 

equilibrados? Resposta: 
1

9
 

 No lançamento de dois dados, a probabilidade de serem obtidos números 

iguais é: Resposta: 
1

6
 

 Ao jogar um dado, qual a probabilidade de obtermos um número ímpar voltado 
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para cima? Resposta: 50% ou 
1

2
 

 Se lançarmos dois dados ao mesmo tempo, qual a probabilidade de dois 

números iguais ficarem voltados para cima? Resposta: 16,66% ou 
1

6
 

 Um saco contém 8 bolas idênticas, mas com cores diferentes: três bolas azuis, 

quatro vermelhas e uma amarela. Retira-se ao acaso uma bola. Qual a probabilidade 

da bola retirada ser azul? Resposta: 
3

8
 ou 37,5% 

 Sorteando-se um número de 1 a 20, qual a probabilidade de que esse número 

seja múltiplo de 2? Resposta: 
1

2
 ou 50% 

 Se uma moeda é lançada 5 vezes, qual a probabilidade de sair "cara" 3 vezes? 

Resposta: 
5

16
 ou 31,25% 

70 minutos 

 Utilizaremos o tempo restante da aula para tirar possíveis dúvidas que ainda 

tenham ficado dos conceitos aprendidos durante o encontro. Os alunos ainda poderão 

resolver os exercícios complementares propostos com nosso auxílio nas carteiras. 

15 minutos 
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 5.4. Relatório do Encontro II 

No dia nove de março de dois mil e vinte e quatro, nos dirigimos até a Unioeste 

para dar continuidade ao PROMAT.  

 Inicialmente, relembramos o conteúdo da aula anterior de forma oral e 

deixamos que os alunos tirassem dúvidas sobre os exercícios complementares. 

Nesse momento, percebemos que poucos alunos haviam tentado resolver os 

exercícios em casa e por isso explicamos alguns oralmente. 

 Para iniciar a aula, comunicamos os alunos que estudaríamos sobre 

probabilidade e apresentamos slides com um breve resumo sobre a teoria dos 

conjuntos, conteúdo necessário para o entendimento do conceito de probabilidade. 

Alguns alunos expressaram dúvida quanto a diferença entre intersecção e união e 

então destacamos que na teoria dos conjuntos “e” representa intersecção, enquanto 

“ou” representa união. 

 Para dar início ao conteúdo, relembramos o jogo da loteria da aula anterior, 

perguntando aos alunos sobre qual seria a probabilidade de vencer o jogo nas três 

situações e, em seguida, entregamos o material de aula aos alunos. 

 Utilizando o material, lemos coletivamente a definição de experimento aleatório 

e determinístico e apresentamos exemplos de cada um deles. Depois, pedimos que 

algum voluntário realizasse a leitura da definição de espaço amostral e mostramos um 

exemplo. Após realizar uma conversa sobre essas definições, apresentamos a 

definição clássica e a definição ‘frequentista’ de probabilidade, bem como um exemplo 

relacionada a cada uma, para enfatizar a diferença entre elas.  
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 Logo após, definimos evento e a probabilidade da união e da intersecção de 

dois eventos. Na sequência, pedimos que os alunos resolvessem alguns exercícios. 

Após esse momento, realizamos o intervalo. 

Ao retornar do intervalo, deixamos que os alunos finalizassem os exercícios e 

então resolvemos no quadro. Partimos então para a definição de evento 

complementar e resolvemos mais dois exercícios no quadro. 

Por fim, explicamos o jogo ‘brincando com probabilidade’, solicitando que os 

alunos formassem quartetos entre si. Entregamos o tabuleiro, os dados e as 

perguntas. Todos os grupos demonstraram interesse no jogo e pediram ajuda em 

algumas perguntas. Foi possível perceber que a maioria conseguiu finalizar a partida. 

Com o fim da aula, pedimos aos alunos para resolverem os exercícios 

complementares em casa. 

 

 5.5. Plano do Encontro III 

Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 

 

Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 

 

Conteúdo: Matrizes e Determinantes. 

 

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar conceitos fundamentais 

de matrizes e determinantes, promovendo uma sólida compreensão teórica e 

habilidades práticas relacionadas a esses temas na resolução de problemas 

matemáticos. 

 

Objetivos específicos:  

• Compreender as propriedades e operações básicas envolvendo matrizes, tais 

como soma, multiplicação e transposição; 

• Aplicar métodos para calcular determinantes de matrizes, explorando 

propriedades e teoremas associados; 

• Resolver sistemas lineares por meio da utilização de matrizes, desenvolvendo 

habilidades práticas na resolução de problemas; 
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• Analisar e interpretar aplicações práticas de matrizes e determinantes em 

diversas áreas, destacando a relevância desses conceitos no contexto real. 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 

 

Recursos didáticos: Quadro, giz, material dos alunos. 

 

Encaminhamento metodológico: 

Inicialmente, receberemos os alunos na sala de aula. Em seguida, 

questionaremos os alunos acerca de possíveis dúvidas que tenham ficado do 

encontro anterior e pediremos que eles sugiram algum exercício complementar da 

lista entregue que eles não tenham conseguido fazer. Caso algum aluno sugira um 

exercício, iremos resolvê-lo na lousa com toda a turma, caso contrário, escolheremos 

algum para resolver. 

Começaremos a falar sobre matrizes comentando suas utilizações, como 

processamento de imagens, representações e transformações gráficas, redes 

elétricas, criptografia, análise de dados etc., com o objetivo de motivar os alunos no 

estudo desse tema. 

Em seguida, entregaremos o material da aula para os alunos, contendo 

definições importantes e atividades envolvendo matrizes. Começaremos lendo com 

os alunos as definições de alguns tipos de matrizes e comentando exemplos para 

cada tipo. 

  

Matriz 

É uma representação de dados (tabela), geralmente numéricos, dispostos em linhas 

e colunas. Denotamos cada matriz por letras maiúsculas, por vezes indicando o 

número de linhas e colunas. Assim, se 𝐴 é uma matriz com 𝑚 linhas e 𝑛 colunas, 

podemos escrever também 𝐴𝑚×𝑛 (lê-se “matriz 𝐴 𝑚 por 𝑛”). As matrizes são 

representadas entre parênteses, entre colchetes ou entre barras duplas.  

Cada elemento de uma matriz 𝐴 é indicado por 𝑎𝑖𝑗, em que 𝑖 é a linha que o elemento 

ocupa e 𝑗 é a coluna. 

 

Exemplo 1:  
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a) A matriz 𝐴 = [
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] possui duas linhas e duas colunas. 

b) Se 𝐵3×2 = (
5 3

2 −1
9 7

), então 𝑏12 = 3 e 𝑏22 = −1. 

c) A matriz 𝐶1×3 = ‖5 1 −3‖ é uma matriz 1 × 3. 

 

Matriz linha 

Matriz do tipo 1 × 𝑛, ou seja, com uma única linha. 

 

Exemplo 2: 

𝐴1×4 = [ 2   1   4  5 ] 
 
Matriz coluna 

Matriz do tipo 𝑚 × 1, ou seja, com uma única coluna. 

 

Exemplo 3: 

𝐵3×1 = [
−2
4
12

] 

 
Matriz quadrada 

Matriz do tipo 𝑛 × 𝑛, ou seja, com o mesmo número de linhas e colunas. Dizemos que 

a matriz é de ordem 𝑛. 

 

Exemplo 4: 

𝐶2×2 = [
2 7
4 1

] 

 

Em uma matriz quadrada, definimos a diagonal principal e a diagonal secundária. A 

principal é formada pelos elementos 𝑎𝑖𝑗 tais que 𝑖 = 𝑗. Na secundária, temos 𝑖 + 𝑗 =

 𝑛 + 1. 

 

Figura 2 - Diagonais de uma matriz quadrada. 
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Fonte: Só matemática. Acesso em 26 fev. 2024 

 

Matriz nula 

Matriz em que todos os elementos são nulos. É representada por 0𝑚×𝑛. 

 

Exemplo 5: 
 

02×3 = [
0 0 0
0 0 0

] 

 

Matriz diagonal 

Matriz quadrada em que todos os elementos que não estão na diagonal principal são 

nulos. 

 

Exemplo 6: 

𝐴3×3 = [
4 0 0
0 3 0
0 0 7

] 

 

Existem duas classificações possíveis para esse tipo de matriz: a primeira é quando 

os elementos que estão acima da diagonal principal são nulos, o que configura uma 

matriz triangular inferior; a segunda é quando os elementos que estão abaixo da 

diagonal principal são nulos, configurando uma matriz triangular superior. Por 

exemplo, 

 

𝐵3×3 = [
4 0 0
2 3 0

−1 2 7
] é uma matriz diagonal inferior. 
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𝐶3×3 = [
4 5 −3
0 3 1
0 0 7

] é uma matriz diagonal superior. 

 

Matriz identidade 

Matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal principal são iguais a 1 e os 

demais são nulos. É representada por 𝐼𝑛, sendo 𝑛 a ordem da matriz. 

 

Exemplo 7: 

𝐼2 = [
1 0
0 1

] 

 

Assim, para uma matriz identidade 𝐼𝑛 = [𝑎𝑖𝑗], 𝑎𝑖𝑗 = {
1, 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑗
0, 𝑠𝑒 𝑖 ≠ 𝑗

 

 
Matriz transposta 

Matriz 𝐴𝑡 obtida a partir da matriz 𝐴 trocando-se ordenadamente as linhas por colunas 

ou as colunas por linhas. 

 

Exemplo 8: 

 

Figura 3 - Matriz transposta. 

 

Fonte: Só matemática. Acesso em 26 fev. 2024. 

 

Desse modo, se a matriz 𝐴 é do tipo 𝑚 × 𝑛, 𝐴𝑡 é do tipo 𝑛 × 𝑚. Note que a 1ª linha 
de 𝐴 corresponde à 1ª coluna de 𝐴𝑡  e a 2ª linha de 𝐴 corresponde à 2ª coluna de 𝐴𝑡. 
 
Matriz oposta 

A matriz −𝐴 (oposta de 𝐴) é obtida a partir de 𝐴 trocando-se o sinal de todos os seus 

elementos. 
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Exemplo 9: 
 

Se 𝐴 = [
3 0
4 −1

] , então    − 𝐴 =  [
−3 0
−4 1

] 

 
Após apresentarmos e comentarmos esses tipos de matrizes a partir dos 

exemplos, questionaremos quais dúvidas os alunos têm acerca de qualquer um dos 

tipos de matrizes apresentado e então, após as explanações e explicações, iremos 

propor três exercícios para fixação do que foi estudado. 

 

Exercício 1: Julgue as afirmativas a seguir: 

I – A matriz linha é aquela que possui uma única linha. 

II – A matriz coluna é aquela que possui uma única coluna. 

III – A matriz quadrada é aquela que possui número de linhas igual ao número de 

colunas. 

Marque a alternativa correta: 

A) Somente I é falsa. 

B) Somente II é falsa. 

C) Somente III é falsa. 

D) Todas são verdadeiras. 

Resolução proposta: D (todas são verdadeiras). 

 

Exercício 2: Analise a matriz a seguir: 
 

[
1 5 1
3 4 0
1 −2 −3

] 

Qual a soma dos termos 𝑎22 e 𝑎32? 

Resolução proposta: −2 + 4 = 2 

Exercício 3: (Uerj — adaptada) A temperatura corporal de um paciente foi medida, 

em graus Celsius, três vezes ao dia (de manhã, de tarde e de noite), durante cinco 

dias. Cada elemento aij da matriz abaixo corresponde à temperatura observada no 

instante i do dia j. 
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Julgue as afirmativas a seguir: 

I - No momento 𝑎21, o paciente estava com a temperatura de 36,1. 

II - As temperaturas do momento 𝑎33 e do momento 𝑎21 são iguais. 

III - No momento 𝑎35, a temperatura era de 39,2.  

A ordem correta é: 

A) V V V 

B) V F V 

C) F V V 

D) F F V 

E) V V F 

Resolução proposta: A (todas são verdadeiras). 

 Reservaremos cerca de 10 minutos para que os alunos resolvam os exercícios 

e então, pediremos que algum voluntário resolva na lousa para toda a turma. 

30 minutos 

 Feito isso, falaremos sobre operações com matrizes. 

Adição e Subtração de Matrizes. 
Para que seja possível somar duas matrizes, é necessário primeiro que elas sejam do 

mesmo tipo, ou seja, que tenham o mesmo número de linhas e colunas. A adição é 

feita a partir da soma dos elementos que ocupam as mesmas posições. 

  

Exemplo 10: 

𝐴2×2 = [
6 3
10 −1

] + 𝐵2×2 = [
9 7

−4 0
] ⇒ 𝐴 + 𝐵 = [

6 + 9 3 + 7
10 + (−4) −1 + 0

] = [
15 10
6 −1

] 

Da mesma forma que a adição, na subtração basta subtrair os elementos que estão 

na mesma posição. Mas cuidado, a ordem em que você executa a operação irá mudar 

o sinal dos seus resultados, ou seja, sendo duas matrizes 𝐴 e 𝐵, 𝐴 –  𝐵 é diferente de 

𝐵 –  𝐴.  

 

Exemplo 11: Considere as matrizes 𝐴 e 𝐵 abaixo. Obtenha 𝐴 − 𝐵. 
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𝐴2×3 = [
14 5 11
19 4 7

]        𝐵2×3 = [
11 6 15
9 2 7

] 

Logo, 

𝐴 − 𝐵 = [
14 − 11 5 − 6 11 − 15
19 − 9 4 − 2 7 − 7

] = [
3 −1 −4
10 2 0

] 

 
 Após mostrarmos os exemplos, pediremos que os alunos resolvam um 

exercício sobre soma e subtração de matrizes. 

 

Exercício 4: 

Sejam 𝐴 = [
1 2 3

−4 5 6
4 6 8

] , 𝐵 = [
−7 −8 9
12 6 5
8 7 4

]  e 𝐶 = [
2 3 −4
6 7 1
2 8 7

]. Calcule 𝐴 + 𝐵 − 𝐶. 

Resolução proposta: 

𝐴 + 𝐵 − 𝐶 = [
1 + (−7) − 2 2 + (−8) − 3 3 + 9 − (−4)
−4 + 12 − 6 5 + 6 − 7 6 + 5 − 1
4 + 8 − 2 6 + 7 − 8 8 + 4 − 7

] = [
−8 −9 16
2 4 10
10 5 5

] 

  

Em seguida, falaremos da multiplicação de matrizes. 

Multiplicação de matrizes. 

Para que seja possível realizarmos essa operação, temos que observar se o número 

de linhas da primeira matriz é igual ao número de colunas da segunda, pois esses 

valores serão a quantidade de linhas e colunas da matriz gerada pela multiplicação. 

Se isso acontecer, podemos multiplicá-las, porém, se essa condição não for atendida, 

aí não podemos fazer essa operação. Em uma multiplicação de matrizes, devemos 

multiplicar os elementos da linha da primeira matriz pelos elementos da coluna da 

segunda matriz e somar esses produtos. 

 

Exemplo 12: Considere as matrizes 𝐴 e 𝐵 abaixo. Calcule 𝐴 × 𝐵. 

𝐴3×3 = [
4 1 5
1 3 2
0 3 7

]    𝐵3×3 = [
5 2 1
0 1 4
1 2 5

] 

Logo, 

𝐴 × 𝐵 = [
4 × 5 + 1 × 0 + 5 × 1 4 × 2 + 1 × 1 + 5 × 2 4 × 1 + 1 × 4 + 5 × 5
1 × 5 + 3 × 0 + 2 × 1 1 × 2 + 3 × 1 + 2 × 2 1 × 1 + 3 × 4 + 2 × 5
0 × 5 + 3 × 0 + 7 × 1 0 × 2 + 3 × 1 + 7 × 2 0 × 1 + 3 × 4 + 7 × 5

] 

 

= [
25 19 33
7 9 23
7 17 47

]                                                                                                    

 

 Em seguida, os alunos deverão resolver um exercício envolvendo multiplicação 
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de matrizes. 

 

Exercício 5:  

Dadas as matrizes 𝐴 = [
3 3 4
0 5 −1
2 −4 −3

] e 𝐵 = [
1 0 1
2 1 0

−6 4 6
], calcule 𝐴 × 𝐵. 

Resolução proposta: 𝐴 × 𝐵 = [
−15 19 27
4 9 6
12 −16 −16

] 

 Deixaremos 5 minutos para que os alunos resolvam o exercício e então 

pediremos que um voluntário resolva na lousa para toda a turma. Em seguida, 

falaremos de multiplicação de matrizes por um escalar. 

 

Multiplicação de matriz por escalar. 

Multiplicar uma matriz por um número real (escalar) qualquer é bem simples, basta 

pegar esse número e multiplicar por todos os elementos da matriz, gerando assim, 

uma nova matriz.  

 

Exemplo 13: Considere a matriz 𝐴 abaixo. Calcule 2 × 𝐴. 

𝐴 = [
3 3 4
0 5 −1
2 −4 −3

] 

Logo, 

2 × 𝐴 = 2 × [
3 3 4
0 5 −1
2 −4 −3

] = [
6 6 8
0 10 −2
4 −8 −6

] 

40 minutos 

 

 Na sequência, falaremos sobre o determinante de uma matriz.  

  

Determinante. 

O determinante de uma matriz é um número escalar associado a ela. Ele fornece 

informações sobre as propriedades geométricas e algébricas da matriz. O 

determinante é geralmente denotado por 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ou |𝐴|, onde 𝐴 representa a matriz. 

 

Calculando o determinante: 

Se uma matriz 𝐴 qualquer possuir apenas uma linha e uma coluna (𝐴1×1), seu 

determinante será o único elemento integrante dessa matriz. 
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Se uma matriz 𝐴 qualquer possuir duas linhas e colunas, considerada uma matriz 

quadrada de ordem 2 (𝐴2×2), então o determinante (𝑑𝑒𝑡𝐴2×2) dessa matriz será obtido 

pela diferença entre o resultado da multiplicação da diagonal principal da matriz 𝐴 pelo 

resultado da multiplicação dos elementos que compõem a sua diagonal secundária.  

Se uma matriz 𝐴 qualquer possuir três linhas e colunas, considerada uma matriz 

quadrada de ordem 3 (𝐴3×3), então o determinante (𝑑𝑒𝑡𝐴3×3) dessa matriz poderá 

obtido pela Regra de Sarrus. 

Explicaremos na lousa como funciona a Regra de Sarrus e, em seguida, resolveremos 

alguns exemplos sobre determinantes. 

 

Exemplo 14: Vamos encontrar os determinantes das seguintes matrizes: 

a) 𝑀1×1 = [ 2 ] 

b) 𝑀2×2 = [
5 10
8 12

] 

c) 𝑀3×3 = [
4 8 25
0 7 −1
1 −4 3

] 

Resolução proposta: 

a) 𝑑𝑒𝑡 𝑀 = 2 

b) 𝑑𝑒𝑡 𝑀 = 5 × 12 − 10 × 8 = −20 

c) 𝑑𝑒𝑡 𝑀 = (4 × 7 × 3 + 8 × −1 × 1 + 25 × 0 × −4) − (25 × 7 × 1 + 4 × −1 ×

−4 + 8 × 0 × 3 = −115 

 

            Após estes exemplos, falaremos sobre a importância dos determinantes e para 

que eles servem, além de algumas propriedades. 

 

Importância do Determinante 

Invertibilidade de Matrizes: Uma matriz é invertível (possui uma matriz inversa) se e 

somente se seu determinante é diferente de zero. 

Área e Volume: Em geometria, o determinante é utilizado para calcular a área de 

paralelogramos e volumes de paralelepípedos em espaços tridimensionais. 

Sistemas Lineares: O determinante é utilizado para resolver sistemas lineares e 

determinar se o sistema tem uma única solução, nenhuma solução ou infinitas 

soluções. 
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Transformações Lineares: Na álgebra linear, o determinante é usado para estudar 

transformações lineares, indicando como a transformação afeta o volume no espaço. 

Algumas propriedades dos determinantes: 

Multiplicação por Escalar: O determinante de uma matriz multiplicada por um 

escalar 𝑘 é igual ao determinante original multiplicado por 𝑘. 

Troca de Linhas ou Colunas: Trocar duas linhas ou duas colunas de uma matriz 

inverte o sinal do determinante. 

Matriz Triangular: O determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior) é o 

produto dos elementos na diagonal principal. 

Combinação Linear de Linhas ou Colunas: Se uma matriz contém uma linha ou 

coluna que é combinação linear de outras linhas ou colunas, então o determinante 

dessa matriz é zero. 

Matriz Identidade: O determinante de uma matriz identidade é 1. 

Transposição: O determinante de uma matriz é igual ao determinante de sua 

transposta, ou seja, 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑇). 

Produto de Matrizes: O determinante do produto de duas matrizes é igual ao produto 

dos determinantes das matrizes individuais, ou seja, 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴) × 𝑑𝑒𝑡(𝐵). 

30 minutos 

 

 Ao final dessas explanações, questionaremos os alunos acerca de dúvidas que 

ainda possa haver sobre o que foi estudado até o momento e faremos o intervalo de 

20 minutos. 

 Ao retornarmos do intervalo, comentaremos sobre as propriedades dos 

determinantes e iremos retomar alguns dos exemplos trabalhados na aula até o 

momento, para mostrarmos que as propriedades de fato valem. Ao final da 

explanação, perguntaremos se os alunos possuem alguma dúvida sobre os 

determinantes e então, falaremos sobre a matriz inversa, uma vez que já teremos 

comentado que uma matriz é invertível, se e somente se, seu determinante é diferente 

de 0. 

15 minutos 

 

Matriz Inversa 
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Seja 𝐴 uma matriz invertível, isto é, det(𝐴) ≠ 0. Definimos como matriz inversa de 𝐴 a 

matriz 𝐴−1, tal que, quando multiplicamos as matrizes 𝐴 e 𝐴−1, temos como produto a 

matriz identidade 𝐼𝑛, ou seja, 𝐴 × 𝐴−1 = 𝐼𝑛. Para encontrar uma matriz inversa de 

uma matriz cujos elementos são conhecidos, utilizamos igualdade do produto de duas 

matrizes, encontrando os termos da matriz inversa por meio de uma equação. 

 

Exemplo 15: 

Seja 𝐴 = [
1 2
3 4

], sua inversa 𝐴−1 será tal que 𝐴 × 𝐴−1 = 𝐼4. 

Logo, [
1 2
3 4

] × [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]=[
1 0
0 1

] ⟹ [
1 × 𝑎 + 2 × 𝑐 1 × 𝑏 + 2 × 𝑑
3 × 𝑎 + 4 × 𝑐 3 × 𝑏 + 4 × 𝑑

] = [
1 0
0 1

] 

Sendo assim, {
𝑎 + 2𝑐 = 1
3𝑎 + 4𝑐 = 0

 e então 3𝑎 = −4𝑐 ⟹ 𝑎 = −
4𝑐

3
. 

Substituindo, 𝑎 + 2𝑐 = 1 ⇒ −
4

3
𝑐 + 2𝑐 = 1 ⇒ 𝑐 =

3

2
 

Agora, podemos encontrar o valor de 𝑎. 

𝑎 + 2𝑐 = 1 ⇒ 𝑎 + 2 ×
3

2
⇒ 𝑎 = −2 

Analogamente, encontramos os valores de 𝑏 e 𝑑. 

20 minutos 

 

 Feito isso, para aplicação e fixação dos conceitos, realizaremos uma 

dinâmica com os alunos chamada ‘’stop do determinante’’.  

 

Jogo: Stop das matrizes 

Registraremos uma operação com matrizes no quadro, e, com base nas 

explicações anteriores, os alunos devem calcular a operação pedida.  

O aluno que calcular primeiro deve gritar ‘’stop’’ em voz alta. Então, iremos 

conferir a resposta e, caso esteja certa, o estudante será convidado para resolver no 

quadro explicando seu raciocínio. Se o aluno vencedor não se sentir confortável com 

o pedido, pode argumentar da carteira e nós faremos a resolução. Na rodada seguinte, 

o procedimento se repete. Para o jogo serão realizadas cinco rodadas. 

 

Matrizes utilizadas no jogo: 
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a) [
5 10 25
0 8 −5
4 −5 5

] × [
10 2 −2
0 25 −5
2 −4 3

] 

b) [
10 105 235
257 1008 9

−1005 −5 −1150
] + [

90 −5 −135
−157 −908 91
905 105 950

] 

c) Calcule o determinante de [
15 57 −2
−6 7 −6
15 −12 9

] 

d) [

−5 6 8 23
−10 −8 15 −5
2
1

5
−1

2
61

7
27

] × [

15 7 10 33
−10 −9 15 −10
4
3

8
−2

3
6

7
31

] 

e) 107 × [

−5 6 8 23
−10 −8 15 −5
2
1

5
−1

2
61

7
27

] 

 

Resoluções das matrizes do jogo: 

a) Resultado da multiplicação: [
100 160 15
−10 220 −55
50 −137 32

] 

b) Resultado da soma: [
100 100 100
100 100 100

−100 100 −200
] 

c) 𝑑𝑒𝑡(𝐴) =-2121 

d) Resultado da multiplicação: [

−34 −71 202 544
−25 132 −205 −300
9

350
−29
450

143
340

247
1307

] 

e) Resultado da multiplicação por escalar: [

−535 642 856 2461
−1070 −856 1605 −535
214
107

535
−107

214
6527

749
2889

] 

 

Caso sobre tempo, disponibilizaremos o restante da aula para que os alunos 

resolvam alguns exercícios complementares e tirem possíveis dúvidas que ainda 

existam. Explicaremos ainda que o conteúdo de sistema lineares será trabalhado nos 

próximos encontros, caso alguém tenha dificuldade no cálculo da matriz inversa. 

65 minutos 

 

Avaliação: 
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Será realizada no decorrer da aula, a partir da participação dos alunos nas 

atividades propostas. 
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5.6. Relatório do Encontro III 
  

No dia dezesseis de março de dois mil e vinte e quatro, continuamos o 

PROMAT na sala A219 da Unioeste. 

 Após receber os alunos em sala, questionamos sobre as dúvidas em relação 

aos exercícios complementares. Como poucos haviam tentado resolver os exercícios 

e não apresentaram dúvidas, demos início a aula. 

 Com o objetivo de motivar os alunos acerca do estudo sobre matrizes, 

comentamos sobre algumas de suas principais utilizações, como processamento de 

imagens, representações e transformações gráficas. Então, entregamos o material da 

aula e realizamos a leitura da definição de matrizes e alguns de seus principais tipos, 

apresentando concomitantemente exemplos de cada tipo. Os alunos demonstraram 

preferência para que demonstrássemos os tipos de matrizes no quadro. 

 Logo após comentar sobre as definições e tipos de matrizes, propomos que os 

alunos resolvessem três exercícios e, na sequência, corrigimos estes oralmente.  

 Iniciamos o estudo sobre operações envolvendo matrizes, apresentamos 

exemplos e resolvemos alguns exercícios com a ajuda dos alunos. Também 

mostramos como calcular o determinante e lemos alguns tópicos sobre sua 

importância e propriedades. Tendo em vista a densidade do conteúdo trabalhado, 

percebemos que não haveria tempo para desenvolver o conteúdo sobre matrizes 

inversas, motivo pelo qual decidimos adiar esse estudo, dispensando os alunos para 

o intervalo. 

 Ao retornar do intervalo, explicamos o jogo “stop das matrizes” e passamos 

algumas operações envolvendo o conteúdo estudado durante a aula. Quem 

resolvesse primeiro deveria gritar “stop” e mostrar a resolução no quadro, explicando 

seu raciocínio. Não foi possível resolver todos os exercícios e então pedimos que os 

alunos resolvessem em casa, finalizando o encontro. 

 

5.7. Plano do Encontro IV. 
Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 

 

Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 
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Conteúdo: Sistemas lineares. 

 

Objetivo geral: Proporcionar aos alunos uma compreensão sobre sistemas lineares, 

equações lineares e suas representações matriciais. 

 

Objetivos específicos:  

• Compreender a natureza das equações lineares, identificando sua forma 

padrão e reconhecendo suas propriedades fundamentais; 

• Analisar diferentes tipos de sistemas lineares e classificá-los quanto ao número 

de soluções; 

• Dominar o uso de matrizes na representação de sistemas lineares, 

compreendendo a associação entre as equações lineares e suas formas 

matriciais correspondentes; 

• Aplicar os conhecimentos adquiridos na resolução prática de exercícios, 

desenvolvendo habilidades na solução de sistemas lineares por meio de 

métodos algébricos e matriciais. 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 

 

Recursos didáticos: Quadro, giz, material dos alunos, apresentação em slides. 

 

Encaminhamento metodológico: 

 Iniciaremos o encontro relembrando o que foi abordado na aula anterior 

(matrizes) e comentaremos que estes conceitos serão essenciais para a compreensão 

da presente aula. Questionaremos se algum dos alunos possui dúvidas acerca dos 

exercícios complementares sobre matrizes e, se necessário, resolveremos um desses 

exercícios, caso contrário, daremos início à aula. 

 A partir de uma apresentação de slides, iremos contextualizar a importância 

dos sistemas lineares em diversas áreas, desde física até economia. Ao explorarmos 

casos práticos, esperamos que os alunos percebam como as equações e sistemas 

lineares são fundamentais para modelar situações do mundo real. Para iniciar, 

compartilharemos exemplos que evidenciam a presença de sistemas lineares em 
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cenários cotidianos, como o balanceamento de equações químicas ou a otimização 

de recursos em um problema econômico. 

 

Exemplo 1: Muitas reações químicas são representadas por equações, onde 

diferentes substâncias reagem para formar novos produtos. O balanceamento dessas 

equações é crucial para garantir a conservação de átomos em ambos os lados da 

equação. Isso pode ser modelado por um sistema de equações lineares, onde cada 

tipo de átomo é representado por uma variável. O objetivo é ajustar os coeficientes 

das substâncias de modo que a equação esteja balanceada. 

Considere a equação 2𝐻2 + 𝑂2 → 2𝐻2𝑂, que representa a formação de água. 

Ao balancear a equação, surgem duas equações lineares: 2𝐻 = 2 e 𝑂 = 2, onde 𝐻 e 

𝑂 são os átomos de hidrogênio e oxigênio, respectivamente. 

 

Exemplo 2: Em problemas econômicos, especialmente os relacionados à otimização 

de recursos, é comum utilizar sistemas lineares para modelar as restrições e objetivos 

do problema. Por exemplo, considere uma empresa que produza dois tipos de 

produtos (A e B) com diferentes custos e limitações de recursos (mão de obra, 

matéria-prima, etc.). O lucro obtido pode ser representado por um sistema de 

equações lineares sujeito a algumas restrições. 

Suponha que o custo de produção de uma unidade do produto A seja de R$10 

e o custo de produção de uma unidade do produto B seja de R$15. O preço de venda 

estipulado pela empresa é R$10,00 acima do custo de produção de cada produto. 

Como poderíamos calcular a receita dessa empresa, dado que: 

• Custo total de produção: O custo total de produção é R$500.  

• Capacidade de mão de obra: Devem ser utilizadas exatamente 50 horas de 

mão de obra. 

Feita a motivação para o estudo, entregaremos o material da aula, contendo 

definições, exemplos e exercícios importantes para a compreensão dos alunos 

durante a aula. 

20 minutos 
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Dado que os alunos estarão de posse de material impresso, passaremos a 

utilizar a lousa para explicações. Iniciaremos lendo a definição de equação linear, e 

forneceremos um exemplo com algumas equações lineares. 

 

Definição: Equações Lineares. 

Uma equação linear é toda equação da forma: 

 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏 

 

Onde 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 são números reais, chamados de coeficientes da equação, 

enquanto 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 são as incógnitas da equação. Ainda, 𝑏 é chamado de termo 

independente da equação. Uma solução da equação linear acima (quando existir) é 

toda 𝑛-upla (sequência de elementos) (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) que torna verdadeira a sentença 

𝑎1𝑟1 + 𝑎2𝑟2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑟𝑛 = 𝑏. 

  

Exemplo 3: São exemplos de equações lineares: 

𝑎) 2𝑥 + 3𝑦 = 4  

Coeficientes: 2 e 3  

Incógnitas: 𝑥 e 𝑦  

Termo independente: 4 

b) 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0 

Coeficientes: 1,−1 e 1  

Incógnitas: 𝑥, 𝑦 e 𝑧  

Termo independente: 0 

c) −7𝑥 + 8𝑦 + 2𝑧 − 𝑤 = − 2  

Coeficientes: −7, 8, 2 e −1  

Incógnitas: 𝑥, 𝑦, 𝑧 e 𝑤  

Termo independente: −2 

  

 Se tivermos a equação 𝑥 − 2𝑦 = 5 temos que a sequência (7 , 1) é uma solução 

pois, ao fazermos 𝑥 = 7 e 𝑦 = 1, obtemos: 7 − 2 ⋅ 1 = 7 − 2 = 5 e o mesmo ocorre 

para a sequência (−3,−4), pois −3 − 2 ⋅ (−4) = −3 + 8 = 5. 
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 Após isso, pediremos que os alunos resolvam três exercícios de fixação. 

Reservaremos cinco minutos para a resolução de ambos e, em seguida, corrigiremos 

na lousa. 

Exercício 1: Escreva quatro possíveis soluções para a equação linear 2𝑥 − 𝑦 = 3. 

Resolução proposta: (2,1), (3, 3), (4,5) e (5, 7). 

 Observaremos que neste exemplo, 𝑥 aumenta de unidade em unidade, 

enquanto 𝑦 aumenta de duas unidades em duas unidades, como é de se esperar, já 

que 𝑥 está sendo multiplicado por 2 na equação. 

 Graficamente, todos os pontos que estão sobre a reta são soluções da equação 

𝑦 = 2𝑥 − 3. 

Figura 4 – Gráfico da equação dada. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

Exercício 2: Dada a equação linear −𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0, qual a soma dos seus 

coeficientes? 

Resolução proposta: −1 + 2 + 1 = 2 

 

Exercício 3: Calcule para que valor de 𝑚 a quadrada ordenada (1,2, −3,5) é solução 

da equação 3𝑥 + 5𝑦–𝑚𝑧 + 𝑡 = 0 

Resolução Proposta: 

3.1 + 5.2–𝑚. (−3) + 5 = 0 ⇒ 3 + 10 + 3𝑚 + 5 = 0 

                                             ⇒ 13 + 3𝑚 + 5 = 0 
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                                    ⇒ 3𝑚 + 18 = 0 

                               ⇒ 3𝑚 = −18 

                          ⇒ 𝑚 = −6 

 

   20 minutos 

 

 Feito isso, pediremos que um voluntário leia no material algumas propriedades 

de equações lineares. 

 

Grau 1: As equações lineares têm grau 1, o que significa que as variáveis são 

elevadas apenas à potência de 1. 

Operações Lineares: Todas as operações envolvidas em uma equação linear são 

lineares. Isso significa que adição, subtração e multiplicação por uma constante 

mantêm a linearidade da equação. 

Gráfico Linear: O gráfico de uma equação linear em duas variáveis (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐) é 

uma linha reta no plano cartesiano. 

 

 Subsequente a isso, iremos voltar as atenções para sistemas de equações 

lineares, apresentando sua definição, métodos de solução e alguns exemplos. 

 

Definição: Sistemas de equações lineares. 

São conjuntos de 𝑛 equações lineares que possuem as mesmas variáveis. Assim, um 

sistema de 𝑛 equações lineares tem forma: 

 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

…
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

 

 

Onde cada 𝑎𝑖𝑗 é um coeficiente, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 são as incógnitas e 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 são os 

termos independentes das equações. Uma solução de um sistema de equações 

lineares (quando existir) é toda 𝑛-upla (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) que torna verdadeira a sentença 

𝑎𝑖1𝑟1 + 𝑎𝑖2𝑟2 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑟𝑛 = 𝑏𝑖 para 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 
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Representação matricial de sistemas lineares. 

Um sistema de equações pode ser representado na forma de uma matriz. Os 

coeficientes das incógnitas serão os elementos da matriz que ocuparão as linhas e as 

colunas de acordo com o posicionamento dos termos no sistema. Ou seja, dado um 

sistema em sua notação usual, 

 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

…
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

 

 

Podemos escrevê-lo na forma matricial como 𝐴𝑥 = 𝑏, onde 

 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
⋯

⋮
𝑎𝑛𝑛

] = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛
  , 𝑥 = [

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

]  , 𝑏 = [
𝑏1

⋮
𝑏𝑛

] 

 

Exemplos de sistemas lineares: 

 

(𝑎)  {
5𝑥 + 𝑦 = 70
4𝑥 − 2𝑦 = 0

 

(𝑏)  {
2𝑥 + 𝑦 = 10
3𝑥 + 𝑦 = 12

 

 

 Veja que em (b), 𝑥 = 2 e 𝑦 = 6 resolvem ambas as equações, logo, esta é 

solução do sistema. 

 Mostraremos que para resolver o exemplo acima, existem diferentes métodos. 

 

Método de substituição  

Para esse método, basta isolar uma das variáveis e depois substituir o valor da 

incógnita na outra equação. No exemplo (a) anterior, 

 

5𝑥 + 𝑦 = 70 ⇒ 𝑦 = 70 − 5𝑥 (𝑖) 

         4𝑥 − 2𝑦 = 0
(𝑖)
⇒ 4𝑥 − 2(70 − 5𝑥) = 0 

                                ⇒ 4𝑥 − 140 − 10𝑥 = 0 
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             ⇒ 14𝑥 = 140 

             ⇒ 𝑥 = 10 (𝑖𝑖) 

Substituindo (𝑖𝑖) em (𝑖), temos 

 

𝑦 = 70 − 5 ⋅ 10 = 70 − 50 = 20 

 

Portanto, 𝑥 = 10 e 𝑦 = 20 é uma solução para o sistema do exemplo (a). 

 

Método da adição  

Nesse método, deve-se somar ou subtrair as duas equações de forma que uma 

das variáveis seja eliminada. 

Veja, multiplicando a primeira equação por 2, ficamos com o seguinte sistema 

equivalente: 

{
10𝑥 + 2𝑦 = 140

4𝑥 − 2𝑦 = 0
 

 

Somando ambas as equações, 

 

14𝑥 + 0𝑦 = 140 ⇒ 𝑥 = 10 

 

Substituindo 𝑥 = 10 na segunda equação, teremos 

 

4𝑥 − 2𝑦 = 0 ⇒ 4 × 10 − 2𝑦 = 0 ⇒ 40 = 2𝑦 ⇒ 𝑦 = 20 

 

 Outra forma de resolver um sistema de equações lineares é utilizando o 

método de Cramer. Aqui, observaremos que este método pode facilitar o cálculo da 

solução de sistemas quando estes possuírem mais de duas equações. 

 

 Como vimos, todo sistema de equações lineares possui uma representação 

matricial, vejamos no nosso exemplo: 

 

{
5𝑥 + 𝑦 = 70
4𝑥 − 2𝑦 = 0

  é representado matricialmente por [
5 1
4 −2

] × [
𝑥
𝑦] = [

70
0

]. 
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 Para encontrar a solução desse sistema, devemos calcular o determinante da 

matriz dos coeficientes e, em seguida, substituir cada coluna pelos termos 

independentes e calcular seus determinantes. Ao dividirmos cada determinante das 

matrizes com colunas de termos independentes pelo determinante da matriz dos 

coeficientes, encontramos a solução do sistema. 

 

 Assim, se 𝐴 = [
5 1
4 −2

], então det(𝐴) = −10 − 4 = −14. Substituindo a primeira 

coluna de 𝐴 pelos termos independentes, teremos 

 

𝐴𝑥 = [
70 1
0 −2

] 

 

Fazendo o mesmo para a segunda coluna de 𝐴, teremos 

 

𝐴𝑦 = [
5 70
4 0

] 

 

Deste modo, temos que 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑥) = −140 − 0 = −140, assim, 

 

𝑥 =
det (𝐴𝑥)

det (𝐴)
=

−140

−14
= 10 

 

Analogamente, 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑦) = 0 − 280 = −280, assim, 

𝑦 =
det (𝐴𝑦)

det (𝐴)
=

−280

−14
= 20 

 

 Graficamente, temos a seguinte situação: 
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Figura 5 – Gráfico da intersecção entre equações. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

Comentaremos que a interseção das duas retas é, neste caso, a única solução 

do sistema. 

Tendo como base o que foi apresentado, retomaremos o exemplo 2 nos slides, 

comentando que a situação poderia ser descrita por meio de um sistema de equações. 

 

Exemplo 2 (retomado): Suponha que o custo de produção de uma unidade do 

produto A seja de R$10 e o custo de produção de uma unidade do produto B seja de 

R$15. O preço de venda estipulado pela empresa é R$10,00 acima do custo de 

produção de cada produto. Além disso, temos as seguintes restrições: 

 

• Custo total de produção: O custo total de produção é R$500.  

• Capacidade de mão de obra: Devem ser utilizadas exatamente 50 horas de 

mão de obra. 

 



UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Paraná 

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E TECNOLÓGICAS 

Curso de Licenciatura em Matemática 

Metodologia e Prática de Ensino de Matemática - Estágio Supervisionado II 

 

Vamos denotar 𝑥 como o número de unidades do produto A e 𝑦 como o número de 

unidades do produto B. As equações para o custo total de produção e a capacidade 

de mão de obra são:  

 

• Custo total de produção: 10𝑥 + 15𝑦 = 500 

• Capacidade de mão de obra: 𝑥 + 𝑦 = 50  

 

Além disso, queremos calcular o lucro, que é dado por  

 

𝐿𝑢𝑐𝑟𝑜 =  𝑅𝑒𝑐𝑒𝑖𝑡𝑎 −  𝐶𝑢𝑠𝑡𝑜 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑃𝑟𝑜𝑑𝑢çã𝑜.  

 

A receita total é dada pelo preço de venda de cada produto multiplicado pelo número 

de unidades produzidas:  

𝑅𝑒𝑐𝑒𝑖𝑡𝑎 = 20𝑥 + 25𝑦  

Portanto, o sistema completo de equações para calcular o lucro seria: 

{
10𝑥 + 15𝑦 = 500

𝑥 + 𝑦 = 50
 

Resolvendo o sistema, encontraremos a solução. 

 Resolução proposta: 

 Pelo método da adição, multiplicando a segunda equação por −10 

encontramos 𝑦 = 0 e 𝑥 = 50. O que significa que a estratégia da empresa não produz 

B. 

 Substituindo, obtemos que a receita será 20 × 50 = 1000. Logo o lucro será 

1000 − 500 = 𝑅$500. 

Deixaremos a resolução como exercício para os alunos resolverem em casa após a 

aula. 

Todos os demais exemplos serão apresentados resolvidos no material impresso dos 

alunos (com exceção dos gráficos, que serão apresentados em forma de slides). Após 

as resoluções, pediremos que os alunos resolvam quatro exercícios, para fixação do 

que foi visto. 

 

Exercício 4: 

Solucione o sistema a seguir, pelo método que você achar mais conveniente: 
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{
2𝑥 − 𝑦 = 3

−𝑥 + 𝑦 = −1
 

Resolução proposta: 

 Pelo método da substituição, 𝑦 = −1 + 𝑥 

 Logo, 2𝑥 − (−1 + 𝑥) = 3 ⇒ 𝑥 = 2 

 Assim, 2 × 2 − 𝑦 = 3 ⇒ 𝑦 = 1 

 

Exercício 5: 

Solucione o sistema a seguir, utilizando o método de Cramer. 

{

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 3
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6
𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 5

 

Resolução proposta: 

 Seja 𝐴 = [
2 −1 1
1 1 1
1 −1 2

], logo 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 5 

 Assim, 𝐴𝑥 = [
3 −1 1
6 1 1
5 −1 2

], logo det(𝐴𝑥) = 5 

 Ainda, 𝐴𝑦 = [
2 3 1
1 6 1
1 5 2

], logo det(𝐴𝑦) = 10 

 Por fim, 𝐴𝑧 = [
2 −1 3
1 1 6
1 −1 5

], logo det(𝐴𝑧) = 15 

 Logo, 𝑥 =
5

5
= 1, 𝑦 =

10

5
= 2 e 𝑧 =

15

5
= 3 

 

Exercício 6: Um vendedor de camisetas e bonés em um evento esportivo vendeu 3 

camisetas e 2 bonés, arrecadando um total de R$ 220,00. No dia seguinte, ele vendeu 

2 camisetas e 3 bonés, arrecadando R$ 190,00. Qual seria o preço de uma camiseta 

e o preço de um boné? 

Resolução proposta: 

 Basta resolver o sistema: 

{
3𝑥 + 2𝑦 = 220
2𝑥 + 3𝑦 = 190

 

 Logo, 𝑥 = 56 e 𝑦 = 26. Ou seja, o preço da camiseta é 60 reais e o preço do 

boné é 20 reais. 
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Exercício 7: Um cinema cobra R$ 10,00 por ingresso para adultos e R$ 6,00 por 

ingresso para crianças. Em um dia, foram vendidos 80 ingressos e a arrecadação total 

foi de R$ 700,00. Quantos ingressos de cada tipo foram vendidos? 

Resolução proposta: 

 Basta resolver o sistema: 

{
10𝑥 + 6𝑦 = 700

𝑥 + 𝑦 = 80
 

 Logo, 𝑥 = 55 e 𝑦 = 25. Ou seja, foram vendidos 55 ingressos adultos e 25 

ingressos infantis. 

 

 Reservaremos cerca de 25 minutos para a resolução dos quatro exercícios e 

em seguida, pediremos que alguns voluntários resolvam os exercícios na lousa, 

explicando os raciocínios utilizados em cada um deles. 

 

 Subsequentemente, iremos ler algumas propriedades de sistemas de 

equações lineares e explicá-las na lousa, conforme necessário. 

 

Solução Única, Infinitas Soluções ou Sem Solução: Um sistema linear pode ter 

uma única solução (sistema possível e determinado), infinitas soluções (sistema 

possível e indeterminado) ou nenhuma solução (sistema impossível), dependendo das 

relações lineares entre as equações. 

Operações Elementares: Os sistemas lineares podem ser transformados por meio 

de operações elementares, que incluem a troca de linhas, multiplicação de uma linha 

por uma constante não nula e a adição de um múltiplo de uma linha a outra. Essas 

operações não alteram a solução do sistema. 

Classificação por Número de Soluções: Os sistemas lineares podem ser 

classificados quanto ao número de soluções. Se a matriz dos coeficientes é invertível, 

ou seja, tem determinante diferente de 0, o sistema tem uma única solução. Se a 

matriz é singular (não invertível), ou seja, tem determinante igual a 0, o sistema pode 

ter nenhuma ou infinitas soluções, dependendo das equações. 

 Apresentaremos exemplos das propriedades por meio de uma apresentação 

de slides. 

 Quando um sistema 2 × 2 tem infinitas soluções, temos a seguinte situação 

graficamente: 
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Figura 6 – Gráfico das equações de sistema com infinitas soluções 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

Quando um sistema 2 × 2 não tem solução, temos a seguinte situação 

graficamente: 

Figura 7 – Gráfico de equações de um sistema sem solução. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 
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 Comentaremos que nos casos de sistemas 3 × 3 temos casos semelhantes, 

mas trabalhando com planos ao invés de retas. Diremos que os conceitos de 

paralelismo, coincidência e concorrência de retas e planos será mais bem discutido 

no próximo encontro, sobre geometria analítica. 

 Feito isso, definiremos e comentaremos um exemplo de matriz inversa. 

 

Matriz Inversa 

Conhecemos como matriz inversa de 𝐴 a matriz 𝐴−1, tal que, quando 

multiplicamos as matrizes 𝐴 e 𝐴−1, temos como produto a matriz identidade 𝐼𝑛, ou 

seja, 𝐴 × 𝐴−1 = 𝐼𝑛. Para encontrar uma matriz inversa de uma matriz invertível cujos 

elementos são conhecidos, utilizamos igualdade do produto de duas matrizes, 

encontrando os termos da matriz inversa por meio de um sistema de equações. 

 

Exemplo: 

Seja 𝐴 = [
1 2
3 4

]. Como det(𝐴) = −2 ≠ 0, podemos obter sua inversa 𝐴−1 de modo que 

𝐴 × 𝐴−1 = 𝐼2. Façamos 𝐴−1 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

], logo 

 

[
1 2
3 4

] × [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] = [
1 0
0 1

] ⇒ [
1 × 𝑎 + 2 × 𝑐 1 × 𝑏 + 2 × 𝑑
3 × 𝑎 + 4 × 𝑐 3 × 𝑏 + 4 × 𝑑

] = [
1 0
0 1

] 

 

Deste modo, podemos obter o seguinte par de sistemas 

 

(I): {
𝑎 + 2𝑐 = 1
3𝑎 + 4𝑐 = 0

  e  (II): {
𝑏 + 2𝑑 = 0
3𝑏 + 4𝑑 = 1

 

 

Da segunda equação do sistema (I) temos que 3𝑎 = −4𝑐 ⇒ 𝑎 = −
4𝑐

3
. Substituindo 

este valor na primeira equação desse mesmo sistema obtemos, 𝑎 + 2𝑐 = 1 ⇒ −
4

3
𝑐 +

2𝑐 = 1 ⇒ 𝑐 =
3

2
. 

Agora, podemos encontrar o valor de 𝑎. 

𝑎 + 2𝑐 = 1 ⇒ 𝑎 + 2 ×
3

2
⇒ 𝑎 = −2 

Analogamente, encontramos os valores de 𝑏 e 𝑑 do sistema de equações (II). Assim,  
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𝐴−1 = [
−2 1
3

2
−

1

2

] 

Observe que 

[
1 2
3 4

] × [
−2 1
3

2
−

1

2

] = [
(1 × −2) + (2 ×

3

2
) (1 × 1) + (2 × −

1

2
)

(3 × −2) + (4 ×
3

2
) (3 × 1) + (4 × −

1

2
)

] = [
1 0
0 1

] = 𝐼2 

 

 Comentaremos que caso o determinante de uma matriz seja nulo, caímos no 

caso em que a matriz tem linhas ou colunas linearmente dependentes e sempre que 

isso ocorre, o sistema terá zero ou infinitas soluções. 

60 minutos 

Em seguida, faremos um intervalo de 20 minutos. 

 

 Ao retornarmos do intervalo, pediremos que os alunos formem grupos de quatro 

integrantes para a realização de um jogo. 

 

 Batalha algébrica: É um jogo de tabuleiro cujo objetivo é trabalhar com 

resolução de sistemas lineares. O jogo foi desenvolvido para quatro jogadores, três 

se enfrentarão e o quarto será o juiz, responsável pelas cartas que contenham as 

respostas. O primeiro jogador lançará dois dados e localizará a casa correspondente 

no tabuleiro do jogo. Por exemplo, se os dados mostram 2 e 5, o jogador pode ir para 

a segunda fila, quinta coluna, ou a quinta fila, segunda coluna. O jogador deverá 

resolver o problema e perguntará ao juiz se está correto. Se a resolução estiver 

correta, o jogador colocará sua inicial no quadrado correspondente. Caso a resolução 

esteja incorreta, os outros dois jogadores terão a oportunidade de roubar a casa, pois 

competirão entre si, de modo que o jogador mais rápido a resolver corretamente o 

sistema, ficará com a casa. Se um jogador jogar o dado e indicar uma casa já ocupada, 

ele deverá jogar os dados novamente. O vencedor é aquele que, ao final dos 

problemas, terá mais quadrados marcados com sua inicial. 

Tabuleiro do jogo: 

 

 1 2 3 4 5 6 
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1 
{
−𝑥 + 3𝑦 = −16
4𝑥 + 3𝑦 = 27

 {
3𝑥 − 3𝑦 = −18
4𝑥 − 12𝑦 = −80

 {
2𝑥 + 2𝑦 = −22
2𝑥 − 4𝑦 = −38

 {
−2𝑥 + 2𝑦 = 25

−2𝑥 + 5𝑦 = −14
 {

−4𝑥 − 5𝑦 = −31
𝑥 − 5𝑦 = −4

 {
5𝑥 + 5𝑦 = 0

3𝑥 + 10𝑦 = −42
 

2 
{
𝑦 + 𝑥 = −14
5𝑥 + 10 = 𝑦

 {
−4𝑥 − 4𝑦 = −12
4𝑥 + 3𝑦 = −18

 {
𝑦 = 𝑥 + 9

−5𝑦 − 𝑥 = −29
 {

𝑥 + 2𝑦 = −10
−2𝑥 + 5𝑦 = −52

 {
−5𝑥 − 5𝑦 = 15

−3𝑥 + 5𝑦 = −11
 {

−5𝑥 + 4𝑦 = −32
2𝑥 − 4𝑦 = −8

 

3 
{
4𝑥 + 𝑦 = −16
4𝑥 + 3𝑦 = −5

 {
𝑥 − 5𝑦 = 6
3𝑥 − 3𝑦 = 6

 {
2𝑥 − 4𝑦 = −10
4𝑦 + 2𝑥 = 30

 {
−5𝑥 + 2𝑦 = 2
5𝑥 + 5𝑦 = 5

 {
4𝑦 − 4𝑥 = 32

𝑦 = 𝑥 − 4
 {

𝑥 − 𝑦 = 11
𝑥 − 2𝑦 = 15

 

4 
{
𝑥 + 2𝑦 = −12
3𝑥 − 8𝑦 = −62

 {
3𝑥 + 3𝑦 = −12
3𝑥 + 9𝑦 = −6

 {
3𝑥 + 2𝑦 = 8

3𝑥 + 9𝑦 = −20
 {

𝑦 = −5𝑥 + 12
−4𝑥 + 5𝑦 = −2

 {
−5𝑥 + 𝑦 = −51
10𝑥 − 4𝑦 = 114

 {
5𝑥 + 2𝑦 = 13

15𝑥 − 3𝑦 = −42
 

5 
{
2𝑥 − 4𝑦 = −4
𝑥 + 4𝑦 = 34

 {
𝑥 − 2𝑦 = 4

5𝑥 − 5𝑦 = 20
 {

−4𝑥 + 5𝑦 = −24
5𝑦 + 𝑥 = −6

 {
5𝑥 + 5𝑦 = −24
−𝑥 + 5𝑦 = −2

 {
−5𝑥 + 𝑦 = −45
2𝑥 − 3𝑦 = 15

 {
5𝑥 + 2𝑦 = 15

15𝑥 − 3𝑦 = −42
 

6 
{
𝑦 − 5𝑥 = −36
−5𝑥 − 20 = 5𝑦

 {
3𝑥 − 5𝑦 = 5

−3𝑥 + 5𝑦 = 5
 {

4𝑦 = −2𝑥 + 2
−2𝑥 − 5𝑦 = −1

 {
−3𝑥 + 4𝑦 = 15

−4𝑥 + 16𝑦 = −64
 {

2𝑥 − 3𝑦 = 5
3𝑥 + 3𝑦 = −21

 {
𝑥 − 5𝑦 = 15

−3𝑥 − 𝑦 = −3
 

Caso sobre tempo, pediremos que os alunos resolvam pelo menos três 

exercícios complementares e, se existirem dúvidas que ainda ficaram sobre os 

conteúdos das aulas três e quatro, elas serão abordadas. 

100 minutos 

 

Avaliação: 

Será realizada no decorrer da aula, a partir da participação dos alunos nas 

atividades propostas. 
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 5.8. Relatório do Encontro IV 
 

No dia vinte e três de março de dois mil e vinte e quatro, recebemos os alunos 

na sala A219 da Unioeste para dar continuidade ao PROMAT. 

 Após relembrar o conteúdo da aula anterior, contextualizamos a importância 

dos sistemas lineares em diversas áreas através de uma apresentação de slides. 

Depois da motivação para o estudo do conteúdo, entregamos o material da aula. 

 Inicialmente, realizamos a leitura coletiva da definição de equações lineares, 

apresentamos um exemplo e pedimos para os alunos resolverem três exercícios. 

Depois, falamos sobre as principais propriedades das equações lineares.  

Em seguida, explicamos o que são sistemas de equações lineares, exibindo 

sua representação matriarcal e, sem seguida, resolvemos um exemplo através do 

método de substituição, método de adição e o método de Cramer.  

Dando continuidade, retomamos o exemplo dois, introduzido no início da aula 

e que servia como motivador para o estudo do conteúdo do dia. Resolvemos este 

exemplo no quadro utilizando um sistema de equações lineares. Pedimos então que 

os alunos resolvessem quatro exercícios sobre o conteúdo e corrigimos em seguida. 

Após a correção, realizados o intervalo. 

Ao retornarmos do intervalo, falamos sobre as propriedades gráficas dos 

sistemas de equações lineares, mostrando gráficos por meio de slides. Assim como 

ocorreu no encontro anterior, tivemos que suprimir o conteúdo sobre matrizes inversas 

para não prejudicar o andamento do jogo previsto para a segunda metade do 

encontro.  

Solicitamos que os alunos se sentassem em quartetos e explicamos o jogo 

Batalha algébrica. Os alunos encontraram a solução dos sistemas lineares sem muita 

dificuldade e alguns tiraram dúvidas quando necessário. Quando a aula estava 

terminando, pedimos que os alunos resolvessem os exercícios complementares em 

casa e lembramos que no sábado seguinte não haveria encontro em razão do feriado 

de Páscoa. 
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 5.9 Plano do Encontro V 
 

Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 

 

Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 

 

Conteúdo: Geometria Analítica. 

 

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar conceitos fundamentais 

de geometria analítica, preparando-os para resolver problemas geométricos de forma 

analítica e reconhecer sua relevância em diversas áreas da matemática e aplicações 

práticas. 

 

Objetivos específicos:  

• Representar objetos e relações no plano através de coordenadas cartesianas; 

• Identificar e interpretar diferentes tipos de curvas geométricas, utilizando 

equações de retas e círculos na forma geral e reduzida; 

• Aplicar transformações geométricas básicas nas coordenadas dos pontos; 

• Analisar e interpretar aplicações práticas de geometria analítica em várias 

áreas, compreendendo a relevância desses conceitos em problemas práticos. 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 

 

Recursos didáticos: Quadro, giz, material dos alunos, apresentação de slides. 

 

Encaminhamento metodológico: 

Inicialmente, receberemos os alunos na sala de aula. Em seguida, 

questionaremos os alunos acerca de possíveis dúvidas que tenham ficado do 

encontro anterior e pediremos que eles sugiram algum exercício complementar da 

lista entregue que eles não tenham conseguido fazer. Caso algum aluno sugira um 

exercício, iremos resolvê-lo no quadro com toda a turma, caso contrário, 

escolheremos algum para resolver. 
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Em seguida, através de uma apresentação de PowerPoint, traremos 

motivações para o estudo desse conteúdo. Durante a apresentação, falaremos sobre 

as aplicações desse conteúdo em diversas áreas, como engenharia civil e arquitetura, 

física, ciência da computação, economia, estatística e biologia. 

Na engenharia e arquitetura, por exemplo, é utilizada para projetar a forma de 

uma ponte ou determinar as dimensões de uma sala, os engenheiros usam 

coordenadas e equações para representar as dimensões e relações espaciais entre 

os diferentes componentes. Na física, por exemplo, na mecânica clássica, equações 

que descrevem a trajetória de um projétil em movimento podem ser derivadas usando 

conceitos de geometria analítica. Além disso, na óptica, equações de reflexão e 

refração são formuladas usando coordenadas e equações geométricas.  

 

Exemplo: No movimento retilíneo uniforme, um objeto se move em linha reta com 

velocidade constante. Vamos considerar um carro que se move em uma estrada em 

linha reta a uma velocidade constante de 𝑣 metros por segundo. Podemos descrever 

a posição do carro em relação ao tempo usando a geometria analítica. Se 𝑥 representa 

a posição do carro ao longo da estrada e 𝑡 representa o tempo, podemos usar a 

seguinte equação:  

 

𝑥(𝑡) = 𝑥0  + 𝑣 ⋅ 𝑡, 

onde 𝑥0 é a posição inicial do carro na estrada, 𝑣 é a velocidade constante do carro e 

𝑡 é o tempo decorrido. 

Neste exemplo, a geometria analítica é aplicada para descrever a posição do 

carro ao longo do tempo em uma linha reta. Esta equação nos permite determinar a 

posição do carro em qualquer lugar ao longo da estrada para um dado tempo, ou vice-

versa, calcular o tempo necessário para o carro atingir uma posição específica na 

estrada. 

Feita a motivação para o estudo, entregaremos aos alunos o material da aula, 

contendo definições, exemplos e exercícios importantes para a compreensão do 

conteúdo. 

Começaremos com as noções primitivas de ponto, reta e plano. 

 

Ponto  
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Um ponto é um elemento que não possui forma nem dimensão. Isso significa 

que o ponto é um objeto adimensional. Um dos usos mais importantes do ponto refere-

se à localização geográfica. Os pontos são os objetos que melhor representam as 

localizações. Em geral, são denotadas por letras latinas maiúsculas. 

 

Reta 

Uma reta é um conjunto formado por infinitos pontos alinhados que não fazem 

curvas. Como esses pontos não estão no mesmo lugar, é possível medir a distância 

entre eles. Entretanto, como os pontos continuam não tendo dimensão ou forma, não 

é possível medir sua largura. Pontos que pertencem a uma mesma reta são chamados 

de pontos colineares. As retas são geralmente representadas por letras latinas 

minúsculas. 

 

Plano 

Um plano também é um conjunto formado por pontos de tal modo que a 

superfície formada por eles é plana e infinita em todas as direções. Geralmente são 

denotados por letras gregas minúsculas. 

 

 Como um ponto é um elemento e retas e planos são conjuntos, eles devem ser 

tratados de acordo com a teoria de conjuntos. Por exemplo, se 𝑃 é um ponto, 𝑟 uma 

reta e 𝛼 um plano, podemos escrever conforme o contexto, 

 

𝑃 ∈ 𝑟, 𝑃 ∉ 𝑟, 𝑃 ∈ 𝛼, 𝑃 ∉ 𝛼, 𝑟 ⊂ 𝛼, 𝑟 ⊄ 𝛼 

 

Após isso, falaremos sobre o plano cartesiano. Oralmente, explicaremos que 

ele é um sistema de coordenadas formado por um par de retas perpendiculares que 

se encontram em um ponto chamado origem. A partir da origem, as coordenadas no 

eixo horizontal (eixo 𝑥 ou das abscissas), crescem da esquerda para direita, e as 

coordenadas no eixo vertical (eixo 𝑦 ou das ordenadas) crescem de cima para baixo. 

O plano cartesiano, assim como outros sistemas de coordenadas, serve para 

posicionar objetos através de um par de coordenadas.  

Explicaremos mostrando a seguinte imagem: 
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Figura 8 – Exemplo de Plano Cartesiano 

 

Fonte: Produzido pelos autores. 

Definiremos então o que é coordenada. 

 

Coordenada no plano cartesiano bidimensional: 

As coordenadas de um ponto no plano cartesiano são os números que indicam 

sua posição. Cada ponto no plano cartesiano possui duas coordenadas: a primeira 

em relação ao eixo das abcissas (eixo x) e a segunda em relação ao eixo das 

ordenadas (eixo y). Dado um ponto no plano cartesiano, encontramos sua coordenada 

em relação ao eixo das abcissas ao traçar um segmento perpendicular a esse eixo 

(horizontal). Já para determinar a coordenada em relação ao eixo das ordenadas, 

traçamos um segmento perpendicular ao eixo vertical. Num sistema de coordenadas 

cartesianas, representamos um ponto 𝑃 com coordenadas 𝑥 no eixo das abscissas e 

𝑦 no eixo das ordenadas por 𝑃(𝑥, 𝑦). 

 

Exemplo 1: O par ordenado 𝐴(2,1) tem a seguinte representação cartesiana: 
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Figura 9 – Exemplo de par ordenado no plano cartesiano. 

 

Fonte: Produzido pelos autores. 

 Em seguida, pediremos que os alunos resolvam um exercício sobre 

coordenadas. 

 

Exercício 1: 

Dê as coordenadas dos pontos que aparecem no sistema cartesiano abaixo. 

Figura 10 – Plano cartesiano com vários pontos. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

Em seguida, passaremos a trabalhar com posições relativas entre os objetos 

definidos anteriormente, começando pela distância entre pontos. 

 

Distância entre pontos 
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A distância entre dois pontos 𝐴 e 𝐵 no plano cartesiano é a medida do 

segmento de reta que liga esses dois pontos. Para calcular essa distância, utilizamos 

a seguinte fórmula: 

𝑑𝐴𝐵 = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)2 

Explicaremos a relação entre a fórmula e o teorema de Pitágoras, utilizando o 

exemplo 2 a seguir. 

 

Exemplo 2:  

Calcule a distância entre os pontos 𝐴(1,1) e 𝐵(4,4). 

Figura 11 – Plano cartesiano para calcular distância entre pontos. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

Resolução proposta: 

𝑑𝐴𝐵 = √(4 − 1)2 + (4 − 1)2 = √18 

Explicaremos que ao desenhar um triangulo retângulo com vértices em 𝐴 e 𝐵, 

obtemos a mesma fórmula. 

Para fixação, pediremos que os alunos encontrem a distância entre alguns 

pontos. 

 

Exercício 2: Encontre a distância entre os pontos que possuem as seguintes 

coordenadas: 

 

a) 𝐴(4, 2) e 𝐵(3, 3) 

b) 𝐶(−7,−1) e 𝐷(1, 4) 
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c) 𝐸(−5, 2) e 𝐹(3,−7) 

 

Resolução proposta: 

 Aplicando a fórmula, teremos: 

a) 𝑑𝐴𝐵 = √2 

b) 𝑑𝐶𝐷 = √89 

c) 𝑑𝐸𝐹 = √145 

 

 Em seguida, solicitaremos que os alunos se sentem em duplas para a 

realização de uma atividade coletiva. Entregaremos um mapa do Brasil, desenhado 

no plano cartesiano para cada dupla. 

 

 Nele, deverão ser marcados os seguintes pontos: 

a) 𝐴(4,−4)  

b) 𝐵(2, 2)  

c) 𝐶(0,−2)  

d) 𝐷(6, 3)  

e) 𝐸(2, 0) 

f) 𝐹(1,−3) 

g) 𝐺(1,−4) 
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 Em seguida, os alunos devem escrever em que estados do Brasil estão 

posicionados cada um dos pontos. Após isso, deverão posicionar e escrever as 

coordenadas de pontos nos seguintes estados: 

a) Minas Gerais  

b) Maranhão  

c) São Paulo  

d) Rio de Janeiro 

 Por fim, deverão calcular as distâncias entre os pontos escolhidos nesses 

estados. 

50 minutos 

 Terminada a atividade, pediremos que os alunos se mantenham em duplas e 

começaremos a falar sobre outras construções envolvendo retas e sobre a posição 

relativa entre retas. 

 

 Segmento de reta 

Um segmento de reta é limitado por dois pontos de uma reta (extremos). Ou 

seja, ele é uma parte da reta que possui início e fim. É representado com um traço 

acima dos extremos que definem o segmento. 

 

Exemplo de segmento de reta: 

 O segmento de reta 𝐴𝐵, definido pelos pontos 𝐴(1,1) e 𝐵(5,3) é representado 

no plano cartesiano da seguinte maneira 
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Figura 12 – Exemplo de segmento de Reta. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

  

Semirreta 

 As semirretas possuem início (um ponto de origem), mas não apresentam um 

fim, ou seja, elas são ilimitadas num dos sentidos. São representadas com uma seta 

acima das letras que representam o ponto de origem e um segundo ponto que indica 

a direção da semirreta. 

 

Exemplo de semirreta: a semirreta 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ com origem em 𝐴(1,1) e passando por 𝐵(5.3) 

é representado no plano cartesiano da seguinte maneira 

Figura 13 – Exemplo de semirreta. 
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Fonte: Produzida pelos autores. 

 Reta Orientada ou numérica 

 Em uma reta numérica os números seguem o princípio da sucessão, por isso, 

estão organizados de forma crescente. À origem dos números se associa o zero a 

partir do qual, nos dois sentidos, a reta se prolonga infinitamente. 

 

Exemplo de reta orientada: os próprios eixos 𝑥 e 𝑦 do plano cartesiano. 

 

Definidos os tipos de reta, falaremos sobre posições relativas entre retas. 

 

Posições relativas entre retas. 

Retas Paralelas Distintas: não existe ponto em comum entre as retas. 

 

Exemplo de duas retas paralelas: 

Figura 14 – Exemplo de retas paralelas. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

 

Retas Concorrentes: são duas retas que se encontram em único ponto (vértice). 

Formando quatro ângulos diferentes de 90°. Os ângulos opostos pelo vértice são 

iguais. 

 

Exemplo de duas retas concorrentes: 
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Figura 15 – Exemplo de retas concorrentes. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

Retas Perpendiculares: são retas concorrentes que formam quatro ângulos retos 

(90°) no plano. 

Exemplo de duas retas perpendiculares: 

Figura 16 – Exemplo de retas perpendiculares 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 
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Retas Transversais: São retas que interceptam um par ou um feixe (várias) de retas 

paralelas. 

Exemplo de uma reta transversal: 

Figura 17 – Exemplos de retas transversais. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

 

Retas Coplanares: são retas que estão contidas no mesmo plano. 

 

 Todas as retas vistas nos exemplos anteriores são coplanares (todas estão 

contidas no plano cartesiano). 

 Apresentados estes conceitos, falaremos sobre as equações geral e reduzida 

de uma reta. 

 

Equação Geral da Reta 

É dada pela seguinte equação: 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0  (𝐼) 

Onde 𝑎, 𝑏 e 𝑐 números reais fixos com 𝑎 e 𝑏 obrigatoriamente não nulos. Ainda, 

𝑥 e 𝑦 são as coordenadas de um ponto pertencente à reta no plano cartesiano. 

 

Equação Reduzida da Reta 

Por meio de operações elementares sobre a equação (𝐼), podemos obter a 

seguinte representação algébrica de uma reta, dita equação reduzida da reta: 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛 
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Onde 𝑥 e 𝑦 são coordenadas de um ponto pertencente à reta no plano 

cartesiano, 𝑚 é o incremento em 𝑦 para cada incremento de uma unidade em 𝑥 ou o 

coeficiente angular da reta. Por fim, 𝑛 é o coeficiente linear (onde a reta intersecta o 

eixo 𝑦) da reta. 

Após isso, utilizaremos o software GeoGebra para mostrar o que acontece 

quando mudamos os valores de 𝑚 e 𝑛 na equação acima. 

 

Em seguida, faremos a definição da equação fundamental da reta. 

 

Equação fundamental da reta. 

Podemos determinar a equação fundamental de uma reta utilizando o ângulo 

formado pela reta com o eixo das abscissas (𝑥) e as coordenadas de um ponto 

pertencente à reta. 

Considerando uma reta 𝑟, o ponto 𝐴(𝑥, 𝑦) pertencente à reta, seu coeficiente 

angular 𝑚 e outro ponto 𝐵(𝑥0, 𝑦0) genérico diferente de 𝐴, temos que: 

𝑚 =
 𝑦 – 𝑦0

𝑥 – 𝑥0
   

Ou seja, a variação em 𝑦 pela variação em 𝑥 dá o coeficiente angular da reta. 

Manipulando essa expressão, chegamos na equação fundamental da reta: 

𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

Apresentadas as equações, pediremos que os alunos resolvam três exercícios 

para fixação. 

 

Exercício 3: Quais são os coeficientes angular e linear, da reta 𝑥 − 𝑦 + 2 = 0? 

Resolução proposta:  

𝑥 − 𝑦 + 2 = 0 

−𝑦 = −𝑥 − 2 

𝑦 = 𝑥 + 2 

Logo, o coeficiente angular é 1 e o coeficiente linear é 2. Observe que o ângulo 

formado por essa reta com o eixo 𝑥 é de 45°, cuja tangente é igual 1, isto é, igual ao 

coeficiente angular da reta. 
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Figura 18 – Reta no plano cartesiano. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

 

Exercício 4: Determine a equação da reta 𝑟 que passa pelo ponto 𝐴(3, 1) e que tem 

coeficiente angular 𝑚 = −2 . 

Resolução proposta: 

𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

𝑦 − 1 = −2(𝑥 − 3) 

2𝑥 + 𝑦 = 7 

 

Exercício 5: Encontre as coordenadas do ponto de interseção entre a reta 𝑟: 𝑥 + 𝑦 −

3 = 0 e a reta que passa pelos pontos 𝐴(2, 3) e 𝐵(1, 2). 

Resolução proposta: 

Determinação da reta que passa pelos pontos 𝐴 e 𝐵. 

𝑚 =
1 − 2

2 − 3
=

−1

−1
= 1 

Logo, a reta é: 

𝑦 − 2 = 1(𝑥 − 1) 

−𝑥 + 𝑦 + 1 − 2 = 0 

−𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 

Assim, a interseção será a solução do sistema: 

{
𝑥 + 𝑦 = 3

−𝑥 + 𝑦 = 1
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Pelo método da adição, temos 2𝑦 = 4. Logo, 𝑦 = 2. Substituindo, chegamos em 𝑥 = 1. 

Logo, as retas se intersectam no ponto (1, 2). 

 

Figura 19 – Intersecção de retas no plano cartesiano. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

  

Para cada exercício, pediremos que um voluntário vá até a lousa fazer a 

resolução, explicando seu raciocínio para toda a turma. 

50 minutos 

 Feito isso, faremos um intervalo de 20 minutos e ao retornarmos, falaremos 

sobre as posições relativas entre retas e planos. 

 

Posições relativas entre retas e planos 

 

Reta e planos paralelos: Uma reta é paralela a um plano quando eles não possuem 

nenhum ponto em comum. 

Reta e plano concorrentes: Uma reta é concorrente a um plano quando eles 

possuem um único ponto em comum. 

Reta e plano perpendiculares: Se na interseção entre a reta e o plano passam pelo 

menos duas retas distintas contidas no plano, cada uma delas perpendicular a reta, 

então a reta é perpendicular ao plano. 

Após isso, comentaremos sobre posições relativas entre planos e proporemos 

exercícios. 
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Posições relativas entre planos 

 

Planos paralelos distintos: Dois planos são paralelos quando não há ponto de 

interseção entre eles. 

Planos concorrentes: Dois planos são concorrentes quando se intersectam. A 

interseção entre dois planos é uma reta. 

Planos perpendiculares: Dois planos são perpendiculares quando um deles contém 

uma reta perpendicular ao outro plano. 

 

 Utilizaremos a lousa para exemplificar as posições relativas entre planos. 

 

Exercício 6: Julgue as afirmativas a seguir em verdadeira ou falsa, justificando. 

a) Duas retas distintas, r e s, são paralelas. Se a reta r está contida no plano A, e a 

reta s está contida no plano B, então A e B jamais podem encontrar-se.  

b) Por um ponto fora de um plano, passa uma única reta paralela a esse plano dado. 

c) Uma reta r é paralela a um plano somente se existirem duas retas contidas nesse 

plano e perpendiculares à reta r.  

d) Uma reta é paralela a um plano quando possui dois pontos em comum com ele. 

Resolução proposta: 

a) Falsa, os planos podem se intersectar. 

b) Falsa, por um ponto fora de um plano, passam infinitas retas paralelas a esse plano 

dado. É por um ponto fora de uma reta que passa apenas uma reta paralela a essa 

reta dada. 

c) Falsa, uma reta é paralela a um plano se existe outra reta contida nesse plano 

paralela à reta em questão. 

d) Falsa, uma reta é paralela a um plano quando não possui nenhum ponto em comum 

com ele. 

 

Exercício 7: Julgue as afirmativas a seguir em verdadeira ou falsa, justificando. 

a) Se uma reta contém dois pontos distintos de um plano, ela tem pelo menos mais 

um ponto nesse plano. 

b) Uma reta que tem um ponto sobre um plano está contida nesse plano. 

c) Uma reta contida num plano tem um ponto que pertence a esse plano. 
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d) Uma reta contida num plano tem um único ponto que pertence a esse plano. 

Resolução proposta: 

a) Verdadeira, a reta estará inteiramente contida no plano. 

b) Falsa, ela pode ser perpendicular por exemplo. 

c) Verdadeira, tem todos os pontos pertencentes ao plano, inclusive 

d) Falsa, pela mesma justificativa do item c). 

 Pediremos que dois voluntários resolvam os exercícios na lousa com toda a 

turma, explicando os raciocínios utilizados na questão. 

25 minutos 

 

 Terminadas as resoluções, faremos uma atividade dinâmica chamada “Batalha 

Naval”. 

 Batalha Naval:  Inicialmente, pediremos que os alunos se dividam em duplas. 

Após, entregaremos uma cartela para cada um dos alunos, propondo que agora, 

preencham suas embarcações pelo tabuleiro, marcando os quadrados em que 

estarão ancoradas as suas embarcações da seguinte forma: um porta-aviões (cinco 

quadrados); dois encouraçados (quatro quadrados cada um); três cruzadores (três 

quadrados cada um); quatro submarinos (dois quadrados cada um). As embarcações 

devem ocupar os quadrados na extensão de uma linha ou de uma coluna. Por 

exemplo, um porta-aviões deve ocupar cinco quadrados em uma linha ou em uma 

coluna. Não é permitido que duas embarcações se toquem ou se sobreponham. Deve 

ser distribuída pelo menos uma embarcação em cada quadrante. Cada jogador não 

deve revelar ao seu oponente a localização de suas embarcações. Os jogadores 

decidem quem começa a atirar. Cada jogador, na sua vez de jogar, tentará atingir uma 

embarcação do seu oponente. Para isso, indicará ao seu oponente um ponto (tiro) no 

plano cartesiano dando as coordenadas 𝑥 e 𝑦 desse ponto. Lembrando que as 

coordenadas 𝑥, 𝑦 são pares ordenados (𝑥, 𝑦) em que o primeiro número deve ser lido 

no eixo 𝑥 e o segundo no eixo 𝑦. O oponente marca o ponto correspondente no seu 

tabuleiro e avisa se o jogador acertou uma embarcação, ou se acertou a água. Caso 

tenha acertado uma embarcação, o oponente deverá informar qual delas foi atingida. 

Caso ela tenha sido afundada, isso também deverá ser informado. Uma embarcação 

é afundada quando todos os quadrados que formam essa embarcação forem 

atingidos. Para que um jogador tenha o controle dos pontos que indicou ao seu 
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oponente, deverá marcar cada um dos pontos indicados no plano correspondente ao 

do oponente no seu tabuleiro. Para acertar uma embarcação, basta acertar um dos 

vértices de um dos quadrados em que a embarcação está ancorada. Para afundar 

uma embarcação, é preciso acertar pelo menos um dos vértices de cada um dos 

quadrados em que a embarcação está ancorada. Se o jogador acertar um alvo, tem 

direito a nova jogada e assim sucessivamente até acertar a água ou até que tenha 

afundado todas as embarcações. Se o jogador acertar a água, passa a vez para o seu 

oponente. Também passará a vez para o seu oponente ou perderá uma jogada o 

jogador que marcar um ponto de forma incorreta, em qualquer um dos tabuleiros. O 

jogo termina quando um dos jogadores afundar todas as embarcações do seu 

oponente. 

Tabuleiros do jogo: 

Figura 20 – Tabuleiro 1 do jogo Batalha Naval 
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Figura 21 – Tabuleiro 2 do jogo Batalha Naval 

 

 Ao final do jogo, pediremos que os alunos respondam as seguintes questões: 

 a) Quais as posições ocupadas pelo seu porta-aviões?  

 b) E pelos seus encouraçados? 

 c) E pelos cruzadores? 

 d) E os submarinos? 

 e) Se o seu adversário disparar um “ponto” para a posição (6,E), atingirá algum 

de seus navios?  

 f) Se o seu adversário disparar um “ponto” para a posição (7,G), atingirá algum 

de seus navios?    

 

Caso sobre tempo, disponibilizaremos o restante da aula para que os alunos 

resolvam alguns exercícios complementares e tirem possíveis dúvidas que ainda 

existam.  

75 minutos 

 

Avaliação: 

Será realizada no decorrer da aula, a partir da participação dos alunos nas 

atividades propostas. 
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 5.10. Relatório do Encontro V. 
 

No dia seis de abril de dois mil e vinte e quatro, recebemos os alunos em sala 

para dar continuidade ao PROMAT. 

 Inicialmente, perguntamos se os alunos tiveram dúvidas ao resolverem os 

exercícios complementares e percebemos que poucos haviam tentado então tiramos 

as dúvidas de alguns alunos individualmente. 

 Em seguida, apresentamos alguns slides com o objetivo de motivar os alunos 

quanto ao estudo de Geometria Analítica e falamos sobre as aplicações desse 

conteúdo em áreas como como engenharia civil, arquitetura, física e ciência da 

computação. 

 Entregamos então o material de aula e começamos a falar sobre conceitos 

como ponto, reta e plano. Pedimos que os alunos observassem a imagem e 

explicamos o que é um plano cartesiano, como são divididos os quadrantes e como 
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encontramos coordenadas neste plano. Após mostrar um exemplo, solicitamos que 

os alunos resolvessem um exercício e então corrigimos no quadro. 

 Dando sequência ao conteúdo, demonstramos no quadro a relação entre a 

fórmula da distância entre dois pontos e o teorema de Pitágoras no quadro e propomos 

aos alunos que resolvessem um exercício. Foi possível perceber que alguns alunos 

tentaram utilizar a relação apresentada anteriormente ao invés de encontrar a 

distância entre os pontos através da fórmula. 

 Após o exercício, pedimos que os alunos se sentassem em duplas para realizar 

uma atividade prática envolvendo o conteúdo da aula e o mapa do Brasil. Após um 

tempo, realizamos a correção dessa atividade no quadro e voltamos a falar sobre as 

definições presentes no material de aula. Explicamos conceitos como segmento de 

reta, semirreta e reta orientada, mostrando imagens como exemplos e então falamos 

sobre as posições relativas entre retas apresentando gráficos por meio de slides. 

 Logo após as explicações, definimos a equação reduzida da reta e a equação 

fundamental da reta, disponibilizando em seguida um tempo para que os alunos 

resolvessem três exercícios. Feito isso, realizamos o intervalo. 

 Ao retornar do intervalo, corrigimos os exercícios através de slides e mostramos 

também imagens para falar brevemente sobre as posições relativas entre retas e 

planos e posições relativas entre planos e depois dois exercícios foram propostos. 

 Por fim, realizamos a atividade dinâmica chamada “Batalha Naval” em duplas. 

Explicamos o objetivo e as regras da atividade e alguns alunos tiveram dúvidas 

quando a marcação dos quadrados da malha quadriculada. Como a aula estava 

terminando, depois de realizarem a dinâmica não foi possível que os alunos 

respondessem as questões sobre ela. Solicitamos então que eles resolvessem em 

casa junto com os exercícios complementares. 

 

 5.11. Plano do Encontro VI. 
 

Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 

 

Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 

 

Conteúdo: Geometria Analítica. 
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Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar conceitos fundamentais 

de geometria analítica, preparando-os para resolver problemas geométricos de forma 

analítica. 

 

Objetivos específicos:  

• Representar objetos e relações no plano através de coordenadas cartesianas; 

• Identificar e interpretar diferentes tipos de curvas geométricas, utilizando 

equações de retas e círculos na forma geral e reduzida; 

• Aplicar transformações geométricas básicas nas coordenadas dos pontos; 

• Analisar e interpretar aplicações práticas de geometria analítica em várias 

áreas, compreendendo a relevância desses conceitos no contexto prático. 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 

 

Recursos didáticos: Quadro, giz, material dos alunos, régua, compasso. 

 

Encaminhamento metodológico: 

Inicialmente, daremos as boas-vindas aos alunos na sala de aula. Em seguida, 

indagaremos os estudantes sobre possíveis dúvidas que tenham permanecido da aula 

anterior e solicitaremos que sugiram algum exercício adicional da lista fornecida que 

ainda não tenham conseguido resolver. Se algum aluno apresentar uma sugestão de 

exercício, resolveremos coletivamente no quadro, caso contrário, selecionaremos um 

para resolvermos juntos. 

Em seguida, relembraremos o que foi apresentado no encontro anterior, por 

ser um pré-requisito para a compreensão do presente conteúdo. Faremos alguns 

questionamentos orais aos alunos, visando retomar o que foi visto de geometria 

analítica. 

Feito isso, entregaremos o material do encontro, contendo definições, 

exemplos e exercícios importantes para a aula.  

Começaremos o conteúdo da aula definindo o que é o ponto médio de um 

segmento. 
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Ponto médio 

O ponto médio de um segmento de reta é o ponto que separa o segmento em 

duas partes com medidas iguais. 

Pode ser calculado pela seguinte fórmula: 

 

𝑥𝑀 = (
𝑥𝐴+𝑥𝐵

2
,
𝑦𝐴+𝑦𝐵

2
), 

 

onde 𝑥𝐴 e 𝑦𝐴 são as coordenadas do ponto 𝐴 e 𝑥𝐵 e 𝑦𝐵 são as coordenadas do ponto 

𝐵. Perceba que estamos calculando as coordenadas do ponto médio do segmento 

𝐴𝐵. 

Figura 22 – Exemplo de ponto médio. 

 

Fonte: Mundo Educação. Acesso em 12 abril 2024. 

Feito isso, pediremos que os alunos resolvam três exercícios para praticar. 

 

Exercício 1: Dadas as coordenadas dos pontos 𝐴(4,6) e 𝐵(8,10) pertencentes ao 

segmento  𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , determine as coordenadas do ponto médio desse segmento. 

Resolução proposta:  

𝑥𝑀 = (
4 + 8

2
,
6 + 10

2
) = (6, 8) 

 

Exercício 2: Dados os pontos 𝑃(5,1) e 𝑄(– 2, – 9), determine as coordenadas do ponto 

médio do segmento  𝑃𝑄̅̅ ̅̅ . 

Resolução proposta:  

𝑥𝑀 = (
5 − 2

2
,
1 − 9

2
) = (

3

2
,−4) 
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Exercício 3: O ponto 𝑀 (10,
3

2
) é o ponto médio do segmento 𝐴𝐵. Sendo o ponto 

𝐵 (13, – 5) um dos extremos desse segmento, qual o par ordenado que representa 

ponto 𝐴? 

Resolução proposta:  

(10,
3

2
) = (

13 + 𝑥𝐴

2
,
𝑦𝐴 + 5

2
) ⇒ {

13 + 𝑥𝐴

2
= 10

𝑦𝐴 + 5

2
=

3

2

⇒ {
𝑥𝐴 = 7
𝑦𝐴 = 8

 

 

Portanto, o outro extremo do segmento é 𝐴(7,8). 

 

 Reservaremos cinco minutos para que os alunos resolvam cada exercício e 

então, pediremos que voluntários resolvam na lousa para toda a turma, explicando os 

raciocínios utilizados. 

25 minutos 

 

 Após as resoluções, passaremos a falar sobre a circunferência, definindo-a e 

encontrando suas equações (geral e reduzida) a partir de uma atividade prática. 

 

 Circunferência. 

Seja 𝑂 um ponto qualquer de um plano e 𝑟 uma medida positiva. O conjunto 𝐶 

de pontos do plano que estão a uma distância 𝑟 de 𝑂 (equidistantes) recebe o nome 

de circunferência de centro 𝑂 e raio 𝑟. Ou seja, qualquer ponto 𝑋 pertencente à 𝐶 deve 

satisfazer 𝑑(𝑋, 𝑂) = 𝑟. A união dos pontos de 𝐶 com os pontos do plano tais que 

𝑑(𝑋, 𝑂) < 𝑟 (pontos interiores) é chamado de círculo.  
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Figura 23 – Exemplo de circunferência. 

 

Fonte: Mundo Educação. Acesso em 12 abril 2024. 

Em seguida, falaremos sobre as equações da circunferência. Pediremos que 

os alunos desenhem uma circunferência em uma folha e destaquem o centro dela, 

chamaremos esse centro de 𝑂. Subsequente a isso, os alunos deverão marcar três 

pontos distintos sobre a circunferência, chamaremos esses pontos de 𝐴, 𝐵 e 𝐶. Feito 

isso, questionaremos os alunos sobre o que eles percebem desses segmentos e se 

eles sabem o nome desses segmentos. Depois disso, diremos que uma “corda” é um 

segmento de reta com extremidades em dois pontos da circunferência e pediremos 

que eles destaquem uma corda da circunferência desenhada. Depois, diremos que 

“diâmetro” é uma corda que passa pelo centro da circunferência, de forma que todos 

esses pontos, incluindo o centro da circunferência, são colineares. Por fim, pediremos 

que eles comparem a medida do diâmetro com a medida dos segmentos que unem o 

centro ao ponto 𝐴, 𝐵 ou 𝐶 e questionaremos sobre qual relação existe entre eles. 

Esperamos que os alunos respondam que os segmentos tem metade do tamanho do 

diâmetro e então diremos que essa medida é chamada de raio. 

Após isso, pediremos que os alunos se sentem em duplas para realizar uma 

atividade, onde abordaremos a equação da circunferência. Entregaremos uma folha 

pontilhada com as instruções abaixo e iniciaremos a atividade. 

 

Atividade do formigueiro. 

Considere as formigas 𝐴, 𝐵 e 𝐶 localizadas nos pontos (3, 1), (7, −1) e (0, 0), 

respectivamente. Represente no papel pontilhado um plano cartesiano e marque a 

posição das formigas 𝐴, 𝐵 e 𝐶. 
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Sabe-se que o formigueiro 𝐹 está localizado em um ponto cuja distância é a 

mesma até a localização formigas.  

Pergunta: “Vocês têm algum palpite de como calcular a localização do 

formigueiro 𝐹?” 

A seguinte sequência será proposta: complete os espaços, utilizando a 

distância entre dois pontos: 

 

Distância do formigueiro (𝑥0,𝑦0) até a formiga 𝐴(3, 1): 

𝑑𝐹𝐴 = √(𝑥0 − 3)2 + (𝑦0 − 1)2 

 

Distância do formigueiro (𝑥0,𝑦0) até a formiga 𝐵(7, -1): 

𝑑𝐹𝐵 = √(𝑥0 − 7)2 + (𝑦0 − (−1))2 

 

Distância do formigueiro (𝑥0,𝑦0) até a formiga 𝐶(0, 0): 

𝑑𝐹𝐶 = √(𝑥0 − 0)2 + (𝑦0 −  0)2 

 

Sabendo que o formigueiro 𝐹 tem que estar a igual distância das três formigas, 

devemos ter: 𝑑𝐹𝐴 = 𝑑𝐹𝑉 = 𝑑𝐹𝐶. Logo, 

 

√(𝑥0 − 3)2 + (𝑦0 −  1)2 = √(𝑥0 − 7)2 + (𝑦0 + 1)2 = √𝑥0
2 + 𝑦0

2 

 

 Use alguma propriedade da radiciação para simplificar essa equação. Neste 

caso, teremos que 

{
(𝑥0 −  3)2 + (𝑦0 − 1)2 = 𝑥0

2 + 𝑦0
2

(𝑥0 − 7)2 + (𝑦0 + 1)2 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2  

 

 Trabalhe com os produtos notáveis para resolver o sistema de equação acima, 

obtendo 

𝑥0 = 3 

𝑦0 = −4 

 

Deste modo, o formigueiro está em 𝐹(3,−4). 
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Agora, calcule as distâncias entre o formigueiro e as formigas 𝐴, 𝐵 e 𝐶. Escreva 

todos os resultados obtidos. 

Marque no papel pontilhado (onde localizou as formigas) as coordenadas do 

formigueiro 𝐹. Ligue os pontos que representam as formigas 𝐴, 𝐵 e 𝐶 ao formigueiro 

𝐹. 

Meça com a régua essas distâncias. 

Perguntas: 

Qual é essa medida?  

5 para todas, basta a fórmula de distância entre dois pontos. 

De que forma esse problema relaciona-se com o conceito de circunferência? 

Esse problema pode ser interpretado geometricamente como encontrar o 

centro e o raio de uma circunferência que passa pelas posições das formigas A, B e 

C. E a solução do sistema de equações nos dá exatamente o ponto central da 

circunferência (x₀, y₀), enquanto a distância entre o formigueiro e qualquer formiga 

nos dá o raio da circunferência. 

Com a ponta fixa do compasso no formigueiro desenhe a circunferência que 

passa pelas formigas 𝐴, 𝐵 e 𝐶. 

Perguntas: 

Quais as coordenadas do centro da circunferência que você desenhou? 

𝐶 = (3,−4) 

Quanto mede o raio dessa circunferência? 

5 unidades de medida. 

Quais as coordenadas dos pontos que pertencem a essa circunferência? 

(𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 4)2 = 52 

Equação da circunferência 

Observe a circunferência de centro 𝑂 de coordenadas 𝑂 (𝑎, 𝑏) de raio 𝑟 e um 

ponto 𝐴 de coordenadas 𝐴(𝑥, 𝑦) pertencente a circunferência. 
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Figura 24 – Circunferência de centro O 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

Usando a fórmula da distância entre dois pontos, temos que a distância entre 

os pontos 𝑂 e 𝐴 mostrados na figura é 

 

𝑑𝐴𝑂 = √(𝑥 − 𝑎 )2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟, 

 

de onde obtemos que 

(𝑥 − 𝑎 )2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2, 

 

chamada de equação reduzida da circunferência. 

 

 Após apresentar essa definição faremos as seguintes perguntas aos alunos: 

 

1. Analisando a equação da circunferência, podemos escrever:  

a) 𝑎 e 𝑏 são as coordenadas do centro da circunferência.  

b) 𝑟 é o raio da circunferência.  

c) o ponto genérico P de coordenadas (𝑥, 𝑦) pode ocupar o lugar de qualquer ponto 

da circunferência, sempre distando igualmente do centro da circunferência. 

 Agora, desenvolva os produtos notáveis da equação reduzida para encontrar a 

chamada equação geral da circunferência e a escreva no caderno. 

 

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎𝑥 − 2𝑏𝑦 + 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑟2 = 0 

 Por fim, analisando a posição do formigueiro e a distância do formigueiro até 

as formigas, escreva a equação reduzida e geral da circunferência do nosso problema. 

 Finalizada a atividade, pediremos que os alunos resolvam três exercícios de 
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fixação. 

 

Exercício 4: Determine a equação reduzida da circunferência que possui centro em 

𝐶(3, 6) e raio 4. 

Resolução proposta: 

A equação da circunferência com coordenados do centro (3, 6) e raio medindo 4 é 

dada por: (𝑥– 3)² + (𝑦–6)² = 16 

 

Exercício 5: O centro de uma circunferência é determinado pelo ponto médio do 

segmento 𝑃𝑄, sendo 𝑃(4, 6) e 𝑄(2, 10). Considerando que o raio dessa circunferência 

é 7, determine sua equação reduzida. 

Resolução proposta:  

O ponto médio é  

𝑥𝑀 = (
4 + 2

2
,
6 + 10

2
) = (3, 8) 

Assim, a equação da circunferência de raio 7 e centro (3, 8) é 

(𝑥– 3)² + (𝑦– 8)² = 49 

 

Exercício 6: Determine a equação geral da circunferência com centro no ponto 𝐶(2, 1) 

e que passa pelo ponto 𝐴(1, 1). 

Resolução proposta:  

Obviamente a distância entre 𝐴 o centro 𝐶 da circunferência é o raio, portanto, 

𝑑(𝐴, 𝐶) = 𝑟 = √(1 − 2)2 + (1 − 1)2 = 1 

Logo, a equação reduzida será 

(𝑥– 2)² + (𝑥– 1)² = 1 

Assim, a equação geral poderá ser expressa por: 

𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 = 1 

𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 2𝑦 + 4 = 0 

 Deixaremos cerca de cinco para que os alunos resolvam cada exercício e então 

resolveremos na lousa com toda a turma, explicando os raciocínios utilizados em cada 

exercício. 

75 minutos 
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 Subsequente a isso, falaremos sobre posições relativas entre circunferência e 

os demais entes definidos na aula anterior. 

 

 Posição relativa entre ponto e circunferência. 

O ponto comparado à circunferência pode assumir três posições diferentes, 

pode ser: externo à circunferência, interno à circunferência ou pertencer à 

circunferência. 

Figura 25 – Exemplos de posições relativas entre pontos e circunferência. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

Neste exemplo, 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴) é interno a circunferência, 𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵) pertence a 

circunferência e 𝐷(𝑥𝐷 , 𝑦𝐷) é externo a circunferência. 

Deste modo, devemos ter: 

(𝑥𝐴– 𝑎)2 + (𝑦𝐴– 𝑏)2 < 𝑟2 

(𝑥𝐷– 𝑎)2 + (𝑦𝐷– 𝑏)2 > 𝑟2 

(𝑥𝐵– 𝑎)2 + (𝑦𝐵– 𝑏)2 = 𝑟2 

 

 Posição relativa entre reta e circunferência. 

1) Reta externa à circunferência  

Quando a reta e a circunferência não possuem nenhum ponto em comum, 

dizemos que a reta é externa à circunferência. 

Seja 𝐷 um ponto da reta cuja distância até o centro da circunferência é a menor 

possível, e que 𝐵 é um ponto qualquer da circunferência. Nessas circunstâncias,  



UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Paraná 

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E TECNOLÓGICAS 

Curso de Licenciatura em Matemática 

Metodologia e Prática de Ensino de Matemática - Estágio Supervisionado II 

 

𝐷𝐵 >  𝑟, onde 𝑟 é o raio. 

Exemplo de reta externa a circunferência: 

Figura 26 – Exemplo de reta externa a circunferência. 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 05 abril 2024. 

Reta tangente à circunferência  

Quando a reta e a circunferência possuem apenas um ponto em comum, 

dizemos que a reta é tangente à circunferência. 

Dado 𝐴 um ponto da reta cuja distância até o centro 𝐶 seja a menor possível, 

𝐴𝐶 = 𝑟, em que 𝑟 é o raio da circunferência. Além disso, 𝐴 é o ponto em comum entre 

as duas figuras, também chamado de ponto de tangência. 

Exemplo de reta tangente a circunferência: 

Figura 27 – Exemplo de reta tangente a circunferência. 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 05 abril 2024. 

Reta secante à circunferência  
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Quando a reta e a circunferência possuem dois pontos em comum, dizemos 

que a reta é secante à circunferência. 

Dado 𝐵 um ponto da reta cuja distância até o centro 𝐶 da circunferência seja a 

menor possível, o segmento 𝐵𝐶 será perpendicular à reta e sua medida sempre será 

menor que o raio, ou seja, 𝐵𝐶  <  𝑟. 

Exemplo de reta secante a circunferência: 

Figura 28 – Exemplo de reta secante a circunferência. 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 05 abril 2024. 

Após as definições, pediremos que os alunos resolvam três exercícios sobre 

posições relativas entre circunferência e ponto/reta. 

 

Exercício 7: Verifique qual a posição dos pontos 𝑃(0,0);  𝑄(1, −4);  𝑅(−2,−5) em 

relação à circunferência de equação geral 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 8𝑦 + 13 = 0. 

Resolução proposta: 

Devemos transformar essa equação geral em reduzida. 

𝑥2 + 2𝑥 + 𝑦2 + 8𝑦 = −13 ⇒ (𝑥2 + 2𝑥 + 1) + (𝑦2 + 8𝑦 + 16) = −13 + 1 + 16 

   ⇒ (𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 4)2 = 4 

Agora, basta substituir os termos. Para 𝑃(0, 0), 

(0 + 1)2 + (0 + 4)2 = 4 

Como 17 > 4, segue que 𝑃 é ponto externo à circunferência. Para 𝑄(1,−4), 

(1 + 1)2 + (−4 + 4)2 = 4 

Como 4 é igual ao raio da circunferência, temos que 𝑄 pertence a mesma. 

Para 𝑅(−2,−5), 

(−2 + 1)2 + (−5 + 4)2 = 4 

Como 2 < 4, 𝑅 é ponto interno à circunferência. 
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Exercício 8: Qual a equação da circunferência com centro no ponto 𝐶(2, 1) e tangente 

à reta 3𝑥 − 4𝑦 + 8 = 0? 

Resolução proposta: 

Sendo 𝑠 a reta em questão, a qual é tangente à circunferência, então a distância dela 

até o centro 𝐶 é igual ao raio 𝑟 da circunferência, ou seja: 

𝑟 = 𝑑𝑟,𝐶 =
|3 × 2 − 4 × 1 + 8|

√32 + (−4)2
= 2 

Assim, a equação da circunferência será: 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 = 4 

 

Exercício 9: A distância entre um ponto 𝑃 e o centro de uma circunferência de raio 

4cm é dada pela expressão 𝑑 = 3𝑥– 8. Qual o menor valor inteiro de 𝑥 para que o 

ponto 𝑃 seja externo à circunferência? 

Resolução proposta:  

 Veja que a seguinte desigualdade deve ser satisfeita: 

3𝑥 − 8 > 4 

Logo, 

𝑥 > 4 

Portanto, o menor valor inteiro é 𝑥 = 5. 

 Deixaremos cinco minutos para que os alunos resolvam cada exercício e na 

sequência, resolveremos na lousa com toda a turma, explicando-os. 

40 minutos 

 

 Após as explicações, pediremos que os alunos formem trios para a realização 

do jogo a seguir: 

Trilhando em busca do tesouro: É um jogo de tabuleiro cujo objetivo é trabalhar 

com o estudo do ponto e da reta. O jogo foi desenvolvido para três participantes, dois 

se enfrentarão e o terceiro será o juiz, responsável pelas cartas que contenham as 

respostas. Os dois jogadores participantes deverão lançar o dado e, aquele que 

obtiver o maior número entre eles, inicia a partida. O jogador iniciante deve jogar 

novamente o dado, e dessa forma, deverá caminhar o número de casas 

correspondente no tabuleiro do jogo. As cartas são embaralhadas e o juiz retira uma 
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carta para o primeiro jogador responder. Caso o jogador acerte a resposta contida na 

carta, pode continuar na casa em que parou. Caso erre, deverá retornar a casa de 

origem. Se o marcador cair em um ponto que indique uma ordem, o jogador deverá 

segui-la. Vence o jogo aquele que conseguir encontrar o tesouro primeiro. 

 

Tabuleiro do jogo: 

Figura 29 – Tabuleiro do jogo Busca ao tesouro. 

 

Mapa do jogo: 

Figura 30 – Mapa do jogo Busca ao tesouro. 
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Cartas do jogo: 

  

 

 

  

 Caso sobre tempo, debateremos coletivamente sobre o jogo e tiraremos 

possíveis dúvidas que possam ter ficado pendentes sobre o conteúdo. 
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60 minutos 

 

Avaliação: 

Será realizada no decorrer da aula, a partir da participação dos alunos nas 

atividades propostas. 
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 5.12. Relatório do Encontro VI 
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No dia treze de abril de dois mil e vinte e quatro, continuamos o PROMAT na 

sala A219 da Unioeste. 

 Inicialmente, recebemos os alunos em sala e perguntamos se eles tinham 

dúvidas quanto ao encontro anterior, depois comunicamos que iriamos continuar 

falando sobre Geometria Analítica e entregamos o material de aula. 

 Começamos a aula falando sobre ponto médio e pedimos para os alunos 

resolverem três exercícios. Alguns alunos se ofereceram para resolver os exercícios 

no quadro e explicaram o raciocínio utilizado. Voltando ao conteúdo, desenhamos 

uma circunferência no quadro e mostramos alguns conceitos como raio, diâmetro e 

corda. 

 Com o objetivo de motivar os alunos e facilitar o entendimento do conteúdo, 

realizamos a atividade do formigueiro descrito no plano de aula. Os alunos 

apresentaram muitas dúvidas quanto aos passos a serem seguidos na atividade, 

fazendo com que fosse necessário explicarmos a atividade individualmente. Por isso, 

realizamos alguns passos de maneira coletiva. Após finalizar essa atividade, 

realizamos o intervalo. 

 Ao retornar do intervalo, conversamos sobre os resultados encontrados e a 

relação dos resultados com o centro e o raio de uma circunferência. Depois, falamos 

sobre a equação da circunferência e pedimos que os alunos resolvessem três 

exercícios. 

 Na sequência, explicamos os conceitos sobre posições relativas entre ponto e 

circunferência e entre reta e circunferência, fazendo o uso de imagens para melhor 

entendimento dos alunos. Como a aula estava chegando ao fim, pedimos que os 

alunos resolvessem os três últimos exercícios em casa e então realizamos um jogo 

de tabuleiro em trios. Explicamos as regras do jogo “Trilhando em busca do tesouro” 

e os alunos jogaram por algum tempo e tiraram algumas dúvidas antes de a aula 

acabar. Por fim, pedimos que eles realizassem os exercícios complementares em 

casa. 

 

 5.13. Plano do Encontro VII 
 

Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 
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Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 

 

Conteúdo: Trigonometria no triângulo retângulo. 

 

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar os conceitos 

fundamentais da trigonometria no triângulo retângulo para resolver problemas 

 

Objetivos específicos:  

• Demonstrar a relação entre os lados de um triângulo retângulo e as razões 

trigonométricas seno, cosseno e tangente. 

• Apresentar métodos para calcular ângulos e medidas de lados em triângulos 

retângulos utilizando as funções trigonométricas inversas. 

• Resolver problemas práticos envolvendo alturas, distâncias e ângulos de 

elevação utilizando as propriedades da trigonometria no triângulo retângulo. 

• Aplicar os conceitos aprendidos na resolução de problemas do cotidiano e em 

contextos reais, como na engenharia, na arquitetura e na navegação. 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 

 

Recursos didáticos: Quadro, giz, material dos alunos, cartas do jogo. 

 

Encaminhamento metodológico: 

Inicialmente, iremos receber os alunos na sala de aula e, em seguida, incentivá-

los a compartilhar eventuais dúvidas remanescentes da aula anterior. Além disso, 

solicitaremos sugestões de exercícios adicionais da lista fornecida que possam ter 

encontrado dificuldades. Caso algum aluno apresente uma sugestão, resolveremos 

coletivamente no quadro com a participação de toda a turma; caso contrário, 

selecionaremos um exercício para resolvermos juntos. 

Após isso, anunciaremos que o conteúdo a ser trabalhado no encontro será o 

de trigonometria no triângulo retângulo. Faremos uma motivação para o estudo a partir 

de uma apresentação de slides, onde comentaremos que a trigonometria possui uma 

infinidade de aplicações práticas. Desde a antiguidade já se usava a trigonometria 

para obter distâncias impossíveis de serem calculadas por métodos comuns. Os 
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gregos determinaram a medida do raio da terra por meio da trigonometria. Dentre as 

aplicações, citaremos que ela pode usada para determinar a altura de um prédio, 

medir de maneira relativamente simples a distância entre a terra e a lua, e também 

para facilitar o trabalho de cartografia e demais problemas que envolvam proporções. 

15 minutos 

Feito isso, entregaremos o material dos alunos para a aula, contendo 

definições, exemplos e conceitos importantes sobre trigonometria no triângulo 

retângulo. Uma vez que os alunos estiverem com o material, faremos a leitura da 

definição de triângulo, bem como dos elementos de um triângulo. 

 

Definição de triângulo. 

Triângulos são figuras geométricas formadas por três segmentos de reta que 

se encontram nas extremidades. Assim, são polígonos com três lados, três ângulos e 

três vértices. 

 

Elementos de um triângulo 

Os elementos do triângulo são: 

• Lados: Os lados do triângulo são segmentos de reta que se encontram apenas 

em suas extremidades. Um triângulo é uma figura geométrica plana que possui 

três lados. 

• Vértices: São os pontos de encontro entre os lados de um triângulo. Na 

realidade, os vértices são pontos de encontro entre lados de qualquer polígono. 

O triângulo possui apenas três vértices, pois tem três lados. 

• Ângulos internos: Os ângulos internos são ângulos formados por dois lados 

consecutivos de um triângulo que ficam em seu interior. Os triângulos também 

possuem três ângulos internos. Os vértices e os lados desses ângulos são 

também, respectivamente, os vértices e os lados do triângulo. 

• Ângulos externos: Dado um lado qualquer de um triângulo e o prolongamento 

do lado consecutivo a ele, um ângulo externo é a abertura entre esse lado e 

esse prolongamento. 

Apresentaremos a seguinte imagem em slide, destacando cada um dos 

elementos dos triângulos. 
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Figura 31 – Elementos do triângulo retângulo. 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 18 abril 2024. 

Subsequentemente, falaremos sobre classificações de triângulos, juntamente 

de algumas propriedades desse polígono. 

 

Classificações dos triângulos 

Existem diversas maneiras de classificar triângulos. As duas mais comuns 

levam em consideração as medidas de seus lados e as medidas de seus ângulos: 

• Triângulo escaleno: triângulo que possui todos os lados com medidas 

diferentes. 

• Triângulos isósceles: triângulo que possui dois lados com medidas iguais. 

• Triângulo equilátero: triângulo que possui todos os lados com medidas iguais. 

• Triângulo acutângulo: possui todos os ângulos internos menores que 90° 

(ângulo reto). 

• Triângulo obtusângulo: possui exatamente um ângulo interno maior que 90°. 

• Triângulo retângulo: possui exatamente um ângulo interno igual a 90°. 

Também em forma de slides, apresentaremos exemplos de cada tipo de 

triângulo: 
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Figura 32 – Classificações de triângulos. 

 

Fonte: Profes. Acesso em 18 abril 2024. 

Propriedades 

 Para todo triângulo, valem as propriedades: 

• A soma dos ângulos internos de qualquer triângulo é sempre igual a 180°. 

• A soma dos ângulos externos de qualquer triângulo é sempre igual a 360°. 

• A soma das medidas de dois lados de um triângulo é sempre maior que a 

medida do terceiro lado. Essa propriedade é chamada de desigualdade 

triangular e fornece uma condição de existência para triângulos. 

• O maior lado de um triângulo é sempre oposto ao seu maior ângulo. Por 

consequência, o menor lado de um triângulo é sempre oposto ao seu menor 

ângulo, assim como o lado “médio” é oposto ao “ângulo médio”. 

• O lado diferente de um triângulo isósceles é chamado de base. Os ângulos da 

base de um triângulo isósceles são congruentes. 

• Todos os ângulos internos de um triângulo equilátero medem 60°. 

 

Para fixação, pediremos que os alunos resolvam três exercícios envolvendo 

classificações e propriedades de triângulos. 

 

Exercício 1: Os triângulos podem ser classificados com relação aos seus ângulos ou 

com relação aos seus lados. Dois triângulos colocados lado a lado possuem as 

seguintes características: o primeiro possui um ângulo de 91° e o segundo possui três 

lados iguais. Quais as classificações corretas para esses triângulos? 

Resolução proposta: O primeiro é obtusângulo, pois possui um ângulo maior que 
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90°. Já o segundo é equilátero, pois tem os três lados iguais. 

 

Exercício 2: Quanto às classificações de triângulos, julgue os itens a seguir em 

verdadeiro e falso.  

a) Um triângulo isósceles possui dois lados com comprimentos iguais, entretanto, não 

é possível afirmar nada sobre seus ângulos. 

b) Um triângulo equilátero possui todos os lados com comprimentos iguais, entretanto, 

não é possível afirmar nada sobre seus ângulos.  

c) Um triângulo retângulo é aquele que possui dois ângulos retos.  

d) Um triângulo acutângulo é aquele que possui apenas um ângulo agudo.  

e) Um triângulo obtusângulo é aquele que possui apenas um ângulo obtuso. 

Resolução proposta:  

a) Falsa. O triângulo isósceles possui dois lados com medidas iguais. Já os ângulos 

adjacentes ao lado diferente também são iguais.  

b) Falsa. O triângulo equilátero possui todos os lados iguais. Seus ângulos também 

são todos iguais e, além disso, medem 60°.  

c) Falsa. Um triângulo retângulo possui apenas um ângulo reto. É impossível que um 

triângulo possua dois (ou mais) ângulos retos (ou maiores que 90°).  

d) Falsa. Para ser acutângulo, é necessário que todos os ângulos de um triângulo 

sejam menores que 90°.  

e) Verdadeira. É impossível um triângulo ter mais que um ângulo obtuso. 

 

Exercício 3: Julgue os itens em verdadeiro e falso. 

a) A soma dos ângulos internos de um triângulo isósceles é igual a 180°.  

b) A soma dos lados de um triângulo sempre é igual à sua área.  

c) A soma de dois lados de um triângulo é sempre menor que o terceiro lado, que não 

foi somado.  

d) Os triângulos retângulos possuem um único ângulo raso.  

e) Um triângulo que possui três lados iguais é chamado de isósceles. 

Resolução proposta:  

a) Verdadeira. A soma dos ângulos internos de qualquer triângulo é 180°.  

b) Falsa. A soma dos lados de um triângulo é igual ao perímetro.  

c) Falsa. A soma de dois lados de um triângulo é sempre maior que o terceiro lado.  
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d) Falsa. Triângulos retângulos possuem um único ângulo reto.  

e) Falsa. Um triângulo que possui três lados iguais é chamado de equilátero. 

 Reservaremos cerca de dez minutos para que os alunos resolvam os três 

exercícios e então corrigiremos na lousa com toda a turma. 

25 minutos 

 Após isso, focaremos no triângulo retângulo. 

 Triângulo retângulo. 

 Além de possuir um ângulo igual a 90°, o triângulo retângulo é formado por dois 

catetos e uma hipotenusa, sendo que os catetos são os lados que formam o ângulo 

reto (90°) e a hipotenusa é o lado oposto ao ângulo reto. 

 Um famoso resultado para esse tipo de triângulo é o Teorema de Pitágoras, 

que afirma que: 

 

“A soma dos quadrados dos catetos de um triângulo retângulo é igual ao quadrado 

de sua hipotenusa.” 

 

 Ou seja 

 

ℎ2 = 𝑐𝑎
2 + 𝑐𝑏

2 

 

 Onde ℎ é a medida da hipotenusa, 𝑐𝑎 é a medida de um dos catetos e 𝑐𝑏 é a 

medida do outro cateto. 

 Em seguida, falaremos sobre as relações trigonométricas num triângulo 

retângulo. 

 Seno, Cosseno e Tangente de um ângulo em um triângulo retângulo. 

As razões trigonométricas são as relações existentes entre os lados de um 

triângulo retângulo. As principais são o seno, o cosseno e a tangente, dados 

informalmente por 

 

𝑆𝑒𝑛𝑜 =
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜

ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
 

𝐶𝑜𝑠𝑠𝑒𝑛𝑜 =
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒

ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
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𝑇𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 =
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒
   

 

Os termos cateto oposto e cateto adjacente referem-se a posição do cateto em 

relação ao ângulo cujo seno, cosseno ou tangente está sendo calculado. Além disso, 

denotaremos por sen(𝛼), cos (𝛼) e tg(𝛼) o seno, cosseno e tangente de um ângulo 𝛼 

respectivamente. Veja um exemplo na figura abaixo: 

 

Figura 33 – Relações trigonométricas. 

 

Fonte: Casa das Ciências. Acesso em 28 mar. 2024. 

 

Nesse momento, utilizaremos um círculo trigonométrico grande pendurado na 

lousa para mostrar as relações mencionadas. 

Após isso, apresentaremos no material dos alunos a tabela com os valores de 

Seno, Cosseno e Tangente de ângulos notáveis. 

Figura 34 – Ângulos notáveis. 

 

Fonte: Passei direto. Acesso em 28 mar. 2024. 

 Em seguida, iremos propor três exercícios sobre as relações apresentadas. 

sen(𝛼) =
𝑎

𝑐
 

cos(𝛼) =
𝑏

𝑐
 

 tg(𝛼) =
𝑎

𝑏
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Exercício 4: Um teleférico foi instalado ligando uma base ao cume de uma montanha. 

Para a instalação, foram utilizados 1358 m de cabos, dispostos a uma angulação de 

30° em relação ao solo. Qual a altura da montanha? 

Resolução proposta:  

 Utilizando a relação do Seno, temos: 

sen(30°) =
𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑎 𝑚𝑜𝑛𝑡𝑎𝑛ℎ𝑎

𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑏𝑜𝑠
 

⇒ 0,5 =
𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑎 𝑚𝑜𝑛𝑡𝑎𝑛ℎ𝑎

1358
 

      ⇒ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑎 𝑚𝑜𝑛𝑡𝑎𝑛ℎ𝑎 = 679𝑚 

 

Exercício 5: Durante uma partida de futebol, o jogador 1 faz um lançamento para o 

jogador 2 com um ângulo de 48°, como mostra a figura abaixo. Qual a distância que 

a bola deverá percorrer até chegar ao jogador 2? 

 

Considere:  

sen(48°) = 0,74  

cos(48°) = 0,66  

tan(48°) = 1,11 

 

Resolução proposta:  

A distância medida entre o jogador 1 e o jogador 2 é a hipotenusa do triângulo 

retângulo da figura. 

Assim, usando a relação Cosseno, temos: 

cos(48°) =
52,5 − 16,5

ℎ
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ℎ =
36

0,66
= 54,54𝑚 

 

Exercício 6: Uma pessoa quer conhecer a largura de um rio antes de atravessá-lo. 

Para isso, ela fixa um ponto de referência na outra margem, como uma árvore, por 

exemplo. Na posição em que se encontra, caminha 10 metros para a esquerda, até 

se forme um ângulo de 30° entre o ponto onde ela está e o ponto de referência na 

outra margem. Calcule a largura do rio. 

Sugestão: Faça um desenho da situação descrita. 

Resolução proposta: 

 Basta aplicar a relação da tangente. 

𝐿 = 10 × tg(30°) = 10 ×
√3

3
= 5,76𝑚 

 Reservaremos 15 minutos para que os alunos resolvam os três exercícios e, 

em seguida, pediremos que voluntários resolvam os exercícios na lousa, explicando 

seu passo-a-passo para toda a turma. 

40 minutos 

 

 Resolvidos os exercícios, faremos na lousa a demonstração da relação 

fundamental da trigonometria. 

 A relação fundamental da trigonometria é uma aplicação direta do teorema de 

Pitágoras. Seja 𝛼 um ângulo do triângulo retângulo diferente do ângulo reto. Dadas as 

medidas dos catetos 𝑐𝑎, 𝑐𝑜 e da hipotenusa ℎ, sabemos que: 

ℎ2 = 𝑐𝑎
2 + 𝑐𝑜

2 

⇒
ℎ2

ℎ2
=

𝑐𝑎
2

ℎ2
+

𝑐𝑜
2

ℎ2
      

     ⇒ 1 = (
𝑐𝑎

ℎ
)
2

+ (
𝑐𝑜

ℎ
)
2

 

              ⇒ 1 = sen2(𝛼) + cos2(𝛼) 

 

 Mostraremos ainda uma outra relação importante: 

 Seja 𝛼 um ângulo do triângulo retângulo diferente do ângulo reto. Então temos 

que: 
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sen(𝛼)

cos(𝛼)
=

𝑐𝑜

ℎ
𝑐𝑎

ℎ

=
𝑐𝑜

𝑐𝑎
= tg(𝛼) 

20 minutos 

 

 Após apresentarmos esses resultados, faremos um intervalo de 20 minutos e 

ao retornarmos, iremos ler o material e comentar sobre algumas outras relações que 

podemos extrair a partir das que foram mostradas. 

 

 Outras relações trigonométricas de triângulos retângulos. 

 Sejam 𝛼 e 𝛽 os dois ângulos de um triângulo retângulo que não são o ângulo 

reto, como na figura abaixo: 

Figura 35 – Triângulo usado para demonstração de algumas relações. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

Então, pelo fato de que 𝛼 + 𝛽 = 90°, temos: 

sen(𝛼) =
𝑐1

ℎ
= cos(𝛽) = cos (90° − 𝛼) 

 Também vale: 

sen(𝛼) = cos (90° − 𝛼) 

 

 As duas relações acima podem ser reescritas para o cosseno, faça isso. 

Resolução proposta: 

 Para a primeira: 

cos (𝛼) =
𝑐2

ℎ
= sen(𝛽) = sen (90° − 𝛼) 

 Para a segunda: 

cos(𝛼) = sen (90° − 𝛼) 
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20 minutos 

 

Na sequência, iremos propor que a turma seja dividida em grupos de três 

integrantes a realização do jogo abaixo. 

 

Pife trigonométrico: O jogo é composto por um baralho trigonométrico com 

40 cartas. Para iniciar, um jogador deve embaralhar as cartas, e, depois de 

embaralhadas, outro jogador deverá separar o baralho em duas partes onde achar 

conveniente. Após isso, deve-se juntar novamente os montes da seguinte maneira: a 

que estava embaixo, fica em cima e o jogador que embaralhou irá distribuir o restante 

das cartas, sendo seis cartas para cada participante. Quem inicia o jogo é o jogador 

que separou o baralho em duas partes depois de embaralhado, ele deverá pegar uma 

carta do monte que sobrou e verificar se consegue formar uma trinca ou até mesmo 

um par, devendo descartar uma carta a sua escolha com a face para cima ao lado do 

monte. O próximo jogador será o que estiver à esquerda de quem iniciou, ele poderá 

pegar a carta descartada anteriormente caso sirva para ele, ou se preferir, pode pegar 

uma no monte e descartar outra de sua preferência, assim dando continuidade ao jogo 

até que ele termine. Caso algum jogador precise da carta descartada, poderá 

antecipar-se ao próximo jogador e vencer aquela partida, porém, caso se engane, só 

poderá vencer pegando a carta do monte. Das seis cartas recebidas, cada jogador 

deve formar duas trincas de razões trigonométricas equivalentes, exemplo: caso o 

jogador faça um jogo com as razões do 𝑠𝑒𝑛𝑜 30°, a medida do 𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜 30°, 

divido pela medida da ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎 =  𝑠𝑒𝑛 30° = 
1

2
.  A carta triângulo (com ângulos de 

30°, 60° 𝑒 90°) que será um coringa da razão acima, poderá substituir uma carta, assim 

completando a trinca. O jogador que fizer dois trios primeiro e mostrar aos adversários 

ganha o jogo, somando um ponto. Caso faça um trio e uma sequência relacionando 

quatro cartas, ele ganha com sete cartas (mas corre o risco de perder caso o outro 

jogador apresente as duas trincas primeiro), neste caso ele somará três pontos. 

Ganha aquele jogador que fizer dez pontos primeiro. 

  

 Cartas do jogo: 
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Por fim, caso sobre tempo, deixaremos os alunos livres para realizarem os 

exercícios complementares da lista e, caso tenham dúvidas, elas serão sanadas 

nesse momento. 

80 minutos 

 

Avaliação: 

Será realizada no decorrer da aula, a partir da participação dos alunos nas 

atividades propostas. 
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 5.14. Relatório do Encontro VII. 
 

 No dia vinte de abril de dois mil e vinte e quatro, recebemos os alunos na sala 

A219 para dar continuidade ao PROMAT. 

 Inicialmente, incentivamos os alunos a tirarem eventuais dúvidas sobre a aula 

anterior e então realizamos uma apresentação de slides com o objetivo de motivar os 

alunos para o estudo de trigonometria no triângulo retângulo, bem como mostrar 

algumas de suas aplicações práticas. 

 Em seguida, entregamos o material da aula e começamos a leitura de 

definições e exemplos importantes para a compreensão do conteúdo. Definimos 

triângulo e citamos seus elementos, classificamos os diferentes tipos de triângulos e 

explicamos suas propriedades, sempre com o auxílio de imagens para ilustrar esses 

conceitos. Logo depois, pedimos que os alunos resolvessem três exercícios, 

corrigindo-os oralmente em seguida. 

 Na sequência, falamos sobre o triângulo retângulo e as relações 

trigonométricas neste. Apresentamos a tabela com os valores de Seno, Cosseno e 

Tangente de ângulos notáveis e pedimos que os alunos resolvessem três exercícios 

utilizando as relações apresentadas. Foi possível perceber que alguns alunos tiveram 

muita dificuldade na interpretação dos problemas e na utilização das relações, 

usando-as de maneira incorreta, por exemplo, utilizando seno quando deveria utilizar 

cosseno. Após a realização das atividades, realizamos o intervalo. 
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 Ao retornar do intervalo corrigimos os exercícios e falamos brevemente sobre 

a relação fundamental da trigonometria e comentamos que iriamos realizar um jogo 

chamado Pife trigonométrico, dividindo os alunos em trios. Durante a realização do 

jogo, muitos alunos apresentaram dificuldades em perceber as equivalências entre as 

cartas, principalmente aquelas envolvendo os ângulos notáveis. Percebemos que eles 

utilizaram o material da aula para relembrar as relações estudadas. 

 Por fim, finalizamos o jogo, recolhemos as cartas e pedimos que os alunos 

resolvessem os exercícios complementares em casa. 

 

 5.15 Plano do Encontro VIII. 
 

Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 

 

Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 

 

Conteúdo: Trigonometria em triângulos quaisquer e na circunferência. 

 

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar os conceitos 

fundamentais da trigonometria em triângulos quaisquer e na circunferência. 

Objetivos específicos:  

• Demonstrar e aplicar relações trigonométricas em triângulos; 

• explorar propriedades trigonométricas da lei dos senos e da lei dos cossenos; 

• resolver problemas práticos envolvendo alturas, distâncias e ângulos de 

elevação utilizando propriedades trigonométricas; 

• analisar relações trigonométricas na circunferência. 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 

 

Recursos didáticos: Quadro, giz, material dos alunos, peças do jogo. 

 

Encaminhamento metodológico: 

Inicialmente, iremos receber os alunos na sala de aula e, em seguida, incentivá-

los a compartilhar eventuais dúvidas referentes à aula anterior, uma vez que o 
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presente conteúdo será continuação do anterior. Além disso, solicitaremos sugestões 

de exercícios da lista fornecida no encontro anterior para resolvermos e que os alunos 

possam ter encontrado dificuldades. Caso algum aluno apresente uma sugestão, 

resolveremos coletivamente no quadro com a participação de toda a turma; caso 

contrário, selecionaremos um exercício para resolvermos. 

Após isso, anunciaremos que continuaremos a trabalhar com o conteúdo de 

trigonometria, mas agora, em triângulos quaisquer e na circunferência. Sendo assim, 

entregaremos o material dos alunos para a aula, contendo definições, exemplos e 

exercícios importantes para a devida compreensão do conteúdo. 

Começaremos lendo e interpretando um parágrafo de motivação para o estudo, 

explicando a importância de estudar trigonometria além daquela vista no triângulo 

retângulo. 

 

Trigonometria no triângulo qualquer 

Os problemas que envolvem trigonometria muitas vezes são resolvidos com 

auxílio de triângulos retângulos. No entanto, no cotidiano, nem sempre encontramos 

situações que se encaixam nesse modelo tão facilmente. Em muitos casos, lidamos 

com triângulos acutângulos ou obtusângulos, o que demanda o uso da Lei dos Senos 

ou da Lei dos Cossenos para resolver essas situações de forma eficaz. 

Em seguida, falaremos sobre a lei dos senos e a lei dos cossenos. 

 

Lei dos senos 

Dado um triângulo 𝐴𝐵𝐶, a Lei dos Senos ou Teorema dos Senos indica que a 

relação entre a medida do lado de um triângulo e o seno do ângulo oposto a esse lado 

será sempre constante. Essa lei é representada pela seguinte fórmula: 

 

𝑎

sen 𝐴̂
=

𝑏

sen 𝐵̂
=

𝑐

sen 𝐶̂
 

 

 Onde 𝑎, 𝑏 e 𝑐 são os lados opostos aos vértices 𝐴, 𝐵 e 𝐶 respectivamente, 

enquanto 𝐴̂, 𝐵̂ e 𝐶̂ são os ângulos internos do triângulo, determinados pelos seus lados 

e os vértices 𝐴, 𝐵 e 𝐶 respectivamente. 
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 Faremos a seguinte demonstração da lei dos senos na lousa. Considere o 

triângulo: 

Figura 36 – Triângulo usado para demonstrar a Lei dos Senos. 

 

Fonte: Educa Mais Brasil. Acesso em 29 mar. 2024. 

 

Os triângulos retângulos 𝐴𝐵𝐷 e 𝐵𝐶𝐷 são gerados a partir do corte do triângulo 

𝐴𝐵𝐶 em duas partes. Segue que: 

 

sen 𝐴̂ =
𝐵𝐷

𝑐
⇒ sen 𝐴̂ × 𝑐 = 𝐵𝐷 

 

Analogamente, 

 

sen 𝐶̂ =
𝐵𝐷

𝑎
⇒ sen 𝐶̂ × 𝑎 = 𝐵𝐷 

 

Assim, temos que sen 𝐴̂ × 𝑐 = sen 𝐶̂ × 𝑎 = 𝐵𝐷. Logo,  

 

𝑎

sen 𝐴̂
=

𝑐

sen 𝐶̂
 

 

Para chegar à igualdade com 
𝑏

sen 𝐵̂
 , basta utilizar o outro triângulo retângulo e 

um raciocínio análogo. 

 

Exemplo: Suponha que em um triângulo 𝐴𝐵𝐶, temos os seguintes dados: 

• O ângulo 𝐴̂ mede 30°; 
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• O lado oposto ao ângulo 𝐴̂ tem comprimento 4 unidades; 

• O ângulo 𝐵̂ mede 30°. 

Queremos encontrar o comprimento do lado oposto ao ângulo 𝐵̂. 

Substituindo os valores conhecidos na fórmula da lei dos senos, 

 

4

sen 30°
=

𝑏

sen 30°
 

segue que  

4

1/2
=

𝑏

1/2
 

Que resulta em 𝑏 = 4. 

Portanto, o comprimento do lado oposto ao ângulo 𝐵̂ é 4 unidades. 

Feita a demonstração e o exemplo, questionaremos os alunos sobre possíveis 

dúvidas nos passos vistos e, então, falaremos sobre a lei dos cossenos. 

 

Lei dos Cossenos. 

Dado um triângulo 𝐴𝐵𝐶, a Lei dos Cossenos é usada para realizar o cálculo 

dos lados e dos ângulos do triângulo, desde seja dado algum valor. Essa lei é dada 

pelas seguintes fórmulas: 

 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2 × 𝑏 × 𝑐 × cos 𝐴̂, 

 ou 

𝑏2 = 𝑎2 + 𝑐2 − 2 × 𝑎 × 𝑐 × cos 𝐵̂, 

ou 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2 × 𝑎 × 𝑏 × cos 𝐶̂. 

 

Onde 𝑎, 𝑏 e 𝑐 são os lados do triângulo enquanto 𝐴̂, 𝐵̂ e 𝐶̂ são os ângulos 

internos do triângulo, determinados pelos lados do triângulo e os vértices 𝐴, 𝐵 e 𝐶 

respectivamente. 

Faremos a demonstração da primeira fórmula da lei dos cossenos na lousa. 

Para isso, considere o seguinte triângulo: 
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Figura 37 – Triângulo usado para demonstrar a Lei dos Cossenos. 

 

Fonte: Educa Mais Brasil. Acesso em 29 mar. 2024 

 

Veja que 𝑏 = 𝑚 + 𝑛 e 𝑚 = 𝑐 × cos 𝐴̂.  

Aplicando o Teorema de Pitágoras nos triângulos 𝐴𝐵𝐷 e 𝐵𝐷𝐶, temos que: 

 

𝑐2 = 𝑚2 + ℎ2, 

e 

𝑎2 = 𝑛2 + ℎ2. 

 

Substituindo 𝑛 = 𝑏 − 𝑚 e ℎ2 = 𝑐2 − 𝑚2 na segunda equação acima, temos: 

 

𝑎2 = (𝑏 − 𝑚)2 + 𝑐2 − 𝑚2 

                       𝑎2 = 𝑏2 − 2 × 𝑏 × 𝑚 + 𝑚2 + 𝑐2 − 𝑚2 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2 × 𝑏 × 𝑚 

 

Mas 𝑚 = 𝑐 × cos 𝐴̂, logo, 

 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2 × 𝑏 × 𝑐 × cos 𝐴̂ 

 

Observaremos que a demonstração das demais fórmulas é feita de maneira 

análoga e encorajaremos os alunos para que tentem fazer uma delas como tarefa. 

Exemplo: Suponha que em um triângulo 𝐴𝐵𝐶, temos os seguintes dados: 

• O lado 𝑎 tem comprimento 5 unidades; 

• O lado 𝑏 tem comprimento 7 unidades; 
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• O ângulo 𝐶̂ mede 60∘. 

Queremos encontrar o comprimento do lado 𝑐, oposto ao ângulo 𝐶̂. 

Substituindo os valores conhecidos: 

 

𝑐2 = 52 + 72 − 2 × 5 × 7 × cos(60°) 

𝑐2 = 25 + 49 − 70 ×
1

2
                           

𝑐2 = 25 + 49 − 35                                   

𝑐2 = √39 = 6,245                                    

 

Em seguida, pediremos que os alunos resolvam cinco exercícios sobre a lei 

dos senos e a lei dos cossenos. 

 

Exercício 1: No triângulo a seguir, determine a medida do lado 𝐴𝐶, tendo em vista as 

medidas presentes nele.  

 

Resolução proposta: Aplicação direta da lei dos senos 

 

10

𝑠𝑒𝑛 60°
=

𝑥

𝑠𝑒𝑛 45°
⇒ 𝑥

√3

2
= 10

√2

2
 

                               ⇒ 𝑥 = 10
√2

√3
 

 

Exercício 2: (Mackenzie – SP) Três ilhas 𝐴, 𝐵 e 𝐶 aparecem num mapa em escala 

1: 10000, como na figura. Qual a distância entre as ilhas 𝐴 e 𝐵? 
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Resolução proposta: Aplicaremos a lei dos senos para 𝐴𝐵 = 𝑥 e 𝐴𝐶 = 12𝑐𝑚, com 

45° e 30° sendo os ângulos opostos a esses lados, respectivamente. Assim, temos 

 

𝑥

𝑠𝑒𝑛 45
=

12

𝑠𝑒𝑛 30
⇒ 

1

2
× 𝑥 =

√2

2
× 12 

                         ⇒ 𝑥 = 12√2𝑐𝑚 

 

Pela escala do desenho, temos que a distância real é 10000 × 12√2 =

120000√2 𝑐𝑚 = 1,2√2 𝑘𝑚. 

 

Exercício 3: (UF- Viçosa) Dois lados de um terreno de forma triangular medem 15 m 

e 10 m, formando um ângulo de 60°, conforme a figura abaixo: 

 

Qual o comprimento do muro necessário para cercar o terreno, em metros? 

Resolução proposta:  

 O comprimento do muro necessário para cercar o terreno é igual ao seu 

perímetro. Para esse cálculo, basta somar os comprimentos do lado do triângulo.  

10 +  15 +  𝑥  

 O valor de 𝑥 pode ser encontrado por meio da lei dos cossenos:  
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𝑥2  =  102  +  152 –  2 · 10 · 15 · cos 60°  

⇒ 𝑥2  =  100 +  225 –  2 · 150 · cos 60°             

⇒ 𝑥2  =  325 –  300 ·
1

2
                                             

⇒ 𝑥2  =  325 –  150                                                   

⇒ 𝑥 =  √175                                                               

 

Exercício 4: (UF- Juiz de Fora) Dois lados de um triângulo medem 8 𝑚 e 10 𝑚 e 

formam um ângulo de 60°. Qual a medida do terceiro lado desse triângulo? 

Resolução proposta:  

Aplicação direta da lei dos cossenos. 

 

𝑥2 = 82 + 102 –  2 · 8 · 10 · cos 60° 
⇒ 𝑥2 =  164 –  80                                               
⇒ 𝑥2 =  84                                                            

⇒ 𝑥 =  √84                                                           

 

Exercício 5: Qual é a medida do lado oposto ao ângulo de 30°, em um triângulo, 

sabendo que os outros dois lados medem 2 e √3? 

Resolução proposta:  

Aplicação direta da lei dos cossenos 

 

𝑥2 = 22 + (√3)2 –  2 · 2 · √3 · cos 30° 

⇒ 𝑥2 =  7 – 
12

2
                                                         

⇒ 𝑥2 =  7 − 6                                                            
⇒ 𝑥 =  1                                                                      

 

Reservaremos cerca de 20 minutos para que os alunos resolvam os cinco 

exercícios e então resolveremos na lousa com toda a turma. Nesse momento, faremos 

uma mescla entre resolvermos alguns e pedirmos que alguns alunos resolvam outros 

na lousa. 

60 minutos 

Em seguida, daremos ênfase a trigonometria na circunferência, 
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apresentaremos os seguintes conceitos, através de leitura do material dos alunos e 

apresentação do círculo à frente da turma. 

 

Círculo trigonométrico. 

O Círculo Trigonométrico, também chamado de Ciclo ou Circunferência 

Trigonométrica, é uma representação gráfica que auxilia no cálculo das razões 

trigonométricas. Veja: 

 

Figura 38 – Círculo Trigonométrico. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

 

De acordo com a simetria do círculo trigonométrico, o eixo vertical corresponde 

ao seno, enquanto o eixo horizontal corresponde ao cosseno. Cada ponto do círculo 

está associado aos valores dos ângulos em radianos. Além disso, o círculo tem raio 

igual a 1. 

Um arco no círculo trigonométrico pode ser medido em graus (°) ou radianos 

(rad).  

• Um grau (°) corresponde a 
1

360
 da circunferência, onde esta é dividida em 360 

partes iguais, cada uma representando um ângulo de 1°.  

• Um radiano (𝑟𝑎𝑑) é a medida de um arco da circunferência cujo comprimento 

é igual ao raio do círculo. 
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Sabendo que 𝜋 𝑟𝑎𝑑 equivale a 180°, podemos converter graus para radianos 

(ou radianos para graus) usando regra de três. 

O círculo trigonométrico é dividido em quatro quadrantes, sendo eles: 

 1° quadrante: 0° à 90° 

 2° quadrante: 90° à 180° 

 3° quadrante: 180° à 270° 

 4° quadrante: 270° à 360° 

De acordo com o quadrante em que está inserido, os valores do seno, cosseno 

e tangente variam. Ou seja, os ângulos podem apresentar um valor positivo ou 

negativo. Veja: 

Figura 39 – Sinais dos quadrantes do círculo trigonométrico. 

 

Fonte: Toda Matéria. Acesso em 29 mar. 2024. 

 Além das relações trigonométricas que já vimos, existem algumas outras, 

como: 

𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 =
𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑛𝑜

𝑠𝑒𝑛𝑜
 

𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒 =
1

𝑠𝑒𝑛𝑜
      

        𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒 =
1

𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑛𝑜
 

 

 No círculo trigonométrico, temos as seguintes situações: 
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Figura 40 – Outras relações trigonométricas no círculo. 

 

Fonte: Realize educacional. Acesso em 29 mar. 2024. 

 

 Feita a explanação do círculo trigonométrico, proporemos três exercício 

envolvendo-o para que os alunos resolvam. 

 

Exercício 6: (Vunesp-SP) Em um jogo eletrônico o “monstro” tem a forma de um setor 

circular de raio 1 𝑐𝑚, como mostra a figura. 

 

A parte que falta no círculo é a boca do “monstro”, e o ângulo de abertura mede 

1 radiano. Qual o perímetro “do monstro”, em 𝑐𝑚? 

Resolução proposta:  

 A volta completa é 2𝜋, retiramos 1 𝑟𝑎𝑑 (arco com a mesma medida do raio), 

mas somamos 2 raios, logo, o perímetro mede 2𝜋 + 1. 

 

Exercício 7: (PUC-MG) Os moradores de certa cidade costumam fazer caminhada 

em torno de duas de suas praças. A pista que contorna uma dessas praças é um 

quadrado de lado 𝐿 e tem 640 𝑚 de extensão; a pista que contorna a outra praça é um 
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círculo de raio 𝑅 e tem 628 𝑚 de extensão. Nessas condições, o valor da razão 𝑅/𝐿 é 

aproximadamente igual a quanto? 

Resolução proposta: 

Praça quadrada: 

4𝐿 = 640 ⇒ 𝐿 = 160𝑚 

Praça circular: 

𝐶 = 2𝜋𝑟 ⇒
628

2𝜋
= 𝑟 ⇒ 𝑟 = 100𝑚 

Logo, a razão é 
100

160
=

5

8
. 

 

Exercício 8: (UFRS) Os ponteiros de um relógio marcam duas horas e vinte minutos. 

Qual o menor ângulos entre os ponteiros? 

Resolução proposta: 

 Ponteiro dos minutos: está no número 4, logo está em 120°, considerando que 

comecemos a contar 0° em 0/12 horas. 

 Ponteiro das horas: está um pouco à frente do número 2, ou seja, está em 60° +

1

3
30° = 70°. Portanto, o ângulo formado será de 120° − 70° = 50°. 

 

 Disponibilizaremos cerca de 15 minutos para que os alunos resolvam os três 

exercícios. 

40 minutos 

 Em seguida, faremos um intervalo de 20 minutos. 

 

 Na volta, resolveremos os três exercícios propostos na lousa, com toda a turma. 

15 minutos 

 

 Após as correções, solicitaremos que os alunos se sentem em trios para a 

realização de um jogo. 

 

 Dominó trigonométrico: O jogo é formado por vinte e oito peças e as regras 

do jogo são as mesmas existentes no jogo tradicional. Cada um dos integrantes do 

grupo recebe sete peças e as peças restantes ficam para serem compradas. O 

primeiro participante a jogar pode ser escolhido da seguinte forma: quem sortear a 
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peça mais alta antes de começar a primeira partida iniciará. E as demais partidas 

iniciam no sentido anti-horário a partir deste jogador. Ganha à partida quem conseguir 

terminar primeiro com todas as suas peças. Dessa forma, os alunos terão que 

reconhecer as relações métricas no triângulo, efetuar pequenos cálculos e relacionar 

ângulos em radianos e graus. 

 

 Peças do jogo: 
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Avaliação: 

Será realizada no decorrer da aula, a partir da participação dos alunos nas 

atividades propostas. 
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 5.16. Relatório do Encontro VIII. 
 

 No dia vinte e sete de abril de dois mil e vinte e quatro, continuamos o PROMAT 

na sala A219 da Unioeste. 

 Inicialmente, recebemos os alunos em sala e pedimos que compartilhassem 

suas dúvidas referentes a aula anterior. Logo depois, falamos que continuaríamos o 

conteúdo da aula anterior e entregamos o material de aula aos alunos.  

 Em seguida, realizamos a leitura sobre a lei dos senos e a lei dos cossenos, 

demonstramos essas leis no quadro e destacamos as imagens contidas no material 

para melhor entendimento dos alunos. Depois disso, mostramos um exemplo e 
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pedimos que os alunos resolvessem cinco exercícios. Solicitamos que alguns 

voluntários apresentassem a resolução dos exercícios e explicassem seu raciocínio 

e, como sempre, alguns alunos se mostravam interessados em apresentar sua 

solução para os demais. 

 Dando continuidade à aula, definimos o Círculo trigonométrico, fixando no 

quadro uma versão feita com papel e régua, que emprestamos do Laboratório de 

Ensino de Matemática do campus e, por meio dele, explicamos as relações 

trigonométricas. Percebemos que a utilização desse recurso auxiliou na assimilação 

do conteúdo, pois facilitou a percepção e visão das relações trigonométricas de forma 

material e concreta. Além do Seno, Cosseno e Tangente, utilizamos esse momento 

para falar brevemente sobre a Cotangente, Cossecante e Secante. 

 Após esse momento, realizamos o intervalo. Ao retornar, pedimos que os 

alunos resolvessem três exercícios envolvendo esses conceitos.  

 Após realizar as correções no quadro, pedimos que os alunos se sentassem 

em trios para a realização do jogo Dominó trigonométrico. Explicamos que as regras 

são as mesmas que no jogo de dominó tradicional e auxiliamos os alunos com 

dúvidas. Durante o jogo, percebemos que a maioria dos alunos teve muita dificuldade 

em relacionar as peças, já que muitas delas envolviam somas e diferenças de frações 

além das relações trigonométricas. Vimos que alguns não conseguiram continuar a 

partida mesmo com auxílio e por isso acabaram deixando o jogo de lado e decidiram 

resolver os exercícios complementares durante a aula. 

 

 5.17. Plano do Encontro IX. 
 

Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 

 

Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 

 

Conteúdo: Funções trigonométricas. 

 

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreenderem e aplicarem as propriedades 

das funções trigonométricas 
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Objetivos específicos:  

• Identificar as Funções Seno, Cosseno, Tangente, Cossecante, Secante e 

Cotangente; 

• analisar os gráficos das diferentes funções; 

• resolver problemas práticos envolvendo funções trigonométricas; 

• quando utilizados, analisar a influência de parâmetros em cada função. 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 

 

Recursos didáticos: Quadro, giz, material dos alunos. 

 

Encaminhamento metodológico: 

Inicialmente, iremos receber os alunos na sala de aula e, em seguida, 

questionaremos sobre eventuais dúvidas que permaneceram das duas aulas 

anteriores, uma vez que o presente conteúdo será a continuação do que foi visto 

nessas aulas. Além disso, solicitaremos sugestões de exercícios da lista de exercícios 

do encontro anterior para resolvermos. Caso algum aluno apresente uma sugestão, 

resolveremos coletivamente no quadro com a participação de toda a turma; caso 

contrário, selecionaremos um exercício para resolvermos. 

Após isso, anunciaremos que continuaremos a trabalhar com o conteúdo de 

trigonometria, mas agora, falaremos sobre funções trigonométricas. Sendo assim, 

entregaremos o material dos alunos para a aula, contendo definições, exemplos e 

exercícios importantes para a devida compreensão do conteúdo. 

Começaremos fazendo um pequeno resumo na lousa relembrando o que é 

uma função. Diremos que uma função é como uma “lei” que é dada para alguns 

valores (domínio) e após o cumprimento dessa lei, podemos verificar como esses 

valores ficam (imagem). Faremos isso por meio de diagramas e exemplos algébricos, 

relembrando também alguns gráficos de funções conhecidas (afim, quadrática, 

exponencial, logarítmica). 

30 minutos 

Feita essa rememoração, iremos ler no material dos alunos as definições e 

gráficos das principais funções trigonométricas. 
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Função seno. 

Chamamos de função seno a função de 𝑓 ∶  ℝ → ℝ tal que 𝑓(𝑥)  =  sen(𝑥), 

onde 𝑥 é o ângulo em radianos. 

 

Figura 41 – Gráfico da função seno. 

 

Fonte: Mundo Educação. Acesso em 30 mar. 2024 

 

 Domínio da função seno. 

Sabemos que, para todo número real, existe um valor para sen(𝑥), então 

podemos afirmar que o domínio 𝐷 da função seno é tal que 𝐷 = ℝ. 

 

Imagem da função seno  

Como vimos no encontro anterior, a razão trigonométrica seno possui como 

valor máximo 1 e como valor mínimo −1. Então, a imagem 𝐼𝑚 da função seno está no 

intervalo [ −1, 1], isto é 𝐼𝑚 = [−1,1]. Perceba que é isso que acontece no gráfico 

acima. 

 

Período da função seno  

Conhecemos como período o menor intervalo em que acontece a repetição dos 

valores da imagem e, consequentemente do gráfico da função. Podemos notar que a 

função seno é periódica, ou seja, o gráfico se repete a cada período, de modo que o 

período 𝑝 da função seno é tal que 𝑝 = 2𝜋. 

 

Função cosseno. 

Chamamos de função cosseno a função 𝑓 ∶ ℝ → ℝ em que a lei de formação 

é dada por 𝑓(𝑥)  =  cos(𝑥), sendo 𝑥 o ângulo em radianos. 
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Figura 42 – Gráfico da função cosseno. 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 30 mar. 2024. 

 

Domínio da função cosseno  

Assim como a função seno, a função cosseno está definida no conjunto dos 

números reais, ou seja 𝐷 = ℝ.  

 

Imagem da função cosseno  

Novamente, como na função seno, a função cosseno possui imagem nos 

números reais entre −1 e 1, ou seja, 𝐼𝑚 =  [ –  1, 1]. 

 

Período da função cosseno  

Como vimos na representação gráfica, a função cosseno é periódica, ou seja, 

o seu comportamento passa a se repetir, e o período dessa função é tal que  𝑝 = 2𝜋. 

 

Função tangente  

A função tangente não é limitada como a função seno e a função cosseno. Além 

disso, existem alguns valores para os quais a função tangente não está definida. A lei 

de formação da função tangente é 𝑓(𝑥)  =  tg(𝑥). 
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Figura 43 – Gráfico da função tangente 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 30 mar. 2024. 

 

Domínio da função tangente  

A tangente é a razão entre o seno e o cosseno, portanto, para os valores em 

que cos(𝑥) = 0, a função tangente não está definida, pois não realizamos divisão por 

zero. Os ângulos em que isso acontece são os ângulos de 
𝜋

2
, 

3𝜋

2
 e qualquer ângulo 

múltiplo deles. Logo, o domínio 𝐷 da função tangente é: 

 

𝐷 = {𝑥 ∈ ℝ; 𝑥 ≠
𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ} 

 

Imagem da função tangente  

Como podemos ver no gráfico, a imagem da função tangente está no conjunto 

dos números reais, ou seja, 𝐼𝑚 = ℝ. 

 

Período da função tangente  

A função tangente é também uma função periódica, mas, diferentemente das 

anteriores, temos que  𝑝 = 𝜋. Veja o gráfico acima. 
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Antes de definirmos outras funções trigonométricas, pediremos que os alunos 

resolvam quatro exercícios sobre o que foi visto até o momento. 

 

Exercício 1: Dada a função 𝑓(𝑥)  =  2 +  4sen(𝑥), qual seu conjunto imagem? 

Resolução proposta: 

Como a função seno varia de −1 a 1, basta substituirmos esses dois valores para 

obtermos o máximo e o mínimo. 

Mínimo 

𝑓(𝑥) =  2 +  4(−1) = −2 

Máximo 

𝑓(𝑥) =  2 +  4(1) = 6 

 Portanto o conjunto 𝐼𝑚 = [−2, 6). 

 

Exercício 2: Esboce o gráfico da função 𝑓(𝑥) = 2sen(𝑥) 

Resolução proposta: Basta colocar alguns valores para 𝑥 e verificar como 𝑓(𝑥) se 

comporta. 

 

Exercício 3: Esboce o gráfico da função 𝑓(𝑥) = 2 + cos(𝑥), determine seu domínio, 

imagem e período. 

Resolução proposta: 

𝐷 = ℝ 

    𝐼𝑚 = [0, 2] 

  𝑝 = 2𝜋 

 

Exercício 4: Dada a função trigonométrica 𝑓(𝑥) =
1

4−𝑠𝑒𝑛(𝑥)
. Qual o menor valor que 

𝑓(𝑥) pode assumir? 

Resolução proposta:  

Em uma fração, quanto maior o denominador, menor é o valor da fração. Então, 

o valor que deixa o denominador ser o maior número possível é sen(𝑥)  = –  1. 

 

𝑓(𝑥) =
1

4 − (−1)
=

1

5
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Reservaremos cerca de 20 minutos para que os alunos resolvam os quatro 

exercícios e, em seguida, resolveremos todos na lousa. Mesclaremos entre 

resolvermos alguns e pedirmos que voluntários resolvam explicando seu raciocínio. 

40 minutos 

 

Em seguida, definiremos e conceituaremos as funções secante, cossecante e 

cotangente. 

 

Função secante. 

Conhecida como a razão trigonométrica recíproca do cosseno, a secante está 

definida para ângulos cujo cosseno é diferente de zero. Para encontrarmos a secante 

de um ângulo 𝑥, basta calcularmos então o recíproco do valor de seu cosseno. 

sec(𝑥) =
1

cos (𝑥) 
 

 

Figura 44 – Gráfico da função secante. 

 

Fonte: Realize educação. Acesso em 30 mar. 2024. 

 

Função cossecante. 

Conhecida como a razão trigonométrica recíproca do seno, a cossecante é 

definida para ângulos cujo seno é diferente de zero. Para encontrarmos a cossecante 

de um ângulo 𝑥, basta calcularmos então o recíproco do valor de seu seno. 
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cossec(𝑥) =
1

sen (𝑥)
 

 

Figura 45 – Gráfico da função cossecante. 

 

Fonte: Realize educação. Acesso em 30 mar 2024 

 

Função cotangente. 

Conhecida como a razão trigonométrica recíproca da tangente, a cotangente 

está definida para ângulos cuja tangente é diferente de zero. Para encontrarmos a 

cotangente de um ângulo 𝑥, basta calcularmos o recíproco do valor de sua tangente. 

cotg (𝑥) =
1

tg (𝑥)
 

Figura 46 – Gráfico da função cotangente. 

 

Fonte: Realize educação. Acesso em 30 mar. 2024. 

 

Após essas definições, pediremos que os alunos resolvam três exercícios de 
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fixação. 

 

Exercício 5: Sabendo-se que 𝑥 =  90°, qual o valor da expressão abaixo? 

 

cotg (
𝑥

2
) + cossec (

𝑥

2
) 

Resolução proposta:  

cotg (45°) =
1

tg (45°)
=

1

1
= 1                   

cossec (45°) =
1

sen (45°)
=

1

√2
2

=
2

√2
= √2 

 Logo,  

cotg (
𝑥

2
) + cossec (

𝑥

2
) = 1 + √2 

 

Exercício 6: Calcule sec(405°). 

Resolução proposta: 

sec(405°) = sec(405° − 360°) = sec(45°) =
2

√2
= √2 

 

Exercício 7: O que você acha sobre a igualdade cos(3𝑥)  = 3 cos(𝑥), é falsa ou 

verdadeira em ℝ? 

 

Resolução proposta:  

 É falsa. Esperamos que os alunos substituam alguns valores de 𝑥 e encontrem 

divergências. 

 Após cerca de 12 minutos, corrigiremos os exercícios na lousa, na mesma 

dinâmica dos anteriores. 

30 minutos 

 Em seguida, faremos um intervalo de 20 minutos. 

 Na volta, revisaremos oralmente tudo que foi visto até o momento sobre o 

conteúdo de trigonometria. 

10 minutos 

Na sequência, solicitaremos que os alunos se dividam em grupos de cinco 
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alunos para a realização de um jogo. 

 

Jogo dorminhoco: Para iniciar, os alunos deverão se dividir em grupos de 

cinco alunos e serão entregues para cada grupo vinte e uma cartas. Inicialmente, um 

dos jogadores deverá embaralhar as cartas e distribuí-las entre todos os participantes, 

sendo que nenhum deles deverá mostrá-las aos colegas. Quatro alunos ficarão com 

quatro cartas e um aluno ficará com cinco. O objetivo do jogo é que cada jogador 

forme uma quadra de cartas que combinem entre si. O jogador que receber cinco 

cartas iniciará o jogo. Ele tomará uma de suas cartas que não lhe serve e deslizará a 

mesma sobre a mesa para o colega da direita. O colega da direita tomará a carta, 

verificará se ela lhe serve ou não e fará o mesmo, assim prosseguindo o jogo. A carta 

solitária deverá ficar uma rodada com cada jogador. Sendo assim, o jogador que a 

receber não poderá passá-la adiante de imediato, devendo permanecer com a mesma 

por, pelo menos, uma rodada. Quando algum jogador conseguir um quarteto de cartas 

que combinem entre si, ele deverá largá-las vagarosamente sobre a mesa, de forma 

muito sutil e disfarçada, procurando esconder esta ação dos demais colegas. Os 

jogadores, ao perceberem que um adversário colocou as cartas sobre a mesa, 

deverão fazer o mesmo, independentemente do fato de terem formado quartetos ou 

não. O último jogador a executar esta ação será o dorminhoco e perderá o jogo. 

 

Cartas do jogo: 
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Avaliação: 

Será realizada no decorrer da aula, a partir da participação dos alunos nas 

atividades propostas. 

 

Referências bibliográficas: 

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Exercícios sobre funções trigonométricas. 

Disponível em: https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-

matematica/exercicios-sobre-funcoes-trigonometricas.htm. Acesso em: 30 mar. 

2024. 

 

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Funções trigonométricas. Disponível em: 

https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas.htm. Acesso 

em: 30 mar. 2024. 

 

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. "Secante, cossecante e cotangente"; Brasil Escola. 

Disponível em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/secante-cosecante-

cotangente.htm. Acesso em 30 de março de 2024 
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SOUZA, Nébia Mara de. Plano de aula - Funções trigonométricas. Disponível em: 

http://matinterdisciplinar.pbworks.com/w/file/fetch/87895744/N%C3%A9bia%20Macr

o%20aula.pdf. Acesso em: 30 mar. 2024. 

 

5.18 Relatório do Encontro IX. 
 

 

Iniciamos a aula recebendo os alunos e anunciando que continuaríamos 

abordando conteúdos relacionados à trigonometria, com foco agora em funções 

trigonométricas. Para contextualizar melhor, iniciamos com uma revisão sobre 

funções em geral, já que não havíamos abordado esse conteúdo especificamente 

antes. Durante essa revisão, percebemos que os alunos tinham muitas dúvidas sobre 

para que serve e o que faz uma função, o que fez com que essa parte da aula 

demorasse mais que o planejado, já que tivemos que relembrar o que é domínio, 

contradomínio, imagem e o que uma função faz. No entanto, conseguimos esclarecer 

as dúvidas e preparar a turma para a introdução das funções trigonométricas. 

Prosseguimos falando detalhadamente sobre as funções seno, cosseno e 

tangente. Apresentamos seus conceitos, propriedades e aplicações, explicando cada 

um com exemplos no quadro. Durante essa parte da aula, nenhum aluno expressou 

dúvidas, o que indicou uma compreensão inicial satisfatória do conteúdo de funções. 

Em seguida, passamos exercícios práticos sobre as funções seno, cosseno e 

tangente. Foi nesse momento que surgiram muitas dúvidas, principalmente 

relacionadas às manipulações algébricas necessárias, como racionalização, para 

resolver os problemas. Dedicamos certo tempo para atender individualmente os 

alunos, esclarecendo suas dúvidas e ajudando-os a superar as dificuldades. Notamos 

que essa prática foi fundamental para que os alunos consolidassem o entendimento 

das funções trigonométricas básicas.  

Após as atividades, realizamos o intervalo. Ao retornar, corrigimos os exercícios 

e abordamos as funções secante, cossecante e cotangente de maneira mais 

superficial, destacando suas definições e relações com seno, cosseno e tangente. 

Durante essa parte, ninguém expressou dúvidas, provavelmente devido à 

complexidade reduzida da abordagem inicial. 
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Para finalizar a aula, dividimos a sala em grupos de cinco alunos para jogar o 

jogo "Dorminhoco". Essa atividade ocorreu sem muitas dificuldades e foi bem recebida 

pelos alunos, que demonstraram engajamento e cooperação. O jogo serviu para 

reforçar os conceitos aprendidos de maneira lúdica e interativa. 

Encerramos a aula após o jogo, fazendo um breve resumo dos tópicos 

abordados e respondendo a quaisquer dúvidas finais que os alunos pudessem ter. 

Dispensamos os alunos em seguida percebendo que o conteúdo foi, no geral, bem 

assimilado, apesar das dificuldades iniciais com as manipulações algébricas. 

 
 5.19 Plano do Encontro X. 

 

Estagiários: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Júlia 

Maria Mattos Barbiero. 

 

Público-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Pública de Ensino do Paraná. 

 

Conteúdo: Conteúdos trabalhados durante o PROMAT. 

 

Objetivo geral: Explorar a matemática por meio de jogos, situações-problemas e 

atividades lúdicas. 

 

Objetivos específicos:  

• Perceber que a Matemática não é só abstração; 

• Promover o ensino da Matemática através de jogos e atividades dinâmicas 

abordando os conteúdos anteriormente trabalhados; 

• Desenvolver o raciocínio lógico, pensamento algébrico e cálculo mental; 

• Estimular o trabalho em grupo e interação social; 

 

Tempo de execução: Um encontro com duração de 3 horas e 20 minutos. 

 

Recursos didáticos: Garrafas com líquido colorido, um alvo feito de caixas com 

demarcações de pontuação, pecinhas para serem lançadas, urnas, maletas de papel, 

bola, materiais impressos,  
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Encaminhamento metodológico: 

 Para o último encontro do PROMAT, foi decidido em consenso com os demais 

acadêmicos da disciplina de Metodologia e Prática de Ensino de Matemática – Estágio 

Supervisionado II que seria realizada uma gincana coletiva com todos os estudantes. 

 Inicialmente, agruparemos as três turmas do PROMAT e separaremos os 

alunos em sete grupos, compostos de seis a oito membros cada um, de forma que 

cada grupo possua alunos das três classes.  

 A dinâmica irá ocorrer no espaço da quadra de esportes da Unioeste e para 

isso, foram escolhidas sete atividades iniciais que irão determinar o placar das 

equipes. Cada uma das atividades irá durar em torno de quinze minutos. As dinâmicas 

estão descritas no quadro a seguir. 

Tabela 2 – Atividades e responsáveis no Encontro X 

Atividade Grupo responsável 

Mirando Gabriella, Nevir, Ricardo e Thais 

Maleta do milhão Gabriella, Nevir, Ricardo e Thais 

Ordem das garrafas Gabriella, Nevir, Ricardo e Thais 

Stop do determinante Ana, Meirielly, Milena e Stephany 

5 casas Ana, Meirielly, Milena e Stephany 

Quadrados mágicos Ana, Meirielly, Milena e Stephany 

Chance de gol Alexsandro, Giulia e Júlia 

Fonte: Produzida pelos autores. 

 Na sequência estão descritas cada uma das atividades utilizadas na dinâmica. 

 

 Mirando 



UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Paraná 

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E TECNOLÓGICAS 

Curso de Licenciatura em Matemática 

Metodologia e Prática de Ensino de Matemática - Estágio Supervisionado II 

 

Figura 47 – Cartas do jogo Mirando. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

O jogo é composto por quatro caixas cortadas e com demarcações de 

pontuação. O jogo também conta com pecinhas para serem lançadas no alvo e fichas 

de pontuação dobrada e tripla. O grupo que estiver na atividade vai se organizar em 

uma fila indiana. Ainda, eles deverão eleger um membro para ser o líder na atividade, 

onde sua função será escolher antes de responderem se a pergunta terá pontuação 

normal, dupla ou tripla, usando as fichas que ficarão para ele. 

Para poder lançar uma pecinha, o estudante da vez precisa acertar uma 

pergunta sobre elaborada de geometria, seja plana, espacial ou analítica. Caso erre a 

resposta, deverá retirar de uma urna um papel com uma das pontuações descritas 

nas demarcações, e se errar em uma rodada dupla ou tripla, a pontuação descontada 

também será multiplicada. 

A pontuação a ser obtida pela dinâmica irá depender da pontuação total feita 

pelo grupo. Ao total, serão feitas 20 perguntas de um total de 60 para cada equipe, 

seguindo a sequência abaixo, com três fichas de duplicação e três fichas de triplicação 

de pontuação.  

Perguntas 

1) Quantos são os lados do trapézio? Resposta: Quatro lados. 

2) Como são chamados os coeficientes de uma reta? Resposta: Coeficientes angular 

e linear 

3) Quantas diagonais tem um quadrado? Resposta: Duas diagonais 

4) Quantas faces tem uma esfera? Resposta: Nenhuma. 
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5) Quantos graus tem uma circunferência? Resposta: 360°. 

6) Qual é a medida de um ângulo reto? Resposta: 90°. 

7) Qual é valor aproximado de 𝜋 com duas casas decimais? Resposta: 3,14. 

8) Quantas vezes o raio mede o diâmetro da circunferência? Resposta: Duas vezes. 

9) O que é um triângulo equilátero? Resposta: Um triângulo com todos os lados e 

ângulos medindo igualmente. 

10) Dê exemplos na vida real de duas coisas com formato de esfera? Respostas 

pessoais. 

11) Qual o nome dos sólidos de revolução? Resposta: Cone, cilindro e esfera. 

12) Cite três tipos de ângulos. Respostas pessoais. 

13) Qual é o perímetro de um triângulo equilátero medindo 22 cm de lado? Resposta: 

66 cm. 

14) Qual a altura de um cubo com lado medindo 13 cm? Resposta: 13 cm. 

15) Quantas arestas tem um prisma triangular? Resposta: Nove arestas. 

16) O que é um polígono regular? Resposta: Um polígono com todos os lados tendo 

mesma medida. 

17) Quantas faces tem um paralelepípedo? Resposta: Seis faces. 

18) Qual o formato da base de um cilindro? Resposta: Cilindro. 

19) Como se chama um ponto de um segmento equidistante das extremidades? 

Resposta: Ponto médio do segmento. 

20) Quantas arestas tem uma pirâmide triangular? Resposta: Seis arestas. 

21) O são pontos coincidentes? Resposta: Pontos que estão no mesmo lugar ou que 

possuem mesmas coordenadas. 

22) O que é uma reta secante à uma circunferência? Resposta: Uma reta que 

intercepta uma circunferência em dois pontos. 

23) Quantos vértices tem um cone? Resposta: Um vértice. 

24) Dê exemplos na vida real de duas coisas com formato de paralelepípedo? 

Respostas pessoais. 

25) O que são pontos distintos? Resposta: Pontos que não estão no mesmo lugar ou 

com coordenadas diferentes. 

26) Qual a coordenada da origem do plano cartesiano? Resposta: 𝑂 = (0,0) 

27) Qual a distância entre um ponto da circunferência e o centro dela? Resposta: É 

igual a medida do raio. 
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28) O que são retas concorrentes? Resposta: São retas que se interceptam em um 

plano. 

29) Como se chama um polígono com seis lados? Resposta: Hexágono. 

30) Dê exemplos na vida real de duas coisas com formato de hexágono? Respostas 

pessoais. 

31) Qual é o perímetro de um quadrado com lados medindo 5 cm? Resposta: 20 cm. 

32) O que é uma reta externa à uma circunferência? Resposta: Uma reta que não 

intercepta a circunferência. 

33) Quantos pontos existem em uma reta? Resposta: Infinitos pontos. 

34) Qual a medida de um ângulo raso? Resposta: 180° ou 𝜋 radianos. 

35) O que é um triângulo isósceles? Resposta: Um triângulo com dois lados de mesma 

medida. 

36) O que são retas paralelas? Resposta: Retas que não se cruzam em um plano; 

retas com mesmo coeficiente angular e diferente coeficiente linear. 

37) Quantos vértices tem um pentágono? Resposta: Cinco vértices. 

38) Quantos vértices tem uma pirâmide quadrangular? Resposta: Cinco vértices. 

39) O que um segmento mede? Resposta: A distância entre as extremidades. 

40) Quantas retas diferentes existem passando por dois pontos? Resposta: Uma reta 

apenas. 

41) Quantos lados tem um losango? Resposta: Quatro lados 

42) O que é um ângulo côncavo? Resposta: Um ângulo maior que 180° e menor que 

360°. 

43) Qual o perímetro de um retângulo com lados medindo 7 cm e 4 cm? Resposta: 22 

cm. 

44) Quantas arestas tem um cilindro? Resposta: Nenhuma aresta. 

45) Dê um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao primeiro quadrante? 

Respostas pessoais. 

46) Quantos lados tem um octógono? Resposta: Oito lados. 

47) O que são retas coincidentes? Resposta: Retas com todos os pontos iguais, ou 

seja, duas retas iguais. 

48) O que diz o Teorema de Pitágoras? Resposta: Que a soma do quadrados das 

medidas dos catetos é igual ao quadrado da medida da hipotenusa. 
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49) Dê um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao terceiro quadrante? 

Respostas pessoais. 

50) Qual a área de um quadrado de lados medindo 9 cm? Resposta: 81 cm. 

51) No plano cartesiano qual é o eixo das ordenadas? Resposta: Eixo 𝑦. 

52) Dê exemplos na vida real de duas coisas com formato de cone? Respostas 

pessoais. 

53) Quantas diagonais tem um triângulo? Resposta: Nenhuma diagonal. 

54) Dê um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao segundo quadrante? 

Respostas pessoais. 

55) Quantos pontos existem em um plano? Resposta: Infinitos pontos. 

56) No plano cartesiano qual é o eixo das abcissas? Resposta: Eixo 𝑥. 

57) Quantas retas tem em um plano? Resposta: Infinitas retas. 

58) O que é uma reta tangente à uma circunferência? Resposta: Uma reta que 

intercepta uma circunferência em um único ponto. 

59) Dê um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao quarto quadrante? 

Respostas pessoais. 

60) Quais os três tipos de geometria que as perguntas se baseiam? Resposta: Plana, 

espacial e analítica. 

 

Maleta do milhão 

Serão feitas 40 minis maletas dobráveis de papel e enumeradas, e sendo colocado 

dentro delas um valor. Iremos pedir para que cada equipe escolha três das maletas 

para proteger. Essa proteção irá guardar o valor escondido de cada uma, e sendo a 

soma das três a pontuação da equipe. 

Ao longo da dinâmica eles irão retirar de uma urna um papel com uma informação 

ou uma ação. Dentre as ações eles podem abrir imediatamente uma das suas maletas 

e ver a pontuação que ganharam, trocar uma das maletas protegidas sem ver suas 

pontuações, ou escolher aleatoriamente uma das demais maletas para ser aberta e 

revelar o valor, a descartando de sua escolha. 

As informações contidas na urna, são dicas relacionadas ao número da maleta que 

contém o maior valor, as maletas com os três maiores valores e as maletas com os 

menores valores. Cada dica por si só pode parecer aberta e confusa, mas eles 
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poderão, conforme o andamento da atividade, juntar as informações e pensar em 

equipe para tomarem as ações. 

Ao final, sobrarão as três maletas protegidas, e a soma dos valores que estão nelas 

é o placar da equipe nessa dinâmica. Vence a equipe que ao final pontuar mais. Tudo 

isso deve ser feito em até dez minutos. Caso haja empate entre equipes, ambas 

ganham mesma pontuação, isso é, não há critérios de desempate. 

Pontuação das maletas 

1. 150000 

2. 15000 

3. 900000 

4. 75000 

5. 10 

6. 50000 

7. 90000 

8. 135000 

9. 750000 

10. 0 

11. 200000 

12. 40000 

13. 350000 

14. 110000 

15. 250 

16. 600000 

17. 5000 

18. 500000 

19. 20000 

20. 1000 

21. 100000 

22. 400000 

23. 7500 

24. 2000 

25. 500 

26. 25000 

27. 1000000 

28. 60000 

29. 95000 

30. 50 

31. 1500 

32. 25000 

33. 160000 

34. 115000 

35. 400 

36. 300000 

37. 10000 

38. 180000 

39. 125000 

40. 10 

Dicas para o maior valor 

1. Não estou entre os dez maiores 

nem os dez menores. 

2. Não sou primo. 

3. Sou o cubo de um número inteiro. 

4. A soma dos meus algarismos é 9. 

5. Não sou par. 

6. Sou maior que 20. 

7. Estou entre 25000 e 60000. 

Dicas para os três maiores valores 
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1. Nossa soma é menor que a quantia 

de maletas. 

2. Um de nós é primo, o restante 

múltiplo dele. 

3. Estamos em uma PG. 

4. Pulamos 6 e 18 maletas. 

5. Linear, segundo grau, raíz cúbica. 

6. Todos somos ímpares. 

Dicas para os menores valores 

1. Você vai selecionar um de nós por 

sermos redondinhos. 

2. Somos oito de mesma distância de 

um para o outro. 

3. Que tabuada fácil. 

4. Ímpar e par por favor. 

5. Dica importante 

6. Múltiplos de um número primo



 

 

Ordem das garrafas 

O jogo é composto por doze garrafas com líquidos coloridos dispostas em uma 

fileira para os estudantes moverem suas posições. Em um lugar escondido existem 

outras doze garrafas (ou impressões) dispostas também em uma fileira ordenada, de 

modo que, ao comparar com a fileira exposta aos alunos não tenha posições iguais. 

Figura 48 – Garrafas do jogo. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

O objetivo do jogo é simples, acertar essa ordem por meio de trocas de posições 

entre as garrafas. O grupo de estudantes estará em uma fila indiana e cada um na 

sua vez poderá trocar de posição apenas duas garrafas com os acadêmicos avisando 

quantas estão em lugares corretos. Cabe aos alunos perceberem e realizarem 

combinações a fim de descobrirem quais garrafas estão no lugar certo.  

Vence a prova da gincana o grupo que acertar a ordem com o menor número de 

trocas possíveis. A atividade tem prazo máximo de dez minutos de duração, e se não 

estiverem acertando todas as posições serão contados os acertos. Caso haja mais de 

uma equipe que acerte todas as garrafas, o critério de desempate será o tempo de 

realização. 

 

Stop do determinante 

O grupo receberá uma cartela de modo que, inicialmente, fique virada para 

baixo. Além disso, será entregue uma folha sulfite ou de caderno para cada aluno do 

grupo registrar seu raciocínio e cálculos. Para iniciar a dinâmica, os estagiários falarão 

‘’já’’ e o grupo deve virar sua cartela e tentar resolvê-la coletivamente. Quando 

terminar, deve gritar “stop’’ em voz alta. Os estagiários analisarão a resolução do 

grupo e se estiverem corretas, anotarão o tempo e entregarão outra cartela, repetindo 

o processo.  

Ao fim das rodadas, vence o grupo que tiver resolvido mais cartelas ou, em 

caso de empate, quem resolveu mais cartelas em menos tempo. 

Cartelas: 



 

Figura 49 – Cartelas do jogo do Determinante. 

 

Fonte: Produzida pelos autores. 

 

Problema das cinco casas 

Para essa atividade os alunos devem solucionar um problema envolvendo 

raciocínio lógico. Ao fim das rodadas, vence o grupo que tiver resolvido o problema 

em menos tempo. 

Problema: 

Existem cinco casas de cinco cores diferentes. Em cada casa mora uma pessoa 

de uma diferente nacionalidade. Essas cinco pessoas bebem diferentes bebidas, 

fumam diferentes marcas de roupa, e têm um certo animal de estimação. Nenhuma 

delas tem o mesmo animal, fuma o mesmo cigarro ou bebe a mesma bebida. 

Pistas: 

- O inglês vive na casa vermelha. 

- O sueco tem cachorros como animais de estimação. 

- O dinamarquês bebe chá. 

- A casa verde fica à esquerda da casa branca. 

- O dono da casa verde bebe café. 

- A pessoa que usa Nike cria pássaros. 



 

 

 - O dono da casa amarela usa Adidas. 

 - O homem que vive na casa do centro bebe leite. 

 - O Norueguês vive na primeira casa. 

 - O homem que usa Puma vive ao lado do que tem gatos. 

 - O homem que cria cavalos vive ao lado do que fuma Adidas. 

 - O homem que usa Fila bebe cerveja. 

 - O Alemão usa Lacoste. 

 - O Norueguês vive ao lado da casa azul. 

 - O homem que usa Puma é vizinho do que bebe água. 

 

Pergunta: Quem tem peixes como animal de estimação? 

 

Tabela 3 – Resolução do jogo das Casas. 

CASA AMARELA  AZUL 
VERMELH

A 
VERDE BRANCA 

NACIONALIDAD

E 

Norueguê

s 

Dinamarquê

s 
Inglês Alemão Sueco 

BEBIDA Água Chá Leite Café Cerveja 

ROUPA Adidas Puma Nike Lacoste Fila 

ANIMAL Gatos Cavalos Pássaros Peixes 
Cachorro

s 

Fonte: Produzida pelos autores. 

 

Quadrados mágicos  

Um quadrado mágico é uma tabela quadrada com n linhas e n colunas, ela é 

composta por números e cada linha, coluna e diagonal possui o mesmo valor ao 

somarem. Além disso, em toda tabela, nenhum número é repetido. Nessa atividade, 

os alunos devem buscar o posicionamento adequado dos números, seguindo a regra 

da soma constante em cada linha, coluna e diagonal. Primeiro entregaremos o 

quadrado mágico com 9 números para ser completado e depois, o quadrado mágico 

com 16 números. 



 

Ao fim das rodadas, vence o grupo que tiver completado os quadrados mágicos 

corretamente em menos tempo. 

Quadrado 1: Completar com os números do 1 ao 9 (sem repetição) sabendo que a 

soma de todas as linhas, colunas e diagonais deve ser 15. 

Resolução: 

Existem algumas respostas para esse tipo de quadrado mágico, porém, os números 

pares sempre permanecem nas pontas, não podendo estar na mesma linha os 

números 4 e 6. 

Figura 50 – Resolução 1 do jogo Quadrados Mágicos 

 

Fonte: Matemática Fácil Acesso em 01 maio 2024 

Quadrado 2: Completar com os números do 1 ao 16 (sem repetição), sabendo que a 

soma de todas as linhas, colunas e diagonais deve ser 34. 

Resolução: 

Figura 51 – Resolução 2 do jogo Quadrados Mágicos 

 

Fonte: NOÉ (2022). Acesso em 01 maio 2024. 



 

 

Chance de gol 

O grupo deverá formar uma fila indiana atrás da bola, onde estará a marca que 

delimita a área da quadra de futsal e cada membro deverá realizar uma cobrança 

conforme a ordem estabelecida na fila. O goleiro será um dos estagiários e nos casos 

em que o membro do grupo converter a cobrança, este terá direito a responder uma 

pergunta, relacionada ao conteúdo de probabilidade (estudado no segundo encontro 

do PROMAT). Vencerá e somará mais pontos na atividade a equipe que tiver 

respondido corretamente mais perguntas ao fim do tempo estabelecido. 

Perguntas utilizadas no jogo: 

Qual a probabilidade de tirar uma carta vermelha de um baralho comum?  

Qual a chance de lançar uma moeda e obter cara?  

Qual a probabilidade de escolher um número par de um dado comum de seis faces? 

Qual a chance de tirar uma bola azul de uma urna com 5 bolas azuis e 3 bolas 

vermelhas?  

Se lançar dois dados, qual a probabilidade de obter uma soma igual a 7?  

Qual a chance de escolher um número ímpar de um conjunto de números de 1 a 10? 

Se jogar uma moeda três vezes, qual a probabilidade de obter pelo menos duas 

caras?  

Se escolher aleatoriamente uma carta de baralho, qual a probabilidade de ser um 

valete?  

Qual a chance de tirar uma bola verde de uma urna com 4 bolas verdes, 3 bolas azuis 

e 5 bolas amarelas?  

Se lançar um dado justo, qual a probabilidade de obter um número maior que 4? 

Qual a probabilidade de que um casal tenha dois filhos do sexo oposto?  

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser um 

ás?  

Se jogar uma moeda quatro vezes, qual a probabilidade de obter exatamente três 

coroas?  

Qual a chance de tirar uma bola branca de uma urna com 2 bolas brancas, 4 bolas 

pretas e 3 bolas vermelhas?  

Se lançar um dado duas vezes, qual a probabilidade de obter duas vezes o mesmo 

número?  



 

Qual a probabilidade de tirar uma bola vermelha de uma urna com 2 bolas vermelhas, 

3 bolas azuis e 5 bolas verdes?  

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser um 

rei?  

Qual a chance de obter uma carta de ouros em uma única tentativa em um baralho 

comum?  

Se jogar uma moeda duas vezes, qual a probabilidade de obter pelo menos uma 

coroa?  

Qual a probabilidade de escolher um número primo de um dado comum de seis faces?  

Se lançar um dado justo, qual a probabilidade de obter um número ímpar?  

Qual a chance de tirar uma bola azul de uma urna com 3 bolas azuis, 2 bolas verdes 

e 4 bolas amarelas?  

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser um 

diamante ou um coração?  

Se jogar uma moeda cinco vezes, qual a probabilidade de obter exatamente duas 

caras?  

Qual a probabilidade de obter uma soma de 10 ao lançar dois dados justos?  

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser uma 

carta preta?  

Se jogar uma moeda três vezes, qual a probabilidade de obter exatamente duas 

coroas?  

Qual a chance de escolher um número par de um conjunto de números de 1 a 20? 

Se lançar um dado duas vezes, qual a probabilidade de obter dois números 

diferentes?  

Qual a probabilidade de tirar uma bola amarela de uma urna com 4 bolas amarelas, 3 

bolas verdes e 2 bolas pretas? 

 

Queimada Matemática 

São necessárias duas equipes para jogar uma contra a outra. Essa atividade 

será feita dentro do espaço da quadra nas mesmas demarcações do campo de futsal. 

Como uma queimada normal o objetivo é eliminar toda a equipe adversária. 

As eliminações são feitas quando um jogador é atingido, encostar ou segurar 

na bola antes de ela cair no chão. Quando isso ocorrer dizemos que o estudante está 

queimado, e para não ser retirado do campo ele precisa acertar uma pergunta sem 



 

consultar os colegas. Se acertar ele volta ao campo de jogo, caso contrário ele retira 

o colar da equipe e fica nas demarcações do campo adversário podendo pegar a bola 

caso ela chegue nele e tentar queimar mais alguém, ou passar para outro colega a 

bola por meio de um arremesso. Vale ressaltar que em cada jogo apenas uma 

pergunta será feita para cada jogador queimado, se ele acertar a resposta e for 

queimado novamente ele está eliminado e vai para a linha do campo adversário. 

Ao final, sobrará uma única equipe com membros sem estarem queimados. 

Assim, os colares de quem foi queimado serão devolvidos para que possam jogar na 

próxima rodada. A outra equipe estará desclassificada da fase final da gincana. 

Dentre algumas outras regras deixaremos claro para os alunos que: 

• Não pode acertar no rosto de alguém, caso contrário está eliminado; 

• Se segurar a bola configura queimado; 

• Pode encostar na bola apenas depois que ela tocar no chão; 

• Não sair do campo no momento de um ataque dos adversários, ou será queimado 

imediatamente. 

• Não soprar respostas, podendo haver punições de queimado a eliminado; 

• Ter empatia na medição de força contra adversários. 

A equipe que vencer o duelo na final é a vencedora da gincana. 

Perguntas da queimada 

1) O que é matriz quadrada? Resposta: Uma matriz com mesma quantidade de linhas 

e colunas. 

2) O que são os números Reais? Resposta: São todos os números Racionais e 

Irracionais. 

3) Qual é o cos 45°? Resposta: 
√2

2
. 

4) Qual a probabilidade de sair qualquer face de um dado normal? Resposta: 
1

6
. 

5) Quantos vértices tem um prisma pentagonal? Resposta: Dez vértices. 

6) Quando que um sistema de equações lineares tem infinitas soluções? Resposta: 

Quando qualquer resultado válido para uma das equações satisfaz as demais. 

7) Para quê é usada a probabilidade condicional? Resposta: Para calcular 

probabilidades dada uma informação a priori. 

8) Qual a raíz cúbica de menos um? Resposta: −1. 

9) Qual é o cos 0°? Resposta: 1. 



 

10) Qual a probabilidade de sortear uma letra do alfabeto e ela ser vogal? Resposta: 

5

26
. 

11) Quais são as posições relativas entre circunferências (pelo menos quatro)? 

Resposta: Concêntricas, tangentes internamente e externamente, secantes, externas 

e internas. 

12) Qual é o 𝑠𝑒𝑛 45°? Resposta: 
√2

2
. 

13) Quais são os números primos de 1 a 10? Resposta: 2, 3, 5 e 7. 

14) Qual a probabilidade de sair uma carta vermelha em um baralho de 52 cartas? 

Resposta: 
1

2
 

15) Em qual quadrante do ciclo trigonométrico está o ângulo de 155°? Resposta: 

Segundo quadrante. 

16) Qual a soma das probabilidades de um evento? Resposta: 1 ou 100%. 

17) O que é um sistema de equações lineares homogêneo? Resposta: É um sistema 

de equações onde cada equação é igualada a zero. 

18) Qual é a união dos conjuntos Racionais e Irracionais? Resposta: O conjunto dos 

números Reais. 

19) Qual é a tan 270°? Resposta: Não existe. 

20) Qual o valor do determinante de uma matriz identidade? Resposta: 1. 

21) Qual o formato das faces laterais de um prisma? Resposta: Retangulares. 

22) Qual a interseção dos conjuntos dos Naturais e Reais? Resposta: O conjunto dos 

Naturais. 

23) Quanto vale em graus a medida de um arco de 
5𝜋

3
? Resposta: 300°. 

24) Qual o formato das faces laterais de uma pirâmide? Resposta: Triangulares. 

25) O que o processo de escalonamento faz no sistema de equações? Resposta: 

Facilita cálculos e indica a classificação do sistema. 

26) Qual é a tan 90°? Resposta: Não existe. 

27) Dê uma fração que equivale 0.45? Resposta: 
9

20
 ou 

45

100
 são as mais prováveis, mas 

podem aparecer outras. 

28) Usando os lados do triângulo retângulo, como definimos a razão cosseno? 

Resposta: 
cateto adjacente ao ângulo

hipotesnusa
. 

29) Qual o determinante de uma matriz nula? Resposta: 0. 



 

30) Qual é o 𝑠𝑒𝑛 30°? Resposta: 
1

2
. 

31) O que é um anagrama? Resposta: Uma permutação de letras de uma palavra. 

32) Em qual quadrante do ciclo trigonométrico está o ângulo de 265°? Resposta: 

Terceiro quadrante. 

33) Qual é o espaço amostral das cores primárias? Resposta: Vermelho, amarelo e  

azul. 

34) Qual é a tan 60°? Resposta: √3. 

35) O que é uma linha poligonal? Resposta: Uma sucessão de segmentos 

consecutivos não colineares. 

36) O que é matriz coluna? Resposta: Uma matriz que possui apenas uma única 

coluna. 

37) Qual é a tan 225°? Resposta: 1. 

38) Quais são as posições relativas entre reta e circunferência ? Resposta: Tangente, 

secante e externa. 

39) Quanto vale em radianos a medida de um arco de 270°? Resposta: 
3𝜋

2
. 

40) De quantas formas posso me vestir usando dois chapéus e cinco botas? Resposta: 

10 formas. 

41) Quais são as posições relativas entre ponto e circunferência? Resposta: 

Pertencente, interno e externo. 

42) Qual a raiz cúbica de 64? Resposta: 4. 

43) Qual a área de um triângulo com base medindo 11 cm e altura 6 cm? Resposta: 

33 cm². 

44) Qual é a equação da Relação Fundamental Trigonométrica? Resposta: sen2θ +

cos2θ = 1. 

45) O que são os números Inteiros? Resposta: Números negativos e positivos sem 

casas decimais e o zero. 

46) Qual é o cos 180°? Resposta: −1. 

47) O que é matriz linha? Resposta: Uma matriz que possui apenas uma linha. 

48) Quanto vale em graus a medida de um arco de 
𝜋

6
? Resposta: 30°. 

49) Qual operação é oposta da multiplicação? Resposta: Divisão. 

50) Qual é a interseção dos conjuntos Racionais e Irracionais? Resposta: O conjunto 

dos números Irracionais. 



 

51) O que são os números Racionais? Resposta: Os números que podem ser 

representados por fações e as dizimas periódicas. 

52) Qual é o cos 60°? Resposta: 
1

2
. 

53) Qual é o cubo de 100? Resposta: 1000000 

54) O que é matriz nula? Resposta: Uma matriz que só possui zeros em seus 

elementos. 

55) Em qual quadrante do ciclo trigonométrico está o ângulo de 1°? Resposta: No 

primeiro quadrante. 

56) Qual a fórmula do volume de um prisma? Resposta: Base × altura. 

57) O que faz a operação de módulo? Resposta: Conserva os sinais positivos e o zero 

e faz com que valores negativos sejam positivos. 

58) O que é espaço amostral? Resposta: Todas as opções possíveis de ocorrer um 

evento. 

59) Qual é o 𝑠𝑒𝑛 0°? Resposta: 0. 

60) O que é matriz identidade? Resposta: Uma matriz com a diagonal principal tendo 

todos os seus elementos iguais a um e os demais sendo iguais a zero. 

61) Qual a medida do comprimento de uma circunferência? Resposta: 2𝜋𝑟. 

62) Quanto vale em radianos a medida de um arco de 0°? Resposta: 0 radianos. 

63) Qual a relação de sistemas e matrizes? Resposta: Todo sistema pode ser 

representado por uma matriz, e vice versa. 

64) Quantos números tem entre dois e oito? Resposta: Infinitos números. 

65) Qual o volume de um cubo de lados medindo 5 cm? Resposta: 125 cm³. 

66) Qual é o cos 30°? Resposta: 
√3

2
 

67) Qual o nome da parte de baixo de uma fração? Resposta: Denominador. 

68) Qual é a soma dos ângulos internos de um losango? Resposta: 360°. 

69) Qual é a tan 45°? Resposta: 1. 

70) Qual é a equação reduzida da reta? Resposta: 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏. 

71) Qual formato tende um polígono regular se o número de lados for cada vez maior? 

Resposta: Um círculo. 

72) Qual o volume da pirâmide que tem área da base medindo 1 cm e altura medindo 

1 cm? Resposta: 1. 

73) Qual é a tan 30°? Resposta: 
√3

3
. 



 

74) Qual a posição de duas retas que se interceptam dividindo igualmente o plano? 

Resposta: Perpendiculares. 

75) Em qual quadrante do ciclo trigonométrico está o ângulo de 342°? Resposta: 

Quarto quadrante. 

76) O que é uma equação? Resposta: Uma sentença de igualdade com incógnitas e 

termos independentes. 

77) O que são os números Irracionais? Resposta: Números que não podem ser 

representados por frações ou dízimas periódicas. 

78) Qual é o cos 120°? Resposta: 
1

2
. 

79) Com quantos pontos não colineares podemos definir um plano? Resposta: Três 

pontos não colineares. 

80) Quando que um sistema de equações lineares possui solução única? Resposta: 

Quando os gráficos se cruzam em único ponto. 

81) Qual a probabilidade de acertar no chute uma questão de verdadeiro ou falso? 

Resposta: 50%ou 
1

2
. 

82) Qual o volume de um cilindro com base de raio medindo 1 cm e altura 1 cm? 

Resposta: 𝜋 cm³. 

83) Qual é o 𝑠𝑒𝑛 180°? Resposta: 0. 

84) Como é chamado um polígono com nove lados? Resposta: Eneágono. 

85) O que são os números Naturais? Resposta: Números sem casas decimais e 

positivos. 

86) O que é união de conjuntos? Resposta: Uma operação que seleciona todos os 

elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos envolvidos. 

87) Usando os lados do triângulo retângulo, como definimos a razão seno? Resposta: 

cateto oposto ao ângulo

hipotesnusa
. 

88) Quando que um sistema de equações lineares não tem solução? Resposta: 

Quando existe uma igualdade impossível. 

89) Quantos anagramas tem o nome “ANA”? Resposta: Três anagramas. 

90) O que diferencia variável e incógnita? Resposta: Incógnita é um valor oculto fixo 

a ser procurado, incógnita é uma medida que podemos alterar. 

91) Qual é o 𝑠𝑒𝑛 270°? Resposta: −1. 

92) Qual é o valor de 1!? Resposta: 1. 



 

93) O que são os números primos? Resposta: Números que são divisíveis apenas por 

um e si mesmos dentro do conjunto dos naturais. 

94) O que é interseção de conjuntos? Resposta: Uma operação que seleciona todos 

os elementos em comum dos conjuntos envolvidos. 

95) Qual é o 𝑠𝑒𝑛 60°? Resposta: 
√3

2
. 

96) Qual a medida do raio de uma circunferência se o diâmetro mede 0.18 m? 

Resposta: 0.09 cm. 

97) O que é uma potência? Resposta: Uma operação que realiza a multiplicação de 

um elemento por si em 𝑛 vezes. 

98) O que é um evento impossível? Resposta: Um evento que não tem como ocorrer, 

de probabilidade 0. 

99) Usando os lados do triângulo retângulo, como definimos a razão tangente? 

Resposta: 
cateto oposto ao ângulo

cateto adjacente ao ângulo
. 

100) Qual a união dos conjuntos dos Inteiros e Naturais? Resposta: O conjunto dos 

números Inteiros. 

 

Avaliação: 

 Faremos a avaliação se baseando no empenho de cada participante com suas 

estratégias, seja em momentos individuais ou coletivos. Também avaliaremos cada 

grupo da gincana, seja no empenho em cada dinâmica, como também na sua 

classificação final. 

 

Referências bibliográficas: 

NOÉ, Marcos. Solucionando Quadrados Mágicos. Canal do Educador, 2022. 
Disponível em: https://educador.brasilescola.uol.com.br/estrategias-
ensino/solucionando-quadrados-magicos.htm. Acesso em: 03 maio 2023. 

 

 5.20. Relatório do Encontro X. 
  

No dia onze de maio de dois mil e vinte e quatro realizamos o décimo encontro 

do PROMAT nas dependências do ginásio da UNIOESTE. O encontro, que marcou o 

encerramento do projeto, foi planejado e realizado em conjunto com os três grupos de 

estagiários. Para isso, organizamos diferentes atividades para serem realizadas com 

os alunos por meio de um circuito. 



 

Inicialmente, recebemos os alunos em sala de aula e os encaminhamos para a 

quadra, em que, de forma aleatória, separamos todos os alunos presentes em sete 

grupos de aproximadamente oito pessoas cada. Cada uma das equipes foi 

encaminhada a uma atividade diferente, onde tiveram doze minutos disponíveis para 

realizá-las.  

As atividades foram organizadas para que os alunos tivessem a oportunidade 

de interagir entre os colegas participantes do PROMAT e tivessem um momento 

prazeroso ao se trabalhar com os conteúdos matemáticos estudados no decorrer dos 

outros nove encontros. 

Foi possível perceber no circuito, que a maioria dos grupos conseguiu trabalhar 

em conjunto para resolver os desafios e se sentiram motivados e envolvidos nas 

atividades. No caso da atividade ‘Chance de gol’, em que o nosso grupo era o 

responsável por acompanhar, percebemos que alguns grupos tiveram dificuldade logo 

no início, em que deveriam acertar a bola no gol. Já outros, tinham facilidade em 

acertar a bola, mas dificuldade em responder as perguntas sobre probabilidade. No 

entanto, houve grupos que se destacaram, tanto no chute ao gol quanto no momento 

de responder as perguntas, demonstrando habilidade física e conhecimento sobre o 

conteúdo. 

Ao final das atividades do circuito, os grupos receberam pontos de acordo com 

seu desempenho. O intuito nesse momento era de realizar uma oitava atividade, a 

queimada matemática, a fim de classificar a equipe vencedora. Porém, o tempo não 

foi suficiente e optamos por classificar as equipes a partir do desempenho apenas nas 

atividades do circuito. Nesse momento de contagem dos pontos, notamos que alguns 

grupos que tiveram um desempenho mais baixo em nossa atividade, foram melhores 

em outras, e vice-versa.  

Posteriormente, todos os participantes foram até a sala do Laboratório de 

Ensino da Matemática (LEM) e participaram de uma confraternização pelo 

encerramento das aulas do PROMAT, onde houve socialização entre os alunos e um 

lanche especial para o último encontro. 

Observando o andamento da gincana, percebemos que os alunos 

demonstraram bastante interesse em participar das atividades propostas, apesar de 

alguns terem dificuldade em alguns conteúdos, todos contribuíram com a equipe e se 

envolveram, mostrando-se bastante empenhados e dispostos, com exceção de dois 

alunos que estavam retraídos e não quiseram participar das atividades em grupo.  



 

5. CONSIDERAÇÕES FINAIS  

Ao chegarmos ao final do PROMAT, podemos refletir sobre o progresso 

alcançado e as valiosas lições aprendidas ao longo do caminho. Cada encontro nos 

proporcionou oportunidades únicas para explorar conceitos desafiadores, superar 

dificuldades e aprimorar as metodologias de ensino, especialmente através da 

abordagem de resolução de problemas. 

Acreditamos que o projeto tenha sido um sucesso devido a vários fatores. 

Primeiramente, a troca de experiências e o ambiente colaborativo criados durante as 

aulas foram fundamentais para o êxito do projeto. A interação entre os alunos e os 

professores promoveu discussões enriquecedoras, estimulou o pensamento crítico e 

incentivou a busca por soluções inovadoras. Esse ambiente se mostrou 

especialmente propício, considerando que o público-alvo do projeto é constituído em 

sua maioria por alunos do Ensino Médio que têm a intenção de estudar para o Enem 

e vestibulares. A participação voluntária dos alunos resultou em uma maior 

assiduidade, participação e interação nos encontros, facilitando assim o processo de 

ensino e aprendizagem. 

Além disso, durante a execução do projeto, aprendemos importantes lições 

sobre o gerenciamento do tempo, especialmente na abordagem de tópicos como 

matrizes. Inicialmente, enfrentamos desafios ao lidar com a complexidade do 

conteúdo dentro do tempo disponível, mas essa experiência nos ensinou a 

importância de um planejamento mais eficaz e flexível. 

Outra lição significativa foi a necessidade de adaptar as metodologias de ensino 

de acordo com o perfil e as necessidades dos alunos. A escolha pela metodologia de 

resolução de problemas se mostrou acertada, permitindo que os alunos se 

engajassem ativamente na aprendizagem e desenvolvessem habilidades cruciais 

para a resolução de problemas. 

É importante ressaltar que este projeto não se limitou apenas à transmissão de 

conteúdo matemático, mas também buscou cultivar habilidades essenciais para o 

sucesso acadêmico e profissional, como a resolução de problemas, o trabalho em 

equipe e a perseverança diante de desafios. Esses aspectos foram constantemente 

reforçados e observados ao longo das atividades, contribuindo para um 

desenvolvimento integral dos alunos. 

Dessa forma, compreendemos que o Estágio Supervisionado II é essencial para a 

formação docente e para a construção da identidade profissional, proporcionando 



 

momentos valiosos de reflexão entre teoria e prática. Parte do sucesso do projeto se 

deve à orientação dos professores, que, por meio de suas experiências, nos 

transmitiram a confiança e o conhecimento científico necessários para que nossa 

prática ocorresse de maneira prazerosa e eficaz. 

Assim, concluímos que o PROMAT não apenas atingiu seus objetivos 

educacionais, mas também nos preparou melhor para os desafios futuros na carreira 

docente, reforçando nosso compromisso com a educação de qualidade e a formação 

contínua. 

 

 
  



 

6. APÊNDICES 

Apêndice I – Material de análise combinatória 

Exemplo 1: Considere um grupo de três amigos: Ana, Bruno e Carlos. Eles decidiram 

organizar uma fila para tirar uma foto. De quantas maneiras diferentes eles podem se 

posicionar na fila? 

 

Permutação Simples: 

Uma permutação simples é a ordenação dos elementos de um conjunto 

finito, quando seus elementos não se repetem, são distintos. É utilizada para 

determinar a quantidade dessas ordenações. A quantidade 𝑃𝑛 de permutações de 

um conjunto de 𝑛 elementos é igual a 𝑛! (leia-se 𝑛 fatorial). A fórmula para 

determinar a quantidade de permutações simples é 

𝑃𝑛 = 𝑛! = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2) ⋅ … ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 

 

Permutação com repetição: 

Uma permutação com elementos repetidos acontece quando em um 

conjunto de 𝑛 elementos, alguns destes são iguais. 

Na fórmula para determinar o número de permutações com repetição, 

dividimos o fatorial do número total 𝑛 de elementos, pelo produto entre os fatoriais 

dos elementos que se repetem. Assim, 

𝑃𝑛
(𝑘1,𝑘2,…,𝑘𝑖) =

𝑛!

𝑘1! × 𝑘2! × …× 𝑘𝑖!
 

é o número de permutações de 𝑛 elementos, onde um elemento se repete 𝑘1 

vezes, outro 𝑘2 vezes e assim por diante. 

 

 



 

Exemplo 2: Suponha que estamos organizando uma festa de aniversário e temos um 

bolo com velas. As velas vêm em três cores: vermelha, azul e verde. De quantas 

maneiras diferentes podemos posicionar cinco velas no bolo, sabendo que temos 

duas velas vermelhas e uma azul. 

 

Exemplo 3: Suponha que temos 5 livros diferentes (A, B, C, D, E) e queremos 

organizar uma prateleira com apenas 3 desses livros, mantendo a ordem. Qual é o 

número de maneiras de organizar essa prateleira? 

 

Exemplo 4: Como meio de incentivar os estudantes a realizarem uma prova 

diagnóstica, uma determinada escola decidiu sortear três estudantes para serem 

premiados com um dia no clube, uma bola de futsal e um jogo de xadrez, 

respectivamente. Sabendo que 20 estudantes foram fazer a prova e que esses três 

alunos seriam sorteados simultaneamente, qual é a quantidade de resultados 

possíveis para esse sorteio? 

 

Arranjo Simples 
Os arranjos simples são aqueles sem elementos repetidos no seu conjunto. Para 

calcular o número de arranjos formados por 𝑝 elementos de um conjunto finito 

de 𝑛 elementos distintos, utilizamos a seguinte fórmula: 

𝐴𝑛.𝑝 =
𝑛!

(𝑛 − 𝑝)!
 

Onde, 

𝐴𝑛,𝑝 é o número de arranjos em um conjunto com 𝑛 elementos tomados 𝑝 a 𝑝; 

𝑛 é o número total de elementos no conjunto; 

𝑝 é o número de elementos ordenados. 

 

 

 



 

Exercício 1: Suponha que em uma competição de programação, há 10 participantes 

de diferentes escolas. O comitê organizador deseja formar uma equipe de 

desenvolvimento de software composta por 4 membros, onde haverá um líder, dois 

programadores e um testador. Cada escola pode fornecer no máximo um 

representante para cada papel. Determine o número de maneiras únicas de formar a 

equipe de desenvolvimento. 

Exemplo 5: Suponha que você tenha um grupo de 5 amigos (A, B, C, D, E) e queira 

escolher uma equipe de 2 pessoas para participar de um jogo. Qual é o número de 

maneiras únicas de formar essa equipe? 

 

Exemplo 6: Considere as letras da palavra "COMBINACAO". Queremos formar uma 

combinação de 3 letras distintas a partir dessa palavra. Qual é o número de 

combinações possíveis? 

 

Exercício 2: Em um torneio de xadrez, há 8 participantes de diferentes escolas. O 

comitê organizador deseja formar uma equipe de análise composta por 3 membros, 

onde haverá um estrategista, um especialista em finais de partida e um jogador 

defensivo. Cada escola pode fornecer no máximo um representante para cada papel. 

Determine o número de maneiras únicas de formar a equipe de análise. 

 

Exercícios Complementares 

1. (URCA/2022.2) Após um rigoroso processo seletivo, um grupo formado por 7 

homens e 4 mulheres atingiu os requisitos exigidos por uma determinada empresa 

para fins de contratação. Porém a empresa irá contratar apenas 6 dos 11 candidatos 

aptos, sendo que, destes 6, pelo menos duas devem ser mulheres. De quantos modos 

a empresa pode escolher este grupo de 6 pessoas?  

Combinação 

Combinação é a quantidade de grupos que podemos fazer com 𝑝 

elementos retirados de um conjunto de 𝑛 elementos. Nessa contagem, 

buscamos identificar todos os subconjuntos com 𝑛 elementos de um conjunto 

inicial 𝑝. 

Utilizamos a seguinte fórmula para calculá-la: 

𝐶𝑛,𝑝 =
𝑛!

𝑝! (𝑛 − 𝑝)!
 



 

 

2. A placa Mercosul foi adotada em todo o território brasileiro, em 2020, em 

substituição ao modelo cinza. Conforme o Denatran (Departamento Nacional de 

Trânsito), todos os carros emplacados atualmente no país utilizam o novo padrão. 

Criado em 2014, o padrão Mercosul é utilizado desde 2018, no Brasil. O formato 

também é adotado na Argentina, no Paraguai e no Uruguai, com algumas diferenças 

em relação à versão brasileira. A placa Mercosul é formada por três letras, um número, 

outra letra e dois algarismos, nessa ordem, conforme a figura abaixo. 

 

 Calcule a quantidade exata de placas, considerando as seguintes condições: 

Placas possíveis de serem fabricadas, de acordo com o modelo Mercosul, conforme 

exemplificado na figura e, considerando o alfabeto brasileiro. Essas placas devem ser 

iniciadas por vogal, cuja terminação seja com o algarismo 9. Qual a quantidade de 

placas possíveis? 

 

3. Na mesa redonda utilizada para reuniões da Presidência da República, há um lugar 

fixo para ser ocupado pelo Presidente e outros 22 lugares para serem ocupados pelos 

ministros, todos igualmente espaçados. Estando presentes todos os 22 ministros e o 

Presidente, de quantas maneiras distintas podem ser ocupados os assentos?  

 

4. Em um desmatamento clandestino, foram apreendidas 20 toras de madeira, todas 

com 2 metros de comprimento e formato aproximadamente cilíndrico, listadas a 

seguir: 

• 10 toras com 60 cm de diâmetro; • 4 toras com 80 cm de diâmetro; • 4 toras com 100 

cm de diâmetro; • 2 toras com 120 cm de diâmetro 

 Considerando essas informações e assumindo 3,14 como o valor de π , 

julgue o item subsequente. 

 Considerando-se que quatro toras de madeira com 60 cm de diâmetro devam 

ser escolhidas para serem transportadas por um caminhão, é correto afirmar que 

existem, nesse caso, mais de 300 possibilidades de escolha das quatro toras. 

 



 

5. As Resoluções do CONTRAN nº 590, de 24/05/2016, nº 279, de 06/03/2018, e nº 

741, de 17/09/2018, estabeleceram um novo padrão das placas de identificação de 

veículos brasileiros, seguindo as regras do MERCOSUL. Segundo essas resoluções, 

“as Placas de Identificação Veicular [...] deverão [...] conter 7 (sete) caracteres 

alfanuméricos”. Assim, no Brasil, “a placa MERCOSUL terá a seguinte disposição: 

LLLNLNN, em que L é letra e N é número”, em substituição ao padrão pré-Mercosul, 

LLLNNNN. 

 Supondo que não haja restrição em relação aos caracteres em nenhum dos 

padrões apresentados, quantas placas a mais, em relação ao sistema antigo, poderão 

ser formadas com o novo padrão de emplacamento? 

 

6. Em um hospital, há apenas dez quartos particulares disponíveis, sendo seis para 

covid e os demais para outras enfermidades. Os quartos para covid são 

C1 ,C2 ,C3 ,C4 ,C5 e C6 e os outros, E1 ,E2 ,E3 e E4 . Com isso os pacientes J e K com 

covid e L com outra enfermidade dão entrada na internação em quartos particulares. 

Esses pacientes podem ser destinados aos seus respectivos quartos de vários modos 

diferentes. 

 Assim, J, K e L podem ocupar respectivamente os quartos [C1 ,C5 e E2 ] ou 

de outros modos diferentes [C5 ,C1 e E2 ], [C5 ,C3 e E4 ], [C5 ,C3 e E1 ], ... 

 Qual o número total de modos diferentes de esses três pacientes ocuparem 

três dos quartos disponíveis? 

 

7. Cinco rapazes e quatro moças fundaram uma empresa e resolveram que a diretoria 

da empresa seria composta de cinco sócios dentre os quais pelo menos dois seriam 

mulheres. Assim, qual o número de maneiras que se pode escolher a diretoria dessa 

empresa? 

 

8. Quantas são as permutações dos algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 em que o 

primeiro dígito é maior que 1 e o último dígito é menor do que 7? 

Apêndice II – Cartela de loteria para atividade prática 



 

 

Apêndice III – Material Probabilidade 

Experimento aleatório: Os experimentos cujos resultados, mesmo em condições 

normais de experimentação, variam de uma observação para outra, dificultando, 

dessa forma, a previsão de um resultado futuro, são denominados experimentos 

aleatórios. Ou seja, dizemos que um experimento é aleatório quando repetido 

inúmeras vezes, sob as mesmas condições, geram resultados diferentes. 

Exemplo:  

Sorteio de uma carta de baralho; se esse experimento for repetido várias vezes, sob 

as mesmas condições, não poderemos prever o seu resultado. 

 

Experimento determinístico: Os experimentos cujos resultados podem ser 

previstos, isto é, podem ser determinados antes da sua realização, são denominados 

experimentos determinísticos. Ou seja, dizemos que um experimento é determinístico 

quando repetido inúmeras vezes, em condições semelhantes, conduz a resultados 

essencialmente parecidos/idênticos. 



 

Exemplo:  

Aquecimento da água contida em uma panela; conhecidas certas condições, 

podemos prever a temperatura em que a água entrará em ebulição. 

Espaço amostral: O espaço amostral (S) é o conjunto formado por todos os 

resultados possíveis de um experimento aleatório. Em outras palavras, é o conjunto 

formado por todos os pontos amostrais de um experimento. 

Exemplo: 

O espaço amostral do experimento “cara ou coroa” é o conjunto S = {Cara, Coroa}. 

 

Probabilidade: 

É o estudo das chances de obtenção de cada resultado de um experimento aleatório. 

A essas chances são atribuídos os números reais do intervalo entre 0 e 1. Resultados 

mais próximos de 1 têm mais chances de ocorrer. Além disso, a probabilidade também 

pode ser apresentada na forma percentual. 

Definição Clássica de Probabilidade:  

É uma parte da probabilidade que calcula analiticamente as chances de determinado 

fenômeno acontecer. Ela é calculada como sendo o número de vezes que um 

fenômeno ocorre dividido pelo número de vezes que ele poderia ocorrer. A 

probabilidade clássica tem duas importantes restrições para que funcione 

adequadamente: 

1. Todos os casos possíveis devem ter a mesma probabilidade (ou, em uma 

linguagem técnica, equiprobabilidade dos elementos do espaço dos resultados); 

2. Deverá haver um número finito de casos possíveis (finitude do espaço dos 

resultados). 

Definição Frequentista de Probabilidade: 

Considera que o cálculo de probabilidade deve ser realizado a partir de repetições do 

experimento e análise dos resultados, ou seja, a probabilidade de se obter um 

resultado específico de um processo pode ser interpretado por meio da frequência 

relativa com que aquele resultado seria obtido se o processo fosse repetido um 

número grande de vezes, sob condições similares. 

Exemplo 1: Quando uma moeda é lançada, há dois resultados possíveis: uma cara 

ou uma coroa. Se for possível assumir que esses dois resultados são igualmente 

possíveis de ocorrer, então devem ter a mesma probabilidade. Uma vez que a soma 



 

das probabilidades precisa ser 1, então a probabilidade de cara e a probabilidade de 

coroa devem ser 
1

2
. 

 

Exemplo 2: A probabilidade de se obter cara quando uma moeda é lançada é 

considerada 
1

2
 porque a frequência relativa de caras deveria ser aproximadamente  

1

2
 

se a moeda fosse lançada um grande número de vezes sob condições similares. 

 

Evento: 

Um evento é qualquer subconjunto de um espaço amostral. Ele pode conter nenhum 

elemento (conjunto vazio) ou todos os elementos de um espaço amostral. Os eventos 

que possuem apenas um elemento (ponto amostral) são chamados de simples. 

Quando o evento é igual ao espaço amostral, ele é chamado de evento certo e sua 

probabilidade de ocorrência é 1 (ou 100%). Quando um evento é igual ao conjunto 

vazio, ele é chamado de evento impossível e possui probabilidade 1(ou 0% de 

chances de ocorrência). Em geral, indicamos um evento por uma letra maiúscula. 

Exemplo 3: Sair um número par no lançamento de um dado convencional. 

 

Probabilidade da união de dois eventos: 

A probabilidade da união de dois eventos envolve a chance de o evento 𝐴 ou de o 

evento 𝐵 ocorrer. Existe uma fórmula específica para calcular a probabilidade da união 

de dois eventos. Dados dois eventos, 𝐴 e 𝐵, a probabilidade da união de ambos é 

dada por: 

𝑃(𝐴 ∪ B) =  𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

Caso a intersecção entre os eventos seja vazia, a probabilidade da união é calculada 

pela soma das probabilidades de cada um dos eventos, ou seja: 

𝑃(𝐴 ∪ B) =  𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

Exemplo 4: Uma moeda será lançada três vezes consecutivas. Qual é a 

probabilidade de aparecer cara exatamente uma vez ou coroa exatamente uma vez? 

Exemplo 5: Em uma urna, há cartões numerados de 1 a 25, e 1 cartão será sorteado 

ao acaso. Nessas condições, qual é a probabilidade de o número do cartão ser 

múltiplo de 4 ou múltiplo de 6? 

 

Probabilidade da intersecção de dois eventos: 



 

A probabilidade da intersecção de dois eventos (ou probabilidade de eventos 

sucessivos) determina a chance de dois eventos ocorrerem simultaneamente ou 

sucessivamente. Sejam 𝐴 e 𝐵 dois eventos de um espaço amostral 𝐸. A probabilidade 

de 𝐴 ∩ 𝐵 é dada por: 

𝑃(𝐴 ∩ B) = 𝑃(𝐵|A) ∙ 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵) ∙ 𝑃(𝐴|𝐵)  

Onde,  

𝑃(𝐴 ∩ B) é a probabilidade da ocorrência simultânea de 𝐴 e 𝐵. 

𝑃(𝐴)  (ou 𝑃(𝐵)) é a probabilidade de ocorrer o evento 𝐴 (ou 𝐵). 

𝑃(𝐵|A) é a probabilidade de ocorrer o evento 𝐵 sabendo da ocorrência de 𝐴 

(probabilidade condicional). 

Se o conhecimento da ocorrência de 𝐴 não altera a probabilidade de ocorrer 𝐵 (ou 

vice-versa), tempos que 𝑃(𝐵|𝐴) = 𝑃(𝐵) e dizemos que os eventos 𝐴 e 𝐵 são 

independentes. Pela fórmula anterior, concluímos que 

𝑃(𝐴 ∩ B) =  𝑃(𝐴) ∙ 𝑃(𝐵) 

Exemplo 6: Em dois lançamentos sucessivos de um mesmo dado, qual a 

probabilidade de sair um número ímpar e o número 4? 

Exemplo 7: Numa urna há 20 bolinhas numeradas de 1 a 20. Retiram-se duas 

bolinhas dessa urna, uma após a outra, sem reposição. Qual a probabilidade de ter 

saído um número par e um múltiplo de 5? 

 

Evento Complementar 

Um evento complementar é formado da seguinte maneira: Se consideramos 

𝐸 um evento, ele faz parte de um subconjunto do espaço amostral 𝑆. O conjunto dos 

elementos pertencentes a 𝐸 que não estão presentes em 𝑆 constitui um subconjunto 

conhecido como evento complementar de 𝐸.  

Para calcular a probabilidade complementar de um evento é possível utilizar a fórmula 

a seguir: 

𝑃(𝐸𝑐)  =  1 –  𝑃(𝐸) 

 

Exemplo 8:  Uma moeda comum foi lançada três vezes e o resultado foi anotado. 

Qual é a probabilidade de se obter exatamente duas caras sabendo que o primeiro 

resultado foi cara? 

Exemplo 9: Calcule a probabilidade de obter soma 8 no lançamento de dois dados 



 

em que o resultado do lançamento foi dois números ímpares. 

Exercícios complementares. 

1. Para fazer o sorteio de um livro, quatro amigos colocaram três bolas brancas e duas 

pretas em uma caixa. Decidiram que o primeiro a retirar uma bola preta ficará com o 

livro. Na ordem alfabética de seus nomes, cada um retira uma bola, ao acaso, sem 

devolvê-la à caixa. Qual a probabilidade de o terceiro amigo retirar a primeira bola 

preta e ficar com o livro? 

2. (URCA/2022.2) Dois dados são jogados simultaneamente. A probabilidade de que 

a soma dos números mostrados nas faces de cima seja 7 é igual a 

3. Em um jogo há dezesseis cartas, sendo quatro cartas com a figura de coroa, quatro 

com a figura de espada, quatro com a figura de escudo e quatro com a figura de 

capacete. No jogo, cada figura recebe uma pontuação: coroa = 1 ponto, capacete = 2 

pontos, escudo = 3 pontos e espada = 4 pontos. As cartas são distribuídas de forma 

aleatória para dois jogadores e o vencedor é o que somar o maior valor.  

Qual é a probabilidade de um jogador específico somar 26 pontos ou menos?  

4. Em um debate entre candidatos à Prefeitura de uma determinada cidade, havia, no 

auditório, um público com um número de mulheres igual ao número de homens. Do 

total de presentes, sabe-se que 13,2% dos homens e 0,33% das mulheres apoiam o 

candidato A. A probabilidade de que seja homem um apoiador do candidato A, 

selecionado ao acaso, é? 

5. Num comício com 1.800 apoiadores a uma candidatura a prefeito de uma cidade 

do interior brasileiro, foram identificadas todas as pessoas que estavam com COVID-

19 e as gripadas. Ao final da identificação, constatou-se que 6% estavam com COVID-

19; 3% estavam gripadas; 92% das pessoas não estavam com nenhuma das duas 

doenças. 

Ao escolher um apoiador desse comício ao acaso e, sabendo que ele não está com 

COVID-19, qual a probabilidade de que esse apoiador esteja somente gripado? 

6. Existem n meias em uma gaveta, 3 das quais são vermelhas. Qual é o valor de n 

se a probabilidade de que duas meias vermelhas sejam retiradas aleatoriamente da 

gaveta é igual a 1/2? 

7. Um total de 46% dos eleitores de uma certa cidade classifica a si mesmo como 

petista, enquanto 30% se classificam como tucanos e 24% se classificam como 

democratas. em uma eleição local recente, 35% dos petistas, 62% dos tucanos e 58% 



 

dos democratas votaram. Um eleitor ´e escolhido aleatoriamente. Dado que essa 

pessoa tenha votado na eleição local, qual ´e a probabilidade de que ele ou ela seja 

a) petista? 

b) tucana? 

c) democrata? 

d) Que fração dos eleitores participou da eleição total? 

8. Uma urna contém 8 bolas brancas e 4 bolas pretas. Se extraem duas bolas uma a 

cada vez com reposição. Seja A o evento “a primeira bola extraída é branca” e seja B 

o evento “pelo menos uma das bolas extraídas é branca”. Obter 

a) 𝑃(𝐴 ∩  𝐵) 

b) 𝑃(𝐴𝐶  ∩  𝐵) 

c) 𝑃(𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐶) 

d) 𝑃(𝐴|𝐵) 

e) 𝑃(𝐴|𝐵𝐶) 

f) 𝑃(𝐵|𝐴) 

g) 𝑃(𝐵|𝐴𝐶  ). 

9. Suponha que 5% dos homens e 0,25% das mulheres sejam daltônicos. Uma pessoa 

daltônica é escolhida aleatoriamente. 

a) Qual é a probabilidade dessa pessoa ser um homem? Suponha que exista um 

mesmo número de homens e mulheres. 

b) E se a população consistisse em duas vezes mais homens do que mulheres? 

10. Temos quatro dados em forma de tetraedro. Cada dado tem faces numeradas 2, 

0, 1 e 7. Se lançarmos todos os quatro dados simultaneamente, qual é a probabilidade 

de podermos compor o número 2017 usando um dos três números visíveis de cada 

dado? 

 

Apêndice IV – Material de Matrizes. 

Matriz 

É uma representação de dados, geralmente numéricos, divididos por linhas e possui 

𝑚 linhas e 𝑛 colunas. 

A matriz contém termos representados por 𝑎𝑖𝑗, em que 𝑖 é a linha que o termo ocupa 

e 𝑗 é a coluna. 

Exemplo 1: a matriz [
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] possui duas linhas e duas colunas. 



 

Matriz linha 

Matriz do tipo 1 × 𝑛, ou seja, com uma única linha. 

Exemplo 2: 

𝐴1×4 = [ 2   1   4  5 ] 
Matriz coluna 

Matriz do tipo 𝑚 × 1, ou seja, com uma única coluna. 

Exemplo 3: 

𝐵3×1 = [
−2
4
12

] 

 
Matriz quadrada 

Matriz do tipo 𝑛 × 𝑛, ou seja, com o mesmo número de linhas e colunas. Dizemos que 

a matriz é de ordem 𝑛. 

Exemplo 4: 

𝐶2×2 = [
2 7
4 1

] 

Em uma matriz quadrada, definimos a diagonal principal e a diagonal secundária. A 

principal é formada pelos elementos 𝑎𝑖𝑗 tais que 𝑖 = 𝑗. Na secundária, temos 𝑖 + 𝑗 =

 𝑛 + 1. 

Figura 1 - Diagonais de uma matriz quadrada. 

 

Fonte: Só matemática. Acesso em 26 fev. 2024 

 

 Matriz nula 

Matriz em que todos os elementos são nulos. É representada por 0𝑚 × 𝑛 

Exemplo 5: 
 

02×3 = [
0 0 0
0 0 0

] 



 

Matriz diagonal 

Matriz quadrada em que todos os elementos que não estão na diagonal principal são 

nulos.  

Exemplo 6: 

𝐴3×3 = [
4 0 0
0 3 0
0 0 7

] 

Existem duas classificações possíveis para esse tipo de matriz: a primeira é 

quando os elementos que estão acima da diagonal principal são nulos, o que configura 

uma matriz triangular inferior; a segunda é quando os elementos que estão abaixo da 

diagonal principal são nulos, configurando uma matriz triangular superior. 

Uma matriz como 𝐵3×3 = [
4 0 0
2 3 0

−1 2 7
] é uma matriz diagonal inferior. 

Uma matriz como 𝐶3×3 = [
4 5 −3
0 3 1
0 0 7

] é uma matriz diagonal superior. 

Matriz identidade 

Matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal principal são iguais a 1 e os 

demais são nulos. É representada por 𝐼𝑛, sendo 𝑛 a ordem da matriz.  

Exemplo 7: 

𝐼2 = [
1 0
0 1

] 

 

Assim, para uma matriz identidade 𝐼𝑛 = [𝑎𝑖𝑗], 𝑎𝑖𝑗 = {
1, 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑗
0, 𝑠𝑒 𝑖 ≠ 𝑗

 

Matriz transposta 

Matriz 𝐴𝑡 obtida a partir da matriz 𝐴 trocando-se ordenadamente as linhas por colunas 

ou as colunas por linhas. 

Exemplo 8: 

 

Desse modo, se a matriz 𝐴 é do tipo 𝑚 × 𝑛, 𝐴𝑡 é do tipo 𝑛 × 𝑚. Note que a 1ª 
linha de 𝐴 corresponde à 1ª coluna de 𝐴𝑡  e a 2ª linha de 𝐴 corresponde à 2ª coluna 
de 𝐴𝑡 



 

Matriz oposta 

A matriz −𝐴 (oposta de 𝐴) obtida a partir de 𝐴 trocando-se o sinal de todos os 

elementos de 𝐴. 

Exemplo 9: 
 

Se 𝐴 = [
3 0
4 −1

] , então    − 𝐴 =  [
−3 0
−4 1

] 

Exercício 1: Julgue as afirmativas a seguir: 

I – A matriz linha é aquela que possui uma única linha. 

II – A matriz coluna é aquela que possui uma única coluna. 

III – A matriz quadrada é aquela que possui número de linhas igual ao número de 

colunas. 

Marque a alternativa correta: 

A) Somente I é falsa. 

B) Somente II é falsa. 

C) Somente III é falsa. 

D) Todas são verdadeiras. 

Exercício 2: Analise a matriz a seguir: 
 

[
1 5 1
3 4 0
1 −2 −3

] 

Qual a soma dos termos 𝑎22 e 𝑎32? 

Exercício 3: (Uerj — adaptada) A temperatura corporal de um paciente foi medida, 

em graus Celsius, três vezes ao dia (de manhã, de tarde e de noite), durante cinco 

dias. Cada elemento aij da matriz abaixo corresponde à temperatura observada no 

instante i do dia j. 

 

Julgue as afirmativas a seguir: 

I - No momento 𝑎21, o paciente estava com a temperatura de 36,1. 

II - As temperaturas do momento 𝑎33 e do momento 𝑎21 são iguais. 

III - No momento 𝑎35, a temperatura era de 39,2.  

A ordem correta é: 

A) V V V 



 

B) V F V 

C) F V V 

D) F F V 

E) V V F 

Adição e Subtração de Matrizes. 
Para que seja possível somar duas matrizes, é necessário primeiro que elas sejam do 

mesmo tipo, ou seja, que tenham o mesmo número de linhas e colunas. A adição é 

feita a partir da soma dos elementos que ocupam as mesmas posições.  

Exemplo 10: 

𝐴2×2 = [
6 3
10 −1

] + 𝐵2×2 = [
9 7

−4 0
] ⇒ 𝐴 + 𝐵 = [

6 + 9 3 + 7
10 + (−4) −1 + 0

] = [
15 10
6 −1

] 

Da mesma forma que a adição, na subtração basta subtrair os elementos que estão 

na mesma posição. Mas cuidado, a ordem em que você executa a operação irá mudar 

o sinal dos seus resultados, ou seja, sendo duas matrizes 𝐴 e 𝐵, 𝐴 –  𝐵 é diferente de 

𝐵 –  𝐴.  

Exemplo 11: Considere as matrizes 𝐴 e 𝐵 abaixo. Obtenha 𝐴 − 𝐵. 

𝐴2×3 = [
14 5 11
19 4 7

]        𝐵2×3 = [
11 6 15
9 2 7

] 

Logo, 

𝐴 − 𝐵 = [
14 − 11 5 − 6 11 − 15
19 − 9 4 − 2 7 − 7

] = [
3 −1 −4
10 2 0

] 

 

Exercício 4: 

Sejam 𝐴 = [
1 2 3

−4 5 6
4 6 8

] , 𝐵 = [
−7 −8 9
12 6 5
8 7 4

]  e 𝐶 = [
2 3 −4
6 7 1
2 8 7

]. Calcule 𝐴 + 𝐵 − 𝐶. 

Multiplicação de matrizes. 

Para que seja possível realizarmos essa operação, temos que observar se o número 

de linhas da primeira matriz é igual ao número de colunas da segunda, pois esses 

valores serão a quantidade de linhas e colunas da matriz gerada pela multiplicação. 

Se isso acontecer, podemos multiplicá-las, porém, se essa condição não for atendida, 

aí não podemos fazer essa operação. Em uma multiplicação de matrizes, devemos 

multiplicar os elementos da linha da primeira matriz pelos elementos da coluna da 

segunda matriz e somar esses produtos. 

Exemplo 12: Considere as matrizes 𝐴 e 𝐵 abaixo. Calcule 𝐴 × 𝐵. 

𝐴3×3 = [
4 1 5
1 3 2
0 3 7

]    𝐵3×3 = [
5 2 1
0 1 4
1 2 5

] 

Logo, 



 

𝐴 × 𝐵 = [
4 × 5 + 1 × 0 + 5 × 1 4 × 2 + 1 × 1 + 5 × 2 4 × 1 + 1 × 4 + 5 × 5
1 × 5 + 3 × 0 + 2 × 1 1 × 2 + 3 × 1 + 2 × 2 1 × 1 + 3 × 4 + 2 × 5
0 × 5 + 3 × 0 + 7 × 1 0 × 2 + 3 × 1 + 7 × 2 0 × 1 + 3 × 4 + 7 × 5

] 

 

= [
25 19 33
7 9 23
7 17 47

]                                                       

Exercício 5:  

Dadas as matrizes 𝐴 = [
3 3 4
0 5 −1
2 −4 −3

] e 𝐵 = [
1 0 1
2 1 0

−6 4 6
], calcule 𝐴 × 𝐵. 

Multiplicação de matriz por escalar. 

Multiplicar uma matriz por um número real (escalar) qualquer é bem simples, basta 

pegar esse número e multiplicar por todos os elementos da matriz, gerando assim, 

uma nova matriz.  

Exemplo 13: Considere a matriz 𝐴 abaixo. Calcule 2 × 𝐴. 

Determinante. 

 O determinante de uma matriz é um número escalar associado a ela. Ele 

fornece informações sobre as propriedades geométricas e algébricas da matriz. O 

determinante é geralmente denotado por 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ou |𝐴|, onde 𝐴 representa a matriz. 

Calculando o determinante: 

Se uma matriz 𝐴 qualquer possuir apenas uma linha e uma coluna (𝐴1×1), seu 

determinante será o único elemento integrante dessa matriz. 

Se uma matriz 𝐴 qualquer possuir duas linhas e colunas, considerada uma matriz 

quadrada de ordem 2 (𝐴2×2), então o determinante (𝑑𝑒𝑡𝐴2×2) dessa matriz será obtido 

pela diferença entre o resultado da multiplicação da diagonal principal da matriz 𝐴 pelo 

resultado da multiplicação dos elementos que compõem a sua diagonal secundária.  

Se uma matriz 𝐴 qualquer possuir três linhas e colunas, considerada uma matriz 

quadrada de ordem 3 (𝐴3×3), então o determinante (𝑑𝑒𝑡𝐴3×3) dessa matriz poderá 

obtido pela Regra de Sarrus. 

Exemplo 14: Vamos encontrar os determinantes das seguintes matrizes: 

a) 𝑀1×1 = [ 2 ] 

b) 𝑀2×2 = [
5 10
8 12

] 

c) 𝑀3×3 = [
4 8 25
0 7 −1
1 −4 3

] 

Importância do Determinante 



 

Invertibilidade de Matrizes: Uma matriz é invertível (possui uma matriz inversa) se e 

somente se seu determinante é diferente de zero. 

Área e Volume: Em geometria, o determinante é utilizado para calcular a área de 

paralelogramos e volumes de paralelepípedos em espaços tridimensionais. 

Sistemas Lineares: O determinante é utilizado para resolver sistemas lineares e 

determinar se o sistema tem uma única solução, nenhuma solução ou infinitas 

soluções. 

Transformações Lineares: Na álgebra linear, o determinante é usado para estudar 

transformações lineares, indicando como a transformação afeta o volume no espaço. 

Algumas propriedades dos determinantes: 

Multiplicação por Escalar: O determinante de uma matriz multiplicada por um 

escalar 𝑘 é igual ao determinante original multiplicado por 𝑘. 

Troca de Linhas ou Colunas: Trocar duas linhas ou duas colunas de uma matriz 

inverte o sinal do determinante. 

Matriz Triangular: O determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior) é o 

produto dos elementos na diagonal principal. 

Combinação Linear de Linhas ou Colunas: Se uma matriz contém uma linha ou 

coluna que é combinação linear de outras linhas ou colunas, então o determinante 

dessa matriz é zero. 

Matriz Identidade: O determinante de uma matriz identidade é 1. 

Transposição: O determinante de uma matriz é igual ao determinante de sua 

transposta, ou seja, 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑇). 

Produto de Matrizes: O determinante do produto de duas matrizes é igual ao produto 

dos determinantes das matrizes individuais, ou seja, 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴) × 𝑑𝑒𝑡(𝐵). 

 

Matriz Inversa 

Conhecemos como matriz inversa de 𝐴 a matriz 𝐴−1, tal que, quando multiplicamos as 

matrizes 𝐴 e 𝐴−1, temos como produto a matriz identidade 𝐼𝑛, ou seja, 𝐴 × 𝐴−1 = 𝐼𝑛. 

Para encontrar uma matriz inversa de uma matriz cujos elementos são conhecidos, 

utilizamos igualdade do produto de duas matrizes, encontrando os termos da matriz 

inversa por meio de uma equação. 

Exemplo 15: 

Seja 𝐴 = [
1 2
3 4

], sua inversa 𝐴−1 será tal que 𝐴 × 𝐴−1 =  𝐼𝑑. 



 

Logo, [
1 2
3 4

] × [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]=[
1 0
0 1

] ⟹ [
1 × 𝑎 + 2 × 𝑐 1 × 𝑏 + 2 × 𝑑
3 × 𝑎 + 4 × 𝑐 3 × 𝑏 + 4 × 𝑑

] = [
1 0
0 1

] 

Sendo assim, {
𝑎 + 2𝑐 = 1
3𝑎 + 4𝑐 = 0

 e então 3𝑎 = −4𝑐 ⟹ 𝑎 = −
4𝑐

3
. 

Substituindo, 𝑎 + 2𝑐 = 1 ⇒ −
4

3
𝑐 + 2𝑐 = 1 ⇒ 𝑐 =

3

2
 

Agora, podemos encontrar o valor de 𝑎. 

𝑎 + 2𝑐 = 1 ⇒ 𝑎 + 2 ×
3

2
⇒ 𝑎 = −2 

Analogamente, encontramos os valores de 𝑏 e 𝑑. 

 
Exercícios Complementares: 

1. A teoria das matrizes é, hoje, utilizada em diversas atividades da vida profissional 

das pessoas, como atividades comerciais, financeiras, computacionais e tantas 

outras. Utilizaremos matrizes para apresentar uma questão sobre equações 

polinomiais. Considere as matrizes 

 

  

O conjunto de todos os valores de 𝑥 que satisfazem à igualdade 𝑑𝑒𝑡(𝑀2) –  𝑑𝑒𝑡(𝑀3)  +

 𝑑𝑒𝑡(𝑀4) = 0 é? 

2. Considerando-se as matrizes 𝑋 = [
2 1
0 3
1 0

],  𝑌 = [
2 1 4
0 0 1

] e 𝑍 =  (2𝑋). 𝑌, é correto 

afirmar que o determinante da matriz Z é igual a? 

3. Considere as seguintes matrizes A e B: 

𝐴 = [
3 1
2 4

], 𝐵 = [
−1 2
0 5

] 

a) Calcule o determinante de cada matriz (𝑑𝑒𝑡(𝐴) 𝑒 𝑑𝑒𝑡(𝐵)). 

b) Calcule o produto 𝐶 = 𝐴 × 𝐵 

c) Transponha a matriz 𝐶 e compare-a com a matriz original. 

 

Apêndice V – Material de Sistemas lineares 

Definição: Equações Lineares. 

Uma equação linear é toda equação da forma: 

 



 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏 

 

Onde 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 são números reais, chamados de coeficientes da equação, 

enquanto 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 são as incógnitas da equação. Ainda, 𝑏 é chamado de termo 

independente da equação. Uma solução da equação linear acima (quando existir) é 

toda 𝑛 − 𝑢𝑝𝑙𝑎 (sequência de elementos) (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) que torna verdadeira a sentença 

𝑎1𝑟1 + 𝑎2𝑟2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑟𝑛 = 𝑏. 

  

Exemplo 3: São exemplos de equações lineares: 

𝑎) 2𝑥 + 3𝑦 = 4  

Coeficientes: 2 e 3  

Incógnitas: 𝑥 e 𝑦  

Termo independente: 4 

b) 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0 

Coeficientes: 1,−1 e 1  

Incógnitas: 𝑥, 𝑦 e 𝑧  

Termo independente: 0 

c) −7𝑥 + 8𝑦 + 2𝑧 − 𝑤 = − 2  

Coeficientes: −7, 8, 2 e −1  

Incógnitas: 𝑥, 𝑦, 𝑧 e 𝑤  

Termo independente: −2 

  

 Se tivermos a equação 𝑥 − 2𝑦 = 5 temos que a sequência (7 , 1) é uma solução 

pois, ao fazermos 𝑥 = 7 e 𝑦 = 1, obtemos: 7 − 2 ⋅ 1 = 7 − 2 = 5 e o mesmo ocorre 

para a sequência (−3,−4), pois −3 − 2 ⋅ (−4) = −3 + 8 = 5. 

Exercício 1: Escreva quatro possíveis soluções para a equação linear 2𝑥 − 𝑦 = 3. 

Exercício 2: Dada a equação linear −𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0, qual a soma dos seus 

coeficientes? 

Exercício 3: Calcule para que valor de 𝑚 a quadrada ordenada (1,2, −3,5) é solução 

da equação 3𝑥 + 5𝑦–𝑚𝑧 + 𝑡 = 0 

Propriedades de equações lineares. 

Grau 1: As equações lineares têm grau 1, o que significa que as variáveis são 

elevadas apenas à potência de 1. 



 

Operações Lineares: Todas as operações envolvidas em uma equação linear são 

lineares. Isso significa que adição, subtração e multiplicação por uma constante 

mantêm a linearidade da equação. 

Gráfico Linear: O gráfico de uma equação linear em duas variáveis (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐) é 

uma linha reta no plano cartesiano. 

Definição: Sistemas de equações lineares. 

São conjuntos de 𝑛 equações lineares que possuem as mesmas variáveis. Assim, um 

sistema de 𝑛 equações lineares tem forma: 

 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

…
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

 

 

Onde cada 𝑎𝑖𝑗 é um coeficiente, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 são as incógnitas e 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 são os 

termos independentes das equações. Uma solução de um sistema de equações 

lineares (quando existir) é toda ênupla (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) que torna verdadeira a sentença 

𝑎𝑖1𝑟1 + 𝑎𝑖2𝑟2 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑟𝑛 = 𝑏𝑖 para 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

 Representação matricial de sistemas lineares. 

 Um sistema de equações pode ser representado na forma de uma matriz. Os 

coeficientes das incógnitas serão os elementos da matriz que ocuparão as linhas e as 

colunas de acordo com o posicionamento dos termos no sistema. Ou seja,  

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

…
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

 

 Na forma matricial pode ser escrito como 𝐴𝑥 = 𝑏: 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
⋯

⋮
𝑎𝑛𝑛

] = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛
 

𝑥 = [

𝑥1

⋮
𝑥𝑛

] 

𝑏 = [
𝑏1

⋮
𝑏𝑛

] 

Exemplos de sistemas lineares: 



 

 

(𝑎)  {
5𝑥 + 𝑦 = 70
4𝑥 − 2𝑦 = 0

 

(𝑏)  {
2𝑥 + 𝑦 = 10
3𝑥 + 𝑦 = 12

 

 

 Veja que em (b), 𝑥 = 2 e 𝑦 = 6 resolvem ambas as equações, logo, esta é 

solução do sistema. 

Método de substituição  

Para esse método, basta isolar uma das variáveis e depois substituir o valor da 

incógnita na outra equação. No exemplo (a) anterior, 

 

5𝑥 + 𝑦 = 70 ⇒ 𝑦 = 70 − 5𝑥 (𝑖) 

4𝑥 − 2𝑦 = 0
(𝑖)
⇒ 4𝑥 − 2(70 − 5𝑥) = 0 

                        ⇒ 4𝑥 − 140 − 10𝑥 = 0 

     ⇒ 14𝑥 = 140 

     ⇒ 𝑥 = 10 (𝑖𝑖) 

Substituindo (𝑖𝑖) em (𝑖), temos 

 

𝑦 = 70 − 5 ⋅ 10 = 70 − 50 = 20 

 

Portanto, 𝑥 = 10 e 𝑦 = 20 é uma solução para o sistema do exemplo (a). 

 

Método da adição  

Nesse método, deve-se somar ou subtrair as duas equações de forma que uma 

das variáveis seja eliminada. 

Veja, multiplicando a primeira equação por 2, ficamos com o seguinte sistema 

equivalente: 

{
10𝑥 + 2𝑦 = 140

4𝑥 − 2𝑦 = 0
 

 

Somando ambas as equações, 

 

14𝑥 + 0𝑦 = 140 ⇒ 𝑥 = 10 



 

 

Substituindo 𝑥 = 10 na segunda equação, teremos 

 

4𝑥 − 2𝑦 = 0 ⇒ 4 × 10 − 2𝑦 = 0 ⇒ 40 = 2𝑦 ⇒ 𝑦 = 20 

 

 Outra forma de resolver um sistema de equações lineares é utilizando o 

método de Cramer. Aqui, observaremos que este método pode facilitar o cálculo da 

solução de sistemas quando estes possuírem mais de duas equações. 

 

 Como vimos, todo sistema de equações lineares possui uma representação 

matricial, vejamos no nosso exemplo: 

{
5𝑥 + 𝑦 = 70
4𝑥 − 2𝑦 = 0

  é representado matricialmente por [
5 1
4 −2

] × [
𝑥
𝑦] = [

70
0

] 

 

 Para encontrar a solução desse sistema, devemos calcular o determinante da 

matriz dos coeficientes e, em seguida, substituir cada coluna pelos termos 

independentes e calcular seus determinantes. Ao dividirmos cada determinante das 

matrizes com colunas de termos independentes pelo determinante da matriz dos 

coeficientes, encontramos a solução do sistema. 

 

 Assim, se 𝐴 = [
5 1
4 −2

], então det(𝐴) = −10 − 4 = −14. Substituindo a primeira 

coluna de 𝐴 pelos termos independentes, teremos 

 

𝐴𝑥 = [
70 1
0 −2

] 

 

Fazendo o mesmo para a segunda coluna de 𝐴, teremos 

 

𝐴𝑦 = [
5 70
4 0

] 

 

Deste modo, temos que 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑥) = −140 − 0 = −140, assim, 

 

𝑥 =
det (𝐴𝑥)

det (𝐴)
=

−140

−14
= 10 



 

 

Analogamente, 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝑦) = 0 − 280 = −280, assim, 

𝑦 =
det (𝐴𝑦)

det (𝐴)
=

−280

−14
= 20 

 

 Graficamente, temos a seguinte situação: 

 

Exercício 4: 

Solucione o sistema a seguir, pelo método que você achar mais conveniente: 

{
2𝑥 − 𝑦 = 3

−𝑥 + 𝑦 = −1
 

Exercício 5: 

Solucione o sistema a seguir, utilizando o método de Cramer. 

{

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 3
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6
𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 5

 

Exercício 6: Um vendedor de camisetas e bonés em um evento esportivo vendeu 3 

camisetas e 2 bonés, arrecadando um total de R$ 220,00. No dia seguinte, ele vendeu 

2 camisetas e 3 bonés, arrecadando R$ 190,00. Qual seria o preço de uma camiseta 

e o preço de um boné? 

Exercício 7: Um cinema cobra R$ 10,00 por ingresso para adultos e R$ 6,00 por 

ingresso para crianças. Em um dia, foram vendidos 80 ingressos e a arrecadação total 

foi de R$ 700,00. Quantos ingressos de cada tipo foram vendidos? 

Propriedades de sistemas de equações lineares. 



 

Solução Única, Infinitas Soluções ou Sem Solução: Um sistema linear pode ter 

uma única solução (sistema possível e determinado), infinitas soluções (sistema 

possível e indeterminado) ou nenhuma solução (sistema impossível), dependendo das 

relações lineares entre as equações. 

Operações Elementares: Os sistemas lineares podem ser transformados por meio 

de operações elementares, que incluem a troca de linhas, multiplicação de uma linha 

por uma constante não nula e a adição de um múltiplo de uma linha a outra. Essas 

operações não alteram a solução do sistema. 

Classificação por Número de Soluções: Os sistemas lineares podem ser 

classificados quanto ao número de soluções. Se a matriz dos coeficientes é invertível, 

ou seja, tem determinante diferente de 0, o sistema tem uma única solução. Se a 

matriz é singular (não invertível), ou seja, tem determinante igual a 0, o sistema pode 

ter nenhuma ou infinitas soluções, dependendo das equações. 

Matriz Inversa 

Conhecemos como matriz inversa de 𝐴 a matriz 𝐴−1, tal que, quando 

multiplicamos as matrizes 𝐴 e 𝐴−1, temos como produto a matriz identidade 𝐼𝑛, ou 

seja, 𝐴 × 𝐴−1 = 𝐼𝑛. Para encontrar uma matriz inversa de uma matriz cujos 

elementos são conhecidos, utilizamos igualdade do produto de duas matrizes, 

encontrando os termos da matriz inversa por meio de uma equação. 

Exemplo: 

Seja 𝐴 = [
1 2
3 4

], sua inversa 𝐴−1 será tal que 𝐴 × 𝐴−1 =  𝐼𝑑. 

Logo, [
1 2
3 4

] × [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]=[
1 0
0 1

] ⟹ [
1 × 𝑎 + 2 × 𝑐 1 × 𝑏 + 2 × 𝑑
3 × 𝑎 + 4 × 𝑐 3 × 𝑏 + 4 × 𝑑

] = [
1 0
0 1

] 

Sendo assim, {
𝑎 + 2𝑐 = 1
3𝑎 + 4𝑐 = 0

 e então 3𝑎 = −4𝑐 ⟹ 𝑎 = −
4𝑐

3
. 

Substituindo, 𝑎 + 2𝑐 = 1 ⇒ −
4

3
𝑐 + 2𝑐 = 1 ⇒ 𝑐 =

3

2
 

Agora, podemos encontrar o valor de 𝑎. 

𝑎 + 2𝑐 = 1 ⇒ 𝑎 + 2 ×
3

2
⇒ 𝑎 = −2 

Analogamente, encontramos os valores de 𝑏 e 𝑑. 

 

Exercícios complementares 



 

1. (IFPE 2012) Com a proximidade do final do ano, uma papelaria quis antecipar as 

promoções de material didático para o ano letivo de 2012. Foram colocados em 

promoção caneta, caderno e lápis. As três ofertas eram: 

1ª) 5 canetas, 4 cadernos e 10 lápis por R$ 62,00; 

2ª) 3 canetas, 5 cadernos e 3 lápis por R$ 66,00; 

3ª) 2 canetas, 3 cadernos e 7 lápis por R$ 44,00. 

Para comparar os preços unitários dessa papelaria com outras do comércio, o Sr. 

Ricardo calculou os preços de uma caneta, um caderno e um lápis. A soma desses 

preços é: 

a) R$ 20,00. 

b) R$ 18,00. 

c) R$ 16,00. 

d) R$ 14,00. 

e) R$ 12,00. 

2. (Unisinos 2012) Numa loja, todas as calças têm o mesmo preço, e as camisas 

também, sendo o preço de uma calça diferente do de uma camisa. Ricardo comprou 

1 calça e 2 camisas e pagou R$240,00. Roberto comprou 2 calças e 3 camisas e 

pagou R$405,00. Qual o preço, em reais, de uma calça e uma camisa, 

respectivamente? 

a) 70 e 95. 

b) 75 e 90. 

c) 80 e 85. 

d) 85 e 80. 

e) 90 e 75. 

3. (Fuvest- 2012) Em uma festa com n pessoas, em um dado instante, 31 mulheres 

se retiraram e restaram convidados na razão de 2 homens para cada mulher. Um 

pouco mais tarde, 55 homens se retiraram e restaram, a seguir, convidados na razão 

de 3 mulheres para cada homem. O número n de pessoas presentes inicialmente na 

festa era igual a: 

a) 100. 

b) 105. 

c) 115. 

d) 130. 

e) 135. 



 

4. (Fuvest-adaptada) Carlos e sua irmã Andreia foram com seu cachorro Bidu à 

farmácia de seu avô. Lá encontraram uma velha balança com defeito, que só indicava 

corretamente pesos superiores a 60 kg. Assim, eles se pesaram dois a dois e 

obtiveram as seguintes marcas: 

Carlos e o cão pesam juntos 87 kg; 

Carlos e Andreia pesam 123 kg; 

Andreia e Bidu pesam 66 kg. 

O peso de cada um deles é: 

a) Andreia 61 kg, Bidu 10 kg e Carlos 67 kg. 

b) Andreia 72 kg, Bidu 13 kg e Carlos 51 kg. 

c) Andreia 48 kg, Bidu 8 kg e Carlos 63 kg. 

d) Andreia 50 kg, Bidu 12 kg e Carlos 75 kg. 

e) Andreia 51 kg, Bidu 15 kg e Carlos 72 kg. 

5. (Mackenzie – 2008) O diretor de uma empresa, o Dr. Antonio, convocou todos os 

seus funcionários para uma reunião. Com a chegada do Dr. Antonio à sala de 

reuniões, o número de homens presentes na sala ficou quatro vezes maior que o 

número de mulheres também presentes na sala. Se o Dr. Antonio não fosse à reunião 

e enviasse sua secretária, o número de mulheres ficaria a terça parte do número de 

homens. A quantidade de pessoas, presentes na sala, aguardando o Dr. Antonio é: 

a) 20. 

b) 19. 

c) 18. 

d) 15. 

e) 14. 

6. (UFRGS 2012) Inovando na forma de atender aos clientes, um restaurante serve 

alimentos utilizando pratos de três cores diferentes: verde, amarelo e branco. Os 

pratos da mesma cor custam o mesmo valor. Na mesa A, foram consumidos os 

alimentos de 3 pratos verdes, de 2 amarelos e de 4 brancos, totalizando um gasto de 

R$ 88,00. Na mesa B, foram consumidos os alimentos de 2 pratos verdes e de 5 

brancos, totalizando um gasto de R$ 64,00. Na mesa C, foram consumidos os 

alimentos de 4 pratos verdes e de 1 amarelo, totalizando um gasto de R$ 58,00. 

Comparando o valor do prato branco com o valor dos outros pratos, verifica-se que 

esse valor é: 

a) 80% do valor do prato amarelo. 



 

b) 75% do valor do prato amarelo. 

c) 50% do valor do prato verde. 

d) maior que o valor do prato verde. 

e) a terça parte do valor da soma dos valores dos outros pratos. 

 

Apêndice VI – Material de Geometria Analítica 

Ponto  

Um ponto é um elemento que não possui forma nem dimensão. Isso significa 

que o ponto é um objeto adimensional. Um dos usos mais importantes do ponto refere-

se à localização geográfica. Os pontos são os objetos que melhor representam as 

localizações. Em geral, são denotadas por letras latinas maiúsculas. 

 

Reta 

Uma reta é um conjunto formado por infinitos pontos alinhados que não fazem 

curvas. Como esses pontos não estão no mesmo lugar, é possível medir a distância 

entre eles. Entretanto, como os pontos continuam não tendo dimensão ou forma, não 

é possível medir sua largura. Pontos que pertencem a uma mesma reta são chamados 

de pontos colineares. As retas são geralmente representadas por letras latinas 

minúsculas. 

 

Plano 

Um plano também é um conjunto formado por pontos de tal modo que a 

superfície formada por eles é plana e infinita em todas as direções. Geralmente são 

denotados por letras gregas minúsculas. 

 

 Como um ponto é um elemento e retas e planos são conjuntos, eles devem ser 

tratados de acordo com a teoria de conjuntos. Por exemplo, se 𝑃 é um ponto, 𝑟 uma 

reta e 𝛼 um plano, podemos escrever conforme o contexto, 

 

𝑃 ∈ 𝑟, 𝑃 ∉ 𝑟, 𝑃 ∈ 𝛼, 𝑃 ∉ 𝛼, 𝑟 ⊂ 𝛼, 𝑟 ⊄ 𝛼 

Coordenada no plano cartesiano bidimensional: 

As coordenadas de um ponto no plano cartesiano são os números que indicam 

sua posição. Cada ponto no plano cartesiano possui duas coordenadas: a primeira 

em relação ao eixo das abcissas (eixo x) e a segunda em relação ao eixo das 



 

ordenadas (eixo y). Dado um ponto no plano cartesiano, encontramos sua coordenada 

em relação ao eixo das abcissas ao traçar um segmento perpendicular a esse eixo 

(horizontal). Já para determinar a coordenada em relação ao eixo das ordenadas, 

traçamos um segmento perpendicular ao eixo vertical. Num sistema de coordenadas 

cartesianas, representamos um ponto 𝑃 com coordenadas 𝑥 no eixo das abscissas e 

𝑦 no eixo das ordenadas por 𝑃(𝑥, 𝑦). 

 

Exemplo 1: O par ordenado 𝐴(2,1) tem a seguinte representação cartesiana: 

 

Exercício 1: 

Dê as coordenadas dos pontos que aparecem no sistema cartesiano abaixo. 

 

Distância entre pontos 



 

A distância entre dois pontos 𝐴 e 𝐵 no plano cartesiano é a medida do 

segmento de reta que liga esses dois pontos. Para calcular essa distância, utilizamos 

a seguinte fórmula: 

𝑑𝐴𝐵 = √(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)2 

Exemplo 2:  

Calcule a distância entre os pontos 𝐴(1,1) e 𝐵(4,4). 

 

Exercício 2: Encontre a distância entre os pontos que possuem as seguintes 

coordenadas: 

 

a) 𝐴(4, 2) e 𝐵(3, 3) 

b) 𝐶(−7,−1) e 𝐷(1, 4) 

c) 𝐸(−5, 2) e 𝐹(3,−7) 



 

 

 Marque os seguintes pontos no mapa acima: 

a) 𝐴(4,−4)  

b) 𝐵(2, 2)  

c) 𝐶(0,−2)  

d) 𝐷(6, 3)  

e) 𝐸(2, 0) 

f) 𝐹(1,−3) 

g) 𝐺(1,−4) 

 Agora, escreva em quais estados do Brasil estão cada um dos pontos 

marcados. 

 Posicione e escreva as coordenadas de pontos nos seguintes estados: 

a) Minas Gerais  

b) Maranhão  

c) São Paulo  

d) Rio de Janeiro 

 Agora, calcule as distâncias entre os pontos escolhidos nesses estados. 

Segmento de reta 

Um segmento de reta é limitado por dois pontos de uma reta (extremos). Ou 

seja, ele é uma parte da reta que possui início e fim. É representado com um traço 

acima dos extremos que definem o segmento. 



 

 

Exemplo de segmento de reta: 

 O segmento de reta 𝐴𝐵, definido pelos pontos 𝐴(1,1) e 𝐵(5,3) é representado 

no plano cartesiano da seguinte maneira 

 

  

Semirreta 

 As semirretas possuem início (um ponto de origem), mas não apresentam um 

fim, ou seja, elas são ilimitadas num dos sentidos. São representadas com uma seta 

acima das letras que representam o ponto de origem e um segundo ponto que indica 

a direção da semirreta. 

 

Exemplo de semirreta: a semirreta 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ com origem em 𝐴(1,1) e passando por 𝐵(5.3) 

é representado no plano cartesiano da seguinte maneira 



 

 

 Reta Orientada ou numérica 

 Em uma reta numérica os números seguem o princípio da sucessão, por isso, 

estão organizados de forma crescente. À origem dos números se associa o zero a 

partir do qual, nos dois sentidos, a reta se prolonga infinitamente. 

 

Exemplo de reta orientada: os próprios eixos 𝑥 e 𝑦 do plano cartesiano. 

Posições relativas entre retas. 

Retas Paralelas Distintas: não existe ponto em comum entre as retas. 

 

Exemplo de duas retas paralelas: 



 

 

 

Retas Concorrentes: são duas retas que se encontram em único ponto (vértice). 

Formando quatro ângulos diferentes de 90°. Os ângulos opostos pelo vértice são 

iguais. 

 

Exemplo de duas retas concorrentes: 

 

 



 

Retas Perpendiculares: são retas concorrentes que formam quatro ângulos retos 

(90°) no plano. 

Exemplo de duas retas perpendiculares: 

 

Retas Transversais: São retas que interceptam um par ou um feixe (várias) de retas 

paralelas. 

Exemplo de uma reta transversal: 

 

 

Retas Coplanares: são retas que estão contidas no mesmo plano. 

 



 

 Todas as retas vistas nos exemplos anteriores são coplanares (todas estão 

contidas no plano cartesiano). 

Equação Geral da Reta 

É dada pela seguinte equação: 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0  (𝐼) 

Onde 𝑎, 𝑏 e 𝑐 números reais fixos com 𝑎 e 𝑏 obrigatoriamente não nulos. Ainda, 

𝑥 e 𝑦 são as coordenadas de um ponto pertencente à reta no plano cartesiano. 

 

Equação Reduzida da Reta 

Por meio de operações elementares sobre a equação (𝐼), podemos obter a 

seguinte representação algébrica de uma reta, dita equação reduzida da reta: 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛 

Onde 𝑥 e 𝑦 são coordenadas de um ponto pertencente à reta no plano 

cartesiano, 𝑚 é o incremento em 𝑦 para cada incremento de uma unidade em 𝑥 ou o 

coeficiente angular da reta. Por fim, 𝑛 é o coeficiente linear (onde a reta intersecta o 

eixo 𝑦) da reta. 

Equação fundamental da reta. 

Podemos determinar a equação fundamental de uma reta utilizando o ângulo 

formado pela reta com o eixo das abscissas (𝑥) e as coordenadas de um ponto 

pertencente à reta. 

Considerando uma reta 𝑟, o ponto 𝐴(𝑥, 𝑦) pertencente à reta, seu coeficiente 

angular 𝑚 e outro ponto 𝐵(𝑥0, 𝑦0) genérico diferente de 𝐴, temos que: 

𝑚 =
 𝑦 – 𝑦0

𝑥 – 𝑥0
   

Ou seja, a variação em 𝑦 pela variação em 𝑥 dá o coeficiente angular da reta. 

Manipulando essa expressão, chegamos na equação fundamental da reta: 

𝑦 − 𝑦0 = 𝑚(𝑥 − 𝑥0) 

Exercício 3: Quais são os coeficientes angular e linear, da reta 𝑥 − 𝑦 + 2 = 0? 

Exercício 4: Determine a equação da reta 𝑟 que passa pelo ponto 𝐴(3, 1) e que tem 

coeficiente angular 𝑚 = −2 . 

Exercício 5: Encontre as coordenadas do ponto de interseção entre a reta 𝑟: 𝑥 + 𝑦 −

3 = 0 e a reta que passa pelos pontos 𝐴(2, 3) e 𝐵(1, 2). 

Posições relativas entre retas e planos 

 



 

Reta e planos paralelos: Uma reta é paralela a um plano quando eles não possuem 

nenhum ponto em comum. 

Reta e plano concorrentes: Uma reta é concorrente a um plano quando eles 

possuem um único ponto em comum. 

Reta e plano perpendiculares: Se na interseção entre a reta e o plano passam pelo 

menos duas retas distintas contidas no plano, cada uma delas perpendicular a reta, 

então a reta é perpendicular ao plano. 

Posições relativas entre planos 

 

Planos paralelos distintos: Dois planos são paralelos quando não há ponto de 

interseção entre eles. 

Planos concorrentes: Dois planos são concorrentes quando se intersectam. A 

interseção entre dois planos é uma reta. 

Planos perpendiculares: Dois planos são perpendiculares quando um deles contém 

uma reta perpendicular ao outro plano. 

Exercício 6: Julgue as afirmativas a seguir em verdadeira ou falsa, justificando. 

a) Duas retas distintas, r e s, são paralelas. Se a reta r está contida no plano A, e a 

reta s está contida no plano B, então A e B jamais podem encontrar-se.  

b) Por um ponto fora de um plano, passa uma única reta paralela a esse plano dado. 

c) Uma reta r é paralela a um plano somente se existirem duas retas contidas nesse 

plano e perpendiculares à reta r.  

d) Uma reta é paralela a um plano quando possui dois pontos em comum com ele. 

Exercício 7: Julgue as afirmativas a seguir em verdadeira ou falsa, justificando. 

a) Se uma reta contém dois pontos distintos de um plano, ela tem pelo menos mais 

um ponto nesse plano. 

b) Uma reta que tem um ponto sobre um plano está contida nesse plano. 

c) Uma reta contida num plano tem um ponto que pertence a esse plano. 

d) Uma reta contida num plano tem um único ponto que pertence a esse plano. 

 

Exercícios complementares: 

1. Ao colocar os pontos (3,2); (√27
3

,1); (−5,7), (−1,5, −0,7) no plano cartesiano, qual 

quadrante ficará vazio? 

2. As retas definidas pelas equações 2𝑥 + 𝑘𝑦 − 6 = 0 e −4𝑥 + (𝑘 − 1)𝑦 + 1 = 0 são 

paralelas, qual o número real 𝑘? 



 

3. O valor de x para que os pontos (𝑥, 2), (𝑥, 4) e (3𝑥, 4), num plano cartesiano (𝑥, 𝑦), 

formem um triângulo de área igual a 10 é? 

4. No plano cartesiano (𝑥, 𝑦), considere uma reta r que passa pelos pontos (1, 2) e 

(3, – 2), e uma retas, que passa pelo ponto (4, 4) e (5, 2). É correto afirmar que as retas 

𝑟 e 𝑠 são  

5. No plano cartesiano, as retas de equações 2𝑥 + 𝑦 =–1,  𝑥–𝑦– 4 = 0 e 2𝑥 + 𝑚𝑦 = 7 

concorrem em um mesmo ponto. Qual o valor de 𝑚? 

Apêndice VII – Material de Geometria Analítica 

Ponto médio 

O ponto médio de um segmento de reta é o ponto que separa o segmento em 

duas partes com medidas iguais. 

Pode ser calculado pela seguinte fórmula: 

 

𝑥𝑀 = (
𝑥𝐴+𝑥𝐵

2
,
𝑦𝐴+𝑦𝐵

2
), 

 

onde 𝑥𝐴 e 𝑦𝐴 são as coordenadas do ponto 𝐴 e 𝑥𝐵 e 𝑦𝐵 são as coordenadas do ponto 

𝐵. Perceba que estamos calculando as coordenadas do ponto médio do segmento 

𝐴𝐵. 

 

Exercício 1: Dadas as coordenadas dos pontos 𝐴(4,6) e 𝐵(8,10) pertencentes ao 

segmento  𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , determine as coordenadas do ponto médio desse segmento. 

Exercício 2: Dados os pontos 𝑃(5,1) e 𝑄(– 2, – 9), determine as coordenadas do ponto 

médio do segmento  𝑃𝑄̅̅ ̅̅ . 



 

Exercício 3: O ponto 𝑀 (10,
3

2
) é o ponto médio do segmento 𝐴𝐵. Sendo o ponto 

𝐵 (13, – 5) um dos extremos desse segmento, qual o par ordenado que representa 

ponto 𝐴? 

Circunferência. 

Seja 𝑂 um ponto qualquer de um plano e 𝑟 uma medida positiva. O conjunto 𝐶 

de pontos do plano que estão a uma distância 𝑟 de 𝑂 (equidistantes) recebe o nome 

de circunferência de centro 𝑂 e raio 𝑟. Ou seja, qualquer ponto 𝑋 pertencente à 𝐶 deve 

satisfazer 𝑑(𝑋, 𝑂) = 𝑟. A união dos pontos de 𝐶 com os pontos do plano tais que 

𝑑(𝑋, 𝑂) < 𝑟 (pontos interiores) é chamado de círculo.  

 

Exercício 4: Determine a equação reduzida da circunferência que possui centro em 

𝐶(3, 6) e raio 4. 

Exercício 5: O centro de uma circunferência é determinado pelo ponto médio do 

segmento 𝑃𝑄, sendo 𝑃(4, 6) e 𝑄(2, 10). Considerando que o raio dessa circunferência 

é 7, determine sua equação reduzida. 

Exercício 6: Determine a equação geral da circunferência com centro no ponto 𝐶(2, 1) 

e que passa pelo ponto 𝐴(1, 1). 

Posição relativa entre ponto e circunferência. 

O ponto comparado à circunferência pode assumir três posições diferentes, 

pode ser: externo à circunferência, interno à circunferência ou pertencer à 

circunferência. 



 

 

Neste exemplo, 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴) é interno a circunferência, 𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵) pertence a 

circunferência e 𝐷(𝑥𝐷 , 𝑦𝐷) é externo a circunferência. 

Deste modo, devemos ter: 

(𝑥𝐴– 𝑎)2 + (𝑦𝐴– 𝑏)2 < 𝑟2 

(𝑥𝐷– 𝑎)2 + (𝑦𝐷– 𝑏)2 > 𝑟2 

(𝑥𝐵– 𝑎)2 + (𝑦𝐵– 𝑏)2 = 𝑟2 

 

 Posição relativa entre reta e circunferência. 

1) Reta externa à circunferência  

Quando a reta e a circunferência não possuem nenhum ponto em comum, 

dizemos que a reta é externa à circunferência. 

Seja 𝐷 um ponto da reta cuja distância até o centro da circunferência é a menor 

possível, e que 𝐵 é um ponto qualquer da circunferência. Nessas circunstâncias,  

𝐷𝐵 >  𝑟, onde 𝑟 é o raio. 

Exemplo de reta externa a circunferência: 



 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 05 abril 2024. 

Reta tangente à circunferência  

Quando a reta e a circunferência possuem apenas um ponto em comum, 

dizemos que a reta é tangente à circunferência. 

Dado 𝐴 um ponto da reta cuja distância até o centro 𝐶 seja a menor possível, 

𝐴𝐶 = 𝑟, em que 𝑟 é o raio da circunferência. Além disso, 𝐴 é o ponto em comum entre 

as duas figuras, também chamado de ponto de tangência. 

Exemplo de reta tangente a circunferência: 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 05 abril 2024. 

Reta secante à circunferência  

Quando a reta e a circunferência possuem dois pontos em comum, dizemos 

que a reta é secante à circunferência. 

Dado 𝐵 um ponto da reta cuja distância até o centro 𝐶 da circunferência seja a 

menor possível, o segmento 𝐵𝐶 será perpendicular à reta e sua medida sempre será 

menor que o raio, ou seja, 𝐵𝐶  <  𝑟. 



 

Exemplo de reta secante a circunferência: 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 05 abril 2024. 

Exercício 7: Verifique qual a posição dos pontos 𝑃(0,0);  𝑄(1, −4);  𝑅(−2,−5) em 

relação à circunferência de equação geral 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 8𝑦 + 13 = 0. 

Exercício 8: Qual a equação da circunferência com centro no ponto 𝐶(2, 1) e tangente 

à reta 3𝑥 − 4𝑦 + 8 = 0? 

Exercício 9: A distância entre um ponto 𝑃 e o centro de uma circunferência de raio 

4cm é dada pela expressão 𝑑 = 3𝑥– 8. Qual o menor valor inteiro de 𝑥 para que o 

ponto 𝑃 seja externo à circunferência? 

 

Exercícios complementares: 

1. O diâmetro de uma circunferência mede 30 cm e o raio é dado pela expressão 𝑟 =

5𝑥

3
+ 5 cm. Qual o valor de 𝑥? 

2. Um ponto A pertence a uma circunferência de raio (2𝑥 +  3) cm. Se a distância 

entre o centro da circunferência e o ponto A é igual a 9 cm, qual o valor de 𝑥? 

3. Qual o valor de 𝑘 que transforma a equação 𝑥² +  𝑦² –  8𝑥 +  10𝑦 +  𝑘 =  0 na 

equação de uma circunferência de raio 7? 

4. Determine o valor de w sabendo que a reta de equação 𝑥 –  𝑦 +  𝑤 =  0 é tangente 

à circunferência de equação 𝑥² +  𝑦² =  9. 

Apêndice VIII – Atividade do Formigueiro 

Considere as formigas A, B e C localizadas nos pontos (3, 1), (7, -1) e (0, 0), 

respectivamente. Represente no papel pontilhado um plano cartesiano e marque a 

posição das formigas A, B e C. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 



 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Sabe-se que o formigueiro F está localizado em um ponto cuja distância é a 

mesma até a localização formigas.  

Vocês têm algum palpite de como calcular a localização do formigueiro F? 

Complete os espaços, utilizando a distância entre dois pontos: 

Distância do formigueiro (𝑥0,𝑦0) até a formiga A (__ , __): 

𝑑𝐹𝐴 = √(𝑥0 −    )2 + (𝑦0 −   )2 

Distância do formigueiro (𝑥0,𝑦0) até a formiga B (__ , __): 

𝑑𝐹𝐵 = √(𝑥0 −    )2 + (𝑦0 −   )2 

Distância do formigueiro (𝑥0,𝑦0) até a formiga C (__ , __): 

𝑑𝐹𝐶 = √(𝑥0 −    )2 + (𝑦0 −   )2 

Sabendo que o formigueiro F tem que estar a igual distância das três formigas, 

temos: 𝑑𝐹𝐴 = 𝑑𝐹𝑉 = 𝑑𝐹𝐶. 

Logo, √(𝑥0 −    )2 + (𝑦0 −   )2 = √(𝑥0 −    )2 + (𝑦0 −   )2 = √𝑥0
2 + 𝑦0

2 

 Use alguma propriedade da radiciação para simplificar essa equação. 

 Teremos que, {
(𝑥0 −    )2 + (𝑦0 −   )2 = 𝑥0

2 + 𝑦0
2

(𝑥0 −    )2 + (𝑦0 −   )2 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2 

 Trabalhe com os produtos notáveis para resolver o sistema de equação acima. 

 𝑥0 =      e      𝑦0= 

Sendo assim, o formigueiro está em F(   ,   ) 

Agora, calcule a distância entre o formigueiro e a origem. Depois calcule as 

distâncias entre o formigueiro e as formigas A, B e C. Escreva todos os resultados 

obtidos. 



 

Marque no papel pontilhado (onde localizou as formigas) as coordenadas do 

formigueiro F. Ligue os pontos que representam as formigas A, B e C ao formigueiro 

F. 

Meça com a régua essas distâncias. Qual é essa medida? 

De que forma esse problema relaciona-se com o conceito de circunferência? 

Com a ponta fixa do compasso no formigueiro desenhe a circunferência que 

passa pelas formigas A, B e C. Após isso, responda: 

Quais as coordenadas do centro da circunferência que você desenhou? 

Quanto mede o raio dessa circunferência? 

Quais as coordenadas dos pontos que pertencem a essa circunferência? 

 

Equação da circunferência 

Observe a circunferência de centro O de coordenadas 𝑂 (𝑎, 𝑏) de raio 𝑟 e um 

ponto P de coordenadas 𝑃(𝑥, 𝑦) pertencente a circunferência. 

 

Usando a fórmula da distância entre dois pontos, temos que a distância entre 

os pontos O e P mostrados na figura é 

𝑑𝑃𝑂 = √(𝑥 − 𝑎 )2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟 

 Daí, (𝑥 − 𝑎 )2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2. Essa é a equação reduzida da circunferência. 

 Assim sendo, responda: 

1. Analisando a equação da circunferência, podemos escrever:  

a) a e b são as coordenadas do _____________ da circunferência.  

b) r é o ___________ da circunferência.  

c) o ponto genérico P de coordenadas (x,y) pode ocupar o lugar de qualquer ponto da 

circunferência, sempre distando ________________ da centro da circunferência. 

 Agora, desenvolva os produtos notáveis da equação reduzida para encontrar a 

equação geral da circunferência e a escreva no caderno. 



 

 Por fim, analisando a posição do formigueiro e a distância do formigueiro até 

as formigas, escreva a equação reduzida e geral da circunferência do nosso problema. 

 

Apêndice IX – Material de Trigonometria no Triângulo Retângulo 

Definição de triângulo. 

Triângulos são figuras geométricas formadas por três segmentos de reta que 

se encontram nas extremidades. Assim, são polígonos com três lados, três ângulos e 

três vértices. 

Elementos de um triângulo 

Os elementos do triângulo são: 

• Lados: Os lados do triângulo são segmentos de reta que se encontram apenas 

em suas extremidades. Um triângulo é uma figura geométrica plana que possui 

três lados. 

• Vértices: São os pontos de encontro entre os lados de um triângulo. Na 

realidade, os vértices são pontos de encontro entre lados de qualquer polígono. 

O triângulo possui apenas três vértices, pois tem três lados. 

• Ângulos internos: Os ângulos internos são ângulos formados por dois lados 

consecutivos de um triângulo que ficam em seu interior. Os triângulos também 

possuem três ângulos internos. Os vértices e os lados desses ângulos são 

também, respectivamente, os vértices e os lados do triângulo. 

• Ângulos externos: Dado um lado qualquer de um triângulo e o prolongamento 

do lado consecutivo a ele, um ângulo externo é a abertura entre esse lado e 

esse prolongamento. 

 

Classificações dos triângulos 

Existem diversas maneiras de classificar triângulos. As duas mais comuns 

levam em consideração as medidas de seus lados e as medidas de seus ângulos: 



 

• Triângulo escaleno: triângulo que possui todos os lados com medidas 

diferentes. 

• Triângulos isósceles: triângulo que possui dois lados com medidas iguais. 

• Triângulo equilátero: triângulo que possui todos os lados com medidas iguais. 

• Triângulo acutângulo: possui todos os ângulos internos menores que 90° 

(ângulo reto). 

• Triângulo obtusângulo: possui exatamente um ângulo interno maior que 90°. 

• Triângulo retângulo: possui exatamente um ângulo interno igual a 90°. 

 

Fonte: Profes. Acesso em 18 abril 2024. 

Propriedades 

 Para todo triângulo, valem as propriedades: 

• A soma dos ângulos internos de qualquer triângulo é sempre igual a 180°. 

• A soma dos ângulos externos de qualquer triângulo é sempre igual a 360°. 

• A soma das medidas de dois lados de um triângulo é sempre maior que a 

medida do terceiro lado. Essa propriedade é chamada de desigualdade 

triangular e fornece uma condição de existência para triângulos. 

• O maior lado de um triângulo é sempre oposto ao seu maior ângulo. Por 

consequência, o menor lado de um triângulo é sempre oposto ao seu menor 

ângulo, assim como o lado “médio” é oposto ao “ângulo médio”. 

• O lado diferente de um triângulo isósceles é chamado de base. Os ângulos da 

base de um triângulo isósceles são congruentes. 

• Todos os ângulos internos de um triângulo equilátero medem 60°. 

Exercício 1: Os triângulos podem ser classificados com relação aos seus ângulos ou 



 

com relação aos seus lados. Dois triângulos colocados lado a lado possuem as 

seguintes características: o primeiro possui um ângulo de 91° e o segundo possui três 

lados iguais. Quais as classificações corretas para esses triângulos? 

Exercício 2: Quanto às classificações de triângulos, julgue os itens a seguir em 

verdadeiro e falso.  

a) Um triângulo isósceles possui dois lados com comprimentos iguais, entretanto, não 

é possível afirmar nada sobre seus ângulos. 

b) Um triângulo equilátero possui todos os lados com comprimentos iguais, entretanto, 

não é possível afirmar nada sobre seus ângulos.  

c) Um triângulo retângulo é aquele que possui dois ângulos retos.  

d) Um triângulo acutângulo é aquele que possui apenas um ângulo agudo.  

e) Um triângulo obtusângulo é aquele que possui apenas um ângulo obtuso. 

Exercício 3: Julgue os itens em verdadeiro e falso. 

a) A soma dos ângulos internos de um triângulo isósceles é igual a 180°.  

b) A soma dos lados de um triângulo sempre é igual à sua área.  

c) A soma de dois lados de um triângulo é sempre menor que o terceiro lado, que não 

foi somado.  

d) Os triângulos retângulos possuem um único ângulo raso.  

e) Um triângulo que possui três lados iguais é chamado de isósceles. 

 

Triângulo retângulo. 

 Além de possuir um ângulo igual a 90°, o triângulo retângulo é formado por dois 

catetos e uma hipotenusa, sendo que os catetos são os lados que formam o ângulo 

reto (90°) e a hipotenusa é o lado oposto ao ângulo reto. 

 Um famoso resultado para esse tipo de triângulo é o Teorema de Pitágoras, 

que afirma que: 

 

“A soma dos quadrados dos catetos de um triângulo retângulo é igual ao quadrado 

de sua hipotenusa.” 

 

 Ou seja 

 

ℎ2 = 𝑐𝑎
2 + 𝑐𝑏

2 

 



 

 Onde ℎ é a medida da hipotenusa, 𝑐𝑎 é a medida de um dos catetos e 𝑐𝑏 é a 

medida do outro cateto. 

Seno, Cosseno e Tangente de um ângulo em um triângulo retângulo. 

As razões trigonométricas são as relações existentes entre os lados de um 

triângulo retângulo. As principais são o seno, o cosseno e a tangente, dados 

informalmente por 

 

𝑆𝑒𝑛𝑜 =
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜

ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
 

𝐶𝑜𝑠𝑠𝑒𝑛𝑜 =
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒

ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎
 

𝑇𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 =
𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑜𝑝𝑜𝑠𝑡𝑜

𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜 𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒
   

 

Os termos cateto oposto e cateto adjacente referem-se a posição do cateto em 

relação ao ângulo cujo seno, cosseno ou tangente está sendo calculado. Além disso, 

denotaremos por sen(𝛼), cos (𝛼) e tg(𝛼) o seno, cosseno e tangente de um ângulo 𝛼 

respectivamente. Veja um exemplo na figura abaixo: 

 

 

sen(𝛼) =
𝑎

𝑐
 

cos(𝛼) =
𝑏

𝑐
 

 tg(𝛼) =
𝑎

𝑏
 



 

Exercício 4: Um teleférico foi instalado ligando uma base ao cume de uma montanha. 

Para a instalação, foram utilizados 1358 m de cabos, dispostos a uma angulação de 

30° em relação ao solo. Qual a altura da montanha? 

Exercício 5: Durante uma partida de futebol, o jogador 1 faz um lançamento para o 

jogador 2 com um ângulo de 48°, como mostra a figura abaixo. Qual a distância que 

a bola deverá percorrer até chegar ao jogador 2? 

 

Fonte: Toda matéria. Acesso em 28 mar. 2024. 

Considere:  

sen(48°) = 0,74  

cos(48°) = 0,66  

tan(48°) = 1,11 

 

Exercício 6: Uma pessoa quer conhecer a largura de um rio antes de atravessá-lo. 

Para isso, ela fixa um ponto de referência na outra margem, como uma árvore, por 

exemplo. Na posição em que se encontra, caminha 10 metros para a esquerda, até 

se forme um ângulo de 30° entre o ponto onde ela está e o ponto de referência na 

outra margem. Calcule a largura do rio. 

Sugestão: Faça um desenho da situação descrita. 

Relação fundamental da trigonometria. 

A relação fundamental da trigonometria é uma aplicação direta do teorema de 

Pitágoras. Seja 𝛼 um ângulo do triângulo retângulo diferente do ângulo reto. Dadas as 

medidas dos catetos 𝑐𝑎, 𝑐𝑜 e da hipotenusa ℎ, sabemos que: 

ℎ2 = 𝑐𝑎
2 + 𝑐𝑜

2 

⇒
ℎ2

ℎ2
=

𝑐𝑎
2

ℎ2
+

𝑐𝑜
2

ℎ2
      

     ⇒ 1 = (
𝑐𝑎

ℎ
)
2

+ (
𝑐𝑜

ℎ
)
2

 



 

              ⇒ 1 = sen2(𝛼) + cos2(𝛼) 

Outra relação importante: 

Seja 𝛼 um ângulo do triângulo retângulo diferente do ângulo reto. Então temos que: 

sen(𝛼)

cos(𝛼)
=

𝑐𝑜

ℎ
𝑐𝑎

ℎ

=
𝑐𝑜

𝑐𝑎
= tg(𝛼) 

Outras relações trigonométricas de triângulos retângulos. 

 Sejam 𝛼 e 𝛽 os dois ângulos de um triângulo retângulo que não são o ângulo 

reto, como na figura abaixo: 

 

Então, pelo fato de que 𝛼 + 𝛽 = 90°, temos: 

sen(𝛼) =
𝑐1

ℎ
= cos(𝛽) = cos (90° − 𝛼) 

 Também vale: 

sen(𝛼) = cos (90° − 𝛼) 

 

 As duas relações acima podem ser reescritas para o cosseno, faça isso. 

 

Exercícios complementares: 

1. Seja 𝑋𝑌𝑍 um triângulo retângulo em 𝑌 cuja medida do cateto 𝑋𝑌 é igual a 6 cm. Se 

a perpendicular a 𝑋𝑍 que contém o ponto médio 𝑀 do cateto 𝑋𝑌 intercepta 𝑋𝑍 no 

ponto P, e se a medida do segmento 𝑃𝑀 é igual a 1,5 cm, então, a medida, em cm, 

do segmento 𝑀𝑍 é quanto? 

2. Determine a altura relativa à hipotenusa de um triângulo retângulo, cujos catetos 

medem 6 cm e 8 cm. 

3. Um avião levanta voo sob um ângulo de 30°. Então, depois que tiver percorrido 

500𝑚, sua altura ℎ em relação ao solo, em metros, será igual a?  



 

Apêndice X – Material de Trigonometria 

Trigonometria no triângulo qualquer 

Os problemas que envolvem trigonometria muitas vezes são resolvidos com 

auxílio de triângulos retângulos. No entanto, no cotidiano, nem sempre encontramos 

situações que se encaixam nesse modelo tão facilmente. Em muitos casos, lidamos 

com triângulos acutângulos ou obtusângulos, o que demanda o uso da Lei dos Senos 

ou da Lei dos Cossenos para resolver essas situações de forma eficaz. 

Lei dos senos 

Dado um triângulo 𝐴𝐵𝐶, a Lei dos Senos ou Teorema dos Senos indica que a 

relação entre a medida do lado de um triângulo e o seno do ângulo oposto a esse lado 

será sempre constante. Essa lei é representada pela seguinte fórmula: 

 

𝑎

sen 𝐴̂
=

𝑏

sen 𝐵̂
=

𝑐

sen 𝐶̂
 

 

 Onde 𝑎, 𝑏 e 𝑐 são os lados opostos aos vértices 𝐴, 𝐵 e 𝐶 respectivamente, 

enquanto 𝐴̂, 𝐵̂ e 𝐶̂ são os ângulos internos do triângulo, determinados pelos seus lados 

e os vértices 𝐴, 𝐵 e 𝐶 respectivamente. 

 

Fonte: Educa Mais Brasil. Acesso em 29 mar. 2024. 

 

Os triângulos retângulos 𝐴𝐵𝐷 e 𝐵𝐶𝐷 são gerados a partir do corte do triângulo 

𝐴𝐵𝐶 em duas partes. Segue que: 

 

sen 𝐴̂ =
𝐵𝐷

𝑐
⇒ sen 𝐴̂ × 𝑐 = 𝐵𝐷 

 



 

Analogamente, 

 

sen 𝐶̂ =
𝐵𝐷

𝑎
⇒ sen 𝐶̂ × 𝑎 = 𝐵𝐷 

 

Assim, temos que sen 𝐴̂ × 𝑐 = sen 𝐶̂ × 𝑎 = 𝐵𝐷. Logo,  

 

𝑎

sen 𝐴̂
=

𝑐

sen 𝐶̂
 

 

Para chegar à igualdade com 
𝑏

sen 𝐵̂
 , basta utilizar o outro triângulo retângulo e 

um raciocínio análogo. 

Exemplo: Suponha que em um triângulo 𝐴𝐵𝐶, temos os seguintes dados: 

• O ângulo 𝐴̂ mede 30°; 

• O lado oposto ao ângulo 𝐴̂ tem comprimento 4 unidades; 

• O ângulo 𝐵̂ mede 30°. 

Queremos encontrar o comprimento do lado oposto ao ângulo 𝐵̂. 

Substituindo os valores conhecidos na fórmula da lei dos senos, 

 

4

sen 30°
=

𝑏

sen 30°
 

segue que  

4

1/2
=

𝑏

1/2
 

Que resulta em 𝑏 = 4. 

Portanto, o comprimento do lado oposto ao ângulo 𝐵̂ é 4 unidades. 

Lei dos Cossenos. 

Dado um triângulo 𝐴𝐵𝐶, a Lei dos Cossenos é usada para realizar o cálculo 

dos lados e dos ângulos do triângulo, desde seja dado algum valor. Essa lei é dada 

pelas seguintes fórmulas: 

 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2 × 𝑏 × 𝑐 × cos 𝐴̂, 

 ou 

𝑏2 = 𝑎2 + 𝑐2 − 2 × 𝑎 × 𝑐 × cos 𝐵̂, 



 

ou 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2 × 𝑎 × 𝑏 × cos 𝐶̂. 

 

Onde 𝑎, 𝑏 e 𝑐 são os lados do triângulo enquanto 𝐴̂, 𝐵̂ e 𝐶̂ são os ângulos 

internos do triângulo, determinados pelos lados do triângulo e os vértices 𝐴, 𝐵 e 𝐶 

respectivamente. 

 

Fonte: Educa Mais Brasil. Acesso em 29 mar. 2024 

 

Veja que 𝑏 = 𝑚 + 𝑛 e 𝑚 = 𝑐 × cos 𝐴̂.  

Aplicando o Teorema de Pitágoras nos triângulos 𝐴𝐵𝐷 e 𝐵𝐷𝐶, temos que: 

 

𝑐2 = 𝑚2 + ℎ2, 

e 

𝑎2 = 𝑛2 + ℎ2. 

 

Substituindo 𝑛 = 𝑏 − 𝑚 e ℎ2 = 𝑐2 − 𝑚2 na segunda equação acima, temos: 

 

𝑎2 = (𝑏 − 𝑚)2 + 𝑐2 − 𝑚2 

                       𝑎2 = 𝑏2 − 2 × 𝑏 × 𝑚 + 𝑚2 + 𝑐2 − 𝑚2 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2 × 𝑏 × 𝑚 

 

Mas 𝑚 = 𝑐 × cos 𝐴̂, logo, 

 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2 × 𝑏 × 𝑐 × cos 𝐴̂ 

Exemplo: Suponha que em um triângulo 𝐴𝐵𝐶, temos os seguintes dados: 



 

• O lado 𝑎 tem comprimento 5 unidades; 

• O lado 𝑏 tem comprimento 7 unidades; 

• O ângulo 𝐶̂ mede 60∘. 

Queremos encontrar o comprimento do lado 𝑐, oposto ao ângulo 𝐶̂. 

Substituindo os valores conhecidos: 

 

𝑐2 = 52 + 72 − 2 × 5 × 7 × cos(60°) 

𝑐2 = 25 + 49 − 70 ×
1

2
                           

𝑐2 = 25 + 49 − 35                                   

𝑐2 = √39 = 6,245                                    

Exercício 1: No triângulo a seguir, determine a medida do lado 𝐴𝐶, tendo em vista as 

medidas presentes nele.  

 

 

Exercício 2: (Mackenzie – SP) Três ilhas 𝐴, 𝐵 e 𝐶 aparecem num mapa em escala 

1: 10000, como na figura. Qual a distância entre as ilhas 𝐴 e 𝐵? 

 

 

Exercício 3: (UF- Viçosa) Dois lados de um terreno de forma triangular medem 15 m 



 

e 10 m, formando um ângulo de 60°, conforme a figura abaixo: 

 

Qual o comprimento do muro necessário para cercar o terreno, em metros? 

Exercício 4: (UF- Juiz de Fora) Dois lados de um triângulo medem 8 𝑚 e 10 𝑚 e 

formam um ângulo de 60°. Qual a medida do terceiro lado desse triângulo? 

Exercício 5: Qual é a medida do lado oposto ao ângulo de 30°, em um triângulo, 

sabendo que os outros dois lados medem 2 e √3? 

Círculo trigonométrico. 

O Círculo Trigonométrico, também chamado de Ciclo ou Circunferência 

Trigonométrica, é uma representação gráfica que auxilia no cálculo das razões 

trigonométricas. Veja: 

 

 

 

De acordo com a simetria do círculo trigonométrico, o eixo vertical corresponde 

ao seno, enquanto o eixo horizontal corresponde ao cosseno. Cada ponto do círculo 

está associado aos valores dos ângulos em radianos. Além disso, o círculo tem raio 

igual a 1. 



 

Um arco no círculo trigonométrico pode ser medido em graus (°) ou radianos 

(rad).  

• Um grau (°) corresponde a 
1

360
 da circunferência, onde esta é dividida em 360 

partes iguais, cada uma representando um ângulo de 1°.  

• Um radiano (𝑟𝑎𝑑) é a medida de um arco da circunferência cujo comprimento 

é igual ao raio do círculo. 

Sabendo que 𝜋 𝑟𝑎𝑑 equivale a 180°, podemos converter graus para radianos 

(ou radianos para graus) usando regra de três. 

O círculo trigonométrico é dividido em quatro quadrantes, sendo eles: 

 1° quadrante: 0° à 90° 

 2° quadrante: 90° à 180° 

 3° quadrante: 180° à 270° 

 4° quadrante: 270° à 360° 

De acordo com o quadrante em que está inserido, os valores do seno, cosseno 

e tangente variam. Ou seja, os ângulos podem apresentar um valor positivo ou 

negativo. Veja: 

 

Fonte: Toda Matéria. Acesso em 29 mar. 2024. 

 Além das relações trigonométricas que já vimos, existem algumas outras, 

como: 

𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 =
𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑛𝑜

𝑠𝑒𝑛𝑜
 

𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒 =
1

𝑠𝑒𝑛𝑜
      

        𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒 =
1

𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑛𝑜
 

 



 

 No círculo trigonométrico, temos as seguintes situações: 

 

Fonte: Realize educacional. Acesso em 29 mar. 2024. 

Exercício 6: (Vunesp-SP) Em um jogo eletrônico o “monstro” tem a forma de um setor 

circular de raio 1 𝑐𝑚, como mostra a figura. 

 

A parte que falta no círculo é a boca do “monstro”, e o ângulo de abertura mede 

1 radiano. Qual o perímetro “do monstro”, em 𝑐𝑚? 

Exercício 7: (PUC-MG) Os moradores de certa cidade costumam fazer caminhada 

em torno de duas de suas praças. A pista que contorna uma dessas praças é um 

quadrado de lado 𝐿 e tem 640 𝑚 de extensão; a pista que contorna a outra praça é um 

círculo de raio 𝑅 e tem 628 𝑚 de extensão. Nessas condições, o valor da razão 𝑅/𝐿 é 

aproximadamente igual a quanto? 

Exercício 8: (UFRS) Os ponteiros de um relógio marcam duas horas e vinte minutos. 

Qual o menor ângulos entre os ponteiros? 

Apêndice XI – Material de Funções Trigonométricas 

Função seno. 

Chamamos de função seno a função de 𝑓 ∶  ℝ → ℝ tal que 𝑓(𝑥)  =  sen(𝑥), 

onde 𝑥 é o ângulo em radianos. 



 

Gráfico da função seno. 

 

Fonte: Mundo Educação. Acesso em 30 mar. 2024 

 

 Domínio da função seno. 

Sabemos que, para todo número real, existe um valor para sen(𝑥), então 

podemos afirmar que o domínio 𝐷 da função seno é tal que 𝐷 = ℝ. 

Imagem da função seno  

Como vimos no encontro anterior, a razão trigonométrica seno possui como 

valor máximo 1 e como valor mínimo −1. Então, a imagem 𝐼𝑚 da função seno está no 

intervalo [ −1, 1], isto é 𝐼𝑚 = [−1,1]. Perceba que é isso que acontece no gráfico 

acima. 

Período da função seno  

Conhecemos como período o menor intervalo em que acontece a repetição dos 

valores da imagem e, consequentemente do gráfico da função. Podemos notar que a 

função seno é periódica, ou seja, o gráfico se repete a cada período, de modo que o 

período 𝑝 da função seno é tal que 𝑝 = 2𝜋. 

Função cosseno. 

Chamamos de função cosseno a função 𝑓 ∶ ℝ → ℝ em que a lei de formação 

é dada por 𝑓(𝑥)  =  cos(𝑥), sendo 𝑥 o ângulo em radianos. 

 Gráfico da função cosseno. 

 

Fonte: Mundo educação. Acesso em 30 mar. 2024. 

Domínio da função cosseno  



 

Assim como a função seno, a função cosseno está definida no conjunto dos 

números reais, ou seja 𝐷 = ℝ.  

Imagem da função cosseno  

Novamente, como na função seno, a função cosseno possui imagem nos 

números reais entre −1 e 1, ou seja, 𝐼𝑚 =  [ –  1, 1]. 

Período da função cosseno  

Como vimos na representação gráfica, a função cosseno é periódica, ou seja, 

o seu comportamento passa a se repetir, e o período dessa função é tal que  𝑝 = 2𝜋. 

Função tangente  

A função tangente não é limitada como a função seno e a função cosseno. Além 

disso, existem alguns valores para os quais a função tangente não está definida. A lei 

de formação da função tangente é 𝑓(𝑥)  =  tg(𝑥). 

Gráfico da função tangente. 

 

Domínio da função tangente  

A tangente é a razão entre o seno e o cosseno, portanto, para os valores em 

que cos(𝑥) = 0, a função tangente não está definida, pois não realizamos divisão por 

zero. Os ângulos em que isso acontece são os ângulos de 
𝜋

2
, 

3𝜋

2
 e qualquer ângulo 

múltiplo deles. Logo, o domínio 𝐷 da função tangente é: 

𝐷 = {𝑥 ∈ ℝ; 𝑥 ≠
𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ} 

𝑦 = tg(𝑥) 



 

Imagem da função tangente  

Como podemos ver no gráfico, a imagem da função tangente está no conjunto 

dos números reais, ou seja, 𝐼𝑚 = ℝ. 

Período da função tangente  

A função tangente é também uma função periódica, mas, diferentemente das 

anteriores, temos que  𝑝 = 𝜋. Veja o gráfico acima. 

Exercício 1: Dada a função 𝑓(𝑥)  =  2 +  4𝑠𝑒𝑛(𝑥), qual seu conjunto imagem? 

Exercício 2: Esboce o gráfico da função 𝑓(𝑥) = 2𝑠𝑒𝑛 𝑥 

Exercício 3: Esboce o gráfico da função 𝑓(𝑥) = 2 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥, determine seu domínio, 

imagem e período. 

Exercício 4: Dada a função trigonométrica 𝑓(𝑥) =
1

4−𝑠𝑒𝑛(𝑥)
. Qual o menor valor que 

𝑓(𝑥) pode assumir? 

Função secante. 

Conhecida como a razão trigonométrica recíproca do cosseno, a secante está 

definida para ângulos cujo cosseno é diferente de zero. Para encontrarmos a secante 

de um ângulo 𝑥, basta calcularmos então o recíproco do valor de seu cosseno. 

sec(𝑥) =
1

cos (𝑥) 
 

Gráfico da função secante: 

 

Fonte: Realize educação. Acesso em 30 mar. 2024. 

Função cossecante. 

Conhecida como a razão trigonométrica recíproca do seno, a cossecante é 

definida para ângulos cujo seno é diferente de zero. Para encontrarmos a cossecante 



 

de um ângulo 𝑥, basta calcularmos então o recíproco do valor de seu seno. 

cossec(𝑥) =
1

sen (𝑥)
 

Gráfico da função cossecante: 

 

Fonte: Realize educação. Acesso em 30 mar 2024 

Função cotangente. 

Conhecida como a razão trigonométrica recíproca da tangente, a cotangente 

está definida para ângulos cuja tangente é diferente de zero. Para encontrarmos a 

cotangente de um ângulo 𝑥, basta calcularmos o recíproco do valor de sua tangente. 

cotg (𝑥) =
1

tg (𝑥)
 

Gráfico da função cotangente: 

 

Fonte: Realize educação. Acesso em 30 mar. 2024. 

Exercício 5: Sabendo-se que 𝑥 =  90º, qual o valor da expressão abaixo? 

𝑐𝑜𝑡𝑔
𝑥

2
+ 𝑐𝑜𝑠𝑠𝑒𝑐

𝑥

2
 



 

Exercício 6: Calcule 𝑠𝑒𝑐(405°). 

Exercício 7: O que você acha sobre a igualdade 𝑐𝑜𝑠3𝑥 =  3𝑐𝑜𝑠𝑥, é falsa ou 

verdadeira em ℝ? 

Exercícios complementares: 

1. Se 𝑀 e 𝑚 são respectivamente os valores máximo e mínimo que a função 𝑓 ∶  ℝ →

 ℝ definida por 𝑓(𝑥)  =  3𝑠𝑒𝑛2𝑥 +  7𝑐𝑜𝑠2𝑥 pode assumir, então qual o produto 𝑀.𝑚? 

2. Considere as funções reais de variável real definidas por 𝑓(𝑥)  =  𝑠𝑒𝑛(1 +  𝑥/2 )𝜋 e 

𝑔(𝑥)  =  𝑠𝑒𝑛(1–  𝑥/2 )𝜋. Se 𝐾 = 𝑓(9). 𝑔(9), então, qual o valor de 𝐾? 
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