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1. INTRODUCAO

O presente trabalho descreve as atividades realizadas na disciplina de
Metodologia e Préatica de Ensino de Matemética — Estagio Supervisionado II, no
projeto de ensino e extensado “PROMAT — Programa de Acesso e de Permanéncia de
Estudantes da Rede Publica de Ensino em Universidades Publicas: um enfoque a
area de Matematica”, realizado no segundo semestre do ano letivo de 2023, no inicio
do ano civil de 2024, pelos académicos do quarto ano do curso de Licenciatura em
Matemética da UNIOESTE.

O PROMAT tem por objetivo oferecer, por meio de dez encontros, suporte para
alunos do ensino médio da rede publica de ensino que tenham interesse em realizar
a prova do Enem — Exame Nacional do Ensino Médio — e demais vestibulares para
ingressar no Ensino Superior. Dessa forma, sdo abordados durante as aulas
conteldos matematicos relevantes para um bom desempenho nessas avaliacdes.

Este trabalho € composto por uma breve descricdo acerca do projeto, seguido
do cronograma, planejamento e relatérios referentes aos dez encontros. Por fim, séo
feitas as consideracdes finais.

Durante o planejamento das aulas, nosso objetivo foi desenvolver um trabalho
diferente do que os alunos estdo acostumados dentro do ambiente escolar,
acreditando que dessa forma a aula poderia se tornar mais atrativa. Para isso,
buscamos adotar durante os encontros trabalhos em grupo, apresentacbes em

PowerPoint, materiais concretos e manipulaveis, jogos e dinamicas.
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2. PROMAT

O PROMAT se trata de um projeto, realizado na forma de curso preparatorio
gratuito oferecido pela Universidade Estadual do Oeste do Parana e desenvolvido pelo
Colegiado do Curso de Licenciatura plena em Matematica do campus de Cascavel. O
curso tem como publico-alvo alunos da rede publica de ensino que buscam ingressar
no Ensino Superior. Por isso, sdo abordados durante os encontros conteudos
matematicos do Ensino Médio que estdo presentes no Enem e em outros vestibulares.
Quando ha vagas disponiveis, também sdo ofertadas vagas para qualquer pessoa
interessada em aprender Matemética, inclusive académicos.

O PROMAT ¢ dividido em duas partes. A primeira parte € ministrada pelos
académicos do terceiro ano do curso de Matematica, matriculados na disciplina de
Metodologia e Préatica de Ensino: Estagio Supervisionado |I. Essa turma realiza o
projeto no primeiro semestre do ano letivo em questdo. Ja na segunda parte, 0s
responsaveis pelos encontros séo os alunos licenciandos do quarto ano do curso de
Matematica, matriculados na disciplina de Metodologia e Prética de Ensino: Estagio
Supervisionado Il que executam o projeto no segundo semestre letivo.

O programa ocorre nas dependéncias do campus de Cascavel da UNIOESTE
e tem duracao de dez encontros. Os encontros acontecem aos sdbados no periodo
da manha, com duracéo de aproximadamente trés horas e quarenta minutos, das 8:00
as 11:40, com um intervalo de vinte minutos para o lanche. Ao final do curso, os alunos
com frequéncia maior ou igual a 70% recebem um certificado de participagao.

As aulas séo planejadas com o intuito de romper com a cultura da memorizacéo
e do paradigma do exercicio das escolas tradicionais. Logo, priorizamos o uso de
jogos, dindmicas e atividades diferenciadas no ambiente de ensino. Ademais,
acreditamos que tais tecnologias sao ferramentais poderosas para facilitar a

aprendizagem.
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3 OPCAO TEORICA E METODOLOGICA

A principal metodologia utilizada foi a de resolucdo de problemas que &,
segundo Barros e Gervazio (2021), justificavel por diversas razfes, cada uma
fundamentada em principios pedagogicos solidos e em resultados observados na
pratica educacional. Primeiramente, a resolucdo de problemas desafia os alunos a
pensar criticamente. Eles devem analisar a situacao, identificar os dados relevantes,
formular hipéteses, testar solucdes e verificar resultados. Esse processo desenvolve
habilidades de pensamento légico e analitico, essenciais hdo s6 para a matemética,
mas para a tomada de decisdes em todas as areas da vida. Além disso, ao resolver
problemas, os alunos veem a matematica como uma ferramenta Gtil para enfrentar
situacdes reais. Isso torna o aprendizado mais relevante e motivador. Em vez de
memorizarem formulas abstratas, eles entendem como e por que essas férmulas séo
aplicadas, o que promove uma compreensao mais profunda e duradoura.

Barros e Gervazio (2021) ainda destacam que problemas desafiadores também
despertam a curiosidade dos alunos e incentivam a participacdo ativa nas aulas.
Quando os alunos sao envolvidos em tarefas que exigem raciocinio e criatividade,
eles se sentem mais motivados a aprender. A resolugédo de problemas transforma a
sala de aula em um ambiente dindmico e interativo. Ademais, muitos problemas
matematicos sdo mais bem resolvidos em grupo, o que promove a colaboracao entre
os alunos. Eles aprendem a comunicar suas ideias, a ouvir as sugestdes dos colegas
e a trabalhar juntos para encontrar solucdes. Essas interagcbes desenvolvem
habilidades sociais e de trabalho em equipe, essenciais no mundo moderno.

A pratica da resolucédo de problemas prepara os alunos para exames como o
ENEM e outros vestibulares, onde a capacidade de aplicar conceitos em situacdes
novas é frequentemente avaliada. Além disso, essa abordagem € benéfica para o
desempenho académico geral, pois ensina os alunos a abordar questbes complexas
de forma estruturada e confiante. Resolver problemas matematicos pode ser
desafiador e, as vezes, frustrante. No entanto, essa experiéncia € valiosa para
desenvolver a resiliéncia e a perseveranca. Os alunos aprendem que errar faz parte
do processo de aprendizado e que a persisténcia € necessaria para superar
dificuldades.

Para Roitman (1979) a resolucéo de problemas néo se limita a encontrar uma

Unica resposta correta; muitas vezes, existem multiplas maneiras de abordar uma
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guestao. Isso incentiva os alunos a pensar de forma criativa e a explorar diferentes
estratégias e métodos, ampliando suas habilidades cognitivas e sua flexibilidade
mental. A metodologia de resolucdo de problemas também permite a integracdo da
matematica com outras disciplinas. Problemas interdisciplinares ajudam os alunos a
ver conexdes entre diferentes areas do conhecimento, promovendo uma educacéo
mais holistica e contextualizada.

No mundo profissional, a habilidade de resolver problemas complexos é
altamente valorizada. A prética regular da resolucéo de problemas na escola prepara
os alunos para os desafios que enfrentardo em suas carreiras, tornando-os mais
adaptaveis e eficazes em suas futuras profissées. Assim, a Metodologia de Resolucéo
de Problemas é uma abordagem pedagdgica que enriquece o0 ensino da matematica
de véarias maneiras, desenvolvendo habilidades cognitivas, sociais e emocionais que

séo fundamentais para o sucesso académico e profissional.

4. Cronograma

Apresentamos abaixo, por meio de um quadro, o cronograma do projeto.
Tabela 1 — Cronograma do PROMAT 2024

Encontro Data Conteudo
1 02/03/2024 Analise combinatoria
2 09/03/2024 Probabilidade
3 16/03/2024 Matrizes e determinantes
4 23/03/2024 Sistemas lineares
5 06/04/2024 Geometria analitica
6 13/05/2024 Geometria analitica
7 20/05/2024 Trigonometria
8 27/05/2024 Trigonometria
9 04/05/2024 Funcdes trigonométricas
10 11/05/2024 Gincana

Fonte: Produzida pelos autores.
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5. Planos e relatérios de Encontro.
A seguir, apresentamos os planos de aula de cada um dos encontros, seguidos

de seus respectivos relatérios.

5.1 Plano de Encontro — Aula |

Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.
Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.
Conteudo: Andlise combinatoria.

Objetivo geral: Desenvolver a compreensédo e aplicacdo dos principios da andlise
combinatodria, capacitando os estudantes a resolver problemas de contagem e

organizacdo de elementos em diferentes contextos matematicos.

Objetivos especificos:

e Compreender os conceitos de arranjos, combinacfes e permutacdes e aplica-
los em situacdes cotidianas e problemas matematicos;

e Resolver exercicios praticos, escolhendo abordagens apropriadas para
problemas de andlise combinatoria;

¢ Diferenciar e aplicar casos especiais de arranjos e combinacdes em diferentes
contextos matematicos;

e Utilizar o principio multiplicativo na resolu¢cdo de problemas que envolvem
experimentos compostos;

e Integrar conhecimentos para resolver desafios complexos que demandam a

aplicacdo combinada de diferentes técnicas em andlise combinatoria.

Tempo de execugao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.
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Recursos didaticos: Quadro, giz, material dos alunos.

Encaminhamento metodolégico:

Inicialmente, receberemos os alunos na sala de aula e conduziremos uma
dindmica de apresentacdo. Nessa atividade, cada aluno tera a oportunidade de
compartilhar seu nome, idade, curso superior de interesse e 0s motivos que o levaram
a se matricular no PROMAT. Em seguida, nés, os estagiarios, nos apresentaremos e
faremos uma breve explicagdo sobre a dindmica dos encontros e detalhes sobre o
contetdo programético do PROMAT.

10 minutos

Na sequéncia, para iniciar a discussdo sobre analise combinatoria,
questionaremos 0s alunos sobre a razdo da inser¢cao de um novo digito nos nimeros
de telefones celulares nos Uultimos anos. Apds ouvir algumas respostas,
perguntaremos acerca das placas de carros, modificadas nos dltimos anos. Apos
essas duas discussoes, distribuiremos o material de aula (apéndice I) contendo
definicdes, exemplos e exercicios que serdo abordados durante o encontro.

Posteriormente, conduziremos uma leitura coletiva das definicbes de
permutacdo simples e permutacdo com repeticdo. A partir dessa leitura,
apresentaremos um exemplo pratico utilizando permutacao simples e outro utilizando

permutacdo com repeticdo, a fim de consolidar o entendimento do tema pelos alunos.

Permutacédo Simples:

Uma permutacdo simples é a ordenacdo dos elementos de um conjunto
finito, quando seus elementos ndo se repetem, sdo distintos. E utilizada para
determinar a quantidade dessas ordenacdes. A quantidade B, de permutacdes de
um conjunto de n elementos é igual a n! (leia-se n fatorial). A férmula para
determinar a quantidade de permutacdes simples é

PB,=nl=n-n-1)-(n—2)-..-3-2-1

Exemplo 1: Considere um grupo de trés amigos: Ana, Bruno e Carlos. Eles decidiram
organizar uma fila para tirar uma foto. De quantas maneiras diferentes eles podem se
posicionar na fila?

Resolucéo proposta:
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A permutacado simples € usada quando a ordem dos elementos é importante.
Neste caso, temos trés pessoas, e a permutacdo seria representada por 3!, que € o
produto de todos os nimeros inteiros positivos até 3.
31=3x2x1=6
Portanto, ha 6 maneiras diferentes de Ana, Bruno e Carlos se posicionarem

na fila.

Permutacdo com repeticéo:

Uma permutacdo com elementos repetidos acontece quando em um
conjunto de n elementos, alguns destes sao iguais.

Na féormula para determinar o nimero de permutacdes com repeticao,
dividimos o fatorial do nimero total n de elementos, pelo produto entre os fatoriais

dos elementos que se repetem. Assim,

|
plenka,ki) _ n:
n k! X k! X X k!

€ 0 numero de permutacdes de n elementos, onde um elemento se repete k,

vezes, outro k, vezes e assim por diante.

Exemplo 2: Suponha que estamos organizando uma festa de aniversario e temos um
bolo com velas. As velas vém em trés cores: vermelha, azul e verde. De quantas
maneiras diferentes podemos posicionar cinco velas no bolo, sabendo que temos
duas velas vermelhas e uma azul.
Resolucgéo proposta:

Neste caso, a permutacdo com repeticdo € apropriada, ja que algumas velas
podem ser da mesma cor. A férmula para a permutacdo com repeticédo é n!/(k;! X k,
I'X ...X k;!), onde n é o total de objetos e kq, ky, ..., k; S&0 0 nUmero de repeticdes de
cada objeto.

Se tivermos 5 velas no total, com 2 vermelhas, 1 azul e 2 verdes, a férmula

seria:
5! 120
20x1Ix2] 2x1x2
Jaquen=5 k=2 k,=1ek; =2

30

Portanto, hd 30 maneiras diferentes de posicionar essas velas coloridas no

bolo.
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Em seguida, retornaremos ao problema da quantidade de digitos nos numeros

de telefone celular no Brasil. Pediremos que os alunos, a partir do que foi visto até o
momento, calculem o nimero de possibilidade de niumero de telefone que tinhamos
antes da mudanca e quantas possibilidade temos agora.
Resolucéo proposta:
Antes da mudanca:

108 = 100000000
ApOGs a mudanca:

10° = 1000000000

30 minutos

Feito isso, voltaremos ao material dos alunos para fazermos a leitura da
definicdo de arranjo com toda a turma. Explicaremos a diferenca entre arranjo e
permutacéo, reforcando que a principal diferenca entre permutacao e arranjo esta na
guantidade de elementos que sao considerados de cada vez. Em permutacoes, todos
0s elementos sdo levados em conta, enquanto em arranjos apenas um numero
especifico de elementos € considerado, mantendo a ordem importante em ambos os

casos.

Arranjo Simples
Os arranjos simples sado aqueles sem elementos repetidos no seu conjunto. Para

calcular o niumero de arranjos formados por p elementos de um conjunto finito

de n elementos distintos, utilizamos a seguinte férmula:

n!
Ao» = )

Onde,
e Amp) € 0 nUmero de arranjos em um conjunto com n elementos tomados p
ap;
e n é 0 numero total de elementos no conjunto;

e p é 0o numero de elementos ordenados.

Subsequentemente, resolveremos dois exemplos simples que envolvem

arranjos.

Exemplo 3: Suponha que temos 5 livros diferentes (A, B, C, D, E) e queremos
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organizar uma prateleira com apenas 3 desses livros, mantendo a ordem. Qual é o
namero de maneiras de organizar essa prateleira?

Resolucao proposta:

51
43 =53

=60

Exemplo 4: Como meio de incentivar os estudantes a realizarem uma prova
diagnoéstica, uma determinada escola decidiu sortear trés estudantes para serem
premiados com um dia no clube, uma bola de futsal e um jogo de xadrez,
respectivamente. Sabendo que 20 estudantes foram fazer a prova e que esses trés
alunos seriam sorteados simultaneamente, qual € a quantidade de resultados
possiveis para esse sorteio?

Resolucédo proposta:

Usando a férmula do arranjo para n estudantes totais e k sorteados:
20!

A(2013) = m = 6840
Em seguida, iremos propor que os alunos resolvam um exercicio sobre

arranjo.

Exercicio 1: Suponha que em uma competicdo de programacéao, ha 10 participantes
de diferentes escolas. O comité organizador deseja formar uma equipe de
desenvolvimento de software composta por 4 membros, onde havera um lider, dois
programadores e um testador. Cada escola pode fornecer no maximo um
representante para cada papel. Determine o nimero de maneiras Unicas de formar a
equipe de desenvolvimento.
Resolucéo proposta:

Devemos fazer a selecao de 4 participantes para papéis especificos (lider, 2
programadores e 1 testador) a partir de um grupo de 10 participantes de diferentes

escolas, sem permitir repeticdes para cada papel. Podemos usar a férmula do arranjo:
10!

Awon = o)1

Reservaremos cinco minutos para que os alunos resolvam o exercicio e em

= 5040

seguida, pediremos que um voluntario va a lousa fazer a resolugéo, explicando o
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raciocinio utilizado para toda a turma.
30 minutos

Feito isso, iremos trabalhar a definicdo de combinag&o, bem como diferencia-
la do arranjo. Faremos isso explicitando que em um arranjo, a ordem € crucial,
significando que a disposicéo especifica dos elementos € levada em conta. Por outro
lado, em uma combinacdo, a ordem ndo é relevante, e o foco estd apenas nos

elementos selecionados, independentemente de sua ordem.

Combinacéao

Combinacdo € aquantidade de grupos que podemos formar com p
elementos retirados de um conjunto de n elementos. Nessa contagem, buscamos
identificar todos os subconjuntos com n elementos de um conjunto inicial p.

Utilizamos a seguinte férmula para calcula-la:

c n!
@) = pl(n—p)!

A patrtir disso, iremos fazer dois exemplos utilizando combinacéo.

Exemplo 5: Suponha que vocé tenha um grupo de 5 amigos (A, B, C, D, E) e queira
escolher uma equipe de 2 pessoas para participar de um jogo. Qual é o nimero de
maneiras Unicas de formar essa equipe?
Resolucédo proposta:

5!

Cis.2) = TE D 10

Exemplo 6: Considere as letras da palavra "COMBINACAOQO". Queremos formar uma
combinacdo de 3 letras distintas a partir dessa palavra. Qual € o numero de
combinacdes possiveis?
Resolucéo proposta:

10!

Caos) = 3, (10 —3)! 120

Resolvidos os exemplos, solicitaremos que o0s alunos resolvam um exercicio

sobre combinacéo.
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Exercicio 2: Em um torneio de xadrez, ha 8 participantes de diferentes escolas. O
comité organizador deseja formar uma equipe de anélise composta por 3 membros,
onde haverd um estrategista, um especialista em finais de partida e um jogador
defensivo. Cada escola pode fornecer no maximo um representante para cada papel.
Determine o numero de maneiras Unicas de formar a equipe de analise.
Resolucéo proposta:

A situacdo descrita envolve a selecdo de 3 participantes para papéis
especificos (estrategista, especialista em finais de partida e jogador defensivo) a partir
de um grupo de 8 participantes de diferentes escolas, sem permitir repeticdes para

cada papel. Podemos usar a férmula da combinacéo:
8!
o3 =373y~

Reservaremos sete minutos para que os alunos resolvam o exercicio e em

56

seguida, pediremos que um voluntario va a lousa fazer a resolugéo, explicando seu
passo a passo para a turma. Em seguida, faremos o intervalo.

30 minutos

Ao retornarmos do intervalo iremos propor que os alunos se sentem em duplas

para a realizacdo de um jogo.

A Loteria
Regras do jogo:
¢ De maneira individual, cada aluno receberd uma cartela.
e Os alunos deverao preencher em uma cartela o total de 6 numeros.
e Em seguida, irdo preencher mais 9 nimeros, totalizando 15 nameros.
e Por fim, deverdo preencher outros 5 numeros, totalizando 20 numeros.
Modo de Jogar:

Serao sorteados seis numeros aleatérios, em um total de trés rodadas, vencera
cada rodada o detentor da cartela que tiver seis nimeros sorteados ou aquela que
chegar mais proximo dessa quantidade, caso haja empate os ganhadores deverao
dividir o prémio.

30 minutos
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Na sequéncia trabalharemos com as seguintes atividades, que retomardo o

jogo.

Atividade 1 — Combinacdes da primeira marcagéo:

a) Sabendo que a Mega-Sena consiste no sorteio de 6 numeros distintos escolhidos
ao acaso entre os numeros 1 a 60, calcule de quantos modos possiveis pode ocorrer
o resultado de um sorteio da Mega-Sena.

Resolucao proposta:

60!
C600 = 5160 - 6)!

= 50.063.860

b) Agora calcule de quantas maneiras possiveis podemos combinar 5 nUmeros com
uma aposta simples (6 numeros).

Resolucao proposta: Para formar uma quina com uma aposta de 6 niumeros, temos
que fazer a combinacdo dos 6 numeros tomados 5 a 5 e 0 sexto niumero pode ser
qualquer um dos 54 que nao foram apostados, ou seja, a combinac¢éo dos 54 numeros
tomados 1 a 1.

6 541 6! _ 541
Com X Coan =7, 6-5) 11(54—1)! _ 5111 < 1I53]

= 324

c) Calcule de quantas maneiras possiveis podemos combinar 4 nGmeros com uma
aposta simples (6 numeros)
Resolucédo proposta: Para formar uma quadra com uma aposta de 6 numeros, temos
que fazer a combinacdo dos 6 numeros tomados 4 a 4 e 0 quinto e sexto niUmero
podem ser qualquer um dos 54 que ndo foram apostados, ou seja, a combinacao dos
54 nameros tomados 2 a 2.

6! 54! 6! 54! 85.860

Com X Coun = qre—ay “ 2G4 —2) ~ w21 <2121~ 4 2148

Atividade 2 — Combinacgcfes na segunda marcacao:
a) Suponhamos que um empresario resolvesse fazer uma aposta de 15 numeros. De
guantas maneiras podemos combinar 6 nimeros com uma aposta de 15 nimeros?

Resolucéo proposta:
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15! 15!  3.603.600

Caso =gris—ey — ero1 - 720~ 2005

b) De quantas maneiras podemos combinar 5 nimeros com uma aposta de 15
nameros?

Resolucao proposta: Para formar uma quina com uma aposta de 15 nimeros, temos
que fazer a combinacdo dos 15 numeros tomados 5 a 5 e 0 sexto numero pode ser
qualquer um dos 45 que néo foram apostados, ou seja, a combinacgéo dos 45 numeros
tomados 1 a 1.

15! 45! 15! 45! 16.216.200

Cass) X Cusn = 575 5y “Tr@s — 1)1 510! 1144l 1z o1

c) Calcule de quantas maneiras podemos combinar 4 nUmeros com uma aposta de
15 nimeros?

Resolucdo proposta: Para formar uma quadra com uma aposta de 15 numeros,
temos que fazer a combinacdo dos 15 numeros tomados 4 a 4 e 0 quinto e 0 sexto
namero pode ser qualquer um dos 45 que nao foram apostados, ou seja, a

combinacao dos 45 numeros tomados 2 a 2.

sl 451 150 _ 45! _ 64.864.800
Casm > Cus) = s a1 215 — 21 - #1111 " 21431 48
— 1.351.500

Atividade 3 — Combinac¢8es na ultima marcacgéao:
a) Supondo que seja permitido apostar no maximo em 20 nimeros e que um
apostador deseja apostar em 18 numeros. De quantas maneiras podemos combinar

6 niumeros com uma aposta de 18 numeros?

18! 18! 13.366.080

c _ _ - = 18.564
186) Z 61 (18 — 6)!  6!12! 720

50 minutos

Em seguida, sera feita a correcao coletiva das atividades na lousa. O restante

da aula sera disponibilizado para possiveis duvidas que ainda hajam sobre o contetudo
estudado e para realizacdo dos exercicios complementares (Apéndice I).

20 minutos

Avaliacéo:
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Sera realizada no decorrer da aula, a partir da participacdo dos alunos nas

atividades propostas.

Referéncias bibliogréficas:
ASTH, Rafael C.. Permutacao: simples e com repeticdo. Disponivel em:

https://www.todamateria.com.br/permutacao/. Acesso em: 12 fev. 2024.

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Arranjo simples. Disponivel em:
https://www.preparaenem.com/matematica/arranjos-simples.htm. Acesso em: 12 fev.
2024.

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Permutacédo simples. Disponivel em:
https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/permutacao-simples.html. Acesso
em: 12 fev. 2024.

5.2 Relatério do Encontro |

No dia dois de marc¢o de dois mil e vinte e quatro, nos dirigimos até a sala A219
com o objetivo de iniciar o PROMAT na Universidade Estadual do Oeste do Parana.

Inicialmente recebemos os alunos na sala e realizamos uma dinamica de
apresentacdo. Nos apresentamos aos alunos, explicamos que o PROMAT
aconteceria em dez encontros realizados nos sabados e pedimos que cada aluno
falasse o nome, idade, o curso superior de interesse e 0s motivos que o fizeram se
matricular no PROMAT. As respostas dos alunos foram diversas, alguns
demonstraram interesse em cursos voltados para a area da saude, como medicina,
outros tinham interesse em cursos de ciéncias exatas ou licenciatura e alguns alunos
ja eram académicos do Curso de Licenciatura em Matematica na Unioeste.

Logo apbs as apresentacdes, iniciamos as discussdes sobre analise
combinatdria, o primeiro conteddo programatico do PROMAT. Questionamos 0s
alunos sobre qual seria a razdo da insercdo de um novo digito nos numeros de
telefones celulares e da mudanca nas placas de carro. Apos escutar as hipoteses dos
alunos, entregamos o material de aula contendo as definicbes, exemplos e exercicios

gue seriam abordados durante o encontro.
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Para iniciar o estudo sobre o conteudo, realizamos a leitura da definicdo de
permutacdo simples e permutacdo com repeticdo, assim como exemplos envolvendo
0 uso préatico desses conceitos. Apos discutir a diferenca entre as duas defini¢des,
retomamos a discussao sobre a adi¢cdo de um digito nos numeros de telefone celular
no Brasil e pedimos que os alunos calculassem o numero de possibilidade de nimero
de telefone que tinhamos antes da mudanca e quantas possibilidade temos depois
dela. Ao resolvermos o problema no quadro, percebemos que as hipoteses levantadas
pelos alunos estavam corretas e as possibilidades aumentaram consideravelmente.

Em seguida, realizamos a leitura da definicdo de arranjo de forma coletiva,
explicando a diferenca entre arranjo e permutacdo e resolvemos dois exemplos.
Depois de discutirmos sobre os exemplos, reservamos alguns minutos para os alunos
resolverem um exercicio e pedimos que um voluntario fosse até o quadro para
apresentar sua resolugao.

Logo apds, lemos a definicdo de combinacéo e explicamos como diferencia-la
de arranjo, destacando a importancia da ordem para o arranjo, assim como, a
resolucao de dois exemplos utilizando este novo conceito. Depois, solicitamos que 0s
alunos resolvessem um exercicio e, novamente, pedimos que algum voluntario fosse
até a lousa para realizar a resolucao.

Na sequéncia, comunicamos aos alunos que fariamos um intervalo de vinte
minutos.

Apbs o intervalo, realizamos o jogo da loteria descrito no plano de aula. Foram
entregues trés cartelas para que os alunos preenchessem com quantidades diferentes
de numeros em cada uma e sorteamos nuameros aleatérios para encontrar um
ganhador. Depois disso, passamos algumas atividades relacionadas ao contetdo e
ao jogo para os alunos resolverem. Como a aula estava terminando, os alunos néo
tiveram tempo habil para realizar todas as atividades e, por isso, optamos por excluir
algumas questdes. Nos ultimos minutos da aula corrigimos as atividades, relembrando
a diferenca entre uso das diferentes férmulas. Solicitamos que todos resolvessem o0s

exercicios complementares em casa e dispensamos os alunos.

5.3. Plano do Encontro Il

Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.
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Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.
Conteldo: Probabilidade

Objetivo geral: Desenvolver a compreensdo dos alunos sobre os conceitos
fundamentais de probabilidade, capacitando-os a analisar eventos aleatorios, calcular

probabilidades e aplicar esses conhecimentos em situacdes praticas.

Objetivos especificos:

e Explorar e compreender os fundamentos tedricos da probabilidade, incluindo a
definicdo de espaco amostral, eventos e axiomas de probabilidade;

e Desenvolver a capacidade dos alunos de calcular probabilidades simples e
condicionais em diferentes contextos;

e Aplicar conceitos de probabilidade em situacdes do mundo real, como jogos de
azar, tomada de decisfes e andlise de riscos;

e Estimular a resolucdo de problemas envolvendo probabilidade através de

exercicios préaticos e estudos de casos.
Tempo de execucdo: Um encontro com duracdo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Quadro, giz, material dos alunos.

Encaminhamento metodologico:

Inicialmente, receberemos os alunos na sala de aula. Em seguida,
guestionaremos o0s alunos acerca de possiveis duavidas que tenham ficado do
encontro anterior e pediremos que eles sugiram algum exercicio complementar da
lista entregue que eles ndo tenham conseguido fazer. Caso algum aluno sugira um
exercicio, iremos resolvé-lo na lousa com toda a turma, caso contrario, escolheremos
algum para resolver.

5 minutos

Para iniciar a discusséao sobre probabilidade, apresentaremos através de slides

um breve resumo sobre a teoria de conjuntos que utilizaremos no contexto da aula.
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Destacaremos a diferenca e a relacéo entre elemento e conjunto (relacao pertence),
bem como a relacéo entre dois conjuntos (relacdo estar contido). Falaremos também
sobre as operacoes de unido, intersecao, diferenca e conjunto complementar e sobre
0s conceitos de conjunto universo e conjunto vazio. Além da notagédo simbdlica usual,
ilustraremos 0s conceitos apresentados utilizando diagramas de Venn. Devemos
destacar que na teoria dos conjuntos “e” representa intersec¢cédo, enquanto “ou”
representa uniao.

20 minutos

Em seguida, relembraremos o jogo da loteria, apresentado no encontro
anterior. Questionaremos os alunos sobre a probabilidade de se ganhar o jogo nas
trés situacdes, dados os numeros de combinacfes possiveis em cada uma delas.
Faremos uma conversa inicial sobre a relagéo entre a probabilidade de se vencer e 0
namero de combinagcBes possiveis e entdo, entregaremos o material de aula dos
alunos para o encontro.

5 minutos

Uma vez que o material for entregue, iremos ler com os alunos a definicdo de
experimento aleatorio e experimento deterministico.

Experimento aleatério: Os experimentos cujos resultados, mesmo em
condicbes normais de experimentacdo, variam de uma observacdo para outra,
dificultando, dessa forma, a previsdo de um resultado futuro, sdo denominados
experimentos aleatérios. Ou seja, dizemos que um experimento € aleatério quando
repetido inUmeras vezes, sob as mesmas condi¢des, geram resultados diferentes.

Exemplo:

Sorteio de uma carta de baralho; se esse experimento for repetido varias vezes,

sob as mesmas condi¢des, ndo poderemos prever o seu resultado.

Experimento deterministico: Os experimentos cujos resultados podem ser
previstos, isto €, podem ser determinados antes da sua realizagéo, sdo denominados
experimentos deterministicos. Ou seja, dizemos que um experimento é deterministico
quando repetido inumeras vezes, em condigcbes semelhantes, conduz a resultados
essencialmente parecidos/idénticos.

Exemplo:
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Aquecimento da agua contida em uma panela; conhecidas certas condicdes,
podemos prever a temperatura em que a agua entrara em ebulicéo.

ApOs isso, realizaremos também a leitura da definicdo de espagco amostral.

Espaco amostral: O espaco amostral (S) é o conjunto formado por todos os
resultados possiveis de um experimento aleatério. Em outras palavras, é o conjunto
formado por todos os pontos amostrais de um experimento.

Exemplo:

O espaco amostral do experimento “cara ou coroa” é o conjunto S = {Cara,
Coroa}.

Na sequéncia, iremos ler duas das definicdes de probabilidade.

Probabilidade:

E o estudo das chances de obtencdo de cada resultado de um experimento
aleatdrio. A essas chances séo atribuidos os numeros reais do intervalo entre 0 e 1.
Resultados mais préoximos de 1 tém mais chances de ocorrer. Além disso, a
probabilidade também pode ser apresentada na forma percentual.

Definicéo Classica de Probabilidade:

E uma parte da probabilidade que calcula analiticamente as chances de
determinado fenbmeno acontecer. Ela € calculada como sendo o numero de vezes
gue um fenbmeno ocorre dividido pelo nimero de vezes que ele poderia ocorrer. A
probabilidade classica tem duas importantes restricbes para que funcione
adequadamente:

1. Todos os casos possiveis devem ter a mesma probabilidade (ou, em uma
linguagem técnica, equiprobabilidade dos elementos do espaco dos resultados);

2. Devera haver um numero finito de casos possiveis (finitude do espaco dos
resultados).

Definicdo Frequentista de Probabilidade:

Considera que o calculo de probabilidade deve ser realizado a partir de
repeticbes do experimento e analise dos resultados, ou seja, a probabilidade de se
obter um resultado especifico de um processo pode ser interpretado por meio da
frequéncia relativa com que aquele resultado seria obtido se 0 processo fosse repetido
um numero grande de vezes, sob condi¢fes similares.

15 minutos

Depois disso, comentaremos dois exemplos.
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Exemplo 1: Quando uma moeda € lancada, ha dois resultados possiveis: uma
cara ou uma coroa. Se for possivel assumir que esses dois resultados sdo igualmente
possiveis de ocorrer, entdo devem ter a mesma probabilidade. Uma vez que a soma

das probabilidades precisa ser 1, entdo a probabilidade de cara e a probabilidade de
1
coroa devem ser >
Exemplo 2: A probabilidade de se obter cara quando uma moeda é lancada é
. 1 ~ . . . . 1
considerada 5 borque a frequéncia relativa de caras deveria ser aproximadamente >

se a moeda fosse lancada um grande nimero de vezes sob condi¢des similares.
5 minutos

Apos tirarmos possiveis davidas sobre a diferenca entre as duas defini¢des,
iremos nos voltar a definicdo de evento e resolveremos um exemplo.

Evento: Um evento € qualquer subconjunto de um espaco amostral. Ele pode
conter nenhum elemento (conjunto vazio) ou todos os elementos de um espaco
amostral. Os eventos que possuem apenas um elemento (ponto amostral) séo
chamados de simples. Quando o evento € igual ao espaco amostral, ele € chamado
de evento certo e sua probabilidade de ocorréncia é 1 (ou 100%). Quando um evento
€ igual ao conjunto vazio, ele € chamado de evento impossivel e possui probabilidade
1(ou 0% de chances de ocorréncia). Em geral, indicamos um evento por uma letra
maidscula.

Exemplo 3: Sair um namero par no langamento de um dado convencional.

Resolucédo proposta:

O evento é sair um namero par: E = {2,4,6}

5 minutos

Subsequentemente, faremos a leitura e explicacdo da definicdo de
probabilidade da unido de dois eventos, lembraremos que na matematica “ou”
representa uniao e resolveremos dois exemplos.

Probabilidade da unido de dois eventos:

A probabilidade da unido de dois eventos envolve a chance de o evento A ou
de o evento B ocorrer. Existe uma férmula especifica para calcular a probabilidade da
unido de dois eventos. Dados dois eventos, A e B, a probabilidade da unido de ambos
€ dada por:

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
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Caso a interseccao entre 0s eventos seja vazia, a probabilidade da unido é

calculada pela soma das probabilidades de cada um dos eventos, ou seja:
P(AUB) = P(A) + P(B)

Exemplo 4: Uma moeda sera lancada trés vezes consecutivas. Qual é a
probabilidade de aparecer cara exatamente uma vez ou coroa exatamente uma vez?

Resolucéo proposta:

Primeiramente, identificaremos os eventos

A: Aparecer cara exatamente uma vez = {kkc, kck, ckk}

B: Aparecer coroa exatamente uma vez = {kcc, ckc, cck}

Agora, descreveremos 0 N0sSso espaco amostral:
c:cara € k: coroa

S = {ccc, cck, cke, kec, kkce, kck, ckk, kkk}

n(U) = 8
Ent&o, temos:

n(4) = 3

n(B) = 3

Nesse caso, sabemos que a interseccdo é vazia. Assim, calculando a
probabilidade:
P(AUB) = p(4) +p(B)

P(AUB) ==+

P(AUB) =

Xl ol w
Sl w o w

Exemplo 5: Em uma urna, ha cartdes numerados de 1 a 25, e 1 cartdo sera
sorteado ao acaso. Nessas condicdes, qual é a probabilidade de o numero do cartéo
ser multiplo de 4 ou multiplo de 6?

Resolucéo proposta:

Os eventos sao:

A: Sair um nimero multiplo de 4 = {4,8,12,16,20, 24}

B: Sair um nimero multiplo de 6 = {6,12,18, 24}

A intersecc¢do entre 0s conjuntos é igual a A n B = {12,24}. Logo,

n(A) =6,n(B)=4en(ANB) =2

Como ha 25 cartbes, n(U) = 25. Sendo assim, temos:
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P(AuB) = p(A) +p(B) —p(ANB)

P(AUB)—6+4 2—8—032
25 25 25 25

10 minutos

Terminadas as resolucbes e explicacdes dos exemplos, definiremos a
probabilidade da intersecdo de eventos, lembraremos que na matematica “e”
representa interseccao e faremos outros dois exemplos para explica-la.

Probabilidade da intersec¢éo de dois eventos:

A probabilidade da interseccdo de dois eventos (ou probabilidade de eventos
sucessivos) determina a chance de dois eventos ocorrerem simultaneamente ou
sucessivamente. Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral E. A probabilidade
de A n B é dada por:

P(ANnB) = P(B|A) - P(A) = P(B) - P(A|B)

Onde,

P(A n B) é a probabilidade da ocorréncia simultanea de A e B.

P(A) (ou P(B)) € a probabilidade de ocorrer o evento A (ou B).

P(B|A) é a probabilidade de ocorrer o evento B sabendo da ocorréncia de A
(probabilidade condicional).

Se o conhecimento da ocorréncia de A nao altera a probabilidade de ocorrer B
(ou vice-versa), temos que P(B|A) = P(B) e dizemos que o0s eventos A e B sao
independentes. Pela férmula anterior, concluimos que

P(ANB) = P(A) -P(B)

Nesse momento, explicaremos que através da definicao da interseccao de dois
eventos podemos chegar a formula de Probabilidade Condicional. Utilizaremos
diagramas de Venn para melhor visualizacao e entendimento por parte dos alunos.

P(A|B) = PAnB)
P(B)

Exemplo 6: Em dois langcamentos sucessivos de um mesmo dado, qual a
probabilidade de sair um nimero impar e 0 numero 4?

Resolucéo proposta:

O que determina a utilizacdo da férmula da interseccdo para resolugdo desse

problema é a palavra “e” na frase “a probabilidade de sair um numero impar e o

numero 4”.
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Podemos notar que a ocorréncia de um dos eventos nédo interfere na ocorréncia
do outro, ou seja, saber que saiu par no primeiro lancamento nado altera a
probabilidade de sair par ou impar no lancamento seguinte. Temos, entdo, dois
eventos independentes. Vamos identificar cada um dos eventos.

A: sair um nimero impar = {1, 3,5}

B: sair o nimero 4 = {4}

S = {1,2,3,4,5,6}

Temos que:
n(A) 3 1
PA=15"6"2
n(B) 1
PE= 5 6
Assim, teremos:

11 1
P(ANB) = p(4) -p(B) = -

2 6 12

Exemplo 7: Numa urna ha 20 bolinhas numeradas de 1 a 20. Retiram-se duas
bolinhas dessa urna, uma apds a outra, sem reposicédo. Qual a probabilidade de ter
saido um numero par e um multiplo de 5?

Resolucéo proposta:

Primeiro passo € identificar os eventos e 0 espaco amostral.

A: sair um nimero par = {2,4,6,8,10,12,14,16, 18, 20}

B: sair um multiplode 5 = {5,10, 15, 20}

S =1{1,2345,678,910,11,12,13,14,15,16,17,18, 19, 20}

Como as duas bolinhas foram retiradas uma apds a outra e ndo houve
reposi¢ao, ou seja, ndo foram devolvidas & urna, a ocorréncia do evento A interfere na
ocorréncia do B, pois havera na urna somente 19 bolinhas apds a retirada da primeira.

Assim, temos que:

P(ANB) =p(4)-p(B|A)

Mas
PA) = n(4) 10 1
S n(S) 20 2
ApoOs a retirada da 12 bola, ficamos com 19 bolinhas na urna. Logo,
B 4
P@BIa) = B _

n(S)—1 19
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Assim,
4
19 19

P(ANB) =

N =

10 minutos

Em seguida, definiremos evento complementar e veremos como calcular suas
probabilidades.

Evento Complementar

Um evento complementar € formado da seguinte maneira: Se consideramos E
um evento, ele faz parte de um subconjunto do espaco amostral S. O conjunto dos
elementos pertencentes a E que ndo estdo presentes em S constitui um subconjunto
conhecido como evento complementar de E.

Para calcular a probabilidade complementar de um evento € possivel utilizar a férmula
a sequir:
P(E®) = 1- P(E)

Exemplo 8: Uma moeda comum foi lancada trés vezes e o resultado foi
anotado. Qual é a probabilidade de se obter exatamente duas caras sabendo que o
primeiro resultado foi cara?

Exemplo 9: Calcule a probabilidade de obter soma 8 no lancamento de dois
dados em que o resultado do lancamento foi dois nUmeros impares.

10 minutos

Terminadas as resolucdes e explicagdes, faremos um intervalo de 20 minutos.
Ao retornarmos do intervalo, trabalharemos com um jogo.

Jogo: Brincando com a Probabilidade

A turma sera dividida em grupos de quatro integrantes e funcionara da seguinte
forma:

1) No inicio do jogo, cada jogador do grupo deve colocar suas pec¢as ha casa
“Partida” e, em seguida, joga-se o dado para indicar qual integrante iniciara o jogo, ou
seja, quem tirar o maior numero do dado comeca a partida. O jogador que obteve o
maior numero no langamento do dado joga-o novamente e posiciona sua peca na
casa correspondente ao valor do dado e assim sucessivamente para 0S outros
jogadores.

2) Se a peca que representa o jogador cair na casa das perguntas, um dos
integrantes do grupo tera que retirar uma pergunta do monte de “Perguntas”, ler para

todos os outros membros do grupo, e, em seguida, 0 jogador que caiu na casa
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respondera a pergunta em folha de papel fornecida. S6 podera continuar na casa o
jogador que responder a pergunta correta. Caso nao acerte, devera voltar a casa de
origem.

3) Se a peca que representa o jogador cair na casa “Saiba mais”, ele devera
falar em voz alta para todo o grupo uma curiosidade ou um conceito aprendido sobre
o contetdo. Caso o jogador ndo saiba falar algo, devera retornar a casa de origem.

4) Se a peca representante do jogador cair na casa “Avance casas’, este devera
avancar o numero de casas correspondentes. Caso a pega caia na casa “Retornar
casas”, devera retornar o numero de casas correspondentes.

5) Ganha a partida o jogador que completar uma volta completa no tabuleiro.

Figura 1 — Tabuleiro do jogo de probabilidade

Tabuleiro da Probabilidade

» Quando vocé cair na casa ? pega a outro
integrante do grupo ler a pergunta e vocé terd que

responder.
FIQUE
VOLTE
~ | AQuit|yoce | ? .
INICIO| =~ [ROCADA|sagiA? INICIO
VOCE
SABIA?
VOCE [ voLTe FIQUE
) SABIA?| A0 | o | Aqui
. INICIO *  |RODADA
VOCE
FIQUE
2| VOLTE
e e ot | 2
INICIO SABIA?
VOCE
VOLTE FIQUE SABIA?
AO AQUIT 2
VOCE | incio | 9 |rooaoa| VOCE 2
GANHOU & SABIA?| ¢

Fonte: Produzido pelos autores.
Perguntas:
Se langarmos um dado, qual a probabilidade de obtermos um namero maior

gque 4? Resposta: %

Um restaurante estd com 13 pessoas: 9 clientes e 4 garcons. Se escolhermos

uma pessoa do local aleatoriamente, qual a probabilidade de ser um cliente?

Resposta: 2
13
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Se langarmos uma moeda, qual a probabilidade do lado “cara” ficar voltado para
. 1
cima? Resposta: 3
Se vocé escolher aleatoriamente uma letra no alfabeto, qual a probabilidade

. 5
de selecionar uma vogal? Resposta: o

Se é escolhido aleatoriamente um namero da sequéncia (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19) qual a probabilidade de escolher um nimero primo? Resposta: 1
Se uma turma € formada por 8 alunos do sexo feminino e 7 do sexo masculino

e a professora escolher aleatoriamente um estudante para ir ao quadro resolver um
;. . . 8
exercicio, qual a probabilidade de ser selecionada uma aluna? Resposta: =

Uma pessoa foi até a padaria para comprar pao e iogurte. Se o estabelecimento
possui 30 paes, sendo que 5 séo do dia anterior e os outros foram fabricados no dia,
e 20 iogurtes com data de validade inelegivel, dos quais 1 ja venceu, qual a

probabilidade do cliente escolher um p&o do dia e um iogurte na validade? Resposta:

19
24

Escolhendo aleatoriamente um dia da semana, qual a probabilidade de
escolher uma segunda ou uma sexta-feira? Resposta: ;

Qual a probabilidade de escolher uma carta no baralho e essa carta ndo ser um
as? Resposta: 1—2

Em uma urna ha 12 bolas vermelhas, 5 bolas azuis e 3 bolas verdes. Sorteando
uma bola ao acaso, qual a probabilidade de ser uma bola: a) vermelha; b) azul; c)

verde

Ao lancar um dado ndo viciado, qual a probabilidade de sair um namero maior
gue 4? Resposta: §

Uma urna contém 50 bolinhas numeradas de 1 a 50. Sorteando-se uma bolinha,
qgual a probabilidade de que o niumero observado seja multiplo de 8? Resposta: 23—5

Qual é a probabilidade de obtermos a soma 5 na jogada de um par de dados
equilibrados? Resposta: %

No lancamento de dois dados, a probabilidade de serem obtidos numeros
iguais é: Resposta: é

Ao jogar um dado, qual a probabilidade de obtermos um ndamero impar voltado
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para cima? Resposta: 50% ou %

Se lancarmos dois dados ao mesmo tempo, qual a probabilidade de dois
nameros iguais ficarem voltados para cima? Resposta: 16,66% ou %

Um saco contém 8 bolas idénticas, mas com cores diferentes: trés bolas azuis,
quatro vermelhas e uma amarela. Retira-se ao acaso uma bola. Qual a probabilidade
da bola retirada ser azul? Resposta: % ou 37,5%

Sorteando-se um numero de 1 a 20, qual a probabilidade de que esse nimero
seja multiplo de 2? Resposta: % ou 50%

Se uma moeda € lancada 5 vezes, qual a probabilidade de sair "cara" 3 vezes?
Resposta: 136 ou 31,25%

70 minutos

Utilizaremos o tempo restante da aula para tirar possiveis duvidas que ainda

tenham ficado dos conceitos aprendidos durante o encontro. Os alunos ainda poderéo
resolver 0os exercicios complementares propostos com nosso auxilio nas carteiras.

15 minutos
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5.4. Relatdrio do Encontro |l

No dia nove de marc¢o de dois mil e vinte e quatro, nos dirigimos até a Unioeste
para dar continuidade ao PROMAT.

Inicialmente, relembramos o conteudo da aula anterior de forma oral e
deixamos que os alunos tirassem duvidas sobre os exercicios complementares.
Nesse momento, percebemos que poucos alunos haviam tentado resolver os
exercicios em casa e por isso explicamos alguns oralmente.

Para iniciar a aula, comunicamos o0s alunos que estudariamos sobre
probabilidade e apresentamos slides com um breve resumo sobre a teoria dos
conjuntos, contetdo necessario para o entendimento do conceito de probabilidade.
Alguns alunos expressaram duvida quanto a diferenca entre interseccao e unido e
entdo destacamos que na teoria dos conjuntos “e” representa intersec¢ao, enquanto
“ou” representa uniao.

Para dar inicio ao conteudo, relembramos o jogo da loteria da aula anterior,
perguntando aos alunos sobre qual seria a probabilidade de vencer o jogo nas trés
situagdes e, em seguida, entregamos o material de aula aos alunos.

Utilizando o material, lemos coletivamente a definicdo de experimento aleatorio
e deterministico e apresentamos exemplos de cada um deles. Depois, pedimos que
algum voluntario realizasse a leitura da definicdo de espaco amostral e mostramos um
exemplo. Apos realizar uma conversa sobre essas definicdes, apresentamos a
definicdo classica e a definicdo ‘frequentista’ de probabilidade, bem como um exemplo

relacionada a cada uma, para enfatizar a diferenca entre elas.
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Logo apos, definimos evento e a probabilidade da unido e da interseccdo de
dois eventos. Na sequéncia, pedimos que os alunos resolvessem alguns exercicios.
Apds esse momento, realizamos o intervalo.

Ao retornar do intervalo, deixamos que os alunos finalizassem os exercicios e
entdo resolvemos no quadro. Partimos entdo para a definicho de evento
complementar e resolvemos mais dois exercicios no quadro.

Por fim, explicamos o jogo ‘brincando com probabilidade’, solicitando que os
alunos formassem quartetos entre si. Entregamos o tabuleiro, os dados e as
perguntas. Todos os grupos demonstraram interesse no jogo e pediram ajuda em
algumas perguntas. Foi possivel perceber que a maioria conseguiu finalizar a partida.
Com o fim da aula, pedimos aos alunos para resolverem o0s exercicios

complementares em casa.

5.5. Plano do Encontro Il
Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.
Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.
Conteldo: Matrizes e Determinantes.

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar conceitos fundamentais
de matrizes e determinantes, promovendo uma solida compreensdo tedrica e
habilidades praticas relacionadas a esses temas na resolucdo de problemas

matematicos.

Objetivos especificos:
e Compreender as propriedades e operac¢des basicas envolvendo matrizes, tais
como soma, multiplicacéo e transposic¢éo;
e Aplicar métodos para calcular determinantes de matrizes, explorando
propriedades e teoremas associados;
e Resolver sistemas lineares por meio da utilizacdo de matrizes, desenvolvendo

habilidades praticas na resolucéo de problemas;
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e Analisar e interpretar aplicacbes praticas de matrizes e determinantes em

diversas areas, destacando a relevancia desses conceitos no contexto real.
Tempo de execucdo: Um encontro com duracéo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Quadro, giz, material dos alunos.

Encaminhamento metodologico:

Inicialmente, receberemos os alunos na sala de aula. Em seguida,
questionaremos o0s alunos acerca de possiveis duvidas que tenham ficado do
encontro anterior e pediremos que eles sugiram algum exercicio complementar da
lista entregue que eles ndo tenham conseguido fazer. Caso algum aluno sugira um
exercicio, iremos resolvé-lo na lousa com toda a turma, caso contrario, escolheremos
algum para resolver.

Comecaremos a falar sobre matrizes comentando suas utilizagdes, como
processamento de imagens, representacbes e transformacfes graficas, redes
elétricas, criptografia, analise de dados etc., com o objetivo de motivar os alunos no
estudo desse tema.

Em seguida, entregaremos o material da aula para os alunos, contendo
definicbes importantes e atividades envolvendo matrizes. Comecaremos lendo com
os alunos as definicdes de alguns tipos de matrizes e comentando exemplos para

cada tipo.

Matriz

E uma representacéo de dados (tabela), geralmente numéricos, dispostos em linhas
e colunas. Denotamos cada matriz por letras maiusculas, por vezes indicando o
namero de linhas e colunas. Assim, se A é uma matriz com m linhas e n colunas,
podemos escrever também A,,., (Ié-se “matriz A m por n”). As matrizes sao
representadas entre parénteses, entre colchetes ou entre barras duplas.

Cada elemento de uma matriz A € indicado por a;;, em que i € a linha que o elemento

ocupa e j € a coluna.

Exemplo 1:
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. ai1 Adgp . .
a) AmatrizA = [a a ] possui duas linhas e duas colunas.
21 22

5 3
b) Se Bzx, = <2 —1), entdo by, =3 € by, = —1.
9 7

c) AmatrizCix3 =15 1 =3|| €umamatriz1x 3.

Matriz linha

Matriz do tipo 1 X n, ou seja, com uma Unica linha.

Exemplo 2:
Ajxa=1[2 1 45]

Matriz coluna

Matriz do tipo m X 1, ou seja, com uma Unica coluna.

-2
B3x1 = | 4
12

Matriz do tipo n X n, ou seja, com o mesmo numero de linhas e colunas. Dizemos que

Exemplo 3:

Matriz quadrada
a matriz é de ordem n.

Exemplo 4:

Coxz = LZL Z

Em uma matriz quadrada, definimos a diagonal principal e a diagonal secundaria. A
principal & formada pelos elementos q;; tais que i = j. Na secundaria, temos i +j =

n+1.

Figura 2 - Diagonais de uma matriz quadrada.
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Ay 8p A .- A
ag
A=lay

Agi 2wy By - Ay

I f_ diagonal principal i=|

diagonal secundaria j+j=n+1

Fonte: S6 matematica. Acesso em 26 fev. 2024

Matriz nula

Matriz em que todos os elementos s&o nulos. E representada por 0,,,.

Exemplo 5:

0 0 O
02X3:[0 0 0

Matriz diagonal

Matriz quadrada em que todos os elementos que ndo estéo na diagonal principal sdo

nulos.
Exemplo 6:
4 0 0
Az =0 3 0
0 0 7

Existem duas classificacfes possiveis para esse tipo de matriz: a primeira é quando
0s elementos que estdo acima da diagonal principal sdo nulos, o que configura uma
matriz triangular inferior; a segunda € quando os elementos que estdo abaixo da
diagonal principal sdo nulos, configurando uma matriz triangular superior. Por

exemplo,

4 0 O
By = [ 2 3 0] € uma matriz diagonal inferior.
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4 5 =3
C3x3 = [0 3 1 | é uma matriz diagonal superior.
0 0 7

Matriz identidade
Matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal principal sédo iguais a 1 e 0s

demais s&o nulos. E representada por I,,, sendo n a ordem da matriz.

Exemplo 7:
_[1 o0
l2 = [0 1

l,sei=j

Assim, para uma matriz identidade I, = [a;;], a;; = {0 sei %]

Matriz transposta
Matriz A® obtida a partir da matriz A trocando-se ordenadamente as linhas por colunas

ou as colunas por linhas.

Exemplo 8:

Figura 3 - Matriz transposta.

-

2 3 00— .
Jenido A =
-1 -2 1

Se b =

Lo T W I

1
2
1

Fonte: S6 matematica. Acesso em 26 fev. 2024.

Desse modo, se a matriz A é do tipo m x n, A* é do tipo n X m. Note que a 12 linha
de A corresponde a 12 coluna de At e a 22 linha de A corresponde a 22 coluna de A°.
Matriz oposta

A matriz —A (oposta de A) é obtida a partir de A trocando-se o sinal de todos os seus

elementos.
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Exemplo 9:

3 0 ~ -3 0

SeA:[ ], entio —A = [
4 -1 -4 1
Apls apresentarmos e comentarmos esses tipos de matrizes a partir dos

exemplos, questionaremos quais duvidas os alunos tém acerca de qualquer um dos
tipos de matrizes apresentado e entdo, apos as explanacdes e explicacdes, iremos
propor trés exercicios para fixacdo do que foi estudado.

Exercicio 1: Julgue as afirmativas a seguir:
| — A matriz linha é aquela que possui uma Unica linha.
Il — A matriz coluna € aquela que possui uma Unica coluna.
Il — A matriz quadrada é aquela que possui numero de linhas igual ao niamero de
colunas.
Marque a alternativa correta:
A) Somente | é falsa.
B) Somente Il é falsa.
C) Somente lll é falsa.
D) Todas sao verdadeiras.
Resolucao proposta: D (todas séao verdadeiras).

Exercicio 2: Analise a matriz a seguir:
1 5 1
3 4 0
1 -2 -3

Qual a soma dos termos a,, € as,?
Resolucao proposta: —2+4 =2

Exercicio 3: (Uerj — adaptada) A temperatura corporal de um paciente foi medida,
em graus Celsius, trés vezes ao dia (de manha, de tarde e de noite), durante cinco
dias. Cada elemento aij da matriz abaixo corresponde a temperatura observada no

instante i do dia j.
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[36,6 364 386 380 36,1]
36,1 37,0 372 4056 404
356 357 36,1 37,0 39,2
Julgue as afirmativas a seguir:
| - No momento a,;, 0 paciente estava com a temperatura de 36,1.
Il - As temperaturas do momento a;; € do momento a,; S&o iguais.
[l - No momento ass, a temperatura era de 39,2.
A ordem correta é:
A)VVV
B)VFV
C)FVV
D)FFV
E)VVF
Resolucao proposta: A (todas sdo verdadeiras).
Reservaremos cerca de 10 minutos para que os alunos resolvam os exercicios
e entdo, pediremos que algum voluntario resolva na lousa para toda a turma.

30 minutos
Feito isso, falaremos sobre operacdes com matrizes.

Adicao e Subtracédo de Matrizes.
Para que seja possivel somar duas matrizes, € necessario primeiro que elas sejam do

mesmo tipo, ou seja, que tenham o0 mesmo namero de linhas e colunas. A adicao é

feita a partir da soma dos elementos que ocupam as mesmas posicoes.

Exemplo 10:

Azxz = [160 —31] B2x = —94 (7)] =AtE= [106++(34) —31++70 - [165 13]

Da mesma forma que a adi¢do, na subtragao basta subtrair os elementos que estéo

na mesma posi¢ao. Mas cuidado, a ordem em que vocé executa a operacédo ird mudar
o sinal dos seus resultados, ou seja, sendo duas matrizes A e B, A - B é diferente de
B - A.

Exemplo 11: Considere as matrizes A e B abaixo. Obtenha A — B.
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14 5 11]

A2X3=[19 4 7

By = 11 g 175]

9
Logo,

14-11 5-6 11-151 _[3 -1 -4

A-B= 19-9 4-2 7—7]_[10 2 0]

Apbés mostrarmos os exemplos, pediremos que 0s alunos resolvam um

exercicio sobre soma e subtracdo de matrizes.

Exercicio 4:
1 2 3 -7 -8 9 2 3 —4

SefamA=|-4 5 6|, B=|12 6 5|eC=]|6 7 1| CalcueA+B-C.
4 6 8 8 7 4 2 8 7

Resolucéo proposta:

1+(=7)=2 2+(-8) -3 3+9—(-4)] [-8 -9 16
A+B-C=|-4+4+12-6 5+6-7 6+5—1 [=|2 4 10

4+8-2 6+7—8 8+4-7

10 5 5

Em seguida, falaremos da multiplicacdo de matrizes.

Multiplicacdo de matrizes.

Para que seja possivel realizarmos essa operacao, temos que observar se 0 numero
de linhas da primeira matriz é igual ao numero de colunas da segunda, pois esses
valores seréo a quantidade de linhas e colunas da matriz gerada pela multiplicacéo.
Se isso acontecer, podemos multiplica-las, porém, se essa condicéo nado for atendida,
ai ndo podemos fazer essa operacdo. Em uma multiplicacdo de matrizes, devemos
multiplicar os elementos da linha da primeira matriz pelos elementos da coluna da

segunda matriz e somar esses produtos.

Exemplo 12: Considere as matrizes A e B abaixo. Calcule A X B.

4 1 5 5 2 1
Azxz = [1 3 2] B3x3=10 1 4
0 3 7 1 2 5
Logo,
4Xx5+1%X0+5%x1 4%x24+1x1+5%x2 4%x1+1x4+5x%x5
AXB=[1Xx54+3x0+2%x1 1%x2+3%x1+4+2%x2 1x1+3%Xx4+2x%x5

O0X54+3x0+7%x1 0Xx24+3x1+7%x2 0x1+3%x4+7x%x5

25 19 33
=7 9 23
7 17 47

Em seguida, os alunos deveréao resolver um exercicio envolvendo multiplicacéo
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de matrizes.

Exercicio 5:
3 3 4 1 0 1

Dadas as matrizesA=|0 5 -—-1|eB=|2 1 0|, calcule A xB.
2 —4 -3 -6 4 6

-15 19 27
Resolucéo proposta: AXB =| 4 9 6
12 -16 -16

Deixaremos 5 minutos para que o0s alunos resolvam o exercicio e entdo
pediremos que um voluntario resolva na lousa para toda a turma. Em seguida,

falaremos de multiplicacdo de matrizes por um escalar.

Multiplicacdo de matriz por escalar.
Multiplicar uma matriz por um nimero real (escalar) qualquer € bem simples, basta
pegar esse numero e multiplicar por todos os elementos da matriz, gerando assim,

uma nova matriz.

Exemplo 13: Considere a matriz A abaixo. Calcule 2 x A.

3 3 4
A=]0 5 —1]
2 —4 -3
Logo,
3 3 4 6 6 8
2><A=2><[0 5 —1]=[0 10 —2]
2 -4 =31 l4 -8 -6

40 minutos

Na sequéncia, falaremos sobre o determinante de uma matriz.

Determinante.
O determinante de uma matriz € um numero escalar associado a ela. Ele fornece
informacdes sobre as propriedades geométricas e algébricas da matriz. O

determinante é geralmente denotado por det(A) ou |A|, onde A representa a matriz.

Calculando o determinante:
Se uma matriz A qualquer possuir apenas uma linha e uma coluna (A4;4;), seu

determinante sera o Unico elemento integrante dessa matriz.
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Se uma matriz A qualquer possuir duas linhas e colunas, considerada uma matriz
quadrada de ordem 2 (A,,), entdo o determinante (detA,,) dessa matriz sera obtido
pela diferenca entre o resultado da multiplicacdo da diagonal principal da matriz A pelo
resultado da multiplicagdo dos elementos que compdem a sua diagonal secundaria.
Se uma matriz A qualquer possuir trés linhas e colunas, considerada uma matriz
guadrada de ordem 3 (As3y3), entdo o determinante (detA;y;) dessa matriz podera
obtido pela Regra de Sarrus.

Explicaremos na lousa como funciona a Regra de Sarrus e, em seguida, resolveremos

alguns exemplos sobre determinantes.

Exemplo 14: Vamos encontrar os determinantes das seguintes matrizes:
a) My, =[2]

b) My =[5 1]

4 8 25
C) Mygyz =10 7 -1
1 -4 3
Resolucao proposta:
a) detM =2

b) det M =5x12—10%x 8 = —20
C) det M = (4X7%X34+8X—-1X1+25Xx0x—-4)—(25x7%x14+4x-1X
—4+4+8x0x3=-115

Apos estes exemplos, falaremos sobre a importancia dos determinantes e para

gue eles servem, além de algumas propriedades.

Importancia do Determinante

Invertibilidade de Matrizes: Uma matriz € invertivel (possui uma matriz inversa) se e
somente se seu determinante € diferente de zero.

Area e Volume: Em geometria, o determinante é utilizado para calcular a area de
paralelogramos e volumes de paralelepipedos em espacos tridimensionais.
Sistemas Lineares: O determinante é utilizado para resolver sistemas lineares e
determinar se o sistema tem uma uUnica solugcdo, nenhuma solugdo ou infinitas

solucoes.
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Transformacg®fes Lineares: Na algebra linear, o determinante é usado para estudar
transformacdes lineares, indicando como a transformacéao afeta o volume no espaco.
Algumas propriedades dos determinantes:

Multiplicacdo por Escalar: O determinante de uma matriz multiplicada por um
escalar k é igual ao determinante original multiplicado por k.

Troca de Linhas ou Colunas: Trocar duas linhas ou duas colunas de uma matriz
inverte o sinal do determinante.

Matriz Triangular: O determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior) é o
produto dos elementos na diagonal principal.

Combinacéo Linear de Linhas ou Colunas: Se uma matriz contém uma linha ou
coluna que é combinacéo linear de outras linhas ou colunas, entdo o determinante
dessa matriz é zero.

Matriz Identidade: O determinante de uma matriz identidade é 1.

Transposicdo: O determinante de uma matriz € igual ao determinante de sua
transposta, ou seja, det(A) = det(AT).

Produto de Matrizes: O determinante do produto de duas matrizes é igual ao produto
dos determinantes das matrizes individuais, ou seja, det(AB) = det(A) X det(B).

30 minutos

Ao final dessas explanac¢des, questionaremos os alunos acerca de davidas que
ainda possa haver sobre o que foi estudado até o momento e faremos o intervalo de
20 minutos.

Ao retornarmos do intervalo, comentaremos sobre as propriedades dos
determinantes e iremos retomar alguns dos exemplos trabalhados na aula até o
momento, para mostrarmos que as propriedades de fato valem. Ao final da
explanacdo, perguntaremos se o0s alunos possuem alguma duvida sobre os
determinantes e ent&o, falaremos sobre a matriz inversa, uma vez que ja teremos
comentado que uma matriz € invertivel, se e somente se, seu determinante é diferente
de O.

15 minutos

Matriz Inversa
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Seja A uma matriz invertivel, isto é, det(A) # 0. Definimos como matriz inversa de A a
matriz A~1, tal que, quando multiplicamos as matrizes 4 e A~1, temos como produto a
matriz identidade I,,, ou seja, A x A~! = [,,. Para encontrar uma matriz inversa de
uma matriz cujos elementos séo conhecidos, utilizamos igualdade do produto de duas

matrizes, encontrando os termos da matriz inversa por meio de uma equacao.

Exemplo 15:

Seja A = [é ﬂ suainversa A"l seratalque A x A 1 = I,.

ogo. [3 g1x[¢ gl A= lXatake axpraxd=lo 1

a+2c=1

~ 4c
= — = ——,
3a_i_4c=oeenta03a 4c = a .

Sendo assim, {

Substituindo, a + 2c =1 = —§c+26 =1=c =%

Agora, podemos encontrar o valor de a.
3
a+2c=1:a+2x§=>a=—2

Analogamente, encontramos os valores de b e d.

20 minutos

Feito isso, para aplicacdo e fixacdo dos conceitos, realizaremos uma

dindmica com os alunos chamada “stop do determinante”.

Jogo: Stop das matrizes

Registraremos uma operacdo com matrizes no quadro, e, com base nas
explicacbes anteriores, os alunos devem calcular a operacao pedida.

O aluno que calcular primeiro deve gritar ‘’stop” em voz alta. Entdo, iremos
conferir a resposta e, caso esteja certa, o estudante sera convidado para resolver no
quadro explicando seu raciocinio. Se o aluno vencedor ndo se sentir confortavel com
o pedido, pode argumentar da carteira e nds faremos a resolucdo. Na rodada seguinte,

0 procedimento se repete. Para o0 jogo serdo realizadas cinco rodadas.

Matrizes utilizadas no jogo:
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[5 10 25 10 2 -2
a) |0 8 -5/x|0 25 -5
4 -5 5 2 -4 3

10 105 235 90 -5 —-135
b) 257 1008 9 —157 -908 91
[—1005 -5 —1150 905 105 950
15 57 =2
c) Calcule o determinante de 7 -6
-12 9
-5 8 23 10 33
d) -10 —8 15 —10 —9 15 -10
2 7
1 —1 61 27 - 6 31
8 23
e) 107 x 10 8 15 -5

2 5 2 7
1 -1 61 27

Resolucdes das matrizes do jogo:

100 160 15
a) Resultado da multiplicacdo: |—-10 220 —55
50 —-137 32

100 100 100
b) Resultado da soma: | 100 100 100

—100 100 -—200

c) det(d) =-2121

-34 71 202 544

—-25 132 -205 -300
9 =29 143 247

350 450 340 1307

—535 642 856 2461
—1070 —-856 1605 —535
214 535 214 749
107  —107 6527 2889

d) Resultado da multiplicacéo:

e) Resultado da multiplicagéo por escalar:

Caso sobre tempo, disponibilizaremos o restante da aula para que os alunos
resolvam alguns exercicios complementares e tirem possiveis ddvidas que ainda
existam. Explicaremos ainda que o conteudo de sistema lineares sera trabalhado nos
préximos encontros, caso alguém tenha dificuldade no calculo da matriz inversa.

65 minutos

Avaliacéo:
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Sera realizada no decorrer da aula, a partir da participacdo dos alunos nas

atividades propostas.
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5.6. Relatorio do Encontro Il

No dia dezesseis de marco de dois mil e vinte e quatro, continuamos o
PROMAT na sala A219 da Unioeste.

Apos receber os alunos em sala, questionamos sobre as duvidas em relacao
aos exercicios complementares. Como poucos haviam tentado resolver os exercicios
e ndo apresentaram davidas, demos inicio a aula.

Com o objetivo de motivar os alunos acerca do estudo sobre matrizes,
comentamos sobre algumas de suas principais utilizacdes, como processamento de
imagens, representacdes e transformacdes graficas. Entdo, entregamos o material da
aula e realizamos a leitura da definicdo de matrizes e alguns de seus principais tipos,
apresentando concomitantemente exemplos de cada tipo. Os alunos demonstraram
preferéncia para que demonstrassemos o0s tipos de matrizes no quadro.

Logo apOs comentar sobre as defini¢cdes e tipos de matrizes, propomos que 0s
alunos resolvessem trés exercicios e, na sequéncia, corrigimos estes oralmente.

Iniciamos o estudo sobre operacdes envolvendo matrizes, apresentamos
exemplos e resolvemos alguns exercicios com a ajuda dos alunos. Também
mostramos como calcular o determinante e lemos alguns tdpicos sobre sua
importancia e propriedades. Tendo em vista a densidade do conteudo trabalhado,
percebemos que ndo haveria tempo para desenvolver o conteddo sobre matrizes
inversas, motivo pelo qual decidimos adiar esse estudo, dispensando os alunos para
o intervalo.

Ao retornar do intervalo, explicamos o jogo “stop das matrizes” e passamos
algumas operacdes envolvendo o conteddo estudado durante a aula. Quem
resolvesse primeiro deveria gritar “stop” e mostrar a resolu¢do no quadro, explicando
seu raciocinio. Nao foi possivel resolver todos os exercicios e entdo pedimos que 0s

alunos resolvessem em casa, finalizando o encontro.
5.7. Plano do Encontro IV.

Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.

Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.
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Conteudo: Sistemas lineares.

Objetivo geral: Proporcionar aos alunos uma compreensao sobre sistemas lineares,

equacoes lineares e suas representacdes matriciais.

Objetivos especificos:

e Compreender a natureza das equacgOes lineares, identificando sua forma
padrao e reconhecendo suas propriedades fundamentais;

e Analisar diferentes tipos de sistemas lineares e classifica-los quanto ao numero
de solucdes;

e Dominar o uso de matrizes na representacdo de sistemas lineares,
compreendendo a associagdo entre as equacOes lineares e suas formas
matriciais correspondentes;

e Aplicar os conhecimentos adquiridos na resolugdo pratica de exercicios,
desenvolvendo habilidades na solucdo de sistemas lineares por meio de

meétodos algébricos e matriciais.
Tempo de execugao: Um encontro com duragédo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Quadro, giz, material dos alunos, apresentacdo em slides.

Encaminhamento metodolégico:

Iniciaremos o encontro relembrando o que foi abordado na aula anterior
(matrizes) e comentaremos que estes conceitos serdo essenciais para a compreensao
da presente aula. Questionaremos se algum dos alunos possui duvidas acerca dos
exercicios complementares sobre matrizes e, se necessario, resolveremos um desses
exercicios, caso contrario, daremos inicio a aula.

A partir de uma apresentacdo de slides, iremos contextualizar a importancia
dos sistemas lineares em diversas areas, desde fisica até economia. Ao explorarmos
casos praticos, esperamos que o0s alunos percebam como as equacoes e sistemas
lineares sdo fundamentais para modelar situacdes do mundo real. Para iniciar,

compartilharemos exemplos que evidenciam a presenca de sistemas lineares em
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cenarios cotidianos, como o balanceamento de equacdes quimicas ou a otimizacao

de recursos em um problema econémico.

Exemplo 1: Muitas reagcfes quimicas sdo representadas por equacdes, onde
diferentes substancias reagem para formar novos produtos. O balanceamento dessas
equacdes é crucial para garantir a conservagdo de atomos em ambos os lados da
equacdao. Isso pode ser modelado por um sistema de equacdes lineares, onde cada
tipo de atomo é representado por uma variavel. O objetivo é ajustar os coeficientes
das substancias de modo que a equacao esteja balanceada.

Considere a equacédo 2H, + 0, —» 2H,0, que representa a formacao de agua.
Ao balancear a equacao, surgem duas equacdes lineares: 2H =2 e 0 = 2,onde H e

0 séo os atomos de hidrogénio e oxigénio, respectivamente.

Exemplo 2: Em problemas econémicos, especialmente os relacionados a otimizagao
de recursos, € comum utilizar sistemas lineares para modelar as restricdes e objetivos
do problema. Por exemplo, considere uma empresa que produza dois tipos de
produtos (A e B) com diferentes custos e limitacdes de recursos (mao de obra,
matéria-prima, etc.). O lucro obtido pode ser representado por um sistema de
equacdes lineares sujeito a algumas restricoes.
Suponha que o custo de producdo de uma unidade do produto A seja de R$10
e o custo de producdo de uma unidade do produto B seja de R$15. O preco de venda
estipulado pela empresa é R$10,00 acima do custo de producédo de cada produto.
Como poderiamos calcular a receita dessa empresa, dado que:
e Custo total de producao: O custo total de producéo é R$500.
e Capacidade de méo de obra: Devem ser utilizadas exatamente 50 horas de
mao de obra.
Feita a motivacéo para o estudo, entregaremos o material da aula, contendo
definicbes, exemplos e exercicios importantes para a compreensdo dos alunos
durante a aula.

20 minutos
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Dado que os alunos estardo de posse de material impresso, passaremos a
utilizar a lousa para explicacées. Iniciaremos lendo a definicdo de equacéo linear, e

forneceremos um exemplo com algumas equacdes lineares.

Definigcdo: Equacgbes Lineares.

Uma equacéo linear é toda equacéao da forma:
aix1 +ax, +--+apx, =b

Onde a4,a,,..,a, Sd80 numeros reais, chamados de coeficientes da equacao,
enquanto x4, x,, ..., X, Sao as incognitas da equacéo. Ainda, b € chamado de termo
independente da equacdo. Uma solucdo da equacao linear acima (quando existir) é
toda n-upla (sequéncia de elementos) (ry, 75, ..., ;) que torna verdadeira a sentenca

a1y +a;ry, + -+ a,n, = b.

Exemplo 3: Sdo exemplos de equacdes lineares:
a)2x+3y =4
Coeficientes: 2 e 3
Incégnitas: x e y

Termo independente: 4
b)x—y+z=0
Coeficientes: 1,—-1 e 1
Incognitas: x,y e z

Termo independente: 0
C)—-7x+8y+2z—w=-2
Coeficientes: —7,8,2 e —1
Incognitas: x,y,ze w

Termo independente: —2

Se tivermos a equacao x — 2y = 5 temos que a sequéncia (7, 1) é uma solucéo
pois, ao fazermos x =7 e y =1, obtemos: 7—2-1=7—-2 =05 e 0 mesmo ocorre

para a sequéncia (—3,—4), pois —3 —2:(—4) = -3+8 =5.
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Apoés isso, pediremos que os alunos resolvam trés exercicios de fixacao.
Reservaremos cinco minutos para a resolucdo de ambos e, em seguida, corrigiremos
na lousa.

Exercicio 1: Escreva quatro possiveis solucdes para a equacgao linear 2x —y = 3.
Resolugéo proposta: (2,1), (3,3), (4,5) e (5,7).

Observaremos que neste exemplo, x aumenta de unidade em unidade,
enquanto y aumenta de duas unidades em duas unidades, como é de se esperatr, ja
que x esta sendo multiplicado por 2 na equacéo.

Graficamente, todos 0s pontos que estdo sobre a reta sdo solu¢cdes da equacao
y =2x— 3.

Figura 4 — Grafico da equacédo dada.
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Fonte: Produzida pelos autores.

Exercicio 2: Dada a equacdo linear —x + 2y +z =0, qual a soma dos seus
coeficientes?

Resolucéo proposta: —1+2+1=2

Exercicio 3: Calcule para que valor de m a quadrada ordenada (1,2, —3,5) é solugéo
da equacado 3x + 5y-mz+t =0
Resolucao Proposta:
31+52-m.(-3)+5=0=>3+10+3m+5=0
=213+3m+5=0
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=>3m+18=0
= 3m = —-18
>m=—6

20 minutos

Feito isso, pediremos que um voluntario leia no material algumas propriedades

de equacdes lineares.

Grau 1. As equacdes lineares tém grau 1, o que significa que as varidveis sao
elevadas apenas a poténcia de 1.

OperacoOes Lineares: Todas as operacdes envolvidas em uma equacéao linear sao
lineares. Isso significa que adicdo, subtracdo e multiplicagdo por uma constante
mantém a linearidade da equacéo.

Gréfico Linear: O gréfico de uma equacéo linear em duas variaveis (ax + by = c) €

uma linha reta no plano cartesiano.

Subsequente a isso, iremos voltar as atencdes para sistemas de equacdes

lineares, apresentando sua definicdo, métodos de solucdo e alguns exemplos.

Definicdo: Sistemas de equacgdes lineares.
S&o conjuntos de n equacdes lineares que possuem as mesmas variaveis. Assim, um

sistema de n equacdes lineares tem forma:

ai1xX1 + A12Xo + -+ alnxn = bl
a21x1 + azzxz + -+ aann = bz

Ap1X1 + ApaXy + o+ AppXy = by

Onde cada a;; € um coeficiente, x4, x5, ..., x, S80 as incognitas e by, b, ..., b, s80 0s
termos independentes das equacdes. Uma solucdo de um sistema de equacdes
lineares (quando existir) é toda n-upla (1,7, ...,1,,) que torna verdadeira a sentenca

an +apr, + -+ ap, =b;parai =1,2,..,n.
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Representacdo matricial de sistemas lineares.

Um sistema de equacdes pode ser representado na forma de uma matriz. Os
coeficientes das incognitas serdo os elementos da matriz que ocuparéo as linhas e as
colunas de acordo com o posicionamento dos termos no sistema. Ou seja, dado um

sistema em sua notac¢éo usual,
a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = b1
alel + azzxz + -+ az-nxn == bz

An1Xy + ApaXp + -+ AppXy = by

Podemos escrevé-lo na forma matricial como Ax = b, onde

a{; Qi v Qqp X b
a1 Qyy . dop 1 1
A= . . . . = (aij) , xX=]1: , b=]:
. . s . nxn
Xn b,
An1 Qn2 -+ Anp

Exemplos de sistemas lineares:

5 +y =70
(@) {4x—2y=0

2x+y =10
(b) {3x+y=12

Veja que em (b), x =2 e y = 6 resolvem ambas as equacgdes, logo, esta é
solucéo do sistema.

Mostraremos que para resolver o exemplo acima, existem diferentes métodos.

Método de substituicao
Para esse método, basta isolar uma das variaveis e depois substituir o valor da

incégnita na outra equacao. No exemplo (a) anterior,

5x+y=70=y=70—5x (i)
4x—2y=0(:l;4x—2(70—5x)=0

=>4x —140—-10x =0
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= 14x = 140
= x = 10 (ii)

Substituindo (ii) em (i), temos
y=70-5-10=70—-50 =20
Portanto, x = 10 e y = 20 é uma solu¢do para o sistema do exemplo (a).

Método da adicao

Nesse método, deve-se somar ou subtrair as duas equactes de forma que uma
das variaveis seja eliminada.

Veja, multiplicando a primeira equacao por 2, ficamos com o seguinte sistema

equivalente:

{10x+2y = 140
4x — 2y =0

Somando ambas as equacodes,
14x + 0y = 140 > x = 10
Substituindo x = 10 na segunda equacéao, teremos
4x =2y =0=24%x10-2y=0=40=2y =y = 20
Outra forma de resolver um sistema de equacdes lineares é utilizando o
método de Cramer. Aqui, observaremos que este método pode facilitar o calculo da

solucéo de sistemas quando estes possuirem mais de duas equacoes.

Como vimos, todo sistema de equagdes lineares possui uma representagcao

matricial, vejamos no nosso exemplo:

{5x+y=70

4x—2y =0 € representado matricialmente por [Z _12] X [;] = [700].
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Para encontrar a solucéo desse sistema, devemos calcular o determinante da
matriz dos coeficientes e, em seguida, substituir cada coluna pelos termos
independentes e calcular seus determinantes. Ao dividirmos cada determinante das
matrizes com colunas de termos independentes pelo determinante da matriz dos

coeficientes, encontramos a solugéo do sistema.

Assim,se A = [i _12] entdo det(4) = —10 — 4 = —14. Substituindo a primeira

coluna de A pelos termos independentes, teremos

Ax = [700 —12]

Fazendo o mesmo para a segunda coluna de A, teremos
_[5 70
Ay = [4 0]
Deste modo, temos que det(A,) = —140 — 0 = —140, assim,

_det(4,)  —140 _

= = 10
¥Tdet(d) T —14
Analogamente, det(4,) = 0 — 280 = —280, assim,
det (A —280

_detldy) =20

Y= et (d) T —14

Graficamente, temos a seguinte situacao:
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Figura 5 — Grafico da interseccao entre equacdes.
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Fonte: Produzida pelos autores.

Comentaremos que a intersecdo das duas retas €, neste caso, a Unica solucéo
do sistema.
Tendo como base o que foi apresentado, retomaremos o exemplo 2 nos slides,

comentando que a situacao poderia ser descrita por meio de um sistema de equacoes.

Exemplo 2 (retomado): Suponha que o custo de producdo de uma unidade do
produto A seja de R$10 e o custo de producdo de uma unidade do produto B seja de
R$15. O preco de venda estipulado pela empresa ¢ R$10,00 acima do custo de

producéo de cada produto. Além disso, temos as seguintes restricoes:

e Custo total de producéo: O custo total de producao é R$500.
e Capacidade de méo de obra: Devem ser utilizadas exatamente 50 horas de

mao de obra.
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Vamos denotar x como o numero de unidades do produto A e y como o numero de
unidades do produto B. As equacdes para o custo total de producéo e a capacidade

de méao de obra sao:

e Custo total de producéo: 10x + 15y = 500

e Capacidade de mao de obra: x + y = 50
Além disso, queremos calcular o lucro, que é dado por
Lucro = Receita — Custo Total de Producao.

A receita total € dada pelo preco de venda de cada produto multiplicado pelo nimero
de unidades produzidas:

Receita = 20x + 25y
Portanto, o sistema completo de equac¢des para calcular o lucro seria:

{10x + 15y = 500
x+y=250

Resolvendo o sistema, encontraremos a solucao.

Resolucéo proposta:

Pelo método da adicdo, multiplicando a segunda equacdo por —10
encontramos y = 0 e x = 50. O que significa que a estratégia da empresa nao produz
B.

Substituindo, obtemos que a receita serd 20 x 50 = 1000. Logo o lucro sera
1000 — 500 = R$500.

Deixaremos a resolucdo como exercicio para os alunos resolverem em casa apoés a
aula.

Todos os demais exemplos serdo apresentados resolvidos no material impresso dos
alunos (com excecao dos graficos, que serdo apresentados em forma de slides). Apos
as resolucoes, pediremos que os alunos resolvam quatro exercicios, para fixacdo do

gue foi visto.

Exercicio 4:

Solucione o sistema a seguir, pelo método que vocé achar mais conveniente:
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{ 2x—y =13
—x+y=-1
Resolucgéo proposta:
Pelo método da substituicdo, y = -1 + x
Logo,2x —(—1+x)=3=>x=2
Assim,2x2—y=3=y=1

Exercicio 5:
Solucione o sistema a seguir, utilizando o método de Cramer.

2x—y+z=3
{x+y+z=6
X—y+2z=5
Resolucao proposta:
2 -1 1
Sejad=|1 1 1, logodet(4) =5
1 -1 2
3 -1 1
Assim, A, =|6 1 1], logodet(4,) =5
5 -1 2
2 3 1
Ainda, A, = |1 6 1|, logo det(4,) = 10
1 5 2
2 -1 3
Porfim,A,=|1 1 6} logo det(4,) =15
1 -1 5
5 10 15
Logo,x—g—l,y—?—Zez—?—3

Exercicio 6: Um vendedor de camisetas e bonés em um evento esportivo vendeu 3
camisetas e 2 bonés, arrecadando um total de R$ 220,00. No dia seguinte, ele vendeu

2 camisetas e 3 bonés, arrecadando R$ 190,00. Qual seria o pre¢co de uma camiseta

e 0 preco de um boné?
Resolucao proposta:

Basta resolver o sistema:

{Bx + 2y =220
2x + 3y =190

Logo, x = 56 e y = 26. Ou seja, 0 preco da camiseta é 60 reais e o preco do

boné é 20 reais.
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Exercicio 7: Um cinema cobra R$ 10,00 por ingresso para adultos e R$ 6,00 por
ingresso para criancas. Em um dia, foram vendidos 80 ingressos e a arrecadacao total
foi de R$ 700,00. Quantos ingressos de cada tipo foram vendidos?
Resolucéo proposta:

Basta resolver o sistema:

{10x+6y:700
x+y =280

Logo, x =55 e y = 25. Ou seja, foram vendidos 55 ingressos adultos e 25

ingressos infantis.

Reservaremos cerca de 25 minutos para a resolucédo dos quatro exercicios e
em seguida, pediremos que alguns voluntarios resolvam os exercicios na lousa,

explicando os raciocinios utilizados em cada um deles.

Subsequentemente, iremos ler algumas propriedades de sistemas de

equacdes lineares e explica-las na lousa, conforme necesséario.

Solucdo Unica, Infinitas Solu¢des ou Sem Solucdo: Um sistema linear pode ter
uma Unica solucdo (sistema possivel e determinado), infinitas solucdes (sistema
possivel e indeterminado) ou nenhuma solucao (sistema impossivel), dependendo das
relacdes lineares entre as equacoes.
Operacbes Elementares: Os sistemas lineares podem ser transformados por meio
de operagdes elementares, que incluem a troca de linhas, multiplicacdo de uma linha
por uma constante ndo nula e a adicdo de um multiplo de uma linha a outra. Essas
operacdes nao alteram a solucao do sistema.
Classificagdo por Numero de Solugdes: Os sistemas lineares podem ser
classificados quanto ao numero de solucdes. Se a matriz dos coeficientes é invertivel,
ou seja, tem determinante diferente de 0, o sistema tem uma uUnica solucdo. Se a
matriz é singular (ndo invertivel), ou seja, tem determinante igual a 0, o sistema pode
ter nenhuma ou infinitas solugdes, dependendo das equacdes.

Apresentaremos exemplos das propriedades por meio de uma apresentacao
de slides.

Quando um sistema 2 x 2 tem infinitas solu¢des, temos a seguinte situacao

graficamente:
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Figura 6 — Gréfico das equacdes de sistema com infinitas solucées
[}
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Fonte: Produzida pelos autores.

Quando um sistema 2 x 2 nao tem solucdo, temos a seguinte situacéo

graficamente:

Figura 7 — Grafico de equac¢Bes de um sistema sem solugéo.
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Fonte: Produzida pelos autores.
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Comentaremos que nos casos de sistemas 3 X 3 temos casos semelhantes,
mas trabalhando com planos ao invés de retas. Diremos que os conceitos de
paralelismo, coincidéncia e concorréncia de retas e planos sera mais bem discutido
no proximo encontro, sobre geometria analitica.

Feito isso, definiremos e comentaremos um exemplo de matriz inversa.

Matriz Inversa

Conhecemos como matriz inversa de A a matriz A%, tal que, quando
multiplicamos as matrizes A e A™1, temos como produto a matriz identidade I,,, ou
seja, A x A~! = [,. Para encontrar uma matriz inversa de uma matriz invertivel cujos
elementos sdo conhecidos, utilizamos igualdade do produto de duas matrizes,

encontrando os termos da matriz inversa por meio de um sistema de equacdes.

Exemplo:

Sejad = B ﬂ Como det(4) = —2 # 0, podemos obter sua inversa A~ de modo que

-1 _ -1 _|a b
A X A~" = I,. Facamos A™* = [C d]’ logo

5 e al=l =lraiike skpiaxa=h i

“lo 1 “lo 1
Deste modo, podemos obter o seguinte par de sistemas

f(a+2c=1 (b+2d=0
()'{3a+4c =0 © (H)'{3b+4d =1
Da segunda equacédo do sistema (I) temos que 3a = —4c = a = —%. Substituindo
este valor na primeira equacdo desse mesmo sistema obtemos, a+2c=1= —%c +
2ce=1=c=2,
2
Agora, podemos encontrar o valor de a.
3
a+26=1:>a+2><§:>a:—2

Analogamente, encontramos os valores de b e d do sistema de equagdes (II). Assim,
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-2 1
A_l = [ 3 1]

2 2
Observe que

5 4l

3 1

1 Ix-2)+(2x-) AxD+R2x—7)
1]: 2 2| (L o2,

(3X—2)+(4X§) (3X1)+(4X—§)

2

-2
3
2

Comentaremos que caso o0 determinante de uma matriz seja nulo, caimos no
caso em que a matriz tem linhas ou colunas linearmente dependentes e sempre que
iSso ocorre, o sistema tera zero ou infinitas solugdes.

60 minutos

Em seguida, faremos um intervalo de 20 minutos.

Ao retornarmos do intervalo, pediremos que os alunos formem grupos de quatro

integrantes para a realizacdo de um jogo.

Batalha algébrica: E um jogo de tabuleiro cujo objetivo é trabalhar com
resolucdo de sistemas lineares. O jogo foi desenvolvido para quatro jogadores, trés
se enfrentardo e o quarto sera o juiz, responsavel pelas cartas que contenham as
respostas. O primeiro jogador lancara dois dados e localizard a casa correspondente
no tabuleiro do jogo. Por exemplo, se os dados mostram 2 e 5, o jogador pode ir para
a segunda fila, quinta coluna, ou a quinta fila, segunda coluna. O jogador devera
resolver o problema e perguntara ao juiz se esta correto. Se a resolucédo estiver
correta, o jogador colocara sua inicial no quadrado correspondente. Caso a resolucao
esteja incorreta, os outros dois jogadores terdo a oportunidade de roubar a casa, pois
competirdo entre si, de modo que o jogador mais rapido a resolver corretamente o
sistema, ficard com a casa. Se um jogador jogar o dado e indicar uma casa ja ocupada,
ele devera jogar os dados novamente. O vencedor é aquele que, ao final dos
problemas, terd mais quadrados marcados com sua inicial.

Tabuleiro do jogo:
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{—x+3y=—16 {3x—3y=—18 {2x+2y=—22 {—2x+2y=25 {—4x—5y=—31 { 5 +5y=0
4x + 3y = 27 4x — 12y = —80 2x —4y = —38 —2x+ 5y =-14 x—5y=-4 3x + 10y = —42
{y+x=—14 {—4x—4y=—12 { y=x+9 {x+2y=—10 {—5x—5y=15 {—5x+4y=—32
5 +10=y 4x +3y = —18 -5y —x=-29 —2x + 5y = =52 —3x+5y=-11 2x —4y = -8
{4x+y=—16 {x—5y=6 {2x—4y=—10 {—5x+2y=2 {4y—4x=32 {x—y=11
4x + 3y = =5 3x—3y=6 4y + 2x = 30 5x +5y =5 y=x—4 x—2y=15
{x+2y=—12 {3x+3y=—12 {3x+2y=8 {y=—5x+12 {—5x+y=—51 {5x+2y=13
3x — 8y = —62 3x+9y =-6 3x +9y =-20 —4x + 5y =-2 10x — 4y = 114 15x — 3y = —42
{2x—4y=—4 {x—2y=4 {—4x+5y=—24 {5x+5y=—24 {—5x+y=—45 {5x+2y=15
x+4y =34 5x —5y =20 5y+x=-6 —x+5y=-2 2x—3y =15 15x — 3y = —42
{y—5x=—36 {3x—5y=5 {4y=—2x+2 {—3x+4y=15 {2x—3y=5 {x—5y=15
—5x —20 =5y —3x+5y=5 —2x—-5y=-1 —4x + 16y = —64 3x+3y =-21 —3x—y=-3

Caso sobre tempo, pediremos que os alunos resolvam pelo menos trés

exercicios complementares e, se existirem duvidas que ainda ficaram sobre os

contelidos das aulas trés e quatro, elas serdo abordadas.

Avaliacao:

atividades propostas.

Referéncias bibliograficas:

100 minutos

ASTH, Rafael C.. Exercicios de sistemas lineares. Disponivel em:

Serd realizada no decorrer da aula, a partir da participacdo dos alunos nas

https://www.todamateria.com.br/exercicios-de-sistemas-lineares-resolvidos/. Acesso
em: 12 mar. 2024.

ROSA, Joseane. SISTEMAS LINEARES. Disponivel em:
https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/sistemas-lineares. Acesso
em: 12 mar. 2024.

SILVA, Marcos Noé Pedro da. "Equacéo linear"; Brasil Escola. Disponivel em:

https://brasilescola.uol.com.br/matematica/equacao-linear.htm. Acesso em 13 de
marco de 2024.
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SILVA, Marcos Noé Pedro da. "Relacao entre Matriz e Sistemas Lineares"; Brasil
Escola. Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/relacao-entre-

matriz-sistemas-lineares.htm. Acesso em 13 de marco de 2024.

5.8. Relatorio do Encontro IV

No dia vinte e trés de marc¢o de dois mil e vinte e quatro, recebemos os alunos
na sala A219 da Unioeste para dar continuidade ao PROMAT.

ApoOs relembrar o conteudo da aula anterior, contextualizamos a importancia
dos sistemas lineares em diversas areas através de uma apresentacdo de slides.
Depois da motivagdo para o estudo do contetdo, entregamos o material da aula.

Inicialmente, realizamos a leitura coletiva da definicdo de equaces lineares,
apresentamos um exemplo e pedimos para os alunos resolverem trés exercicios.
Depois, falamos sobre as principais propriedades das equacodes lineares.

Em seguida, explicamos o que séo sistemas de equacgdes lineares, exibindo
sua representacdo matriarcal e, sem seguida, resolvemos um exemplo através do
método de substituicdo, método de adicdo e o método de Cramer.

Dando continuidade, retomamos o exemplo dois, introduzido no inicio da aula
e que servia como motivador para o estudo do conteudo do dia. Resolvemos este
exemplo no quadro utilizando um sistema de equacdes lineares. Pedimos entdo que
os alunos resolvessem quatro exercicios sobre o contetdo e corrigimos em seguida.
Apés a correcdo, realizados o intervalo.

Ao retornarmos do intervalo, falamos sobre as propriedades gréficas dos
sistemas de equac®es lineares, mostrando graficos por meio de slides. Assim como
ocorreu no encontro anterior, tivemos que suprimir o contetdo sobre matrizes inversas
para ndo prejudicar o andamento do jogo previsto para a segunda metade do
encontro.

Solicitamos que os alunos se sentassem em quartetos e explicamos o jogo
Batalha algébrica. Os alunos encontraram a solucao dos sistemas lineares sem muita
dificuldade e alguns tiraram ddvidas quando necessario. Quando a aula estava
terminando, pedimos que os alunos resolvessem 0s exercicios complementares em
casa e lembramos que no sabado seguinte ndo haveria encontro em razao do feriado

de Pascoa.
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5.9 Plano do Encontro V

Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.
Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.
Conteudo: Geometria Analitica.

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar conceitos fundamentais
de geometria analitica, preparando-os para resolver problemas geométricos de forma
analitica e reconhecer sua relevancia em diversas areas da matematica e aplicacdes

praticas.

Objetivos especificos:
e Representar objetos e relacdes no plano através de coordenadas cartesianas;
e Identificar e interpretar diferentes tipos de curvas geométricas, utilizando
equacdes de retas e circulos na forma geral e reduzida,
e Aplicar transformacfes geométricas basicas nas coordenadas dos pontos;
e Analisar e interpretar aplicacdes praticas de geometria analitica em varias

areas, compreendendo a relevancia desses conceitos em problemas praticos.
Tempo de execugao: Um encontro com duragédo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Quadro, giz, material dos alunos, apresentacao de slides.

Encaminhamento metodologico:

Inicialmente, receberemos os alunos na sala de aula. Em seguida,
guestionaremos 0s alunos acerca de possiveis davidas que tenham ficado do
encontro anterior e pediremos que eles sugiram algum exercicio complementar da
lista entregue que eles ndo tenham conseguido fazer. Caso algum aluno sugira um
exercicio, iremos resolvé-lo no quadro com toda a turma, caso contrario,

escolheremos algum para resolver.
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Em seguida, através de uma apresentacdo de PowerPoint, traremos
motivacdes para o estudo desse conteudo. Durante a apresentacédo, falaremos sobre
as aplicacdes desse conteudo em diversas areas, como engenharia civil e arquitetura,
fisica, ciéncia da computacdo, economia, estatistica e biologia.

Na engenharia e arquitetura, por exemplo, é utilizada para projetar a forma de
uma ponte ou determinar as dimensdes de uma sala, 0os engenheiros usam
coordenadas e equacdes para representar as dimensodes e relacdes espaciais entre
os diferentes componentes. Na fisica, por exemplo, na mecéanica classica, equacgdes
que descrevem a trajetoria de um projétil em movimento podem ser derivadas usando
conceitos de geometria analitica. Além disso, na optica, equacdes de reflexdo e

refracdo sdo formuladas usando coordenadas e equacfes geométricas.

Exemplo: No movimento retilineo uniforme, um objeto se move em linha reta com
velocidade constante. Vamos considerar um carro que se move em uma estrada em
linha reta a uma velocidade constante de v metros por segundo. Podemos descrever
a posicado do carro em relagdo ao tempo usando a geometria analitica. Se x representa
a posicédo do carro ao longo da estrada e trepresenta o tempo, podemos usar a

seguinte equacéo:

x(t) =x9 +v-t,

onde x, € a posicao inicial do carro na estrada, v é a velocidade constante do carro e
t € o tempo decorrido.

Neste exemplo, a geometria analitica € aplicada para descrever a posi¢cao do
carro ao longo do tempo em uma linha reta. Esta equacao nos permite determinar a
posicéo do carro em qualquer lugar ao longo da estrada para um dado tempo, ou vice-
versa, calcular o tempo necessério para o carro atingir uma posicao especifica na
estrada.

Feita a motivacao para o estudo, entregaremos aos alunos o material da aula,
contendo definicdes, exemplos e exercicios importantes para a compreensao do
conteudo.

Comecaremos com as nog¢0des primitivas de ponto, reta e plano.

Ponto
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Um ponto € um elemento que nao possui forma nem dimenséao. Isso significa
gue o ponto é um objeto adimensional. Um dos usos mais importantes do ponto refere-
se a localizacdo geografica. Os pontos sdo os objetos que melhor representam as
localiza¢des. Em geral, sdo denotadas por letras latinas mailsculas.

Reta

Uma reta € um conjunto formado por infinitos pontos alinhados que néo fazem
curvas. Como esses pontos ndo estdo no mesmo lugar, € possivel medir a distancia
entre eles. Entretanto, como o0s pontos continuam nédo tendo dimensao ou forma, nao
€ possivel medir sua largura. Pontos que pertencem a uma mesma reta sdo chamados
de pontos colineares. As retas sdo geralmente representadas por letras latinas

mindsculas.

Plano

Um plano também € um conjunto formado por pontos de tal modo que a
superficie formada por eles € plana e infinita em todas as direc6es. Geralmente sao
denotados por letras gregas minusculas.

Como um ponto é um elemento e retas e planos sao conjuntos, eles devem ser
tratados de acordo com a teoria de conjuntos. Por exemplo, se P € um ponto, r uma

reta e a um plano, podemos escrever conforme o contexto,
PerPérPeaqPearcard¢a

Apoés isso, falaremos sobre o plano cartesiano. Oralmente, explicaremos que
ele € um sistema de coordenadas formado por um par de retas perpendiculares que
se encontram em um ponto chamado origem. A partir da origem, as coordenadas no
eixo horizontal (eixo x ou das abscissas), crescem da esquerda para direita, e as
coordenadas no eixo vertical (eixo y ou das ordenadas) crescem de cima para baixo.
O plano cartesiano, assim como outros sistemas de coordenadas, serve para
posicionar objetos através de um par de coordenadas.

Explicaremos mostrando a seguinte imagem:
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Figura 8 — Exemplo de Plano Cartesiano

Ay

2° Quadrante 1° Quadrante

Y

3° Quadrante 4° Quadrante

Fonte: Produzido pelos autores.

Definiremos entdo o que é coordenada.

Coordenada no plano cartesiano bidimensional:

As coordenadas de um ponto no plano cartesiano sdo 0os nimeros que indicam
sua posicdo. Cada ponto no plano cartesiano possui duas coordenadas: a primeira
em relacdo ao eixo das abcissas (eixo X) e a segunda em relacdo ao eixo das
ordenadas (eixo y). Dado um ponto no plano cartesiano, encontramos sua coordenada
em relacdo ao eixo das abcissas ao tracar um segmento perpendicular a esse eixo
(horizontal). Ja para determinar a coordenada em relacdo ao eixo das ordenadas,
tracamos um segmento perpendicular ao eixo vertical. Num sistema de coordenadas
cartesianas, representamos um ponto P com coordenadas x no eixo das abscissas e

y no eixo das ordenadas por P(x,y).

Exemplo 1: O par ordenado A(2,1) tem a seguinte representacao cartesiana:
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Figura 9 — Exemplo de par ordenado no plano cartesiano.

Ay
2
1.5
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-0.5

Fonte: Produzido pelos autores.
Em seguida, pediremos que o0s alunos resolvam um exercicio sobre

coordenadas.

Exercicio 1:

Dé as coordenadas dos pontos que aparecem no sistema cartesiano abaixo.

Figura 10 — Plano cartesiano com varios pontos.

shy

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
H J

® =2 )
-3 e

-4

-5
Fonte: Produzida pelos autores.

Em seguida, passaremos a trabalhar com posicoes relativas entre os objetos

definidos anteriormente, comecando pela distancia entre pontos.

Distancia entre pontos
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A distancia entre dois pontos A e B no plano cartesiano € a medida do

segmento de reta que liga esses dois pontos. Para calcular essa distancia, utilizamos

a seguinte férmula:

dag = (g — x2)% + (V5 — ¥a)?
Explicaremos a relacdo entre a formula e o teorema de Pitagoras, utilizando o

exemplo 2 a sequir.

Exemplo 2:

Calcule a distancia entre os pontos A(1,1) e B(4,4).

Figura 11 — Plano cartesiano para calcular distancia entre pontos.
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Fonte: Produzida pelos autores.

Resolucao proposta:

dop =+ (4—1)2+ (4—1)2 =18
Explicaremos que ao desenhar um triangulo retangulo com vértices em A e B,

obtemos a mesma formula.
Para fixacdo, pediremos que os alunos encontrem a distancia entre alguns

pontos.

Exercicio 2: Encontre a distancia entre 0s pontos que possuem as seguintes

coordenadas:

a) A(4,2) e B(3,3)
b) C(-7,—1) e D(1,4)
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c) E(=5,2) e F(3,-7)

Resolucdo proposta:

Aplicando a férmula, teremos:

a) dap =2
b) dCD = \/@
C) dEF =V 14‘5

Em seguida, solicitaremos que os alunos se sentem em duplas para a
realizacdo de uma atividade coletiva. Entregaremos um mapa do Brasil, desenhado

no plano cartesiano para cada dupla.

Nele, deverédo ser marcados 0s seguintes pontos:
a) A(4,—4)
b) B(2,2)
c) C(0,-2)
d) D(6,3)
e) E(2,0)
f) F(1,-3)
9) G(1,—4)
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Em seguida, os alunos devem escrever em que estados do Brasil estdo
posicionados cada um dos pontos. Apds isso, deverdo posicionar e escrever as
coordenadas de pontos nos seguintes estados:

a) Minas Gerais
b) Maranhé&o

c) Séo Paulo

d) Rio de Janeiro

Por fim, deverdo calcular as distancias entre os pontos escolhidos nesses
estados.

50 minutos

Terminada a atividade, pediremos que os alunos se mantenham em duplas e
comecaremos a falar sobre outras constru¢cdes envolvendo retas e sobre a posicéo

relativa entre retas.

Segmento de reta
Um segmento de reta é limitado por dois pontos de uma reta (extremos). Ou
seja, ele é uma parte da reta que possui inicio e fim. E representado com um traco

acima dos extremos que definem o segmento.

Exemplo de segmento de reta:

O segmento de reta AB, definido pelos pontos A(1,1) e B(5,3) é representado

no plano cartesiano da seguinte maneira
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Figura 12 — Exemplo de segmento de Reta.

ky

Fonte: Produzida pelos autores.

Semirreta

As semirretas possuem inicio (um ponto de origem), mas ndo apresentam um
fim, ou seja, elas sao ilimitadas num dos sentidos. S&o representadas com uma seta
acima das letras que representam o ponto de origem e um segundo ponto que indica

a direcdo da semirreta.

Exemplo de semirreta: a semirreta AB com origem em A(1,1) e passando por B(5.3)

é representado no plano cartesiano da seguinte maneira

Figura 13 — Exemplo de semirreta.

5
4
B

3
2

A

1

b
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

=1




UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Parana
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
Curso de Licenciatura em Matematica
Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica - Estagio Supervisionado Il

Fonte: Produzida pelos autores.
Reta Orientada ou numérica
Em uma reta numérica os hiumeros seguem 0 principio da sucessao, por isso,
estdo organizados de forma crescente. A origem dos nimeros se associa 0 zero a

partir do qual, nos dois sentidos, a reta se prolonga infinitamente.
Exemplo de reta orientada: os proprios eixos x e y do plano cartesiano.
Definidos os tipos de reta, falaremos sobre posicdes relativas entre retas.

Posicdes relativas entre retas.

Retas Paralelas Distintas: ndo existe ponto em comum entre as retas.

Exemplo de duas retas paralelas:

Figura 14 — Exemplo de retas paralelas.

V

4

Fonte: Produzida pelos autores.

Retas Concorrentes: sdo duas retas que se encontram em Unico ponto (vértice).
Formando quatro angulos diferentes de 90°. Os angulos opostos pelo vértice séo

iguais.

Exemplo de duas retas concorrentes:



UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Parana
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
Curso de Licenciatura em Matematica

Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica - Estagio Supervisionado Il

Figura 15 — Exemplo de retas concorrentes.
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Fonte: Produzida pelos autores.

Retas Perpendiculares: séo retas concorrentes que formam quatro angulos retos

(90°) no plano.

Exemplo de duas retas perpendiculares:

Figura 16 — Exemplo de retas perpendiculares
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Fonte: Produzida pelos autores.
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Retas Transversais: S&o retas que interceptam um par ou um feixe (varias) de retas

paralelas.

Exemplo de uma reta transversal:

Figura 17 — Exemplos de retas transversais.
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A /4
Fonte: Produzida pelos autores.

Retas Coplanares: sao retas que estdo contidas no mesmo plano.

Todas as retas vistas nos exemplos anteriores sdo coplanares (todas estao
contidas no plano cartesiano).
Apresentados estes conceitos, falaremos sobre as equacdes geral e reduzida

de uma reta.

Equacao Geral da Reta
E dada pela seguinte equag&o:
ax +by+c=0 (I)
Onde a, b e c numeros reais fixos com a e b obrigatoriamente néo nulos. Ainda,

x € y sdo as coordenadas de um ponto pertencente a reta no plano cartesiano.

Equacéo Reduzida da Reta
Por meio de operacdes elementares sobre a equacao (), podemos obter a
seguinte representacdo algébrica de uma reta, dita equacao reduzida da reta:

y=mx+n
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Ondex e y sdo coordenadas de um ponto pertencente a reta no plano
cartesiano, m € o incremento em y para cada incremento de uma unidade em x ou o
coeficiente angular da reta. Por fim, n é o coeficiente linear (onde a reta intersecta o
eixo y) da reta.

Apés isso, utilizaremos o software GeoGebra para mostrar o que acontece

guando mudamos os valores de m e n na equacao acima.
Em seguida, faremos a definicdo da equacao fundamental da reta.

Equacao fundamental da reta.

Podemos determinar a equacgéo fundamental de uma reta utilizando o angulo
formado pela reta com o eixo das abscissas (x) e as coordenadas de um ponto
pertencente a reta.

Considerando uma reta r, o0 ponto A(x,y) pertencente a reta, seu coeficiente
angular m e outro ponto B(x,, y,) genérico diferente de A, temos que:

:J"YO
X - Xp

m

Ou seja, a variacdo em y pela variacdo em x da o coeficiente angular da reta.
Manipulando essa expressdo, chegamos na equacao fundamental da reta:

Y — Yo = m(x — xo)
Apresentadas as equacdes, pediremos que os alunos resolvam trés exercicios

para fixacao.

Exercicio 3: Quais sao os coeficientes angular e linear, daretax —y + 2 = 0?

Resolucéo proposta:

x—y+2=0
—y=—-x—2
y=x+2

Logo, o coeficiente angular é 1 e o coeficiente linear é 2. Observe que o0 angulo
formado por essa reta com o eixo x € de 45°, cuja tangente € igual 1, isto é, igual ao

coeficiente angular da reta.
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Figura 18 — Reta no plano cartesiano.
6 Ay f'/

Fonte: Produzida pelos autores.

Exercicio 4: Determine a equacédo da reta r que passa pelo ponto A(3,1) e que tem
coeficiente angular m = —2..
Resolucao proposta:
Y — Yo =m(x — xo)
y—1=-2(x—-3)
2x+y=7

Exercicio 5: Encontre as coordenadas do ponto de intersecdo entre areta r:x +y —
3 = 0 e areta que passa pelos pontos A(2,3) e B(1,2).
Resolugédo proposta:

Determinacéo da reta que passa pelos pontos A e B.
1-2 -1

m=2T3T 1

1
Logo, areta é:
y—2=1(x-1)
—x+y+1-2=0
—x+y—1=0
Assim, a intersecao serd a solugéo do sistema:

{x+y=3
—x+y=1
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Pelo método da adicao, temos 2y = 4. Logo, y = 2. Substituindo, chegamos em x = 1.

Logo, as retas se intersectam no ponto (1, 2).

Figura 19 — Interseccédo de retas no plano cartesiano.

Fonte: Produzida pelos autores.

Para cada exercicio, pediremos que um voluntario va até a lousa fazer a
resolucao, explicando seu raciocinio para toda a turma.

50 minutos

Feito isso, faremos um intervalo de 20 minutos e ao retornarmos, falaremos

sobre as posicdes relativas entre retas e planos.

Posicdes relativas entre retas e planos

Reta e planos paralelos: Uma reta é paralela a um plano quando eles ndo possuem
nenhum ponto em comum.
Reta e plano concorrentes: Uma reta é concorrente a um plano quando eles
possuem um Unico ponto em comum.
Reta e plano perpendiculares: Se na intersecdo entre a reta e o plano passam pelo
menos duas retas distintas contidas no plano, cada uma delas perpendicular a reta,
entdo a reta € perpendicular ao plano.

Apés isso, comentaremos sobre posi¢cdes relativas entre planos e proporemos

exercicios.
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Posicdes relativas entre planos

Planos paralelos distintos: Dois planos sdo paralelos quando ndo ha ponto de
intersecéo entre eles.

Planos concorrentes: Dois planos sao concorrentes quando se intersectam. A
intersecao entre dois planos € uma reta.

Planos perpendiculares: Dois planos séo perpendiculares quando um deles contém

uma reta perpendicular ao outro plano.
Utilizaremos a lousa para exemplificar as posic¢des relativas entre planos.

Exercicio 6: Julgue as afirmativas a seguir em verdadeira ou falsa, justificando.

a) Duas retas distintas, r e s, sdo paralelas. Se a reta r esta contida no plano A, e a
reta s esta contida no plano B, entdo A e B jamais podem encontrar-se.

b) Por um ponto fora de um plano, passa uma Unica reta paralela a esse plano dado.
c) Uma reta r é paralela a um plano somente se existirem duas retas contidas nesse
plano e perpendiculares a retar.

d) Uma reta é paralela a um plano quando possui dois pontos em comum com ele.
Resolucgéo proposta:

a) Falsa, os planos podem se intersectar.

b) Falsa, por um ponto fora de um plano, passam infinitas retas paralelas a esse plano
dado. E por um ponto fora de uma reta que passa apenas uma reta paralela a essa
reta dada.

c) Falsa, uma reta é paralela a um plano se existe outra reta contida nesse plano
paralela a reta em questéo.

d) Falsa, umareta é paralela a um plano quando ndo possui nenhum ponto em comum

com ele.

Exercicio 7: Julgue as afirmativas a seguir em verdadeira ou falsa, justificando.

a) Se uma reta contém dois pontos distintos de um plano, ela tem pelo menos mais
um ponto nesse plano.

b) Uma reta que tem um ponto sobre um plano esta contida nesse plano.

¢) Uma reta contida num plano tem um ponto que pertence a esse plano.
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d) Uma reta contida num plano tem um Unico ponto que pertence a esse plano.
Resolucédo proposta:
a) Verdadeira, a reta estara inteiramente contida no plano.
b) Falsa, ela pode ser perpendicular por exemplo.
c) Verdadeira, tem todos os pontos pertencentes ao plano, inclusive
d) Falsa, pela mesma justificativa do item c).
Pediremos que dois voluntarios resolvam os exercicios na lousa com toda a
turma, explicando os raciocinios utilizados na questéao.

25 minutos

Terminadas as resolugdes, faremos uma atividade dindmica chamada “Batalha
Naval’.

Batalha Naval: Inicialmente, pediremos que os alunos se dividam em duplas.
Apoés, entregaremos uma cartela para cada um dos alunos, propondo que agora,
preencham suas embarcacfes pelo tabuleiro, marcando os quadrados em que
estardo ancoradas as suas embarcacdes da seguinte forma: um porta-avides (cinco
quadrados); dois encouracados (quatro quadrados cada um); trés cruzadores (trés
guadrados cada um); quatro submarinos (dois quadrados cada um). As embarcacdes
devem ocupar os quadrados na extensdo de uma linha ou de uma coluna. Por
exemplo, um porta-avides deve ocupar cinco quadrados em uma linha ou em uma
coluna. Nao é permitido que duas embarcacdes se toquem ou se sobreponham. Deve
ser distribuida pelo menos uma embarcacdo em cada quadrante. Cada jogador ndo
deve revelar ao seu oponente a localizacdo de suas embarcagcdes. Os jogadores
decidem quem comeca a atirar. Cada jogador, na sua vez de jogar, tentara atingir uma
embarcacdo do seu oponente. Para isso, indicara ao seu oponente um ponto (tiro) no
plano cartesiano dando as coordenadas x e y desse ponto. Lembrando que as
coordenadas x,y sao pares ordenados (x,y) em que o primeiro niumero deve ser lido
no eixo x e 0 segundo no eixo y. O oponente marca o0 ponto correspondente no seu
tabuleiro e avisa se o jogador acertou uma embarcacao, ou se acertou a agua. Caso
tenha acertado uma embarcacgéo, o oponente devera informar qual delas foi atingida.
Caso ela tenha sido afundada, isso também devera ser informado. Uma embarcacao
€ afundada quando todos os quadrados que formam essa embarcacdo forem

atingidos. Para que um jogador tenha o controle dos pontos que indicou ao seu
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oponente, devera marcar cada um dos pontos indicados no plano correspondente ao
do oponente no seu tabuleiro. Para acertar uma embarcacédo, basta acertar um dos
vértices de um dos quadrados em que a embarcacdo esta ancorada. Para afundar
uma embarcacado, é preciso acertar pelo menos um dos vértices de cada um dos
quadrados em que a embarcacao estd ancorada. Se o jogador acertar um alvo, tem
direito a nova jogada e assim sucessivamente até acertar a agua ou até que tenha
afundado todas as embarcacfes. Se o0 jogador acertar a 4gua, passa a vez para o seu
oponente. Também passara a vez para 0 seu oponente ou perdera uma jogada o
jogador que marcar um ponto de forma incorreta, em qualquer um dos tabuleiros. O
jogo termina quando um dos jogadores afundar todas as embarcacfes do seu
oponente.

Tabuleiros do jogo:
Figura 20 — Tabuleiro 1 do jogo Batalha Naval

MEU JOGO y

Embarcacdes: 1 Porta-avides (5 quadrados); 2 Encouracados (4 quadrados cada);
3 Cruzadores (3 quadrados cada); 4 Submarinos (2 quadrados cada)
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Figura 21 — Tabuleiro 2 do jogo Batalha Naval

TIROS NO JOGO DO MEU OPONENTE ¥

=
A
L
(=]

Ao final do jogo, pediremos que os alunos respondam as seguintes questdes:

a) Quais as posicdes ocupadas pelo seu porta-avides?

b) E pelos seus encouracados?

c) E pelos cruzadores?

d) E os submarinos?

e) Se o seu adversario disparar um “ponto” para a posigao (6,E), atingira algum
de seus navios?

f) Se o seu adversario disparar um “ponto” para a posicao (7,G), atingira algum
de seus navios?

Caso sobre tempo, disponibilizaremos o restante da aula para que os alunos
resolvam alguns exercicios complementares e tirem possiveis davidas que ainda

existam.

75 minutos
Avaliacéo:
Seré realizada no decorrer da aula, a partir da participacdo dos alunos nas

atividades propostas.

Referéncias bibliograficas:
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ALVES, Aroldo. Introducdo a geometria analitica. Disponivel em:
https://www.institutoclaro.org.br/educacao/para-ensinar/planos-de-aula/introducao-a-

geometria-analitica/. Acesso em: 15 mar. 2024.

ASTH, Rafael C.. Retas. Disponivel em: https://www.todamateria.com.br/retas/.

Acesso em: 15 mar. 2024

ASTH, Rafael C.. Exercicios sobre Geometria Analitica. Disponivel em:
https://www.todamateria.com.br/geometria-analitica-exercicios/. Acesso em: 15 mar.
2024.

SILVA, Luiz Paulo Moreira. "O que sao posi¢oes relativas?"; Brasil Escola.
Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/o-que-e/matematica/o-que-sao-

posicoes-relativas.htm. Acesso em 15 de marco de 2024.

SILVA, Marcos Noé Pedro da. Exercicios sobre Posicdes relativas. Disponivel
em: https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-

sobre-posicoes-relativas.htm. Acesso em: 15 mar. 2024.

5.10. Relatério do Encontro V.

No dia seis de abril de dois mil e vinte e quatro, recebemos os alunos em sala
para dar continuidade ao PROMAT.

Inicialmente, perguntamos se o0s alunos tiveram davidas ao resolverem o0s
exercicios complementares e percebemos que poucos haviam tentado entdo tiramos
as davidas de alguns alunos individualmente.

Em seguida, apresentamos alguns slides com o objetivo de motivar os alunos
quanto ao estudo de Geometria Analitica e falamos sobre as aplicacdes desse
conteaddo em areas como como engenharia civil, arquitetura, fisica e ciéncia da
computacao.

Entregamos entdo o material de aula e comegamos a falar sobre conceitos
como ponto, reta e plano. Pedimos que os alunos observassem a imagem e

explicamos o que é um plano cartesiano, como sao divididos os quadrantes e como
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encontramos coordenadas neste plano. Apds mostrar um exemplo, solicitamos que
os alunos resolvessem um exercicio e entao corrigimos no quadro.

Dando sequéncia ao contetdo, demonstramos no quadro a relacdo entre a
formula da distancia entre dois pontos e o teorema de Pitdgoras nre-guadre e propomos
aos alunos que resolvessem um exercicio. Foi possivel perceber que alguns alunos
tentaram utilizar a relacdo apresentada anteriormente ao invés de encontrar a
distancia entre os pontos através da formula.

Apés o exercicio, pedimos que o0s alunos se sentassem em duplas para realizar
uma atividade préatica envolvendo o conteddo da aula e o mapa do Brasil. Ap6s um
tempo, realizamos a correcdo dessa atividade no quadro e voltamos a falar sobre as
definicbes presentes no material de aula. Explicamos conceitos como segmento de
reta, semirreta e reta orientada, mostrando imagens como exemplos e entédo falamos
sobre as posicdes relativas entre retas apresentando gréaficos por meio de slides.

Logo apos as explicacdes, definimos a equacao reduzida da reta e a equacao
fundamental da reta, disponibilizando em seguida um tempo para que os alunos
resolvessem trés exercicios. Feito isso, realizamos o intervalo.

Ao retornar do intervalo, corrigimos os exercicios através de slides e mostramos
também imagens para falar brevemente sobre as posi¢des relativas entre retas e
planos e posicdes relativas entre planos e depois dois exercicios foram propostos.

Por fim, realizamos a atividade dindmica chamada “Batalha Naval’ em duplas.
Explicamos o objetivo e as regras da atividade e alguns alunos tiveram duavidas
guando a marcacao dos quadrados da malha quadriculada. Como a aula estava
terminando, depois de realizarem a dinamica nado foi possivel que os alunos
respondessem as questdes sobre ela. Solicitamos entdo que eles resolvessem em

casa junto com os exercicios complementares.
5.11. Plano do Encontro VI.

Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.
Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.

Conteudo: Geometria Analitica.
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Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar conceitos fundamentais
de geometria analitica, preparando-os para resolver problemas geométricos de forma

analitica.

Objetivos especificos:
e Representar objetos e relagdes no plano através de coordenadas cartesianas;
e Identificar e interpretar diferentes tipos de curvas geométricas, utilizando
equacdes de retas e circulos na forma geral e reduzida;
e Aplicar transformacfes geométricas basicas nas coordenadas dos pontos;
e Analisar e interpretar aplicacdes praticas de geometria analitica em varias

areas, compreendendo a relevancia desses conceitos no contexto pratico.
Tempo de execugao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Quadro, giz, material dos alunos, régua, compasso.

Encaminhamento metodolégico:

Inicialmente, daremos as boas-vindas aos alunos na sala de aula. Em seguida,
indagaremos os estudantes sobre possiveis duvidas que tenham permanecido da aula
anterior e solicitaremos que sugiram algum exercicio adicional da lista fornecida que
ainda nao tenham conseguido resolver. Se algum aluno apresentar uma sugestéao de
exercicio, resolveremos coletivamente no quadro, caso contrario, selecionaremos um
para resolvermos juntos.

Em seguida, relembraremos o que foi apresentado no encontro anterior, por
ser um pré-requisito para a compreensao do presente conteudo. Faremos alguns
guestionamentos orais aos alunos, visando retomar o que foi visto de geometria
analitica.

Feito isso, entregaremos o material do encontro, contendo defini¢oes,
exemplos e exercicios importantes para a aula.

Comecaremos o contetudo da aula definindo o que é o ponto médio de um

segmento.
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Ponto médio

O ponto médio de um segmento de reta € o0 ponto que separa 0 segmento em
duas partes com medidas iguais.

Pode ser calculado pela seguinte formula:

_ (XatXp YatYB
W= T )

onde x, e y, sao as coordenadas do ponto A e xz € yz sdo as coordenadas do ponto

B. Perceba que estamos calculando as coordenadas do ponto médio do segmento

AB.
Figura 22 — Exemplo de ponto médio.
yi
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Fonte: Mundo Educac¢éo. Acesso em 12 abril 2024.

Feito isso, pediremos que os alunos resolvam trés exercicios para praticar.

Exercicio 1: Dadas as coordenadas dos pontos A(4,6) e B(8,10) pertencentes ao
segmento AB, determine as coordenadas do ponto médio desse segmento.

Resolucéo proposta:

272

4+8 6+10
= )=©9

Exercicio 2: Dados os pontos P(5,1) e Q(-2,-9), determine as coordenadas do ponto
médio do segmento PQ.

Resolucao proposta:

_(5—2 1—9)_(3 4)
M=\ T )T\
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Exercicio 3: O ponto M(lO,%) é 0 ponto médio do segmento AB. Sendo o ponto

B (13,-5) um dos extremos desse segmento, qual o par ordenado que representa
ponto A?

Resolucdo proposta:

13+ x4
3\ (13+x4 y4+5 > =10 =7
(10’5)_( 2 2 ) ya+t5 3 ﬁ{yA—S
2 2

Portanto, o outro extremo do segmento € A(7,8).

Reservaremos cinco minutos para que os alunos resolvam cada exercicio e
entdo, pediremos que voluntarios resolvam na lousa para toda a turma, explicando os
raciocinios utilizados.

25 minutos

ApOs as resolucBes, passaremos a falar sobre a circunferéncia, definindo-a e

encontrando suas equacdes (geral e reduzida) a partir de uma atividade pratica.

Circunferéncia.

Seja 0 um ponto qualquer de um plano e r uma medida positiva. O conjunto C
de pontos do plano que estdo a uma distancia r de 0 (equidistantes) recebe o nome
de circunferéncia de centro O e raio r. Ou seja, qualquer ponto X pertencente a C deve
satisfazer d(X,0) = r. A unido dos pontos de € com os pontos do plano tais que

d(X,0) < r (pontos interiores) € chamado de circulo.
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Figura 23 — Exemplo de circunferéncia.

A

Corda

)

-9 Diametro

E

Fonte: Mundo Educacéo. Acesso em 12 abril 2024.

Em seguida, falaremos sobre as equac¢fes da circunferéncia. Pediremos que
os alunos desenhem uma circunferéncia em uma folha e destaquem o centro dela,
chamaremos esse centro de 0. Subsequente a isso, 0s alunos deverdo marcar trés
pontos distintos sobre a circunferéncia, chamaremos esses pontos de A, B e C. Feito
iISS0, questionaremos 0s alunos sobre 0 que eles percebem desses segmentos e se
eles sabem o nome desses segmentos. Depois disso, diremos que uma “corda” € um
segmento de reta com extremidades em dois pontos da circunferéncia e pediremos
que eles destaguem uma corda da circunferéncia desenhada. Depois, diremos que
“‘didmetro” € uma corda que passa pelo centro da circunferéncia, de forma que todos
esses pontos, incluindo o centro da circunferéncia, sao colineares. Por fim, pediremos
gue eles comparem a medida do diametro com a medida dos segmentos que unem o
centro ao ponto A4, B ou C e guestionaremos sobre qual relacdo existe entre eles.
Esperamos que os alunos respondam que os segmentos tem metade do tamanho do
didametro e entdo diremos que essa medida é chamada de raio.

Apos isso, pediremos que os alunos se sentem em duplas para realizar uma
atividade, onde abordaremos a equacado da circunferéncia. Entregaremos uma folha

pontilhada com as instru¢cdes abaixo e iniciaremos a atividade.

Atividade do formigueiro.
Considere as formigas A, B e C localizadas nos pontos (3,1),(7,—1) e (0,0),
respectivamente. Represente no papel pontilhado um plano cartesiano e marque a

posicéo das formigas A,B e C.
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Sabe-se que o formigueiro F esta localizado em um ponto cuja distancia é a

mesma até a localizagédo formigas.
Pergunta: “Vocés tém algum palpite de como calcular a localizagdao do

formigueiro F?”
A seguinte sequéncia sera proposta: complete os espacos, utilizando a

distancia entre dois pontos:

Distancia do formigueiro (x,,y,) até a formiga A(3, 1):

dpa = \/(xo =3)2+ (yo — D?

Distancia do formigueiro (x,,y,) até a formiga B(7, -1):

dpp = \/(xo =7+ (yo — (—1))?

Distancia do formigueiro (x,,y,) até a formiga (0, 0):

dpc = \/(xo —0)2+ (yo — 0)?

Sabendo que o formigueiro F tem que estar a igual distancia das trés formigas,

devemos ter: dp, = dpy = dpc. LOQO,

Vo =32+ (o — D2 =y(xo =72+ (o + 1? = /x§+y02

Use alguma propriedade da radiciacdo para simplificar essa equacédo. Neste

caso, teremos que

{(xo — 3+ (yo— D2 =x§ +y§
(xo — 71?4+ (o + D* = x¢ + y§

Trabalhe com os produtos notaveis para resolver o sistema de equacao acima,

obtendo

Deste modo, o formigueiro esta em F (3, —4).



UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Parana
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS

Curso de Licenciatura em Matemética
Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica - Estagio Supervisionado Il

Agora, calcule as distancias entre o formigueiro e as formigas A, B e C. Escreva

todos os resultados obtidos.

Marque no papel pontilhado (onde localizou as formigas) as coordenadas do

formigueiro F. Ligue os pontos que representam as formigas A, B e C ao formigueiro

F.

Meca com a régua essas distancias.

Perguntas:

Qual é essa medida?

5 para todas, basta a férmula de distancia entre dois pontos.

De que forma esse problema relaciona-se com o conceito de circunferéncia?

Esse problema pode ser interpretado geometricamente como encontrar o

centro e o raio de uma circunferéncia que passa pelas posi¢des das formigas A, B e

C. E a solucdo do sistema de equacfGes nos da exatamente o ponto central da

circunferéncia (xo, Yo), €nquanto a distancia entre o formigueiro e qualquer formiga

nos da o raio da circunferéncia.

Com a ponta fixa do compasso no formigueiro desenhe a circunferéncia que

passa pelas formigas A, B e C.

Perguntas:
Quais as coordenadas do centro da circunferéncia que vocé desenhou?
C =(3,-4)

Quanto mede o raio dessa circunferéncia?

5 unidades de medida.

Quais as coordenadas dos pontos que pertencem a essa circunferéncia?
(x—3)*+ (y+4)*=52

Equacédo da circunferéncia

Observe a circunferéncia de centro O de coordenadas O (a, b) de raio r € um

ponto A de coordenadas A(x,y) pertencente a circunferéncia.
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Figura 24 — Circunferéncia de centro O

C

Fonte: Produzida pelos autores.

Usando a férmula da distancia entre dois pontos, temos que a distancia entre

0s pontos 0 e A mostrados na figura é

dao =+ (x—a)2+(y—b)2=r,

de onde obtemos que
(x—a)*+ @y -b3?=r?

chamada de equacéao reduzida da circunferéncia.
ApoOs apresentar essa definicdo faremos as seguintes perguntas aos alunos:

1. Analisando a equacéao da circunferéncia, podemos escrever:
a) a e b sdo as coordenadas do centro da circunferéncia.
b) r € o raio da circunferéncia.
C) o ponto genérico P de coordenadas (x,y) pode ocupar o lugar de qualquer ponto
da circunferéncia, sempre distando igualmente do centro da circunferéncia.

Agora, desenvolva os produtos notaveis da equacao reduzida para encontrar a
chamada equacéao geral da circunferéncia e a escreva no caderno.

x2+y?—2ax—2by+a*+b*—1r2=0
Por fim, analisando a posicéao do formigueiro e a distancia do formigueiro até
as formigas, escreva a equacao reduzida e geral da circunferéncia do nosso problema.

Finalizada a atividade, pediremos que o0s alunos resolvam trés exercicios de
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fixacao.

Exercicio 4: Determine a equagéo reduzida da circunferéncia que possui centro em
C(3,6) e raio 4.

Resolucéo proposta:

A equacao da circunferéncia com coordenados do centro (3,6) e raio medindo 4 é

dada por: (x-3)*+ (y-6)*> =16

Exercicio 5: O centro de uma circunferéncia € determinado pelo ponto médio do
segmento PQ, sendo P(4,6) e Q(2,10). Considerando que o raio dessa circunferéncia
€ 7, determine sua equacdao reduzida.

Resolugédo proposta:

O ponto médio é

44+2 6+10
LY MU

Assim, a equagéo da circunferéncia de raio 7 e centro (3,8) €
(x-3)*+ (y-8)* =49

Exercicio 6: Determine a equacao geral da circunferéncia com centro no ponto C(2,1)
e que passa pelo ponto A(1,1).

Resolucao proposta:

Obviamente a distancia entre A o centro C da circunferéncia € o raio, portanto,

d(A,0)=r=1-2)2+(1-12=1
Logo, a equacédo reduzida sera
(x-2)*+(x-1)?*=1
Assim, a equacao geral podera ser expressa por:
x2—4x+4+y*-2y+1=1
x24+y?—4x—-2y+4=0

Deixaremos cerca de cinco para que os alunos resolvam cada exercicio e entédo
resolveremos na lousa com toda a turma, explicando os raciocinios utilizados em cada
exercicio.

75 minutos
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Subsequente a isso, falaremos sobre posi¢cdes relativas entre circunferéncia e

os demais entes definidos na aula anterior.

Posicao relativa entre ponto e circunferéncia.
O ponto comparado a circunferéncia pode assumir trés posicdes diferentes,

pode ser: externo a circunferéncia, interno a circunferéncia ou pertencer a

circunferéncia.
Figura 25 — Exemplos de posi¢des relativas entre pontos e circunferéncia.

D
L]

Fonte: Produzida pelos autores.
Neste exemplo, A(x,,y,4) € interno a circunferéncia, B(xg,yg) pertence a
circunferéncia e D(xp, yp) € externo a circunferéncia.
Deste modo, devemos ter:
(xa-a)* + (ya-b)* < r?
(xp-a)®> + (yp-b)* > r?
(xg-a)® + (yg-b)* = r?

Posicdao relativa entre reta e circunferéncia.

1) Reta externa a circunferéncia

Quando a reta e a circunferéncia ndo possuem nenhum ponto em comum,
dizemos que a reta é externa a circunferéncia.

Seja D um ponto da reta cuja distancia até o centro da circunferéncia é a menor

possivel, e que B é um ponto qualquer da circunferéncia. Nessas circunstancias,
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DB > r, onde r é o raio.

Exemplo de reta externa a circunferéncia:

Figura 26 — Exemplo de reta externa a circunferéncia.

—

Fonte: Mundo educagédo. Acesso em 05 abril 2024.

Reta tangente a circunferéncia

Quando a reta e a circunferéncia possuem apenas um ponto em comum,

dizemos que a reta é tangente a circunferéncia.

Dado A um ponto da reta cuja distancia até o centro C seja a menor possivel,

AC =r, em que r é o raio da circunferéncia. Além disso, 4 é o ponto em comum entre

as duas figuras, também chamado de ponto de tangéncia.

Exemplo de reta tangente a circunferéncia:

Figura 27 — Exemplo de reta tangente a circunferéncia.

Fonte: Mundo educacgédo. Acesso em 05 abril 2024.

Reta secante a circunferéncia
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Quando a reta e a circunferéncia possuem dois pontos em comum, dizemos
gue a reta € secante a circunferéncia.

Dado B um ponto da reta cuja distancia até o centro C da circunferéncia seja a
menor possivel, o segmento BC sera perpendicular a reta e sua medida sempre sera

menor que o raio, ou seja, BC < r.

Exemplo de reta secante a circunferéncia:

Figura 28 — Exemplo de reta secante a circunferéncia.

Fonte: Mundo educagédo. Acesso em 05 abril 2024.

Apods as definicbes, pediremos que os alunos resolvam trés exercicios sobre

posicoes relativas entre circunferéncia e ponto/reta.

Exercicio 7: Verifique qual a posi¢cdo dos pontos P(0,0); Q(1,—4); R(—2,-5) em
relacdo a circunferéncia de equacao geral x> + y2 + 2x + 8y + 13 = 0.
Resolugédo proposta:
Devemos transformar essa equacéo geral em reduzida.
x> +2x+y?4+8y=-13=>x*+2x+ 1)+ (y*+8y+16)=—-13+1+ 16
S+ 2+ (@ +4)?2=4
Agora, basta substituir os termos. Para P (0, 0),
0+1)2+(0+4)2=4
Como 17 > 4, segue que P é ponto externo a circunferéncia. Para Q(1, —4),
1+1D2+(—4+4)?*=4
Como 4 é igual ao raio da circunferéncia, temos que Q pertence a mesma.
Para R(—2,-5),
(—=2+1)2+(-5+4)?% =14

Como 2 < 4, R é ponto interno a circunferéncia.
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Exercicio 8: Qual a equacao da circunferéncia com centro no ponto €(2, 1) e tangente
areta3x —4y +8=07?
Resolucéo proposta:
Sendo s a reta em questao, a qual é tangente a circunferéncia, entdo a distancia dela
até o centro C é igual ao raio r da circunferéncia, ou seja:
r:drC:|3><2—4><1+8|:2
Assim, a equacdo da circunferéncia sera:
(x—22+@-1>=4

Exercicio 9: A distancia entre um ponto P e o centro de uma circunferéncia de raio
4cm é dada pela expressao d = 3x-8. Qual o menor valor inteiro de x para que o
ponto P seja externo a circunferéncia?
Resolucgéo proposta:

Veja que a seguinte desigualdade deve ser satisfeita:

3x—8>4
Logo,
x >4

Portanto, o menor valor inteiro € x = 5.

Deixaremos cinco minutos para que os alunos resolvam cada exercicio e na
sequéncia, resolveremos na lousa com toda a turma, explicando-os.

40 minutos

Apbs as explicacbes, pediremos que os alunos formem trios para a realizacédo
do jogo a segquir:
Trilhando em busca do tesouro: E um jogo de tabuleiro cujo objetivo é trabalhar
com o estudo do ponto e da reta. O jogo foi desenvolvido para trés participantes, dois
se enfrentardo e o terceiro sera o juiz, responsavel pelas cartas que contenham as
respostas. Os dois jogadores participantes deverao lancar o dado e, aquele que
obtiver o maior nimero entre eles, inicia a partida. O jogador iniciante deve jogar
novamente o dado, e dessa forma, devera caminhar o numero de casas

correspondente no tabuleiro do jogo. As cartas sdo embaralhadas e o juiz retira uma
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carta para o primeiro jogador responder. Caso o jogador acerte a resposta contida na
carta, pode continuar na casa em que parou. Caso erre, devera retornar a casa de
origem. Se o marcador cair em um ponto que indique uma ordem, o jogador devera

segui-la. Vence o jogo aquele que conseguir encontrar o tesouro primeiro.

Tabuleiro do jogo:

Figura 29 — Tabuleiro do jogo Busca ao tesouro.

INICIO

Mapa do jogo:
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Cartas do jogo:

Para vocé se aproximar do tesouro é
precise descobrir em qual quadrante
estd localizado o camelo perdido?

R: 4° quadrante

Quais os sinais das coordenadas de
um ponte qualquer do 2° quadrante?
Ri(-+)

Quais os sinais das coordenadas de
um ponto qualquer do 3% quadrante?
R: (--)

Qual o eixo que é conhecido como
eixo das abscissas?

R: O eixo x

A distancia entre um ponto do odsis ¢
o ponta P = (0,6) &7
R: Depende do ponto escolhido

Conhecendo-se a equagio geral da
reta (r) 3x + 2y — 16=0, obtenha a
equagio reduzida.

R:Y=-3x2+8

Para que duas retas q € s do plano
cartesiano sgjam concorrentes seus
coeficientes angulares seriin?
R: Diferentes

Digam quais sdo as coordenadas da
origem do mapa cartesiano.
R: (0,0)

Se voed descobrir o ponto médio do
segmento que liga o ponte, em que o
€SCOrpidio mEnor se posiciona, 4o
ponto P = (2,6), vocé chegard mais
proximo do tesouro.

R: M=(-11/2,-1/2)

Escolha um animal e diga a
coordenada da abscissa da sua
localizagio.

R: (Dizer a coordenada de x )

Para seguir em busca do tesouro. Diga
como é chamado o eixo y.

R: Eixo das ordenadas

Determine o ponto médio do
segmento AB, sendo A=(2.5) ¢
B=(-41).

R: M =(-1,3)

Maostre para o sen colega a distincia
entre o ponto A= (1,1)e B =(1.5).
R:4

Para que duas retas r e s do plano
cartesiano sejam paralelas seus
coeficientes angulares seriio?

R: lguais

O produto dos coeficientes angulares

de duas retas perpendiculares entre si

R: -1

Descubra o valor de x, de forma que o
ponto A= (2x + 1, 5) pertenga &
bissetriz dos quadrantes pares.
R:-3

Quais as coordenadas cartesianas dos
pontos que estio as trés cobras?
R: (-6,-8), (-4,-5), (-3,-3)

Quais as coordenadas cartesianas do
ponto que estd o cacto?

R: (10,-5)

Descubra o valor de n, de forma que o
ponto P = (2n,4) pertenga 4 bissetriz
dos quadrantes impares.
R:n=2

Trés pontos A, B e C estario
alinhados quando o determinante da
matriz formada pelas coordenadas dos
pontos for?

R:0

Diga qual o coeficiente angular de
uma reta s que forma com o eixo x um
dngulo de 30°,

R:

Descubra a equagio da reta que passa
pelo ponto A (1.3) ¢ tem cocficiente
angular 2

R:-2X+y-1=0

Para se aproximar do tesouro descubra
em qual quadrante do nosso mapa esta
o sol.

R: 1*quadrante

Em qual quadrante estd o odsis?
R: 4° quadrante

Trés pontos ndo colineares em um
plano formam?

R: Triangulo

Determine as coordenadas do ponto
medio do segmento AB, sendo
A=(-1.2) e B={-2.0).

R: M = (-3/2,1)

Diga qual o coeficiente angular de
uma reta r paralela ao eixo x.
R:0

Qual o coeficiente angular de uma reta
s gue forma com o eiXo X um dngulo
de 4577
R:1

Determine a equagio geral da reta que
passa pelo ponto A= (1.2) ¢ apresenta
coeficiente angular m= 2.
R:2x-y=0

Descubra a distincia da origem ao
pdssaro que se encontrar no ponto que
tem coordenadas 11 emx e 3em y.

R:

Caso sobre tempo, debateremos coletivamente sobre o0 jogo e tiraremos

possiveis duvidas que possam ter ficado pendentes sobre o conteudo.
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60 minutos

Avaliacéo:
Serd realizada no decorrer da aula, a partir da participacdo dos alunos nas
atividades propostas.

Referéncias bibliograficas:
ALVES, Aroldo. Introducéo & geometria analitica. Disponivel em:
https://www.institutoclaro.org.br/educacao/para-ensinar/planos-de-aula/introducao-a-

geometria-analitica/. Acesso em: 15 mar. 2024.

RABELO, Rigel. CIRCUNFERENCIA. Disponivel em:
https://daffy.ufs.br/uploads/page_attach/path/10012/Desenho_5.pdf. Acesso em: 17
mar. 2024.

SILVA, Luiz Paulo Moreira. Posigéo relativa entre uma reta e uma circunferéncia.
Disponivel em: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/posicao-relativa-

entre-uma-reta-uma-circunferencia.htm. Acesso em: 17 mar. 2024.

SILVA, Marcos Noé Pedro da. "Ponto médio de um segmento de reta"; Brasil Escola.
Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/ponto-medio-um-

segmento-reta.htm. Acesso em 17 de marco de 2024.

SILVA, Marcos Noé Pedro da. Exercicios sobre Circunferéncia: Posi¢cfes
Relativas. Disponivel em: https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-
matematica/exercicios-sobre-circunferencia-posicoes-relativas.htm. Acesso em: 17
mar. 2024.

TEIXEIRA, Thelma Maria. Geometria Analitica Circunferéncia. Disponivel em:
https://canal.cecierj.edu.br/012016/23a87684661d6176d47aa33b4582c2a5.pdf.

Acesso em: 17 mar. 2024.

5.12. Relatério do Encontro VI
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No dia treze de abril de dois mil e vinte e quatro, continuamos o0 PROMAT na
sala A219 da Unioeste.

Inicialmente, recebemos os alunos em sala e perguntamos se eles tinham
davidas quanto ao encontro anterior, depois comunicamos que iriamos continuar
falando sobre Geometria Analitica e entregamos o material de aula.

Comecamos a aula falando sobre ponto médio e pedimos para os alunos
resolverem trés exercicios. Alguns alunos se ofereceram para resolver os exercicios
no quadro e explicaram o raciocinio utilizado. Voltando ao contetudo, desenhamos
uma circunferéncia no quadro e mostramos alguns conceitos como raio, diametro e
corda.

Com o objetivo de motivar os alunos e facilitar o entendimento do conteudo,
realizamos a atividade do formigueiro descrito no plano de aula. Os alunos
apresentaram muitas duvidas quanto aos passos a serem seguidos na atividade,
fazendo com que fosse necessario explicarmos a atividade individualmente. Por isso,
realizamos alguns passos de maneira coletiva. Apés finalizar essa atividade,
realizamos o intervalo.

Ao retornar do intervalo, conversamos sobre os resultados encontrados e a
relacdo dos resultados com o centro e o raio de uma circunferéncia. Depois, falamos
sobre a equacdo da circunferéncia e pedimos que os alunos resolvessem trés
exercicios.

Na sequéncia, explicamos 0s conceitos sobre posi¢des relativas entre ponto e
circunferéncia e entre reta e circunferéncia, fazendo o uso de imagens para melhor
entendimento dos alunos. Como a aula estava chegando ao fim, pedimos que o0s
alunos resolvessem os trés Gltimos exercicios em casa e entdo realizamos um jogo
de tabuleiro em trios. Explicamos as regras do jogo “Trilhando em busca do tesouro”
e o0s alunos jogaram por algum tempo e tiraram algumas duvidas antes de a aula
acabar. Por fim, pedimos que eles realizassem o0s exercicios complementares em

casa.
5.13. Plano do Encontro VII

Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.
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Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.
Conteudo: Trigonometria no triangulo retangulo.

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar 0s conceitos

fundamentais da trigonometria no triangulo retangulo para resolver problemas

Objetivos especificos:

e Demonstrar a relacdo entre os lados de um tridangulo retadngulo e as razdes
trigonomeétricas seno, cosseno e tangente.

e Apresentar métodos para calcular angulos e medidas de lados em triangulos
retangulos utilizando as fun¢des trigopnométricas inversas.

¢ Resolver problemas préaticos envolvendo alturas, distancias e angulos de
elevacdo utilizando as propriedades da trigonometria no triangulo retangulo.

e Aplicar os conceitos aprendidos na resolucéo de problemas do cotidiano e em

contextos reais, como na engenharia, na arquitetura e na navegacao.
Tempo de execugao: Um encontro com duragédo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Quadro, giz, material dos alunos, cartas do jogo.

Encaminhamento metodolégico:

Inicialmente, iremos receber os alunos na sala de aula e, em seguida, incentiva-
los a compatrtilhar eventuais duvidas remanescentes da aula anterior. Além disso,
solicitaremos sugestbes de exercicios adicionais da lista fornecida que possam ter
encontrado dificuldades. Caso algum aluno apresente uma sugestéo, resolveremos
coletivamente no quadro com a participacdo de toda a turma; caso contrario,
selecionaremos um exercicio para resolvermos juntos.

Apds isso, anunciaremos que o conteddo a ser trabalhado no encontro sera o
de trigonometria no tridngulo retangulo. Faremos uma motivagcao para o estudo a partir
de uma apresentacéo de slides, onde comentaremos que a trigonometria possui uma
infinidade de aplicagBes préticas. Desde a antiguidade ja se usava a trigonometria

para obter distancias impossiveis de serem calculadas por métodos comuns. Os
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gregos determinaram a medida do raio da terra por meio da trigopnometria. Dentre as
aplicacoes, citaremos que ela pode usada para determinar a altura de um prédio,
medir de maneira relativamente simples a distancia entre a terra e a lua, e também
para facilitar o trabalho de cartografia e demais problemas que envolvam proporc¢des.
15 minutos

Feito isso, entregaremos o material dos alunos para a aula, contendo
definicbes, exemplos e conceitos importantes sobre trigonometria no triangulo
retangulo. Uma vez que os alunos estiverem com o material, faremos a leitura da

definicdo de triangulo, bem como dos elementos de um triangulo.

Definicdo de triangulo.
Tridngulos sao figuras geométricas formadas por trés segmentos de reta que
se encontram nas extremidades. Assim, sdo poligonos com trés lados, trés angulos e

trés vértices.

Elementos de um triangulo
Os elementos do triangulo sao:

e Lados: Os lados do triangulo sédo segmentos de reta que se encontram apenas
em suas extremidades. Um tridngulo € uma figura geométrica plana que possui
trés lados.

e \Vértices: S8o0 os pontos de encontro entre os lados de um triangulo. Na
realidade, os vértices sdo pontos de encontro entre lados de qualquer poligono.
O triangulo possui apenas trés vértices, pois tem trés lados.

e Angulos internos: Os angulos internos sdo angulos formados por dois lados
consecutivos de um triangulo que ficam em seu interior. Os tridngulos também
possuem trés angulos internos. Os vértices e os lados desses angulos sao
também, respectivamente, os vértices e os lados do triangulo.

e Angulos externos: Dado um lado qualquer de um tridngulo e o prolongamento
do lado consecutivo a ele, um angulo externo é a abertura entre esse lado e
esse prolongamento.

Apresentaremos a seguinte imagem em slide, destacando cada um dos

elementos dos triangulos.
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Figura 31 — Elementos do tridngulo retangulo.

\/értice

D,
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lado

angulo externo
angulo intem&(\

Fonte: Mundo educacédo. Acesso em 18 abril 2024.

Subsequentemente, falaremos sobre classificacdes de triangulos, juntamente

de algumas propriedades desse poligono.

Classificagdes dos triangulos
Existem diversas maneiras de classificar triangulos. As duas mais comuns
levam em consideracao as medidas de seus lados e as medidas de seus angulos:
e Triangulo escaleno: triangulo que possui todos os lados com medidas

diferentes.

Triangulos isosceles: triangulo que possui dois lados com medidas iguais.

Tridngulo equilatero: triangulo que possui todos os lados com medidas iguais.

Triangulo acutangulo: possui todos os angulos internos menores que 90°

(angulo reto).

Tridangulo obtusangulo: possui exatamente um angulo interno maior que 90°.

Triangulo retangulo: possui exatamente um angulo interno igual a 90°.
Também em forma de slides, apresentaremos exemplos de cada tipo de

triangulo:
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Figura 32 — Classificacdes de triangulos.

| Quanto aos lados
EQUILATERO ISOSCELES ESCALENO
Quanto aos angulos
| . A 8 .:\'. ~
| RETANGULO | [AcutAnGuLo | | OBTUSANGULO

Fonte: Profes. Acesso em 18 abril 2024.
Propriedades
Para todo triangulo, valem as propriedades:

e A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é sempre igual a 180°.

e A soma dos angulos externos de qualquer triangulo é sempre igual a 360°.

e A soma das medidas de dois lados de um triangulo é sempre maior que a
medida do terceiro lado. Essa propriedade é chamada de desigualdade
triangular e fornece uma condicao de existéncia para triangulos.

e O maior lado de um triangulo é sempre oposto ao seu maior angulo. Por
consequéncia, o menor lado de um tridngulo é sempre oposto ao seu menor
angulo, assim como o lado “médio” € oposto ao “angulo médio”.

¢ O lado diferente de um triangulo isosceles é chamado de base. Os angulos da
base de um tridngulo isésceles sdo congruentes.

e Todos os angulos internos de um triangulo equilatero medem 60°.

Para fixacdo, pediremos que os alunos resolvam trés exercicios envolvendo

classificacdes e propriedades de triangulos.

Exercicio 1: Os triangulos podem ser classificados com relacdo aos seus angulos ou
com relacdo aos seus lados. Dois triangulos colocados lado a lado possuem as
seguintes caracteristicas: o primeiro possui um angulo de 91° e o segundo possui trés
lados iguais. Quais as classificacdes corretas para esses triangulos?

Resolucao proposta: O primeiro € obtusangulo, pois possui um angulo maior que
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90°. Ja o segundo € equilatero, pois tem os trés lados iguais.

Exercicio 2: Quanto as classificacbes de triangulos, julgue os itens a seguir em
verdadeiro e falso.

a) Um tridngulo is6sceles possui dois lados com comprimentos iguais, entretanto, nao
€ possivel afirmar nada sobre seus angulos.

b) Um triangulo equilatero possui todos os lados com comprimentos iguais, entretanto,
néo é possivel afirmar nada sobre seus angulos.

¢) Um tridngulo retangulo é aquele que possui dois angulos retos.

d) Um triangulo acutangulo € aquele que possui apenas um angulo agudo.

e) Um triangulo obtusangulo é aquele que possui apenas um angulo obtuso.
Resolucao proposta:

a) Falsa. O triangulo is6sceles possui dois lados com medidas iguais. J& os angulos
adjacentes ao lado diferente também séo iguais.

b) Falsa. O triangulo equilatero possui todos os lados iguais. Seus angulos também
sdo todos iguais e, além disso, medem 60°.

c) Falsa. Um triangulo retangulo possui apenas um angulo reto. E impossivel que um
triangulo possua dois (ou mais) angulos retos (ou maiores que 90°).

d) Falsa. Para ser acutangulo, € necessario que todos os angulos de um triangulo
sejam menores que 90°.

e) Verdadeira. E impossivel um triangulo ter mais que um angulo obtuso.

Exercicio 3: Julgue os itens em verdadeiro e falso.

a) A soma dos angulos internos de um tridngulo isosceles é igual a 180°.

b) A soma dos lados de um triangulo sempre € igual a sua area.

c) A soma de dois lados de um triangulo é sempre menor que o terceiro lado, que nao
foi somado.

d) Os triangulos retangulos possuem um unico angulo raso.

e) Um triangulo que possui trés lados iguais € chamado de isOsceles.

Resolucéo proposta:

a) Verdadeira. A soma dos angulos internos de qualquer triangulo € 180°.

b) Falsa. A soma dos lados de um triangulo € igual ao perimetro.

c) Falsa. A soma de dois lados de um triangulo € sempre maior que o terceiro lado.
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d) Falsa. Triangulos retangulos possuem um unico angulo reto.
e) Falsa. Um triangulo que possui trés lados iguais € chamado de equilatero.

Reservaremos cerca de dez minutos para que os alunos resolvam os trés
exercicios e entéo corrigiremos na lousa com toda a turma.

25 minutos

Apos isso, focaremos no triangulo retangulo.

Triangulo retangulo.

Além de possuir um angulo igual a 90°, o triangulo retangulo é formado por dois
catetos e uma hipotenusa, sendo que os catetos sao os lados que formam o angulo
reto (90°) e a hipotenusa € o lado oposto ao angulo reto.

Um famoso resultado para esse tipo de triangulo é o Teorema de Pitagoras,

que afirma que:

“A soma dos quadrados dos catetos de um triangulo retadngulo é igual ao quadrado

de sua hipotenusa.”
Ou seja
h? =c2 +c}

Onde h é a medida da hipotenusa, c, € a medida de um dos catetos e ¢, é a
medida do outro cateto.

Em seguida, falaremos sobre as relacdes trigopnométricas num triangulo
retangulo.

Seno, Cosseno e Tangente de um &ngulo em um tridangulo retangulo.

As razdes trigonométricas sdo as relagbes existentes entre os lados de um
triangulo retangulo. As principais sdo o seno, 0 cosseno e a tangente, dados

informalmente por

cateto oposto

Seno = —;
hipotenusa

cateto adjacente

Cosseno = -
hipotenusa
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cateto oposto

Tangente = -
cateto adjacente

Os termos cateto oposto e cateto adjacente referem-se a posi¢cao do cateto em
relagdo ao angulo cujo seno, cosseno ou tangente esta sendo calculado. Além disso,
denotaremos por sen(a), cos (a) e tg(a) o seno, cosseno e tangente de um angulo «

respectivamente. Veja um exemplo na figura abaixo:

Figura 33 — Relacdes trigonométricas.
sen(a) =

cos(a) =

hipotenusa

B"lgﬁ|@q|g

tg(a) =

cateto
a| opostoa o

cateto adjacente a a

Fonte: Casa das Ciéncias. Acesso em 28 mar. 2024.

Nesse momento, utilizaremos um circulo trigopnométrico grande pendurado na

lousa para mostrar as relacdes mencionadas.
ApOs isso, apresentaremos no material dos alunos a tabela com os valores de

Seno, Cosseno e Tangente de angulos notaveis.
Figura 34 — Angulos notaveis.

30° 45° 60°
1
2 2 2
COS £ Q l
2 2 2
fo % 1 ﬁ

Fonte: Passei direto. Acesso em 28 mar. 2024.

Em seguida, iremos propor trés exercicios sobre as relacfes apresentadas.
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Exercicio 4: Um teleférico foi instalado ligando uma base ao cume de uma montanha.
Para a instalacéo, foram utilizados 1358 m de cabos, dispostos a uma angulacao de
30° em relagéo ao solo. Qual a altura da montanha?

Resolucéo proposta:

Utilizando a relacéo do Seno, temos:

altura da montanha
sen(30°) =

comprimento dos cabos

altura da montanha
=05 =
1358

= altura da montanha = 679m

Exercicio 5: Durante uma partida de futebol, o jogador 1 faz um lancamento para o
jogador 2 com um angulo de 48°, como mostra a figura abaixo. Qual a distancia que

a bola devera percorrer até chegar ao jogador 2?

Considere:

sen(48°) = 0,74
cos(48°) = 0,66
tan(48°) = 1,11

Resolucao proposta:

A distancia medida entre o jogador 1 e o jogador 2 € a hipotenusa do triangulo
retangulo da figura.

Assim, usando a relagao Cosseno, temos:

52,5-16,5

cos(48°) = -



UNIOESTE - Universidade Estadual do Oeste do Parana
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
Curso de Licenciatura em Matematica
Metodologia e Pratica de Ensino de Matematica - Estagio Supervisionado Il

h =

0.66 = 54,54m

Exercicio 6: Uma pessoa quer conhecer a largura de um rio antes de atravessa-lo.
Para isso, ela fixa um ponto de referéncia na outra margem, como uma arvore, por
exemplo. Na posicdo em que se encontra, caminha 10 metros para a esquerda, até
se forme um angulo de 30° entre o ponto onde ela estd e o ponto de referéncia na
outra margem. Calcule a largura do rio.

Sugestdo: Faca um desenho da situacao descrita.

Resolucédo proposta:

Basta aplicar a relacédo da tangente.

V3
L=10x1g(30°) =10 X — =576m

Reservaremos 15 minutos para que os alunos resolvam os trés exercicios e,
em seguida, pediremos que voluntarios resolvam os exercicios na lousa, explicando

Seu passo-a-passo para toda a turma.
40 minutos

Resolvidos os exercicios, faremos na lousa a demonstracdo da relacéo
fundamental da trigonometria.

A relacao fundamental da trigonometria é uma aplicacdo direta do teorema de
Pitagoras. Seja « um angulo do triangulo retangulo diferente do angulo reto. Dadas as
medidas dos catetos c,, ¢, € da hipotenusa h, sabemos que:

h? =c2 + c?
h? ¢ 2
TR
_ (Ca 2 Con\2
=1=(3) +(%)
= 1 = sen?(a) + cos?(a)
Mostraremos ainda uma outra relagao importante:

Seja @ um angulo do triangulo retangulo diferente do angulo reto. Entdo temos

que:
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sen(a) Co

== tg(a)

a

cos(a)

= | =9

20 minutos

ApGs apresentarmos esses resultados, faremos um intervalo de 20 minutos e
ao retornarmos, iremos ler o material e comentar sobre algumas outras relagdes que

podemos extrair a partir das que foram mostradas.

Outras relac¢fes trigonométricas de triangulos retangulos.
Sejam a e B os dois angulos de um triangulo retangulo que ndo sdo o angulo

reto, como na figura abaixo:

Figura 35 — Tridngulo usado para demonstracdo de algumas relagdes.

B

G

Fonte: Produzida pelos autores.
Ent&o, pelo fato de que a + f = 90°, temos:

sen(a) = % = cos(B) = cos (90° — )

Também vale:

sen(a) = cos (90° — a)

As duas relagbes acima podem ser reescritas para o cosseno, faca isso.
Resolucéo proposta:

Para a primeira:

cos (a) = %2 = sen(B) = sen (90° — a)

Para a segunda:

cos(a) = sen (90° — @)
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20 minutos

Na sequéncia, iremos propor que a turma seja dividida em grupos de trés
integrantes a realizag&o do jogo abaixo.

Pife trigonomeétrico: O jogo € composto por um baralho trigonométrico com
40 cartas. Para iniciar, um jogador deve embaralhar as cartas, e, depois de
embaralhadas, outro jogador devera separar o baralho em duas partes onde achar
conveniente. Apoés isso, deve-se juntar novamente os montes da seguinte maneira: a
gue estava embaixo, fica em cima e o jogador que embaralhou ira distribuir o restante
das cartas, sendo seis cartas para cada participante. Quem inicia o jogo é o jogador
que separou o baralho em duas partes depois de embaralhado, ele devera pegar uma
carta do monte que sobrou e verificar se consegue formar uma trinca ou até mesmo
um par, devendo descartar uma carta a sua escolha com a face para cima ao lado do
monte. O préximo jogador serd o que estiver a esquerda de quem iniciou, ele podera
pegar a carta descartada anteriormente caso sirva para ele, ou se preferir, pode pegar
uma no monte e descartar outra de sua preferéncia, assim dando continuidade ao jogo
até que ele termine. Caso algum jogador precise da carta descartada, podera
antecipar-se ao proximo jogador e vencer aquela partida, porém, caso se engane, so
podera vencer pegando a carta do monte. Das seis cartas recebidas, cada jogador
deve formar duas trincas de razbes trigopnométricas equivalentes, exemplo: caso o

jogador faca um jogo com as razfes do seno 30°, a medida do cateto oposto 30°,
divido pela medida da hipotenusa = sen 30° = % A carta triangulo (com angulos de

30°,60° e 90°) que serd um coringa da razao acima, podera substituir uma carta, assim
completando a trinca. O jogador que fizer dois trios primeiro e mostrar aos adversarios
ganha o jogo, somando um ponto. Caso faga um trio e uma sequéncia relacionando
quatro cartas, ele ganha com sete cartas (mas corre o risco de perder caso 0 outro
jogador apresente as duas trincas primeiro), neste caso ele somara trés pontos.

Ganha aquele jogador que fizer dez pontos primeiro.

Cartas do jogo:
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Por fim, caso sobre tempo, deixaremos os alunos livres para realizarem os
exercicios complementares da lista e, caso tenham duvidas, elas serdo sanadas
nesse momento.

80 minutos

Avaliacéo:
Sera realizada no decorrer da aula, a partir da participacdo dos alunos nas

atividades propostas.
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5.14. Relatério do Encontro VII.

No dia vinte de abril de dois mil e vinte e quatro, recebemos os alunos na sala
A219 para dar continuidade ao PROMAT.

Inicialmente, incentivamos os alunos a tirarem eventuais duvidas sobre a aula
anterior e entao realizamos uma apresentacao de slides com o objetivo de motivar 0os
alunos para o estudo de trigopnometria no triangulo retangulo, bem como mostrar
algumas de suas aplicacfes praticas.

Em seguida, entregamos o material da aula e comecamos a leitura de
definicdbes e exemplos importantes para a compreensdo do conteudo. Definimos
triangulo e citamos seus elementos, classificamos os diferentes tipos de triangulos e
explicamos suas propriedades, sempre com o auxilio de imagens para ilustrar esses
conceitos. Logo depois, pedimos que o0s alunos resolvessem trés exercicios,
corrigindo-os oralmente em seguida.

Na sequéncia, falamos sobre o tridngulo retdngulo e as relagbes
trigopnométricas neste. Apresentamos a tabela com os valores de Seno, Cosseno e
Tangente de angulos notaveis e pedimos que os alunos resolvessem trés exercicios
utilizando as relagGes apresentadas. Foi possivel perceber que alguns alunos tiveram
muita dificuldade na interpretacdo dos problemas e na utilizacdo das relacdes,
usando-as de maneira incorreta, por exemplo, utilizando seno quando deveria utilizar

cosseno. Apos a realizacdo das atividades, realizamos o intervalo.
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Ao retornar do intervalo corrigimos os exercicios e falamos brevemente sobre
a relacdo fundamental da trigonometria e comentamos que iriamos realizar um jogo
chamado Pife trigonométrico, dividindo os alunos em trios. Durante a realizagdo do
jogo, muitos alunos apresentaram dificuldades em perceber as equivaléncias entre as
cartas, principalmente aquelas envolvendo os angulos notaveis. Percebemos que eles
utilizaram o material da aula para relembrar as relacdes estudadas.

Por fim, finalizamos o jogo, recolhemos as cartas e pedimos que os alunos

resolvessem 0s exercicios complementares em casa.
5.15 Plano do Encontro VIII.

Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.
Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.
Conteudo: Trigonometria em tridngulos quaisquer e na circunferéncia.

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreender e aplicar 0os conceitos
fundamentais da trigonometria em triangulos quaisquer e na circunferéncia.
Objetivos especificos:
e Demonstrar e aplicar relacdes trigopnométricas em triangulos;
e explorar propriedades trigonométricas da lei dos senos e da lei dos cossenos;
e resolver problemas préaticos envolvendo alturas, distancias e angulos de
elevacdao utilizando propriedades trigopnométricas;

e analisar relacdes trigopnométricas na circunferéncia.
Tempo de execug¢ao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Quadro, giz, material dos alunos, pecas do jogo.
Encaminhamento metodologico:

Inicialmente, iremos receber os alunos na sala de aula e, em seguida, incentiva-

los a compartilhar eventuais davidas referentes a aula anterior, uma vez que 0
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presente contetdo sera continuacao do anterior. Além disso, solicitaremos sugestdes
de exercicios da lista fornecida no encontro anterior para resolvermos e que o0s alunos
possam ter encontrado dificuldades. Caso algum aluno apresente uma sugestéo,
resolveremos coletivamente no quadro com a participagdo de toda a turma; caso
contrario, selecionaremos um exercicio para resolvermos.

ApOs isso, anunciaremos que continuaremos a trabalhar com o conteudo de
trigonometria, mas agora, em triangulos quaisquer e na circunferéncia. Sendo assim,
entregaremos o0 material dos alunos para a aula, contendo definicbes, exemplos e
exercicios importantes para a devida compreensao do conteudo.

Comecaremos lendo e interpretando um paragrafo de motivacéo para o estudo,
explicando a importancia de estudar trigonometria além daquela vista no triangulo

retangulo.

Trigonometria no triangulo qualquer

Os problemas que envolvem trigonometria muitas vezes sdo resolvidos com
auxilio de triangulos retangulos. No entanto, no cotidiano, nem sempre encontramos
situacdes que se encaixam nesse modelo tao facilmente. Em muitos casos, lidamos
com triangulos acutangulos ou obtusangulos, o que demanda o uso da Lei dos Senos
ou da Lei dos Cossenos para resolver essas situacdes de forma eficaz.

Em seguida, falaremos sobre a lei dos senos e a lei dos cossenos.

Lei dos senos
Dado um tridngulo ABC, a Lei dos Senos ou Teorema dos Senos indica que a
relacdo entre a medida do lado de um tridangulo e o seno do angulo oposto a esse lado

sera sempre constante. Essa lei é representada pela seguinte formula:

a b c

send senB senC

Onde a,b e c sédo os lados opostos aos vertices A,B e C respectivamente,
enquanto 4, B e € s&o os angulos internos do triangulo, determinados pelos seus lados

e 0s vértices A, B e C respectivamente.
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Faremos a seguinte demonstracdo da lei dos senos na lousa. Considere o

triangulo:
Figura 36 — Tridngulo usado para demonstrar a Lei dos Senos.

A D #
b

Fonte: Educa Mais Brasil. Acesso em 29 mar. 2024.

Os triangulos retangulos ABD e BCD sé&o gerados a partir do corte do triangulo

ABC em duas partes. Segue que:
. BD -
senA=7:>senA><c=BD
Analogamente,

. BD A
senC=7:>senC><a=BD

Assim, temos que sen A x ¢ = sen € x a = BD. Logo,

a Cc

senA sen(C

< - b e ‘A ~
Para chegar a igualdade com —— , basta utilizar o outro triangulo retangulo e

senB '’

um raciocinio analogo.

Exemplo: Suponha que em um triangulo ABC, temos 0s seguintes dados:

« 0 angulo A mede 30°%;
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« O lado oposto ao angulo A tem comprimento 4 unidades;
« 0O angulo B mede 30°.
Queremos encontrar o comprimento do lado oposto ao angulo B.

Substituindo os valores conhecidos na férmula da lei dos senos,

4 b
sen 30° - sen 30°
segue que
4 b
172 1/2

Que resultaem b = 4.
Portanto, o comprimento do lado oposto ao angulo B é 4 unidades.
Feita a demonstracdo e o exemplo, questionaremos 0s alunos sobre possiveis

davidas nos passos vistos e, entdo, falaremos sobre a lei dos cossenos.

Lei dos Cossenos.
Dado um triangulo ABC, a Lei dos Cossenos é usada para realizar o calculo
dos lados e dos angulos do triangulo, desde seja dado algum valor. Essa lei € dada

pelas seguintes formulas:

a?=b%2+4+c2—2xbxcXcosA,
ou

b2 =a%?+c%2—-2xaxcXcoshB,
ou

c2=a?+b?2—2xaxbxcosC.

Onde a,b e ¢ sdo os lados do triangulo enquanto 4,B e € s&o os angulos
internos do triangulo, determinados pelos lados do triangulo e os vértices A,B e C

respectivamente.
Faremos a demonstracdo da primeira formula da lei dos cossenos na lousa.

Para isso, considere o seguinte triangulo:
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Figura 37 — Triangulo usado para demonstrar a Lei dos Cossenos.

"B %

A

5

m D p
b

Fonte: Educa Mais Brasil. Acesso em 29 mar. 2024

AA
I

Vejaqueb=m-+nem=c X cosA.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras nos triangulos ABD e BDC, temos que:
c? =m? + h?,
a? =n? + h2.

Substituindo n = b — m e h? = ¢? — m? na segunda equac&o acima, temos:
a?=((b-m)?+c?-—m?
a?=b?-2xbxm+m?+c?—m?
a?=b%+c?-2xbxm

Mas m = ¢ X cos 4, logo,

a?=b%>+c?—-2xbxcxcosA
Observaremos que a demonstragdo das demais formulas é feita de maneira
analoga e encorajaremos os alunos para que tentem fazer uma delas como tarefa.
Exemplo: Suponha que em um triangulo ABC, temos 0s seguintes dados:

e O lado a tem comprimento 5 unidades;

e O lado b tem comprimento 7 unidades;
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« 0O angulo ¢ mede 60o.
Queremos encontrar o comprimento do lado ¢, oposto ao angulo C.

Substituindo os valores conhecidos:

c2=5%2+7%2—-2x%5x7xcos(60°
1
c2=25+49—70x§

c2 =25+49 — 35
c2 =+/39 = 6,245

Em seguida, pediremos que os alunos resolvam cinco exercicios sobre a lei

dos senos e a lei dos cossenos.

Exercicio 1: No triangulo a seguir, determine a medida do lado AC, tendo em vista as

medidas presentes nele.

45°

10 em

60°
A X C
Resolucao proposta: Aplicacdo direta da lei dos senos
10 X V3 V2

= >x—=10—
sen 60° sen 45° x2 2

Exercicio 2: (Mackenzie — SP) Trés ilhas A,B e C aparecem num mapa em escala

1: 10000, como na figura. Qual a distancia entre as ilhas A e B?
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B

RS

A 12 cm C

Resolucado proposta: Aplicaremos a lei dos senos para AB = x e AC = 12c¢m, com

45° e 30° sendo os angulos opostos a esses lados, respectivamente. Assim, temos

X 12 1 o 2 12
= = — e
sen45 sen 30 2 x 2

= x=12V2cm

Pela escala do desenho, temos que a distancia real é 10000 x 12v2 =

120000vV2 cm = 1,2V2 km.

Exercicio 3: (UF- Vigosa) Dois lados de um terreno de forma triangular medem 15 m

e 10 m, formando um angulo de 60°, conforme a figura abaixo:

60°

15

Qual o comprimento do muro necessario para cercar o terreno, em metros?

Resolucéo proposta:
O comprimento do muro necessario para cercar o terreno € igual ao seu
perimetro. Para esse calculo, basta somar os comprimentos do lado do triangulo.
10 + 15 + x

O valor de x pode ser encontrado por meio da lei dos cossenos:
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x? = 10% + 15%-2-10-15 - cos 60°
= x% = 100 + 225- 2-150 - cos 60°

1
= x? = 325—300-5

= x? = 325- 150
=2>x = V175

Exercicio 4: (UF- Juiz de Fora) Dois lados de um triangulo medem 8 m e 10 m e
formam um angulo de 60°. Qual a medida do terceiro lado desse triangulo?

Resolucéo proposta:
Aplicacao direta da lei dos cossenos.

x? =82 4+ 10%-2-8-10"cos60°

= x% = 164 - 80

=x? = 84
=>x = V84

Exercicio 5: Qual é a medida do lado oposto ao angulo de 30°, em um triangulo,
sabendo que os outros dois lados medem 2 e V3?

Resolucao proposta:
Aplicacéo direta da lei dos cossenos

x? = 22 + (V3)%-2-2-vV3-cos30°

g 12

=775
=>x2=7-6
>x =1

Reservaremos cerca de 20 minutos para que os alunos resolvam os cinco
exercicios e entdo resolveremos na lousa com toda a turma. Nesse momento, faremos

uma mescla entre resolvermos alguns e pedirmos que alguns alunos resolvam outros

na lousa.
60 minutos

Em seguida, daremos énfase a trigonometria na circunferéncia,
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apresentaremos 0s seguintes conceitos, através de leitura do material dos alunos e

apresentacao do circulo a frente da turma.

Circulo trigonomeétrico.

O Circulo Trigonométrico, também chamado de Ciclo ou Circunferéncia

Trigonomeétrica, € uma representacdo grafica que auxilia no calculo das razbes

trigonométricas. Veja:

Figura 38 — Circulo Trigonométrico.
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Fonte: Produzida pelos autores.

De acordo com a simetria do circulo trigonométrico, o eixo vertical corresponde

ao seno, enquanto o eixo horizontal corresponde ao cosseno. Cada ponto do circulo

esta associado aos valores dos angulos em radianos. Além disso, o circulo tem raio

igual a 1.

Um arco no circulo trigonométrico pode ser medido em graus (°) ou radianos

(rad).

e Um grau (°) corresponde a % da circunferéncia, onde esta é dividida em 360

partes iguais, cada uma representando um angulo de 1°.

e Um radiano (rad) € a medida de um arco da circunferéncia cujo comprimento

€ igual ao raio do circulo.
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Sabendo que m rad equivale a 180°, podemos converter graus para radianos
(ou radianos para graus) usando regra de trés.

O circulo trigopnométrico é dividido em quatro quadrantes, sendo eles:

1° quadrante: 0° a 90°

2° quadrante: 90° a 180°

3° quadrante: 180° & 270°

4° quadrante: 270° a 360°

De acordo com o quadrante em que esté inserido, os valores do seno, cosseno
e tangente variam. Ou seja, 0s angulos podem apresentar um valor positivo ou

negativo. Veja:

Figura 39 — Sinais dos quadrantes do circulo trigonométrico.

Seno Cosseno Tangente

Fonte: Toda Matéria. Acesso em 29 mar. 2024.

Além das relagBes trigonométricas que ja vimos, existem algumas outras,

comao:
cosseno
cotangente = ————
seno
1
cossecante =
seno
1
secante = ———
cosseno

No circulo trigopnométrico, temos as seguintes situacoes:
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Figura 40 — Outras relag8es trigonométricas no circulo.

Fonte: Realize educacional. Acesso em 29 mar. 2024.

Feita a explanacdo do circulo trigonométrico, proporemos trés exercicio

envolvendo-o para que os alunos resolvam.

Exercicio 6: (Vunesp-SP) Em um jogo eletrénico o “monstro” tem a forma de um setor

circular de raio 1 cm, como mostra a figura.

irad

A parte que falta no circulo é a boca do “monstro”, e o &ngulo de abertura mede
1 radiano. Qual o perimetro “do monstro”, em cm?

Resolucéo proposta:
A volta completa é 2m, retiramos 1 rad (arco com a mesma medida do raio),

mas somamos 2 raios, logo, o perimetro mede 2w + 1.

Exercicio 7: (PUC-MG) Os moradores de certa cidade costumam fazer caminhada
em torno de duas de suas pracas. A pista que contorna uma dessas pragcas € um

quadrado de lado L e tem 640 m de extensdo; a pista que contorna a outra praga € um
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circulo de raio R e tem 628 m de extensdo. Nessas condi¢fes, o valor da razdo R/L €
aproximadamente igual a quanto?
Resolucéo proposta:
Praca quadrada:
4L = 640 = L =160m
Praca circular:

628
C=2nr>—=r=>1r=100m
2T

~ . 100
Logo, arazéo é — =
160

®|u

Exercicio 8: (UFRS) Os ponteiros de um relégio marcam duas horas e vinte minutos.
Qual o menor angulos entre os ponteiros?
Resolucédo proposta:

Ponteiro dos minutos: esta no nimero 4, logo estad em 120°, considerando que
comecemos a contar 0° em 0/12 horas.

Ponteiro das horas: estd um pouco a frente do nimero 2, ou seja, estad em 60° +

§30° = 70°. Portanto, o angulo formado sera de 120° — 70° = 50°.

Disponibilizaremos cerca de 15 minutos para que os alunos resolvam os trés
exercicios.
40 minutos

Em seguida, faremos um intervalo de 20 minutos.

Na volta, resolveremos os trés exercicios propostos na lousa, com toda a turma.

15 minutos

Apoés as correcdes, solicitaremos que o0s alunos se sentem em trios para a

realizacdo de um jogo.

Dominé trigonomeétrico: O jogo é formado por vinte e oito pecas e as regras
do jogo sdo as mesmas existentes no jogo tradicional. Cada um dos integrantes do
grupo recebe sete pecas e as pecas restantes ficam para serem compradas. O

primeiro participante a jogar pode ser escolhido da seguinte forma: quem sortear a
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@

peca mais alta antes de comecar a primeira partida iniciara. E as demais partidas
iniciam no sentido anti-horario a partir deste jogador. Ganha a partida quem conseguir
terminar primeiro com todas as suas pecas. Dessa forma, os alunos teréo que
reconhecer as rela¢cdes métricas no triangulo, efetuar pequenos calculos e relacionar

angulos em radianos e graus.

Pecas do jogo:

sen 0° = 6.sen 3n1/2 sen’*x+cos*x sen 90°
cos 90° S5.tgm/4 2.sen 30° 2.cos0
sen 180° 4.sen M2 =2.cos 1207 J.tg m/d
cos 270° 3. tg 60" = cos5 T B.sen 30°
cos M2 2.sen 207 = sem I S{senxtcos™x)
sen I tg 457 =s5en 270° | G.cos 0°
cos ImZ sen D 2.5en 150° | 2(sen’x+cosx)
d.sen M2 5 = cos 4.sen 30° G.5en M6
disen’'xt+cos"x) 4.tg T/ d.cos 60" B.cos 60"
3 =s5en 270" = S.sen 270" 2.tg 45" S5.tg 45"
4+ sen 180° = G.cos 180" = 2.tg 135" S+cosD
3+ Z.5en 907 10.5em 30° £ +tg 45° G.cos i3
2+ ld.cos 0° G{sen’x+cos"x) 3 =sen 0° B.sen 6
3 + J.sen 50 12.cos 60~ 4d=cos0 4+ cos0
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Avaliacao:
Sera realizada no decorrer da aula, a partir da participacdo dos alunos nas

atividades propostas.

Referéncias bibliogréficas:
ASTH, Rafael C.. Circulo Trigonométrico. Disponivel em:
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CAIUSCA, Alana. LEI DOS SENOS E DOS COSSENOS. Disponivel em:
https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/matematica/lei-dos-senos-e-dos-

€c0ssenos. Acesso em: 29 mar. 2024.

EDUCAGCAO, Equipe Realize. Ciclo trigonométrico. Disponivel em:

https://realizeeducacao.com.br/wiki/ciclo-trigonometrico/. Acesso em: 29 mar. 2024.

SILVA, Luiz Paulo Moreira. Exercicios sobre lei dos cossenos. Disponivel em:
https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-sobre-lei-

dos-cossenos.htm. Acesso em: 29 mar. 2024.

SILVA, Luiz Paulo Moreira. Exercicios sobre a lei dos senos. Disponivel em:
https://exercicios.mundoeducacao.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-

sobre-lei-dos-senos.htm. Acesso em: 29 mar. 2024.

5.16. Relatério do Encontro VIII.

No dia vinte e sete de abril de dois mil e vinte e quatro, continuamos o PROMAT
na sala A219 da Unioeste.

Inicialmente, recebemos os alunos em sala e pedimos que compartilhassem
suas duavidas referentes a aula anterior. Logo depois, falamos que continuariamos o
conteudo da aula anterior e entregamos o material de aula aos alunos.

Em seguida, realizamos a leitura sobre a lei dos senos e a lei dos cossenos,
demonstramos essas leis no quadro e destacamos as imagens contidas no material

para melhor entendimento dos alunos. Depois disso, mostramos um exemplo e
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pedimos que os alunos resolvessem cinco exercicios. Solicitamos que alguns
voluntarios apresentassem a resolucédo dos exercicios e explicassem seu raciocinio
e, como sempre, alguns alunos se mostravam interessados em apresentar sua
solugéo para os demais.

Dando continuidade a aula, definimos o Circulo trigonométrico, fixando no
quadro uma versao feita com papel e régua, que emprestamos do Laboratério de
Ensino de Matematica do campus e, por meio dele, explicamos as relacbes
trigonométricas. Percebemos que a utilizacdo desse recurso auxiliou na assimilacédo
do conteudo, pois facilitou a percepg¢éo e visao das relacdes trigonométricas de forma
material e concreta. Além do Seno, Cosseno e Tangente, utilizamos esse momento
para falar brevemente sobre a Cotangente, Cossecante e Secante.

Apds esse momento, realizamos o intervalo. Ao retornar, pedimos que 0s
alunos resolvessem trés exercicios envolvendo esses conceitos.

Apos realizar as corre¢cdes no quadro, pedimos que 0s alunos se sentassem
em trios para a realizacdo do jogo Dominé trigopnométrico. Explicamos que as regras
sdo as mesmas que no jogo de domind tradicional e auxiliamos os alunos com
davidas. Durante o jogo, percebemos que a maioria dos alunos teve muita dificuldade
em relacionar as pecas, ja que muitas delas envolviam somas e diferencas de fracdes
além das relacdes trigopnométricas. Vimos que alguns ndo conseguiram continuar a
partida mesmo com auxilio e por isso acabaram deixando o jogo de lado e decidiram

resolver os exercicios complementares durante a aula.
5.17. Plano do Encontro IX.

Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.
Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.
Conteudo: Funcgdes trigonométricas.

Objetivo geral: Capacitar os alunos a compreenderem e aplicarem as propriedades

das fungdes trigonométricas
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Objetivos especificos:
e I|dentificar as Fungbes Seno, Cosseno, Tangente, Cossecante, Secante e
Cotangente;
e analisar os gréaficos das diferentes fungoes;
e resolver problemas praticos envolvendo fung¢des trigopnométricas;

e quando utilizados, analisar a influéncia de parametros em cada funcéo.
Tempo de execucdo: Um encontro com duracéo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Quadro, giz, material dos alunos.

Encaminhamento metodologico:

Inicialmente, iremos receber os alunos na sala de aula e, em seguida,
questionaremos sobre eventuais duvidas que permaneceram das duas aulas
anteriores, uma vez que o presente conteldo sera a continuacdo do que foi visto
nessas aulas. Além disso, solicitaremos sugestdes de exercicios da lista de exercicios
do encontro anterior para resolvermos. Caso algum aluno apresente uma sugestao,
resolveremos coletivamente no quadro com a participagdo de toda a turma; caso
contrario, selecionaremos um exercicio para resolvermos.

Apds isso, anunciaremos que continuaremos a trabalhar com o contetudo de
trigonometria, mas agora, falaremos sobre funcfes trigonométricas. Sendo assim,
entregaremos o material dos alunos para a aula, contendo definicbes, exemplos e
exercicios importantes para a devida compreensao do conteudo.

Comecaremos fazendo um pequeno resumo na lousa relembrando o que é
uma funcdo. Diremos que uma fungdo é como uma “lei” que é dada para alguns
valores (dominio) e apds o cumprimento dessa lei, podemos verificar como esses
valores ficam (imagem). Faremos isso por meio de diagramas e exemplos algébricos,
relembrando também alguns gréficos de funcdes conhecidas (afim, quadrética,
exponencial, logaritmica).

30 minutos

Feita essa rememoracao, iremos ler no material dos alunos as definigbes e

gréaficos das principais fungdes trigonométricas.
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Funcéo seno.
Chamamos de funcdo seno a fungdo de f: R — R tal que f(x) = sen(x),

onde x é o angulo em radianos.

Figura 41 — Grafico da funcédo seno.
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Fonte: Mundo Educacgéo. Acesso em 30 mar. 2024
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Dominio da funcéo seno.
Sabemos que, para todo namero real, existe um valor para sen(x), entao

podemos afirmar que o dominio D da fungdo seno é tal que D = R.

Imagem da funcgéo seno

Como vimos no encontro anterior, a razdo trigonomeétrica seno possui como
valor maximo 1 e como valor minimo —1. Entdo, a imagem Im da funcdo seno esta no
intervalo [ —1,1], isto € Im = [—1,1]. Perceba que é isso que acontece no grafico

acima.

Periodo da funcéo seno

Conhecemos como periodo 0 menor intervalo em que acontece a repeticao dos
valores da imagem e, consequentemente do grafico da funcdo. Podemos notar que a
funcéo seno € periddica, ou seja, o gréfico se repete a cada periodo, de modo que o

periodo p da funcdo seno € tal que p = 2.

Funcéo cosseno.
Chamamos de fungéo cosseno a funcéo f : R = R em que a lei de formagé&o

é dada por f(x) = cos(x), sendo x o angulo em radianos.
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Figura 42 — Grafico da funcéo cosseno.
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Fonte: Mundo educacgdo. Acesso em 30 mar. 2024.

Dominio da funcéo cosseno
Assim como a funcéo seno, a funcdo cosseno esta definida no conjunto dos

ndmeros reais, ou seja D = R.

Imagem da funcédo cosseno
Novamente, como na funcdo seno, a fungcdo cosseno possui imagem nos

nameros reais entre —1 e 1, ou seja, Im = [- 1,1].

Periodo da funcao cosseno
Como vimos na representacado grafica, a funcédo cosseno é periddica, ou seja,

0 Seu comportamento passa a se repetir, e o periodo dessa funcao é tal que p = 2m.

Funcéao tangente
A fungéo tangente néo é limitada como a funcdo seno e a fungdo cosseno. Além
disso, existem alguns valores para os quais a funcdo tangente nao esta definida. A lei

de formacéo da funcéo tangente € f(x) = tg(x).
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Figura 43 — Grafico da funcdo tangente
y = tan(x)
Ay

Fonte: Mundo educagdo. Acesso em 30 mar. 2024.

Dominio da funcao tangente
A tangente € a razdo entre 0 seno e 0 cosseno, portanto, para os valores em

gue cos(x) = 0, a funcdo tangente ndo esta definida, pois ndo realizamos divisao por
A . ~ A 3 A~
zero. Os angulos em que isso acontece sdo os angulos de g 7" e qualquer angulo

multiplo deles. Logo, o dominio D da fungéo tangente é:

T

2+kn,kEZ}

D={xeRx+#

Imagem da funcéo tangente
Como podemos ver no grafico, a imagem da fungéo tangente esta no conjunto

dos nameros reais, ou seja, Im = R.

Periodo da funcéo tangente
A funcéo tangente é também uma fungéo periddica, mas, diferentemente das

anteriores, temos que p = m. Veja o grafico acima.
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Antes de definirmos outras func¢des trigonométricas, pediremos que os alunos

resolvam quatro exercicios sobre o que foi visto até o momento.

Exercicio 1: Dada a fungéo f(x) = 2 + 4sen(x), qual seu conjunto imagem?
Resolucéo proposta:
Como a funcédo seno varia de —1 a 1, basta substituirmos esses dois valores para
obtermos 0 maximo e o minimo.

Minimo

f(x)= 2+ 4(-1) =-2
Maximo
fx)=2+41)=6

Portanto o conjunto Im = [-2,6).

Exercicio 2: Esboce o gréfico da fungéo f(x) = 2sen(x)
Resolucdo proposta: Basta colocar alguns valores para x e verificar como f(x) se

comporta.

Exercicio 3: Esboce o gréafico da funcdo f(x) = 2 + cos(x), determine seu dominio,
imagem e periodo.

Resolucdo proposta:

D=R
Im = [0, 2]
p =21

Exercicio 4: Dada a fungéo trigonométrica f(x) = Qual o menor valor que

4—sen(x)’
f(x) pode assumir?
Resolucao proposta:

Em uma fracdo, quanto maior o denominador, menor € o valor da fragéo. Entéo,

o0 valor que deixa o denominador ser 0 maior numero possivel é sen(x) =- 1.
) 1 1
X)=——m—m= —
/ 4—-(-1) 5
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Reservaremos cerca de 20 minutos para que os alunos resolvam o0s quatro
exercicios e, em seguida, resolveremos todos na lousa. Mesclaremos entre
resolvermos alguns e pedirmos que voluntarios resolvam explicando seu raciocinio.

40 minutos

Em seguida, definiremos e conceituaremos as fun¢des secante, cossecante e

cotangente.

Funcéo secante.
Conhecida como a razao trigonométrica reciproca do cosseno, a secante esta
definida para angulos cujo cosseno € diferente de zero. Para encontrarmos a secante

de um angulo x, basta calcularmos entéo o reciproco do valor de seu cosseno.

1

sec(x) = m

Figura 44 — Gréfico da fungéo secante.
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Fonte: Realize educacgéo. Acesso em 30 mar. 2024.

Funcédo cossecante.
Conhecida como a razao trigonometrica reciproca do seno, a cossecante €
definida para angulos cujo seno € diferente de zero. Para encontrarmos a cossecante

de um angulo x, basta calcularmos ent&o o reciproco do valor de seu seno.
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1

cossec(x) = m

Figura 45 — Gréfico da fungdo cossecante.
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Fonte: Realize educag&o. Acesso em 30 mar 2024

Funcéo cotangente.
Conhecida como a razéo trigonométrica reciproca da tangente, a cotangente

esta definida para angulos cuja tangente é diferente de zero. Para encontrarmos a

cotangente de um angulo x, basta calcularmos o reciproco do valor de sua tangente.

cotg (x) = e

Figura 46 — Grafico da funcdo cotangente.

4 cotgix)

Fonte: Realize educacdo. Acesso em 30 mar. 2024.

ApoOs essas definicdes, pediremos que o0s alunos resolvam trés exercicios de
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fixacao.

Exercicio 5: Sabendo-se que x = 90°, qual o valor da expressao abaixo?

cotg (;) + cossec (;)

Resolucdo proposta:

1 1
cotg (45°) = ) =1= 1
1 1 2
cossec(45)—m_ﬁ_ﬁ_\/§
2
Logo,
X X
cotg (E) + cossec (E) =1++2

Exercicio 6: Calcule sec(405°).

Resolucéo proposta:

2
sec(405°) = sec(405° — 360°) = sec(45°) = ﬁ =2

Exercicio 7: O que vocé acha sobre a igualdade cos(3x) = 3 cos(x), é falsa ou

verdadeira em R?

Resolucao proposta:
E falsa. Esperamos que os alunos substituam alguns valores de x e encontrem
divergéncias.
ApoOs cerca de 12 minutos, corrigiremos 0s exercicios na lousa, ha mesma
dindmica dos anteriores.
30 minutos
Em seguida, faremos um intervalo de 20 minutos.
Na volta, revisaremos oralmente tudo que foi visto até 0 momento sobre o
conteudo de trigonometria.
10 minutos

Na sequéncia, solicitaremos que os alunos se dividam em grupos de cinco
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alunos para a realizacdo de um jogo.

Jogo dorminhoco: Para iniciar, os alunos deverdo se dividir em grupos de
cinco alunos e serdo entregues para cada grupo vinte e uma cartas. Inicialmente, um
dos jogadores devera embaralhar as cartas e distribui-las entre todos os participantes,
sendo que nenhum deles devera mostra-las aos colegas. Quatro alunos ficardo com
quatro cartas e um aluno ficard com cinco. O objetivo do jogo é que cada jogador
forme uma quadra de cartas que combinem entre si. O jogador que receber cinco
cartas iniciara o jogo. Ele tomard uma de suas cartas que néo lhe serve e deslizara a
mesma sobre a mesa para o colega da direita. O colega da direita tomara a carta,
verificara se ela lhe serve ou ndo e fard 0 mesmo, assim prosseguindo o jogo. A carta
solitaria devera ficar uma rodada com cada jogador. Sendo assim, o jogador que a
receber ndo podera passa-la adiante de imediato, devendo permanecer com a mesma
por, pelo menos, uma rodada. Quando algum jogador conseguir um quarteto de cartas
gue combinem entre si, ele devera larga-las vagarosamente sobre a mesa, de forma
muito sutil e disfarcada, procurando esconder esta acdo dos demais colegas. Os
jogadores, ao perceberem que um adversario colocou as cartas sobre a mesa,
deverédo fazer o mesmo, independentemente do fato de terem formado quartetos ou

nao. O ultimo jogador a executar esta acdo sera o dorminhoco e perdera o jogo.

Cartas do jogo:
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JOGO DORMINHOCO
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Avaliacao:
Sera realizada no decorrer da aula, a partir da participacdo dos alunos nas

atividades propostas.

Referéncias bibliogréficas:

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Exercicios sobre funcdes trigonométricas.
Disponivel em: https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-
matematica/exercicios-sobre-funcoes-trigonometricas.htm. Acesso em: 30 mar.
2024.

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. Fun¢des trigonométricas. Disponivel em:
https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas.htm. Acesso
em: 30 mar. 2024.

OLIVEIRA, Raul Rodrigues de. "Secante, cossecante e cotangente"; Brasil Escola.
Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/secante-cosecante-

cotangente.htm. Acesso em 30 de margo de 2024
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SOUZA, Nébia Mara de. Plano de aula - Fun¢des trigonométricas. Disponivel em:
http://matinterdisciplinar.pbworks.com/w/file/fetch/87895744/N%C3%A9bia%20Macr
0%20aula.pdf. Acesso em: 30 mar. 2024.

5.18 Relatério do Encontro IX.

Iniciamos a aula recebendo os alunos e anunciando que continuariamos
abordando conteldos relacionados a trigonometria, com foco agora em funcdes
trigonométricas. Para contextualizar melhor, iniciamos com uma revisdo sobre
funcdes em geral, ja que ndo haviamos abordado esse conteddo especificamente
antes. Durante essa revisao, percebemos que o0s alunos tinham muitas duavidas sobre
para que serve e o que faz uma funcédo, o que fez com que essa parte da aula
demorasse mais que o planejado, jA que tivemos que relembrar o que € dominio,
contradominio, imagem e o que uma funcao faz. No entanto, conseguimos esclarecer
as duvidas e preparar a turma para a introducdo das fungdes trigonométricas.

Prosseguimos falando detalhadamente sobre as funcbes seno, cosseno e
tangente. Apresentamos seus conceitos, propriedades e aplicacdes, explicando cada
um com exemplos no quadro. Durante essa parte da aula, nenhum aluno expressou
davidas, o que indicou uma compreensao inicial satisfatoria do contetado de funcdes.

Em seguida, passamos exercicios praticos sobre as fun¢fes seno, cosseno e
tangente. Foi nesse momento que surgiram muitas duavidas, principalmente
relacionadas as manipulacdes algébricas necessarias, como racionalizacdo, para
resolver os problemas. Dedicamos certo tempo para atender individualmente os
alunos, esclarecendo suas duvidas e ajudando-os a superar as dificuldades. Notamos
gque essa pratica foi fundamental para que os alunos consolidassem o entendimento
das fungfes trigonométricas basicas.

Apos as atividades, realizamos o intervalo. Ao retornar, corrigimos 0s exercicios
e abordamos as funcdes secante, cossecante e cotangente de maneira mais
superficial, destacando suas definicdes e relacdes com seno, cosseno e tangente.
Durante essa parte, ninguém expressou duvidas, provavelmente devido a

complexidade reduzida da abordagem inicial.
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Para finalizar a aula, dividimos a sala em grupos de cinco alunos para jogar o
jogo "Dorminhoco”. Essa atividade ocorreu sem muitas dificuldades e foi bem recebida
pelos alunos, que demonstraram engajamento e cooperacdo. O jogo serviu para
reforcar os conceitos aprendidos de maneira ludica e interativa.

Encerramos a aula apdés o jogo, fazendo um breve resumo dos tdpicos
abordados e respondendo a quaisquer duvidas finais que os alunos pudessem ter.
Dispensamos os alunos em seguida percebendo que o conteudo foi, no geral, bem

assimilado, apesar das dificuldades iniciais com as manipula¢des algébricas.
5.19 Plano do Encontro X.

Estagiarios: Alexsandro Andre Alves de Freitas, Giulia Tochetto Castagneti, Julia

Maria Mattos Barbiero.
Publico-alvo: Alunos do Ensino Médio da Rede Publica de Ensino do Parana.
Conteudo: Contetldos trabalhados durante o PROMAT.

Objetivo geral: Explorar a mateméatica por meio de jogos, situacfes-problemas e

atividades ludicas.

Objetivos especificos:
e Perceber que a Matematica néo é so6 abstracao;
e Promover o ensino da Matematica através de jogos e atividades dindmicas
abordando os conteudos anteriormente trabalhados;
e Desenvolver o raciocinio légico, pensamento algébrico e calculo mental,

e Estimular o trabalho em grupo e interag&o social;
Tempo de execugao: Um encontro com duragéo de 3 horas e 20 minutos.
Recursos didaticos: Garrafas com liquido colorido, um alvo feito de caixas com

demarcacdes de pontuacao, pecinhas para serem langadas, urnas, maletas de papel,

bola, materiais impressos,
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Encaminhamento metodologico:

Para o ultimo encontro do PROMAT, foi decidido em consenso com os demais
académicos da disciplina de Metodologia e Pratica de Ensino de Matemética — Estagio
Supervisionado Il que seria realizada uma gincana coletiva com todos os estudantes.

Inicialmente, agruparemos as trés turmas do PROMAT e separaremos 0S
alunos em sete grupos, compostos de seis a oito membros cada um, de forma que
cada grupo possua alunos das trés classes.

A dindmica ira ocorrer no espaco da quadra de esportes da Unioeste e para
isso, foram escolhidas sete atividades iniciais que irdo determinar o placar das
equipes. Cada uma das atividades ird durar em torno de quinze minutos. As dinamicas

estédo descritas no quadro a seguir.

Tabela 2 — Atividades e responsaveis no Encontro X

Atividade Grupo responséavel
Mirando Gabriella, Nevir, Ricardo e Thais
Maleta do milh&o Gabriella, Nevir, Ricardo e Thais
Ordem das garrafas Gabriella, Nevir, Ricardo e Thais
Stop do determinante Ana, Meirielly, Milena e Stephany
5 casas Ana, Meirielly, Milena e Stephany
Quadrados mégicos Ana, Meirielly, Milena e Stephany
Chance de gol Alexsandro, Giulia e Julia

Fonte: Produzida pelos autores.

Na sequéncia estao descritas cada uma das atividades utilizadas na dinamica.

Mirando
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Figura 47 — Cartas do jogo Mirando.

Fonte: Produzida pelos autores.

O jogo é composto por quatro caixas cortadas e com demarcacbes de
pontuacao. O jogo também conta com pecinhas para serem langadas no alvo e fichas
de pontuacédo dobrada e tripla. O grupo que estiver na atividade vai se organizar em
uma fila indiana. Ainda, eles deverao eleger um membro para ser o lider na atividade,
onde sua funcao sera escolher antes de responderem se a pergunta tera pontuacao
normal, dupla ou tripla, usando as fichas que ficaréo para ele.

Para poder lancar uma pecinha, o estudante da vez precisa acertar uma
pergunta sobre elaborada de geometria, seja plana, espacial ou analitica. Caso erre a
resposta, deverd retirar de uma urna um papel com uma das pontuacdes descritas
nas demarcacoes, e se errar em uma rodada dupla ou tripla, a pontuacdo descontada
também sera multiplicada.

A pontuacédo a ser obtida pela dindmica ir4 depender da pontuacao total feita
pelo grupo. Ao total, seréo feitas 20 perguntas de um total de 60 para cada equipe,
seguindo a sequéncia abaixo, com trés fichas de duplicacao e trés fichas de triplicacao
de pontuacéo.

Perguntas

1) Quantos sao os lados do trapézio? Resposta: Quatro lados.

2) Como sdo chamados os coeficientes de uma reta? Resposta: Coeficientes angular
e linear

3) Quantas diagonais tem um quadrado? Resposta: Duas diagonais

4) Quantas faces tem uma esfera? Resposta: Nenhuma.
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5) Quantos graus tem uma circunferéncia? Resposta: 360°.

6) Qual é a medida de um angulo reto? Resposta: 90°.

7) Qual é valor aproximado de m com duas casas decimais? Resposta: 3,14.

8) Quantas vezes o raio mede o diametro da circunferéncia? Resposta: Duas vezes.
9) O que € um triangulo equilatero? Resposta: Um triangulo com todos os lados e
angulos medindo igualmente.

10) Dé exemplos na vida real de duas coisas com formato de esfera? Respostas
pessoais.

11) Qual o nome dos solidos de revolu¢cdo? Resposta: Cone, cilindro e esfera.

12) Cite trés tipos de angulos. Respostas pessoais.

13) Qual é o perimetro de um triangulo equilatero medindo 22 cm de lado? Resposta:
66 cm.

14) Qual a altura de um cubo com lado medindo 13 cm? Resposta: 13 cm.

15) Quantas arestas tem um prisma triangular? Resposta: Nove arestas.

16) O que € um poligono regular? Resposta: Um poligono com todos os lados tendo
mesma medida.

17) Quantas faces tem um paralelepipedo? Resposta: Seis faces.

18) Qual o formato da base de um cilindro? Resposta: Cilindro.

19) Como se chama um ponto de um segmento equidistante das extremidades?
Resposta: Ponto médio do segmento.

20) Quantas arestas tem uma piramide triangular? Resposta: Seis arestas.

21) O sao pontos coincidentes? Resposta: Pontos que estdo no mesmo lugar ou que
possuem mesmas coordenadas.

22) O que é uma reta secante a uma circunferéncia? Resposta: Uma reta que
intercepta uma circunferéncia em dois pontos.

23) Quantos vértices tem um cone? Resposta: Um vértice.

24) Dé exemplos na vida real de duas coisas com formato de paralelepipedo?
Respostas pessoais.

25) O que sao pontos distintos? Resposta: Pontos que ndo estdo no mesmo lugar ou
com coordenadas diferentes.

26) Qual a coordenada da origem do plano cartesiano? Resposta: 0 = (0,0)

27) Qual a distancia entre um ponto da circunferéncia e o centro dela? Resposta: E

igual a medida do raio.
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28) O que séo retas concorrentes? Resposta: Sao retas que se interceptam em um
plano.

29) Como se chama um poligono com seis lados? Resposta: Hexagono.

30) Dé exemplos na vida real de duas coisas com formato de hexagono? Respostas
pessoais.

31) Qual é o perimetro de um quadrado com lados medindo 5 cm? Resposta: 20 cm.
32) O que € uma reta externa a uma circunferéncia? Resposta: Uma reta que nao
intercepta a circunferéncia.

33) Quantos pontos existem em uma reta? Resposta: Infinitos pontos.

34) Qual a medida de um angulo raso? Resposta: 180° ou w radianos.

35) O que é um triangulo is6sceles? Resposta: Um triangulo com dois lados de mesma
medida.

36) O que sao retas paralelas? Resposta: Retas que ndo se cruzam em um plano;
retas com mesmo coeficiente angular e diferente coeficiente linear.

37) Quantos vértices tem um pentagono? Resposta: Cinco vértices.

38) Quantos vértices tem uma piramide quadrangular? Resposta: Cinco vértices.

39) O que um segmento mede? Resposta: A distancia entre as extremidades.

40) Quantas retas diferentes existem passando por dois pontos? Resposta: Uma reta
apenas.

41) Quantos lados tem um losango? Resposta: Quatro lados

42) O que € um angulo céncavo? Resposta: Um angulo maior que 180° e menor que
360°.

43) Qual o perimetro de um retangulo com lados medindo 7 cm e 4 cm? Resposta: 22
cm.

44) Quantas arestas tem um cilindro? Resposta: Nenhuma aresta.

45) Dé um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao primeiro quadrante?
Respostas pessoais.

46) Quantos lados tem um octégono? Resposta: Oito lados.

47) O que séo retas coincidentes? Resposta: Retas com todos os pontos iguais, ou
seja, duas retas iguais.

48) O que diz o Teorema de Pitagoras? Resposta: Que a soma do quadrados das
medidas dos catetos € igual ao quadrado da medida da hipotenusa.
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49) Dé um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao terceiro quadrante?
Respostas pessoais.

50) Qual a area de um quadrado de lados medindo 9 cm? Resposta: 81 cm.

51) No plano cartesiano qual € o eixo das ordenadas? Resposta: Eixo y.

52) Dé exemplos na vida real de duas coisas com formato de cone? Respostas
pessoais.

53) Quantas diagonais tem um tridangulo? Resposta: Nenhuma diagonal.

54) Dé um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao segundo quadrante?
Respostas pessoais.

55) Quantos pontos existem em um plano? Resposta: Infinitos pontos.

56) No plano cartesiano qual é o eixo das abcissas? Resposta: Eixo x.

57) Quantas retas tem em um plano? Resposta: Infinitas retas.

58) O que é uma reta tangente a uma circunferéncia? Resposta: Uma reta que
intercepta uma circunferéncia em um unico ponto.

59) Dé um exemplo de coordenadas de um ponto pertencente ao quarto quadrante?
Respostas pessoais.

60) Quais os trés tipos de geometria que as perguntas se baseiam? Resposta: Plana,

espacial e analitica.

Maleta do milh&o

Serdo feitas 40 minis maletas dobraveis de papel e enumeradas, e sendo colocado
dentro delas um valor. Iremos pedir para que cada equipe escolha trés das maletas
para proteger. Essa protecéo ir4 guardar o valor escondido de cada uma, e sendo a
soma das trés a pontuagao da equipe.

Ao longo da dinamica eles irdo retirar de uma urna um papel com uma informagéo
ou uma acgao. Dentre as acdes eles podem abrir imediatamente uma das suas maletas
e ver a pontuagcédo que ganharam, trocar uma das maletas protegidas sem ver suas
pontuacdes, ou escolher aleatoriamente uma das demais maletas para ser aberta e
revelar o valor, a descartando de sua escolha.

As informagdes contidas na urna, sao dicas relacionadas ao numero da maleta que
contém o maior valor, as maletas com os trés maiores valores e as maletas com 0s

menores valores. Cada dica por si sO pode parecer aberta e confusa, mas eles
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poderdo, conforme o andamento da atividade, juntar as informacfes e pensar em
equipe para tomarem as acoes.

Ao final, sobrar&o as trés maletas protegidas, e a soma dos valores que estéo nelas
€ o placar da equipe nessa dindmica. Vence a equipe que ao final pontuar mais. Tudo
isso deve ser feito em até dez minutos. Caso haja empate entre equipes, ambas

ganham mesma pontuacao, isso é, ndo ha critérios de desempate.

Pontuacao das maletas

1. 150000 21.100000

2. 15000 22.400000

3. 900000 23.7500

4. 75000 24.2000

5. 10 25.500

6. 50000 26.25000

7. 90000 27.1000000

8. 135000 28.60000

9. 750000 29.95000

10.0 30.50

11.200000 31.1500

12.40000 32.25000

13.350000 33.160000

14.110000 34.115000

15.250 35.400

16.600000 36.300000

17.5000 37.10000

18.500000 38.180000

19.20000 39.125000

20.1000 40.10

Dicas para o maior valor

1. Nao estou entre os dez maiores 4. A soma dos meus algarismos é 9.
nem os dez menores. 5. Nao sou par.

2. Nao sou primo. 6. Sou maior que 20.

3. Sou o cubo de um numero inteiro. 7. Estou entre 25000 e 60000.

Dicas para os trés maiores valores
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Nossa soma é menor que a quantia
de maletas.
Um de nos é primo, o restante

multiplo dele.

Dicas para 0s menores valores

1.

o 0 bk~ w

Vocé vai selecionar um de nds por
sermos redondinhos.

Somos oito de mesma distancia de
um para o outro.

Que tabuada facil.

impar e par por favor.

Dica importante

Multiplos de um namero primo

3.

4
5.
6

Estamos em uma PG.
Pulamos 6 e 18 maletas.
Linear, segundo grau, raiz cubica.

Todos somos impares.



Ordem das garrafas

O jogo é composto por doze garrafas com liquidos coloridos dispostas em uma
fileira para os estudantes moverem suas posi¢cdes. Em um lugar escondido existem
outras doze garrafas (ou impressdes) dispostas também em uma fileira ordenada, de

modo que, ao comparar com a fileira exposta aos alunos néo tenha posicdes iguais.

Figura 48 — Garrafas do jogo.

Fonte: Produzida pelos autores.

O objetivo do jogo é simples, acertar essa ordem por meio de trocas de posi¢cdes
entre as garrafas. O grupo de estudantes estard em uma fila indiana e cada um na
sua vez podera trocar de posi¢do apenas duas garrafas com os académicos avisando
quantas estdo em lugares corretos. Cabe aos alunos perceberem e realizarem
combinacgdes a fim de descobrirem quais garrafas estao no lugar certo.

Vence a prova da gincana o grupo que acertar a ordem com o menor niumero de
trocas possiveis. A atividade tem prazo maximo de dez minutos de duracao, e se ndo
estiverem acertando todas as posicdes serdo contados os acertos. Caso haja mais de
uma equipe que acerte todas as garrafas, o critério de desempate serd o tempo de

realizagao.

Stop do determinante

O grupo receberd uma cartela de modo que, inicialmente, fiqgue virada para
baixo. Além disso, sera entregue uma folha sulfite ou de caderno para cada aluno do
grupo registrar seu raciocinio e calculos. Para iniciar a dinamica, os estagiarios falarao
“j@” e o grupo deve virar sua cartela e tentar resolvé-la coletivamente. Quando
terminar, deve gritar “stop” em voz alta. Os estagiarios analisardo a resolucéo do
grupo e se estiverem corretas, anotarao o tempo e entregarao outra cartela, repetindo
0 processo.

Ao fim das rodadas, vence o grupo que tiver resolvido mais cartelas ou, em
caso de empate, quem resolveu mais cartelas em menos tempo.

Cartelas:



Figura 49 — Cartelas do jogo do Determinante.

43)

,Qgt(jz 2):4.5—(3.(—2):204—6:26.

1 2 3
Cartela 2: (—2 4 1)
0 5 2

1 2 3
Det (—2 4 1) =-22—(-3)=-22+3=-19.

0 5 2
7 12
Cartela 3: (3 8)
7 12y _ IR
Qg;(s 8)_—7.8—(3.12)_ 56 — (36) = —92.
1 9 5
Cartelad: { 3 7 8
10 4 2
1 9 5
Det(3 7 8|/=1.3.749.8.10+5.3.4—10.7.5—-4.8.1—2.3.9 = 358.
10 4 2

Fonte: Produzida pelos autores.

Problema das cinco casas

Para essa atividade os alunos devem solucionar um problema envolvendo
raciocinio légico. Ao fim das rodadas, vence o grupo que tiver resolvido o problema
em menos tempo.

Problema:

Existem cinco casas de cinco cores diferentes. Em cada casa mora uma pessoa
de uma diferente nacionalidade. Essas cinco pessoas bebem diferentes bebidas,
fumam diferentes marcas de roupa, e tém um certo animal de estimacdo. Nenhuma
delas tem 0 mesmo animal, fuma o mesmo cigarro ou bebe a mesma bebida.

Pistas:

- O inglés vive na casa vermelha.

- O sueco tem cachorros como animais de estimac&o.
- O dinamarqués bebe cha.

- A casa verde fica a esquerda da casa branca.

- O dono da casa verde bebe café.

- A pessoa que usa Nike cria passaros.



- O dono da casa amarela usa Adidas.

- O homem que vive na casa do centro bebe leite.

- O Noruegués vive na primeira casa.

- O homem que usa Puma vive ao lado do que tem gatos.

- O homem que cria cavalos vive ao lado do que fuma Adidas.
- O homem que usa Fila bebe cerveja.

- O Aleméo usa Lacoste.

- O Noruegués vive ao lado da casa azul.

- O homem que usa Puma é vizinho do que bebe agua.

Pergunta: Quem tem peixes como animal de estimagéo?

Tabela 3 — Resolugéo do jogo das Casas.

CASA AMARELA | N I_ VERDE |BRANCA
NACIONALIDAD | Noruegué | Dinamarqué
Inglés Aleméo Sueco

E S S
BEBIDA Agua Cha Leite Café Cerveja
ROUPA Adidas Puma Nike Lacoste Fila

. Cachorro
ANIMAL Gatos Cavalos Passaros Peixes

S

Fonte: Produzida pelos autores.

Quadrados magicos

Um quadrado magico é uma tabela quadrada com n linhas e n colunas, ela é
composta por nimeros e cada linha, coluna e diagonal possui o mesmo valor ao
somarem. Além disso, em toda tabela, nenhum numero é repetido. Nessa atividade,
os alunos devem buscar o posicionamento adequado dos nameros, seguindo a regra
da soma constante em cada linha, coluna e diagonal. Primeiro entregaremos o
guadrado magico com 9 nimeros para ser completado e depois, o quadrado magico

com 16 ndmeros.




Ao fim das rodadas, vence o grupo que tiver completado os quadrados magicos
corretamente em menos tempo.
Quadrado 1: Completar com os numeros do 1 ao 9 (sem repeticdo) sabendo que a
soma de todas as linhas, colunas e diagonais deve ser 15.
Resolucao:
Existem algumas respostas para esse tipo de quadrado magico, porém, os numeros
pares sempre permanecem nas pontas, ndao podendo estar na mesma linha os

ndmeros 4 e 6.

Figura 50 — Resolucéo 1 do jogo Quadrados Magicos

217|6 61712 41912 219|4
9(5(1 11519 31517 7
41318 8134 81116 6118
318 8134 811 6118
511 1|5 517 715
217|6 61712 41912 219|4

Fonte: Matematica Facil Acesso em 01 maio 2024

Quadrado 2: Completar com os nimeros do 1 ao 16 (sem repeticdo), sabendo que a
soma de todas as linhas, colunas e diagonais deve ser 34.

Resolucao:

Figura 51 — Resolucéo 2 do jogo Quadrados Magicos

34 34 34 34 34 34

w | 1(14|15] 4 | =
w[12] 76| 9| =
“ | 8(11|10] 5 | =
» 13| 2| 3 [16] =

34 34 34 34 34 34

Fonte: NOE (2022). Acesso em 01 maio 2024.



Chance de gol

O grupo devera formar uma fila indiana atras da bola, onde estar4d a marca que
delimita a area da quadra de futsal e cada membro deveré realizar uma cobranga
conforme a ordem estabelecida na fila. O goleiro serd um dos estagiarios e nos casos
em que o membro do grupo converter a cobranca, este tera direito a responder uma
pergunta, relacionada ao conteudo de probabilidade (estudado no segundo encontro
do PROMAT). Vencera e somara mais pontos na atividade a equipe que tiver
respondido corretamente mais perguntas ao fim do tempo estabelecido.

Perguntas utilizadas no jogo:

Qual a probabilidade de tirar uma carta vermelha de um baralho comum?

Qual a chance de langcar uma moeda e obter cara?

Qual a probabilidade de escolher um nimero par de um dado comum de seis faces?
Qual a chance de tirar uma bola azul de uma urna com 5 bolas azuis e 3 bolas
vermelhas?

Se lancar dois dados, qual a probabilidade de obter uma soma igual a 77?

Qual a chance de escolher um nimero impar de um conjunto de niumeros de 1 a 10?
Se jogar uma moeda trés vezes, qual a probabilidade de obter pelo menos duas
caras?

Se escolher aleatoriamente uma carta de baralho, qual a probabilidade de ser um
valete?

Qual a chance de tirar uma bola verde de uma urna com 4 bolas verdes, 3 bolas azuis
e 5 bolas amarelas?

Se lancar um dado justo, qual a probabilidade de obter um niamero maior que 4?
Qual a probabilidade de que um casal tenha dois filhos do sexo oposto?

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser um
as?

Se jogar uma moeda quatro vezes, qual a probabilidade de obter exatamente trés
coroas?

Qual a chance de tirar uma bola branca de uma urna com 2 bolas brancas, 4 bolas
pretas e 3 bolas vermelhas?

Se lancar um dado duas vezes, qual a probabilidade de obter duas vezes o0 mesmo

ndmero?



Qual a probabilidade de tirar uma bola vermelha de uma urna com 2 bolas vermelhas,
3 bolas azuis e 5 bolas verdes?

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser um
rei?

Qual a chance de obter uma carta de ouros em uma Unica tentativa em um baralho
comum?

Se jogar uma moeda duas vezes, qual a probabilidade de obter pelo menos uma
coroa?

Qual a probabilidade de escolher um namero primo de um dado comum de seis faces?
Se lancar um dado justo, qual a probabilidade de obter um nimero impar?

Qual a chance de tirar uma bola azul de uma urna com 3 bolas azuis, 2 bolas verdes
e 4 bolas amarelas?

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser um
diamante ou um coracao?

Se jogar uma moeda cinco vezes, qual a probabilidade de obter exatamente duas
caras?

Qual a probabilidade de obter uma soma de 10 ao lancar dois dados justos?

Se escolher aleatoriamente uma carta de um baralho, qual a probabilidade de ser uma
carta preta?

Se jogar uma moeda trés vezes, qual a probabilidade de obter exatamente duas
coroas?

Qual a chance de escolher um nimero par de um conjunto de numeros de 1 a 20?
Se lancar um dado duas vezes, qual a probabilidade de obter dois numeros
diferentes?

Qual a probabilidade de tirar uma bola amarela de uma urna com 4 bolas amarelas, 3

bolas verdes e 2 bolas pretas?

Queimada Matematica

S&0 necessarias duas equipes para jogar uma contra a outra. Essa atividade
sera feita dentro do espaco da quadra nas mesmas demarcagfes do campo de futsal.
Como uma queimada normal o objetivo € eliminar toda a equipe adversaria.

As eliminacgbes séo feitas quando um jogador € atingido, encostar ou segurar
na bola antes de ela cair no chdo. Quando isso ocorrer dizemos que 0 estudante esta

gueimado, e para nao ser retirado do campo ele precisa acertar uma pergunta sem



consultar os colegas. Se acertar ele volta ao campo de jogo, caso contrario ele retira
o colar da equipe e fica nas demarcacfes do campo adversario podendo pegar a bola
caso ela chegue nele e tentar queimar mais alguém, ou passar para outro colega a
bola por meio de um arremesso. Vale ressaltar que em cada jogo apenas uma
pergunta sera feita para cada jogador queimado, se ele acertar a resposta e for
gueimado novamente ele esta eliminado e vai para a linha do campo adversario.

Ao final, sobrara uma Unica equipe com membros sem estarem queimados.
Assim, os colares de quem foi queimado serédo devolvidos para que possam jogar na
préxima rodada. A outra equipe estara desclassificada da fase final da gincana.

Dentre algumas outras regras deixaremos claro para os alunos que:
¢ Na&o pode acertar no rosto de alguém, caso contrario esta eliminado;

e Se segurar a bola configura queimado;
e Pode encostar na bola apenas depois que ela tocar no chéo;
¢ Nao sair do campo no momento de um ataque dos adversarios, ou sera queimado
imediatamente.
e Na&o soprar respostas, podendo haver puni¢des de queimado a eliminado;
e Ter empatia ha medicao de forca contra adversarios.
A equipe que vencer o duelo na final é a vencedora da gincana.
Perguntas da queimada
1) O que é matriz quadrada? Resposta: Uma matriz com mesma quantidade de linhas
e colunas.
2) O que sdo os numeros Reais? Resposta: Sdo todos 0s numeros Racionais e
Irracionais.

3) Qual é o cos 45°? Resposta: \/2—5

4) Qual a probabilidade de sair qualquer face de um dado normal? Resposta: %

5) Quantos vértices tem um prisma pentagonal? Resposta: Dez vértices.

6) Quando que um sistema de equacdes lineares tem infinitas solucbes? Resposta:
Quando qualquer resultado valido para uma das equacdes satisfaz as demais.

7) Para qué € usada a probabilidade condicional? Resposta: Para calcular
probabilidades dada uma informacéo a priori.

8) Qual a raiz cubica de menos um? Resposta: —1.

9) Qual é o cos 0°? Resposta: 1.



10) Qual a probabilidade de sortear uma letra do alfabeto e ela ser vogal? Resposta:
S
26"
11) Quais sédo as posicdes relativas entre circunferéncias (pelo menos quatro)?
Resposta: Concéntricas, tangentes internamente e externamente, secantes, externas

e internas.

12) Qual é o sen 45°? Resposta: g

13) Quais sé@o os numeros primos de 1 a 10? Resposta: 2,3,5 e 7.

14) Qual a probabilidade de sair uma carta vermelha em um baralho de 52 cartas?
Resposta: %

15) Em qual quadrante do ciclo trigopnométrico esta o angulo de 155°? Resposta:
Segundo quadrante.

16) Qual a soma das probabilidades de um evento? Resposta: 1 ou 100%.

17) O que é um sistema de equacdes lineares homogéneo? Resposta: E um sistema
de equacdes onde cada equacao € igualada a zero.

18) Qual é a unido dos conjuntos Racionais e Irracionais? Resposta: O conjunto dos
nameros Reais.

19) Qual é a tan 270°? Resposta: Nao existe.

20) Qual o valor do determinante de uma matriz identidade? Resposta: 1.

21) Qual o formato das faces laterais de um prisma? Resposta: Retangulares.

22) Qual a intersecao dos conjuntos dos Naturais e Reais? Resposta: O conjunto dos

Naturais.
23) Quanto vale em graus a medida de um arco de 5?”? Resposta: 300°.

24) Qual o formato das faces laterais de uma piramide? Resposta: Triangulares.
25) O que o processo de escalonamento faz no sistema de equagbes? Resposta:
Facilita célculos e indica a classificagéo do sistema.

26) Qual é a tan 90°? Resposta: Nao existe.
27) Dé uma fragéo que equivale 0.45? Resposta: % ou 14750 S&0 as mais provaveis, mas

podem aparecer outras.

28) Usando os lados do triangulo retadngulo, como definimos a razdo cosseno?

cateto adjacente ao dngulo

Resposta:

hipotesnusa

29) Qual o determinante de uma matriz nula? Resposta: 0.



30) Qual é o sen 30°? Resposta: %

31) O que é um anagrama? Resposta: Uma permutacéo de letras de uma palavra.
32) Em qual quadrante do ciclo trigonométrico esta o angulo de 265°? Resposta:
Terceiro quadrante.

33) Qual é o espaco amostral das cores primarias? Resposta: Vermelho, amarelo e
azul.

34) Qual é a tan 60°? Resposta: /3.

35) O que é uma linha poligonal? Resposta: Uma sucessdo de segmentos
consecutivos nao colineares.

36) O que é matriz coluna? Resposta: Uma matriz que possui apenas uma unica
coluna.

37) Qual € a tan 225°? Resposta: 1.

38) Quais sédo as posicdes relativas entre reta e circunferéncia ? Resposta: Tangente,

secante e externa.
39) Quanto vale em radianos a medida de um arco de 270°? Resposta: 3?”

40) De quantas formas posso me vestir usando dois chapéus e cinco botas? Resposta:
10 formas.

41) Quais sdo as posicOes relativas entre ponto e circunferéncia? Resposta:
Pertencente, interno e externo.

42) Qual a raiz cubica de 64? Resposta: 4.

43) Qual a area de um triangulo com base medindo 11 cm e altura 6 cm? Resposta:
33 cm2.

44) Qual é a equacdo da Relacdo Fundamental Trigonométrica? Resposta: sen?8 +
cos?0 = 1.

45) O que sao 0s numeros Inteiros? Resposta: NUmeros negativos e positivos sem
casas decimais e o zero.

46) Qual € o cos 180°? Resposta: —1.

47) O que é matriz linha? Resposta: Uma matriz que possui apenas uma linha.

48) Quanto vale em graus a medida de um arco de g? Resposta: 30°.

49) Qual operacéo é oposta da multiplicacédo? Resposta: Diviséo.

50) Qual é a intersecdo dos conjuntos Racionais e Irracionais? Resposta: O conjunto

dos nUmeros Irracionais.



51) O que sdo 0s numeros Racionais? Resposta: Os numeros que podem ser

representados por facdes e as dizimas periddicas.
52) Qual é o cos 60°? Resposta: %

53) Qual é o cubo de 100? Resposta: 1000000

54) O que é matriz nula? Resposta: Uma matriz que sO possui zeros em seus
elementos.

55) Em qual quadrante do ciclo trigopnométrico esta o angulo de 1°? Resposta: No
primeiro quadrante.

56) Qual a formula do volume de um prisma? Resposta: Base X altura.

57) O que faz a operacdo de modulo? Resposta: Conserva o0s sinais positivos e o zero
e faz com que valores negativos sejam positivos.

58) O que é espaco amostral? Resposta: Todas as op¢des possiveis de ocorrer um
evento.

59) Qual é o sen 0°? Resposta: 0.

60) O que é matriz identidade? Resposta: Uma matriz com a diagonal principal tendo
todos os seus elementos iguais a um e os demais sendo iguais a zero.

61) Qual a medida do comprimento de uma circunferéncia? Resposta: 2nr.

62) Quanto vale em radianos a medida de um arco de 0°? Resposta: 0 radianos.

63) Qual a relacdo de sistemas e matrizes? Resposta: Todo sistema pode ser
representado por uma matriz, e vice versa.

64) Quantos numeros tem entre dois e oito? Resposta: Infinitos nimeros.

65) Qual o volume de um cubo de lados medindo 5 cm? Resposta: 125 cm3.

66) Qual € o cos 30°? Resposta: \/2—3

67) Qual o nome da parte de baixo de uma fracdo? Resposta: Denominador.

68) Qual é a soma dos angulos internos de um losango? Resposta: 360°.

69) Qual é a tan 45°? Resposta: 1.

70) Qual é a equacao reduzida da reta? Resposta: y = ax + b.

71) Qual formato tende um poligono regular se o niumero de lados for cada vez maior?
Resposta: Um circulo.

72) Qual o volume da piramide que tem area da base medindo 1 cm e altura medindo

1 cm? Resposta: 1.

73) Qual é a tan 30°? Resposta: g



74) Qual a posicéo de duas retas que se interceptam dividindo igualmente o plano?
Resposta: Perpendiculares.

75) Em qual quadrante do ciclo trigonométrico esta o angulo de 342°? Resposta:
Quarto quadrante.

76) O que é uma equacao? Resposta: Uma sentenca de igualdade com incognitas e
termos independentes.

77) O que sdo os numeros lIrracionais? Resposta: NUmeros que ndo podem ser

representados por fragdes ou dizimas periodicas.
78) Qual € 0 cos 120°? Resposta: %

79) Com quantos pontos nédo colineares podemos definir um plano? Resposta: Trés
pontos nao colineares.

80) Quando que um sistema de equacdes lineares possui solucao Unica? Resposta:
Quando os gréficos se cruzam em Unico ponto.

81) Qual a probabilidade de acertar no chute uma questdo de verdadeiro ou falso?
Resposta: 50%ou %

82) Qual o volume de um cilindro com base de raio medindo 1 cm e altura 1 cm?
Resposta: w cm3.

83) Qual é o sen 180°? Resposta: 0.

84) Como é chamado um poligono com nove lados? Resposta: Eneagono.

85) O que sdo os numeros Naturais? Resposta: NUmeros sem casas decimais e
positivos.

86) O que é unido de conjuntos? Resposta: Uma operacdo que seleciona todos os
elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos envolvidos.

87) Usando os lados do triangulo retangulo, como definimos a razdo seno? Resposta:

cateto oposto ao dngulo

hipotesnusa
88) Quando que um sistema de equacdes lineares ndo tem solucdo? Resposta:
Quando existe uma igualdade impossivel.
89) Quantos anagramas tem o nome “ANA”? Resposta: Trés anagramas.
90) O que diferencia variavel e incognita? Resposta: Incognita € um valor oculto fixo
a ser procurado, incognita € uma medida que podemos alterar.
91) Qual é o0 sen 270°? Resposta: —1.

92) Qual é o valor de 1!? Resposta: 1.



93) O que sao os numeros primos? Resposta: Numeros que sao divisiveis apenas por
um e si mesmos dentro do conjunto dos naturais.

94) O que é intersecdo de conjuntos? Resposta: Uma operacédo que seleciona todos
0s elementos em comum dos conjuntos envolvidos.

95) Qual é o sen 60°? Resposta: ?

96) Qual a medida do raio de uma circunferéncia se o diametro mede 0.18 m?
Resposta: 0.09 cm.

97) O que € uma poténcia? Resposta: Uma operacao que realiza a multiplicacdo de
um elemento por si em n vezes.

98) O que € um evento impossivel? Resposta: Um evento que ndo tem como ocorrer,
de probabilidade 0.

99) Usando os lados do triangulo retangulo, como definimos a razdo tangente?

cateto oposto ao angulo
cateto adjacente ao angulo’

Resposta:

100) Qual a unido dos conjuntos dos Inteiros e Naturais? Resposta: O conjunto dos

numeros Inteiros.

Avaliacéo:

Faremos a avaliacdo se baseando no empenho de cada participante com suas
estratégias, seja em momentos individuais ou coletivos. Também avaliaremos cada
grupo da gincana, seja no empenho em cada dindmica, como também na sua

classificagao final.

Referéncias bibliograficas:

NOE, Marcos. Solucionando Quadrados Méagicos. Canal do Educador, 2022.
Disponivel em: https://educador.brasilescola.uol.com.br/estrategias-
ensino/solucionando-quadrados-magicos.htm. Acesso em: 03 maio 2023.

5.20. Relatoério do Encontro X.

No dia onze de maio de dois mil e vinte e quatro realizamos o décimo encontro
do PROMAT nas dependéncias do ginasio da UNIOESTE. O encontro, que marcou o
encerramento do projeto, foi planejado e realizado em conjunto com os trés grupos de
estagiarios. Para isso, organizamos diferentes atividades para serem realizadas com

0s alunos por meio de um circuito.



Inicialmente, recebemos os alunos em sala de aula e os encaminhamos para a
quadra, em que, de forma aleatoria, separamos todos os alunos presentes em sete
grupos de aproximadamente oito pessoas cada. Cada uma das equipes foi
encaminhada a uma atividade diferente, onde tiveram doze minutos disponiveis para
realiza-las.

As atividades foram organizadas para que os alunos tivessem a oportunidade
de interagir entre os colegas participantes do PROMAT e tivessem um momento
prazeroso ao se trabalhar com os conteddos matematicos estudados no decorrer dos
outros nove encontros.

Foi possivel perceber no circuito, que a maioria dos grupos conseguiu trabalhar
em conjunto para resolver os desafios e se sentiram motivados e envolvidos nas
atividades. No caso da atividade ‘Chance de gol’, em que 0 nosso grupo era o
responsavel por acompanhar, percebemos que alguns grupos tiveram dificuldade logo
no inicio, em que deveriam acertar a bola no gol. Ja outros, tinham facilidade em
acertar a bola, mas dificuldade em responder as perguntas sobre probabilidade. No
entanto, houve grupos que se destacaram, tanto no chute ao gol quanto no momento
de responder as perguntas, demonstrando habilidade fisica e conhecimento sobre o
conteudo.

Ao final das atividades do circuito, 0s grupos receberam pontos de acordo com
seu desempenho. O intuito nesse momento era de realizar uma oitava atividade, a
queimada matematica, a fim de classificar a equipe vencedora. Porém, o tempo ndo
foi suficiente e optamos por classificar as equipes a partir do desempenho apenas nas
atividades do circuito. Nesse momento de contagem dos pontos, notamos que alguns
grupos que tiveram um desempenho mais baixo em nossa atividade, foram melhores
em outras, e vice-versa.

Posteriormente, todos os participantes foram até a sala do Laboratério de
Ensino da Matematica (LEM) e participaram de uma confraternizagdo pelo
encerramento das aulas do PROMAT, onde houve socializa¢do entre os alunos e um
lanche especial para o ultimo encontro.

Observando o andamento da gincana, percebemos que o0s alunos
demonstraram bastante interesse em participar das atividades propostas, apesar de
alguns terem dificuldade em alguns conteudos, todos contribuiram com a equipe e se
envolveram, mostrando-se bastante empenhados e dispostos, com excecao de dois

alunos que estavam retraidos e nao quiseram participar das atividades em grupo.



5. CONSIDERACOES FINAIS

Ao chegarmos ao final do PROMAT, podemos refletir sobre o progresso
alcancado e as valiosas licdes aprendidas ao longo do caminho. Cada encontro nos
proporcionou oportunidades Unicas para explorar conceitos desafiadores, superar
dificuldades e aprimorar as metodologias de ensino, especialmente através da
abordagem de resolucéo de problemas.

Acreditamos que o projeto tenha sido um sucesso devido a varios fatores.
Primeiramente, a troca de experiéncias e o ambiente colaborativo criados durante as
aulas foram fundamentais para o éxito do projeto. A interacao entre os alunos e 0s
professores promoveu discussfes enriquecedoras, estimulou o pensamento critico e
incentivou a busca por solugbes inovadoras. Esse ambiente se mostrou
especialmente propicio, considerando que o publico-alvo do projeto é constituido em
sua maioria por alunos do Ensino Médio que tém a intencéo de estudar para o Enem
e vestibulares. A participacdo voluntaria dos alunos resultou em uma maior
assiduidade, participacdo e interagdo nos encontros, facilitando assim o processo de
ensino e aprendizagem.

Além disso, durante a execucdo do projeto, aprendemos importantes licdes
sobre o gerenciamento do tempo, especialmente na abordagem de topicos como
matrizes. Inicialmente, enfrentamos desafios ao lidar com a complexidade do
contetdo dentro do tempo disponivel, mas essa experiéncia nos ensinou a
importancia de um planejamento mais eficaz e flexivel.

Outra licdo significativa foi a necessidade de adaptar as metodologias de ensino
de acordo com o perfil e as necessidades dos alunos. A escolha pela metodologia de
resolucdo de problemas se mostrou acertada, permitindo que os alunos se
engajassem ativamente na aprendizagem e desenvolvessem habilidades cruciais
para a resolucao de problemas.

E importante ressaltar que este projeto ndo se limitou apenas a transmisséo de
conteudo matematico, mas também buscou cultivar habilidades essenciais para o
sucesso académico e profissional, como a resolucéo de problemas, o trabalho em
equipe e a perseveranca diante de desafios. Esses aspectos foram constantemente
reforcados e observados ao longo das atividades, contribuindo para um
desenvolvimento integral dos alunos.

Dessa forma, compreendemos que o Estagio Supervisionado Il € essencial para a

formacao docente e para a construcéo da identidade profissional, proporcionando



momentos valiosos de reflexdo entre teoria e pratica. Parte do sucesso do projeto se
deve a orientacdo dos professores, que, por meio de suas experiéncias, nos
transmitiram a confiangca e o conhecimento cientifico necessérios para que nossa
pratica ocorresse de maneira prazerosa e eficaz.

Assim, concluimos que o PROMAT néo apenas atingiu seus objetivos
educacionais, mas também nos preparou melhor para os desafios futuros na carreira
docente, reforcando nosso compromisso com a educacao de qualidade e a formacao

continua.



6. APENDICES

Apéndice | — Material de analise combinatoria

Permutag&o Simples:

Uma permutagcdo simples é a ordenagdo dos elementos de um conjunto
finito, quando seus elementos ndo se repetem, sdo distintos. E utilizada para
determinar a quantidade dessas ordenacgfes. A quantidade P, de permutacdes de
um conjunto de n elementos é igual a n! (leia-se n fatorial). A formula para
determinar a quantidade de permutac¢des simples &

PB,=nl=n-(n-1)-(n—2)-..-3:-2-1

Exemplo 1: Considere um grupo de trés amigos: Ana, Bruno e Carlos. Eles decidiram

organizar uma fila para tirar uma foto. De quantas maneiras diferentes eles podem se
posicionar na fila?

Permutacdo com repeticéo:

Uma permutacdo com elementos repetidos acontece quando em um
conjunto de n elementos, alguns destes sao iguais.

Na férmula para determinar o numero de permutacbes com repeticao,
dividimos o fatorial do niumero total n de elementos, pelo produto entre os fatoriais
dos elementos que se repetem. Assim,

n!

plevka,ki) _
n k! X ky! X .. X k;!

€ 0 numero de permutacdes de n elementos, onde um elemento se repete k,

vezes, outro k, vezes e assim por diante.




Exemplo 2: Suponha que estamos organizando uma festa de aniversario e temos um
bolo com velas. As velas vém em trés cores: vermelha, azul e verde. De quantas
maneiras diferentes podemos posicionar cinco velas no bolo, sabendo que temos

duas velas vermelhas e uma azul.

Arranjo Simples
Os arranjos simples sao aqueles sem elementos repetidos no seu conjunto. Para

calcular o numero de arranjos formados por p elementos de um conjunto finito

de n elementos distintos, utilizamos a seguinte formula:
n!
e = =)l
Onde,
A, € 0 nimero de arranjos em um conjunto com n elementos tomados p a p;
ne o] namero total de elementos no conjunto;

p € o0 numero de elementos ordenados.

Exemplo 3: Suponha que temos 5 livros diferentes (A, B, C, D, E) e queremos
organizar uma prateleira com apenas 3 desses livros, mantendo a ordem. Qual é o

ndmero de maneiras de organizar essa prateleira?

Exemplo 4. Como meio de incentivar os estudantes a realizarem uma prova
diagnéstica, uma determinada escola decidiu sortear trés estudantes para serem
premiados com um dia no clube, uma bola de futsal e um jogo de xadrez,
respectivamente. Sabendo que 20 estudantes foram fazer a prova e que esses trés

alunos seriam sorteados simultaneamente, qual € a quantidade de resultados

possiveis para esse sorteio?



Exercicio 1: Suponha que em uma competicdo de programacao, ha 10 participantes
de diferentes escolas. O comité organizador deseja formar uma equipe de
desenvolvimento de software composta por 4 membros, onde havera um lider, dois
programadores e um testador. Cada escola pode fornecer no maximo um
representante para cada papel. Determine o nimero de maneiras Unicas de formar a

equipe de desenvolvimento.

Combinacao

Combinacdo € aquantidade de gruposque podemosfazer com »p
elementos retirados de um conjunto de n elementos. Nessa contagem,
buscamos identificar todos os subconjuntos com n elementos de um conjunto
inicial p.

Utilizamos a seguinte férmula para calcula-la:

n!

Exemplo 5: Suponha que vocé tenha um grupo de 5 amigos (A, B, C, D, E) e queira
escolher uma equipe de 2 pessoas para participar de um jogo. Qual é o nimero de

maneiras Unicas de formar essa equipe?

Exemplo 6: Considere as letras da palavra "COMBINACAQO". Queremos formar uma
combinacdo de 3 letras distintas a partir dessa palavra. Qual € o numero de

combinac¢des possiveis?

Exercicio 2: Em um torneio de xadrez, ha 8 participantes de diferentes escolas. O
comité organizador deseja formar uma equipe de anéalise composta por 3 membros,
onde havera um estrategista, um especialista em finais de partida e um jogador
defensivo. Cada escola pode fornecer no maximo um representante para cada papel.

Determine o numero de maneiras Unicas de formar a equipe de analise.

Exercicios Complementares

1. (URCA/2022.2) ApGs um rigoroso processo seletivo, um grupo formado por 7
homens e 4 mulheres atingiu os requisitos exigidos por uma determinada empresa
para fins de contratacdo. Porém a empresa ira contratar apenas 6 dos 11 candidatos
aptos, sendo que, destes 6, pelo menos duas devem ser mulheres. De quantos modos

a empresa pode escolher este grupo de 6 pessoas?



2. A placa Mercosul foi adotada em todo o territério brasileiro, em 2020, em
substituicdo ao modelo cinza. Conforme o Denatran (Departamento Nacional de
Transito), todos os carros emplacados atualmente no pais utilizam o novo padrao.
Criado em 2014, o padrdo Mercosul é utilizado desde 2018, no Brasil. O formato
também € adotado na Argentina, no Paraguai e no Uruguai, com algumas diferencas
em relacdo a versao brasileira. A placa Mercosul € formada por trés letras, um nimero,

outra letra e dois algarismos, nessa ordem, conforme a figura abaixo.

BRASIL

BRA2E19

Calcule a quantidade exata de placas, considerando as seguintes condicdes:

Placas possiveis de serem fabricadas, de acordo com o modelo Mercosul, conforme
exemplificado na figura e, considerando o alfabeto brasileiro. Essas placas devem ser
iniciadas por vogal, cuja terminacdo seja com o algarismo 9. Qual a quantidade de

placas possiveis?

3. Na mesa redonda utilizada para reunifes da Presidéncia da Republica, ha um lugar
fixo para ser ocupado pelo Presidente e outros 22 lugares para serem ocupados pelos
ministros, todos igualmente espacados. Estando presentes todos 0s 22 ministros e o

Presidente, de quantas maneiras distintas podem ser ocupados 0s assentos?

4. Em um desmatamento clandestino, foram apreendidas 20 toras de madeira, todas
com 2 metros de comprimento e formato aproximadamente cilindrico, listadas a
sequir:
* 10 toras com 60 cm de didametro; « 4 toras com 80 cm de didmetro; « 4 toras com 100
cm de  didametro; . 2 toras com 120 cm de  didmetro
Considerando essas informagfes e assumindo 3,14 como o valor de 1T,
julgue o item subsequente.
Considerando-se que quatro toras de madeira com 60 cm de diametro devam
ser escolhidas para serem transportadas por um caminh&o, é correto afirmar que

existem, nesse caso, mais de 300 possibilidades de escolha das quatro toras.



5. As Resolucbes do CONTRAN n° 590, de 24/05/2016, n° 279, de 06/03/2018, e n°®
741, de 17/09/2018, estabeleceram um novo padrédo das placas de identificacdo de
veiculos brasileiros, seguindo as regras do MERCOSUL. Segundo essas resolucoes,
“as Placas de ldentificacdo Veicular [...] deverédo [...] conter 7 (sete) caracteres
alfanuméricos”. Assim, no Brasil, “a placa MERCOSUL tera a seguinte disposicao:
LLLNLNN, em que L é letra e N é numero”, em substituicdo ao padrao pré-Mercosul,
LLLNNNN.

Supondo que nao haja restricdo em relagéo aos caracteres em nenhum dos
padrdes apresentados, quantas placas a mais, em relacéo ao sistema antigo, poderao

ser formadas com o novo padrdo de emplacamento?

6. Em um hospital, ha apenas dez quartos particulares disponiveis, sendo seis para
covid e os demais para outras enfermidades. Os quartos para covid sao
C1,C2,C3,C4,Cs5e Cs € 0s outros, E1,E2 ,Ese E4. Com isso 0s pacientes J e K com
covid e L com outra enfermidade d&o entrada na internagdo em quartos particulares.
Esses pacientes podem ser destinados aos seus respectivos quartos de varios modos
diferentes.
Assim, J, K e L podem ocupar respectivamente os quartos [C1,Cs e E2] ou

de outros modos diferentes [Cs ,C1e E2 ], [Cs ,C3e E4], [C5,C3e Ex1], ...

Qual o numero total de modos diferentes de esses trés pacientes ocuparem
trés dos quartos disponiveis?

7. Cinco rapazes e quatro mocas fundaram uma empresa e resolveram que a diretoria
da empresa seria composta de cinco sdcios dentre 0s quais pelo menos dois seriam
mulheres. Assim, qual o nimero de maneiras que se pode escolher a diretoria dessa

empresa?

8. Quantas séo as permutacdes dos algarismos 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 em que 0
primeiro digito € maior que 1 e o ultimo digito € menor do que 7?

Apéndice Il — Cartela de loteria para atividade pratica



@ CAIXA

Aposte na Mega-Sena

Escolha os seus nimeros e boa sorte: D
[01] [02] [03] [04] [0O5] [06]
[07] [08] [09] [10] [11] [12]
3] &) [¥] [1é&] [W7] [18]
[19] [20] [27] 22T [23] [24]
[25] [26] [27] [28] [29] [30]
[31] [32] [33] [34] [35] [36]
[37] [38] [39] [40] [41] [42]
[43] [44] [45] [46] [47] [48]
[49] [50] [51] [52] [53] [54]
[55] [S5&4] [57] [58] [59] [60]

Valor da aposta
R$ 0,00

Apéndice Ill - Material Probabilidade

Experimento aleatério: Os experimentos cujos resultados, mesmo em condicdes
normais de experimentacdo, variam de uma observacdo para outra, dificultando,
dessa forma, a previsdo de um resultado futuro, sdo denominados experimentos
aleatérios. Ou seja, dizemos que um experimento é aleatério quando repetido
inUmeras vezes, sob as mesmas condi¢des, geram resultados diferentes.

Exemplo:

Sorteio de uma carta de baralho; se esse experimento for repetido varias vezes, sob

as mesmas condicfes, ndo poderemos prever o0 seu resultado.

Experimento deterministico: Os experimentos cujos resultados podem ser
previstos, isto €, podem ser determinados antes da sua realizacdo, sdo denominados
experimentos deterministicos. Ou seja, dizemos que um experimento é deterministico
qguando repetido inUmeras vezes, em condigcdes semelhantes, conduz a resultados

essencialmente parecidos/idénticos.



Exemplo:

Aquecimento da agua contida em uma panela; conhecidas certas condicoes,
podemos prever a temperatura em que a agua entrara em ebulicdo.

Espaco amostral: O espago amostral (S) é o conjunto formado por todos os
resultados possiveis de um experimento aleatério. Em outras palavras, € o conjunto
formado por todos os pontos amostrais de um experimento.

Exemplo:

O espago amostral do experimento “cara ou coroa” é o conjunto S = {Cara, Coroa}.

Probabilidade:

E o estudo das chances de obtencdo de cada resultado de um experimento aleatorio.
A essas chances sédo atribuidos os numeros reais do intervalo entre O e 1. Resultados
mais proximos de 1 tém mais chances de ocorrer. Além disso, a probabilidade também
pode ser apresentada na forma percentual.

Definicdo Classica de Probabilidade:

E uma parte da probabilidade que calcula analiticamente as chances de determinado
fenbmeno acontecer. Ela é calculada como sendo o numero de vezes que um
fenbmeno ocorre dividido pelo numero de vezes que ele poderia ocorrer. A
probabilidade classica tem duas importantes restricbes para que funcione
adequadamente:

1. Todos os casos possiveis devem ter a mesma probabilidade (ou, em uma
linguagem técnica, equiprobabilidade dos elementos do espaco dos resultados);

2. Deverd haver um numero finito de casos possiveis (finitude do espaco dos
resultados).

Definicdo Frequentista de Probabilidade:

Considera que o célculo de probabilidade deve ser realizado a partir de repeticdes do
experimento e analise dos resultados, ou seja, a probabilidade de se obter um
resultado especifico de um processo pode ser interpretado por meio da frequéncia
relativa com que aquele resultado seria obtido se o processo fosse repetido um
namero grande de vezes, sob condi¢cdes similares.

Exemplo 1: Quando uma moeda é lancada, ha dois resultados possiveis: uma cara
ou uma coroa. Se for possivel assumir que esses dois resultados séo igualmente

possiveis de ocorrer, entdo devem ter a mesma probabilidade. Uma vez que a soma



das probabilidades precisa ser 1, entdo a probabilidade de cara e a probabilidade de

1
coroa devem ser >

D~

Exemplo 2: A probabilidade de se obter cara quando uma moeda é lancada

. 1 ~ . . . .
considerada 5 porque a frequéncia relativa de caras deveria ser aproximadamente

se a moeda fosse lancada um grande numero de vezes sob condi¢Bes similares.

Evento:

Um evento é qualquer subconjunto de um espaco amostral. Ele pode conter nenhum
elemento (conjunto vazio) ou todos os elementos de um espaco amostral. Os eventos
gue possuem apenas um elemento (ponto amostral) sdo chamados de simples.
Quando o evento é igual ao espaco amostral, ele é chamado de evento certo e sua
probabilidade de ocorréncia € 1 (ou 100%). Quando um evento € igual ao conjunto
vazio, ele € chamado de evento impossivel e possui probabilidade 1(ou 0% de
chances de ocorréncia). Em geral, indicamos um evento por uma letra maidscula.

Exemplo 3: Sair um nimero par no lancamento de um dado convencional.

Probabilidade da unido de dois eventos:
A probabilidade da unido de dois eventos envolve a chance de o evento A ou de o
evento B ocorrer. Existe uma férmula especifica para calcular a probabilidade da unido
de dois eventos. Dados dois eventos, A e B, a probabilidade da unido de ambos é
dada por:

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
Caso a interseccédo entre 0s eventos seja vazia, a probabilidade da unido é calculada
pela soma das probabilidades de cada um dos eventos, ou seja:

P(AUB) = P(A) + P(B)

Exemplo 4: Uma moeda sera langada trés vezes consecutivas. Qual é a
probabilidade de aparecer cara exatamente uma vez ou coroa exatamente uma vez?
Exemplo 5: Em uma urna, ha cartdes numerados de 1 a 25, e 1 cartdo sera sorteado
ao acaso. Nessas condicdes, qual é a probabilidade de o numero do cartdo ser

multiplo de 4 ou mdltiplo de 67?

Probabilidade da interseccédo de dois eventos:



A probabilidade da interseccdo de dois eventos (ou probabilidade de eventos
sucessivos) determina a chance de dois eventos ocorrerem simultaneamente ou
sucessivamente. Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral E. A probabilidade
de A n B é dada por:

P(ANB) = P(B|A) - P(4A) = P(B) - P(A|B)
Onde,
P(A N B) é a probabilidade da ocorréncia simultanea de A e B.
P(A) (ou P(B)) é a probabilidade de ocorrer o evento A (ou B).
P(B|A) é a probabilidade de ocorrer o evento B sabendo da ocorréncia de A
(probabilidade condicional).
Se o0 conhecimento da ocorréncia de A nao altera a probabilidade de ocorrer B (ou
vice-versa), tempos que P(B|A) = P(B) e dizemos que o0s eventos A e B séo
independentes. Pela férmula anterior, concluimos que

P(ANB) = P(A) -P(B)

Exemplo 6: Em dois langcamentos sucessivos de um mesmo dado, qual a
probabilidade de sair um namero impar e o nimero 4?
Exemplo 7: Numa urna ha 20 bolinhas numeradas de 1 a 20. Retiram-se duas
bolinhas dessa urna, uma apds a outra, sem reposicado. Qual a probabilidade de ter

saido um numero par e um multiplo de 5?

Evento Complementar

Um evento complementar € formado da seguinte maneira: Se consideramos
E um evento, ele faz parte de um subconjunto do espa¢o amostral S. O conjunto dos
elementos pertencentes a E que ndo estdo presentes em S constitui um subconjunto
conhecido como evento complementar de E.
Para calcular a probabilidade complementar de um evento é possivel utilizar a férmula
a seguir:

P(E®) = 1- P(E)

Exemplo 8: Uma moeda comum foi langada trés vezes e o resultado foi anotado.
Qual é a probabilidade de se obter exatamente duas caras sabendo que o primeiro
resultado foi cara?

Exemplo 9: Calcule a probabilidade de obter soma 8 no lancamento de dois dados



em que o resultado do lancamento foi dois niumeros impares.

Exercicios complementares.

1. Para fazer o sorteio de um livro, quatro amigos colocaram trés bolas brancas e duas
pretas em uma caixa. Decidiram que o primeiro a retirar uma bola preta ficara com o
livro. Na ordem alfabética de seus nomes, cada um retira uma bola, ao acaso, sem
devolvé-la a caixa. Qual a probabilidade de o terceiro amigo retirar a primeira bola
preta e ficar com o livro?

2. (URCA/2022.2) Dois dados séo jogados simultaneamente. A probabilidade de que
a soma dos numeros mostrados nas faces de cima seja 7 € igual a

3. Em um jogo ha dezesseis cartas, sendo quatro cartas com a figura de coroa, quatro
com a figura de espada, quatro com a figura de escudo e quatro com a figura de
capacete. No jogo, cada figura recebe uma pontuagao: coroa = 1 ponto, capacete = 2
pontos, escudo = 3 pontos e espada = 4 pontos. As cartas sao distribuidas de forma
aleatéria para dois jogadores e o vencedor € 0 que somar O maior valor.
Qual é a probabilidade de um jogador especifico somar 26 pontos ou menos?

4. Em um debate entre candidatos a Prefeitura de uma determinada cidade, havia, no
auditério, um publico com um namero de mulheres igual ao nimero de homens. Do
total de presentes, sabe-se que 13,2% dos homens e 0,33% das mulheres apoiam o
candidato A. A probabilidade de que seja homem um apoiador do candidato A,
selecionado ao acaso, é7?

5. Num comicio com 1.800 apoiadores a uma candidatura a prefeito de uma cidade
do interior brasileiro, foram identificadas todas as pessoas que estavam com COVID-
19 e as gripadas. Ao final da identificacéo, constatou-se que 6% estavam com COVID-
19; 3% estavam gripadas; 92% das pessoas nao estavam com nenhuma das duas
doencas.

Ao escolher um apoiador desse comicio ao acaso e, sabendo que ele ndo esta com
COVID-19, qual a probabilidade de que esse apoiador esteja somente gripado?

6. Existem n meias em uma gaveta, 3 das quais sdo vermelhas. Qual € o valor de n
se a probabilidade de que duas meias vermelhas sejam retiradas aleatoriamente da
gaveta é igual a 1/2?

7. Um total de 46% dos eleitores de uma certa cidade classifica a si mesmo como
petista, enquanto 30% se classificam como tucanos e 24% se classificam como

democratas. em uma eleicéo local recente, 35% dos petistas, 62% dos tucanos e 58%



dos democratas votaram. Um eleitor “e escolhido aleatoriamente. Dado que essa
pessoa tenha votado na eleicao local, qual “e a probabilidade de que ele ou ela seja
a) petista?

b) tucana?

c) democrata?

d) Que fracéo dos eleitores participou da eleicéo total?

8. Uma urna contém 8 bolas brancas e 4 bolas pretas. Se extraem duas bolas uma a
cada vez com reposicdo. Seja A o evento “a primeira bola extraida é branca” e seja B
o evento “pelo menos uma das bolas extraidas € branca”. Obter

a) P(A n B)

b) P(A¢ n B)

c) P(A¢ n BY)

d) P(A|B)

e) P(4|B%)

f) P(B|A)

g) P(B|A®).

9. Suponha que 5% dos homens e 0,25% das mulheres sejam daltdnicos. Uma pessoa
daltdnica é escolhida aleatoriamente.

a) Qual é a probabilidade dessa pessoa ser um homem? Suponha que exista um
mesmo numero de homens e mulheres.

b) E se a populacéo consistisse em duas vezes mais homens do que mulheres?

10. Temos quatro dados em forma de tetraedro. Cada dado tem faces numeradas 2,
0, 1 e 7. Se lancarmos todos os quatro dados simultaneamente, qual € a probabilidade
de podermos compor o numero 2017 usando um dos trés numeros visiveis de cada

dado?

Apéndice IV — Material de Matrizes.
Matriz
E uma representacdo de dados, geralmente numéricos, divididos por linhas e possui
m linhas e n colunas.
A matriz contém termos representados por a;;, em que i € a linha que o termo ocupa

e j € a coluna.

ajq

Exemplo 1: a matriz [a21

a2 . .
azz] possui duas linhas e duas colunas.



Matriz linha
Matriz do tipo 1 X n, ou seja, com uma Unica linha.
Exemplo 2:

A1X4-: [2 1 4‘ 5]
Matriz coluna

Matriz do tipo m X 1, ou seja, com uma unica coluna.

Exemplo 3:

Matriz quadrada
Matriz do tipo n X n, ou seja, com o0 mesmo numero de linhas e colunas. Dizemos que
a matriz € de ordem n.

Exemplo 4:

Coxz = LZL Z

Em uma matriz quadrada, definimos a diagonal principal e a diagonal secundéria. A
principal &€ formada pelos elementos q;; tais que i = j. Na secundaria, temos i +j =
n+1.

Figura 1 - Diagonais de uma matriz quadrada.

A=|ay 33 Sz o Ay

Al Bpy Ay - My

I f_ diagonal principal j=|

diagonal secundaria i+j=n+1

Fonte: S6 matematica. Acesso em 26 fev. 2024

Matriz nula
Matriz em que todos os elementos s&o nulos. E representada por 0m X n

Exemplo 5:

0 0 O
02X3:[0 0 0



Matriz diagonal

Matriz quadrada em que todos os elementos que nédo estdo na diagonal principal sdo

nulos.

Exemplo 6:
4 0 0
0 0 7

Existem duas classificacdes possiveis para esse tipo de matriz: a primeira €
guando os elementos que estdo acima da diagonal principal s&o nulos, o que configura
uma matriz triangular inferior; a segunda € quando os elementos que estdo abaixo da

diagonal principal sédo nulos, configurando uma matriz triangular superior.

4 0 0]

Uma matriz como B;x3; =| 2 3 0| € uma matriz diagonal inferior.
-1 2 7]
[4 5 —3]

Uma matriz como C343 = [0 3 1 | € uma matriz diagonal superior.
0 0 7

Matriz identidade
Matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal principal s&o iguais a 1 e 0s
demais s&o nulos. E representada por I,,, sendo n a ordem da matriz.

Exemplo 7:
o
12_[0 1

l,sei=j

Assim, para uma matriz identidade I, = [a;;], a;; = {0 sei %

Matriz transposta
Matriz At obtida a partir da matriz A trocando-se ordenadamente as linhas por colunas
ou as colunas por linhas.

Exemplo 8:

Desse modo, se a matriz A é do tipo m x n, A® é do tipo n X m. Note que a 12
linha de A corresponde a 12 coluna de At e a 22 linha de A corresponde a 22 coluna
de A*



Matriz oposta
A matriz —A (oposta de A) obtida a partir de Atrocando-se o sinal de todos o0s
elementos de A.
Exemplo 9:
_3 0 s A
SeA—[4 ], entao A= [

-1
Exercicio 1: Julgue as afirmativas a seguir:

-3 0]
-4 1
| — A matriz linha é aguela que possui uma unica linha.
Il — A matriz coluna é aguela que possui uma Unica coluna.
Il — A matriz quadrada é aquela que possui numero de linhas igual ao numero de
colunas.
Marque a alternativa correta:
A) Somente | é falsa.
B) Somente Il é falsa.
C) Somente 1l é falsa.
D) Todas sao verdadeiras.
Exercicio 2: Analise a matriz a seguir:
1 5 1
[3 4 0 ]
1 -2 -3

Qual a soma dos termos a,, € as,?

Exercicio 3: (Uerj — adaptada) A temperatura corporal de um paciente foi medida,
em graus Celsius, trés vezes ao dia (de manha, de tarde e de noite), durante cinco
dias. Cada elemento aij da matriz abaixo corresponde a temperatura observada no
instante i do dia j.

[56,6 364 386 38,0 36,j

361 370 37,2 4056 404

355 357 361 37,0 39,2
Julgue as afirmativas a seguir:
| - No momento a,,, 0 paciente estava com a temperatura de 36,1.
Il - As temperaturas do momento a;; € do momento a,; Sao iguais.
Il - No momento a5, a temperatura era de 39,2.

A ordem correta é:
AV VYV



B)VFV
C)FVV
D)FFV
E)VVF

Adicao e Subtracédo de Matrizes.
Para que seja possivel somar duas matrizes, € necessario primeiro que elas sejam do

mesmo tipo, ou seja, que tenham o mesmo numero de linhas e colunas. A adicdo é
feita a partir da soma dos elementos que ocupam as mesmas posic¢oes.
Exemplo 10:

16 3 19 7 [ 6+9 347 15 10
AZXZ_[m _1]+BZX2_[_4 o]:>A+B_[10+(—4) -1+40 -1

Da mesma forma que a adi¢do, na subtracdo basta subtrair os elementos que estédo
na mesma posi¢ao. Mas cuidado, a ordem em que vocé executa a operacéao ird mudar
o sinal dos seus resultados, ou seja, sendo duas matrizes A e B, A - B € diferente de
B - A.

Exemplo 11: Considere as matrizes A e B abaixo. Obtenha A — B.

14 5 11 11 6 15
A2X3 [19 4 7] BZX3=[ ]
Logo,
11 5-6 11—-15 -1 —4
A-B= [19 9 4-2 ] [10 0]
Exercicio 4:
1 2 3 -7 -8 9 2 3 -4
SeamA=|-4 5 6|, B=[12 6 5leC=|6 7 1| .Calculed+B-C.
4 6 8 8 7 4 2 8 7

Multiplicacdo de matrizes.

Para que seja possivel realizarmos essa operacédo, temos que observar se 0 nUmero
de linhas da primeira matriz € igual ao niumero de colunas da segunda, pois esses
valores serédo a quantidade de linhas e colunas da matriz gerada pela multiplicacéo.
Se isso acontecer, podemos multiplica-las, porém, se essa condi¢éo nao for atendida,
ai ndo podemos fazer essa operacdo. Em uma multiplicacdo de matrizes, devemos
multiplicar os elementos da linha da primeira matriz pelos elementos da coluna da
segunda matriz e somar esses produtos.

Exemplo 12: Considere as matrizes A e B abaixo. Calcule A X B.

4 1 5 5 2 1
A3><3 =11 3 2 B3><3 =10 1 4
0 3 7 1 2 5

Logo,



4x54+1%x0+5%x1 4x2+1x%x1+5%x2 4%x1+1%x4+5x%5
AXB=[1%x54+3Xx0+2%x1 1x2+3x14+2%x2 1xXx14+3%x4+2X%5
O0X543x0+7%x1 0X24+3x14+7%Xx2 0xXx1+3%x4+7x%X5

25 19 33]
=\|7 9 23
| 7 17 471
Exercicio 5:
3 3 4] 1 0 1
Dadas as matrizesA=|0 5 -—-1|leB=|2 1 0], calcule A X B.
2 —4 -3 —6 4 6

Multiplicacdo de matriz por escalar.

Multiplicar uma matriz por um nimero real (escalar) qualquer € bem simples, basta
pegar esse numero e multiplicar por todos os elementos da matriz, gerando assim,
uma nova matriz.

Exemplo 13: Considere a matriz A abaixo. Calcule 2 x A.

Determinante.

O determinante de uma matriz € um ndmero escalar associado a ela. Ele
fornece informacBes sobre as propriedades geométricas e algébricas da matriz. O
determinante é geralmente denotado por det(A) ou |A|, onde A representa a matriz.
Calculando o determinante:

Se uma matriz A qualquer possuir apenas uma linha e uma coluna (4,4;), seu
determinante sera o Unico elemento integrante dessa matriz.

Se uma matriz A qualquer possuir duas linhas e colunas, considerada uma matriz
quadrada de ordem 2 (A,-), entdo o determinante (detA,,) dessa matriz sera obtido
pela diferenca entre o resultado da multiplicacdo da diagonal principal da matriz A pelo
resultado da multiplicacdo dos elementos que compdem a sua diagonal secundaria.

Se uma matriz A qualquer possuir trés linhas e colunas, considerada uma matriz
quadrada de ordem 3 (As3y3), entdo o determinante (detA;y3;) dessa matriz podera
obtido pela Regra de Sarrus.

Exemplo 14: Vamos encontrar os determinantes das seguintes matrizes:

a) My, =1[2]

5 10
b) My, = [8 12
4 8 25
C) M3X3 == 0 7 —1
1 -4 3

Importancia do Determinante



Invertibilidade de Matrizes: Uma matriz € invertivel (possui uma matriz inversa) se e
somente se seu determinante é diferente de zero.

Area e Volume: Em geometria, o determinante é utilizado para calcular a area de
paralelogramos e volumes de paralelepipedos em espacos tridimensionais.
Sistemas Lineares: O determinante € utilizado para resolver sistemas lineares e
determinar se o sistema tem uma unica solugcdo, nenhuma solucdo ou infinitas
solugdes.

Transformagdes Lineares: Na élgebra linear, o determinante € usado para estudar
transformacdes lineares, indicando como a transformacéo afeta o volume no espaco.
Algumas propriedades dos determinantes:

Multiplicagdo por Escalar: O determinante de uma matriz multiplicada por um
escalar k é igual ao determinante original multiplicado por k.

Troca de Linhas ou Colunas: Trocar duas linhas ou duas colunas de uma matriz
inverte o sinal do determinante.

Matriz Triangular: O determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior) € o
produto dos elementos na diagonal principal.

Combinacéo Linear de Linhas ou Colunas: Se uma matriz contém uma linha ou
coluna que é combinacéo linear de outras linhas ou colunas, entdo o determinante
dessa matriz é zero.

Matriz Identidade: O determinante de uma matriz identidade é 1.

Transposicdo: O determinante de uma matriz é igual ao determinante de sua
transposta, ou seja, det(A) = det(AT).

Produto de Matrizes: O determinante do produto de duas matrizes é igual ao produto

dos determinantes das matrizes individuais, ou seja, det(AB) = det(A) X det(B).

Matriz Inversa

Conhecemos como matriz inversa de A a matriz A1, tal que, qguando multiplicamos as
matrizes A e A1, temos como produto a matriz identidade I,,, ou seja, A x A~ = I,.
Para encontrar uma matriz inversa de uma matriz cujos elementos sdo conhecidos,
utilizamos igualdade do produto de duas matrizes, encontrando os termos da matriz
inversa por meio de uma equagao.

Exemplo 15:

Seja A = [é ﬂ suainversa A ! serdtalque 4 x A™1 = Id.



s[5 ]x[¢ gy al=lakatake sxpraxd =l 1

a+2c=1 4c

Sendo assim, {3a td4c=0€ entdo 3a = —4c = a = ——.

Substituindo, a +2c =1 = —§c+2c =1=c =§

Agora, podemos encontrar o valor de a.
3
a+2c=1:>a+2><§=>a=—2

Analogamente, encontramos os valores de b e d.

Exercicios Complementares:

1. A teoria das matrizes é, hoje, utilizada em diversas atividades da vida profissional
das pessoas, como atividades comerciais, financeiras, computacionais e tantas
outras. Utilizaremos matrizes para apresentar uma questdo sobre equacgles

polinomiais. Considere as matrizes

v 0 1 *x 0 0 1

x 1 _ 10 x 1 0
Mz—[l I],M:l,— 0 x 0leMa= 01 x 0
1 x 0 10 0 x

O conjunto de todos os valores de x que satisfazem a igualdade det(M2) - det(M3) +
det(M4) =0 é?

2 1
2. Considerando-se as matrizes X =0 3|, Y = [(2) é ﬂ e Z = (2X).Y, é correto
1 0

afirmar que o determinante da matriz Z é igual a?
3. Considere as seguintes matrizes A e B:
_3 1 _[-1 2
A=l Je=ly 3
a) Calcule o determinante de cada matriz (det(A) e det(B)).

b) Calcule o produto C = A X B

c) Transponha a matriz C e compare-a com a matriz original.

Apéndice V — Material de Sistemas lineares
Definicdo: Equacdes Lineares.

Uma equacéo linear é toda equacgéo da forma:



a1Xq + axx, + -+ apx, =b

Onde ay,a,,...,a, Sao0 numeros reais, chamados de coeficientes da equacao,
enquanto x4, x,, ..., x, Sa0 as incégnitas da equacao. Ainda, b é chamado de termo
independente da equacdo. Uma solucdo da equacéo linear acima (quando existir) é
toda n — upla (sequéncia de elementos) (ry, 1y, ..., 1) que torna verdadeira a sentenca

a;r + ayry, + -+ a,n, = b.

Exemplo 3: Sdo exemplos de equacdes lineares:
a)2x+3y=4
Coeficientes: 2 e 3
Incognitas: x e y

Termo independente: 4
b)x—y+z=0
Coeficientes: 1,—-1 e 1
Incognitas: x,y e z

Termo independente: 0
C)—-7x+8y+2z—w=-2
Coeficientes: —7,8,2 e —1
Incognitas: x,y,ze w

Termo independente: —2

Se tivermos a equacao x — 2y = 5 temos que a sequéncia (7, 1) é uma solucéo
pois, ao fazermos x =7 e y =1, obtemos: 7—2-1=7—-2 =05 e 0 mesmo ocorre
para a sequéncia (—3,—4), pois -3 —2:(—4) =-3+8 =5.

Exercicio 1: Escreva quatro possiveis solucbes para a equacgao linear 2x —y = 3.
Exercicio 2: Dada a equagdo linear —x+ 2y +2z =0, qual a soma dos seus
coeficientes?

Exercicio 3: Calcule para que valor de m a quadrada ordenada (1,2, —3,5) € solugéo
da equacdo 3x + 5y-mz+t =0

Propriedades de equacgodes lineares.

Grau 1: As equacdes lineares tém grau 1, o que significa que as variaveis sao

elevadas apenas a poténcia de 1.



OperacOes Lineares: Todas as operacdes envolvidas em uma equacéao linear sao
lineares. Isso significa que adicdo, subtracdo e multiplicagcdo por uma constante
mantém a linearidade da equacgéo.

Grafico Linear: O gréafico de uma equacgéo linear em duas variaveis (ax + by =c) €
uma linha reta no plano cartesiano.

Definicdo: Sistemas de equacdes lineares.

Sao conjuntos de n equacdes lineares que possuem as mesmas variaveis. Assim, um

sistema de n equacdes lineares tem forma:

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = b1
az1X1 + Ar2Xo + -+ aann = b2

An1Xy + ApaXy + -+ App Xy = by

Onde cada a;; € um coeficiente, x4, x5, ..., x, S80 as incognitas e by, b, ..., b, s80 0s
termos independentes das equacdes. Uma solucdo de um sistema de equacdes
lineares (quando existir) é toda énupla (1,13, ...,1,) que torna verdadeira a sentenca
apn +apr, + -+ apy, =b;parai =1,2,..,n.

Representacdo matricial de sistemas lineares.

Um sistema de equacgdes pode ser representado na forma de uma matriz. Os
coeficientes das incognitas serdo os elementos da matriz que ocuparéo as linhas e as
colunas de acordo com o posicionamento dos termos no sistema. Ou seja,

ay1X1 + ay2x + -+ aypxy, = by
Ay1X1 + AppXy + -+ aypx, = by
Ap1X1 + Apaxy + -+ apnx, = by,

Na forma matricial pode ser escrito como Ax = b:

a;1  Qaqa . Aqp
A=|%1 Gz o fEml_ o
: : . : U)n><n
An1 Qnz -+ Qnn
EoR
x=|:
[ X7 |
by
b=|:
by, ]

Exemplos de sistemas lineares:



(@) {5x+y=70
4x -2y =0

2x +y =10
(b) {3x+y=12

Veja que em (b), x =2 e y = 6 resolvem ambas as equacdes, logo, esta é
solucéo do sistema.
Método de substituicao

Para esse método, basta isolar uma das variaveis e depois substituir o valor da

incégnita na outra equacdo. No exemplo (a) anterior,

5x +y=70=vy=70—5x (i)

4x—2y=0g4x—2(70—5x)=0
=>4x—140—-10x =0
= 14x = 140
= x = 10 (ii)

Substituindo (ii) em (i), temos
y=70-5-10=70-50= 20
Portanto, x = 10 e y = 20 é uma solucao para o sistema do exemplo (a).

Método da adicdo

Nesse método, deve-se somar ou subtrair as duas equacdes de forma que uma
das variaveis seja eliminada.

Veja, multiplicando a primeira equacao por 2, ficamos com o seguinte sistema

equivalente:

{10x+ 2y = 140
4x — 2y =0

Somando ambas as equacoes,

14x + 0y = 140 = x = 10



Substituindo x = 10 na segunda equacgao, teremos
4x —2y=0=24%x10-2y=0=40=2y =y =20

Outra forma de resolver um sistema de equacdes lineares € utilizando o
meétodo de Cramer. Aqui, observaremos que este método pode facilitar o célculo da

solucéo de sistemas quando estes possuirem mais de duas equacdes.

Como vimos, todo sistema de equacdes lineares possui uma representacao
matricial, vejamos no nosso exemplo:

{5x+y=70

4x—2y =0 é representado matricialmente por [i _12] X [;i] = [700]

Para encontrar a solucéo desse sistema, devemos calcular o determinante da
matriz dos coeficientes e, em seguida, substituir cada coluna pelos termos
independentes e calcular seus determinantes. Ao dividirmos cada determinante das
matrizes com colunas de termos independentes pelo determinante da matriz dos

coeficientes, encontramos a solucéo do sistema.

Assim,se A = [i _12] entdo det(4) = —10 — 4 = —14. Substituindo a primeira

coluna de A pelos termos independentes, teremos
70 1
Ax = [ 0 —2]
Fazendo o mesmo para a segunda coluna de A, teremos
_[5 70
Ay = [4 o]
Deste modo, temos que det(A,) = —140 — 0 = —140, assim,

_det(4,) —140
*Tetd) T 14

10



Analogamente, det(4,) = 0 — 280 = —280, assim,

_det(4,) —280
Y= det(a) T —14

20

Graficamente, temos a seguinte situacao:

eq1 eq2
y

70
60
50
40
30

20

Exercicio 4:
Solucione o sistema a seguir, pelo método que vocé achar mais conveniente:

{2x—y=3
—x+y=-1

Exercicio 5:

Solucione o sistema a seguir, utilizando o método de Cramer.

2x—y+z=3
{x+y+z=6
xX—y+2z=5

Exercicio 6: Um vendedor de camisetas e bonés em um evento esportivo vendeu 3

camisetas e 2 bonés, arrecadando um total de R$ 220,00. No dia seguinte, ele vendeu

2 camisetas e 3 bonés, arrecadando R$ 190,00. Qual seria o pre¢co de uma camiseta

e 0 preco de um boné?

Exercicio 7: Um cinema cobra R$ 10,00 por ingresso para adultos e R$ 6,00 por

ingresso para criangas. Em um dia, foram vendidos 80 ingressos e a arrecadacao total

foi de R$ 700,00. Quantos ingressos de cada tipo foram vendidos?

Propriedades de sistemas de equacdes lineares.



Solucdo Unica, Infinitas Solu¢cdes ou Sem Solucdo: Um sistema linear pode ter
uma unica solucdo (sistema possivel e determinado), infinitas solucbes (sistema
possivel e indeterminado) ou nenhuma solucao (sistema impossivel), dependendo das
relacdes lineares entre as equacgoes.
Operacbes Elementares: Os sistemas lineares podem ser transformados por meio
de operacdes elementares, que incluem a troca de linhas, multiplicacdo de uma linha
por uma constante ndo nula e a adicdo de um multiplo de uma linha a outra. Essas
operacdes nao alteram a solucao do sistema.
Classificacdo por Numero de Solucbes: Os sistemas lineares podem ser
classificados quanto ao numero de solucfes. Se a matriz dos coeficientes é invertivel,
ou seja, tem determinante diferente de 0, o sistema tem uma Unica solucdo. Se a
matriz € singular (ndo invertivel), ou seja, tem determinante igual a 0, o sistema pode
ter nenhuma ou infinitas solucdes, dependendo das equacdes.

Matriz Inversa

Conhecemos como matriz inversa de A a matriz A™1, tal que, quando
multiplicamos as matrizes A e A~1, temos como produto a matriz identidade I,,, ou
seja, A x A™1 = [,. Para encontrar uma matriz inversa de uma matriz cujos
elementos sdo conhecidos, utilizamos igualdade do produto de duas matrizes,
encontrando os termos da matriz inversa por meio de uma equacao.

Exemplo:
Seja A = [; ﬂ suainversa A~ serdtalque A x A™1 = Id.

1 0] 1xXa+2xXc 1xb+2xd]=[1 O]
0

'-090’[% ﬂx[ccl Z]:o 1T Bxa+4axc 3xb+4xd

a+2c=1

Sendo assim, {3a t4c =0

~ 4
eentdo 3a = —4c = a = —?C.

Substituindo, a +2c =1 = —§c+20 =1=c =§

Agora, podemos encontrar o valor de a.
3
a+26=1:>a+2><§:>a=—2

Analogamente, encontramos os valores de b e d.

Exercicios complementares



1. (IFPE 2012) Com a proximidade do final do ano, uma papelaria quis antecipar as
promocdes de material didatico para o ano letivo de 2012. Foram colocados em
promocao caneta, caderno e lapis. As trés ofertas eram:

12) 5 canetas, 4 cadernos e 10 lapis por R$ 62,00;

2%) 3 canetas, 5 cadernos e 3 lapis por R$ 66,00;

3%) 2 canetas, 3 cadernos e 7 lapis por R$ 44,00.

Para comparar 0s pre¢os unitarios dessa papelaria com outras do comércio, o Sr.
Ricardo calculou os pre¢cos de uma caneta, um caderno e um lapis. A soma desses
precos é:

a) R$ 20,00.

b) R$ 18,00.

c) R$ 16,00.

d) R$ 14,00.

e) R$ 12,00.

2. (Unisinos 2012) Numa loja, todas as calcas tém o mesmo prego, e as camisas
também, sendo o preco de uma calca diferente do de uma camisa. Ricardo comprou
1 calca e 2 camisas e pagou R$240,00. Roberto comprou 2 calcas e 3 camisas e
pagou R$405,00. Qual o pregco, em reais, de uma calca e uma camisa,
respectivamente?

a) 70 e 95.

b) 75 e 90.

c) 80 e 85.

d) 85 e 80.

e) 90 e 75.

3. (Fuvest- 2012) Em uma festa com n pessoas, em um dado instante, 31 mulheres
se retiraram e restaram convidados na razdo de 2 homens para cada mulher. Um
pouco mais tarde, 55 homens se retiraram e restaram, a seguir, convidados na razao
de 3 mulheres para cada homem. O nimero n de pessoas presentes inicialmente na
festa era igual a:

a) 100.

b) 105.

c) 115.

d) 130.

e) 135.



4. (Fuvest-adaptada) Carlos e sua irmd Andreia foram com seu cachorro Bidu a
farmacia de seu avé. La encontraram uma velha balanca com defeito, que so indicava
corretamente pesos superiores a 60 kg. Assim, eles se pesaram dois a dois e
obtiveram as seguintes marcas:

Carlos e 0 cdo pesam juntos 87 kg;

Carlos e Andreia pesam 123 kg;

Andreia e Bidu pesam 66 kg.

O peso de cada um deles é:

a) Andreia 61 kg, Bidu 10 kg e Carlos 67 kg.

b) Andreia 72 kg, Bidu 13 kg e Carlos 51 kg.

c) Andreia 48 kg, Bidu 8 kg e Carlos 63 kg.

d) Andreia 50 kg, Bidu 12 kg e Carlos 75 kg.

e) Andreia 51 kg, Bidu 15 kg e Carlos 72 kg.

5. (Mackenzie — 2008) O diretor de uma empresa, o Dr. Antonio, convocou todos 0s
seus funcionarios para uma reunido. Com a chegada do Dr. Antonio a sala de
reunies, o nimero de homens presentes na sala ficou quatro vezes maior que o
namero de mulheres também presentes na sala. Se o Dr. Antonio ndo fosse a reuniédo
e enviasse sua secretaria, o numero de mulheres ficaria a terca parte do nimero de
homens. A quantidade de pessoas, presentes na sala, aguardando o Dr. Antonio é:
a) 20.

b) 19.

c) 18.

d) 15.

e) 14.

6. (UFRGS 2012) Inovando na forma de atender aos clientes, um restaurante serve
alimentos utilizando pratos de trés cores diferentes: verde, amarelo e branco. Os
pratos da mesma cor custam o mesmo valor. Na mesa A, foram consumidos o0s
alimentos de 3 pratos verdes, de 2 amarelos e de 4 brancos, totalizando um gasto de
R$ 88,00. Na mesa B, foram consumidos os alimentos de 2 pratos verdes e de 5
brancos, totalizando um gasto de R$ 64,00. Na mesa C, foram consumidos o0s
alimentos de 4 pratos verdes e de 1 amarelo, totalizando um gasto de R$ 58,00.
Comparando o valor do prato branco com o valor dos outros pratos, verifica-se que
esse valor é:

a) 80% do valor do prato amarelo.



b) 75% do valor do prato amarelo.

c) 50% do valor do prato verde.

d) maior que o valor do prato verde.

e) a terca parte do valor da soma dos valores dos outros pratos.

Apéndice VI — Material de Geometria Analitica
Ponto
Um ponto € um elemento que ndo possui forma nem dimenséo. Isso significa
gue o ponto é um objeto adimensional. Um dos usos mais importantes do ponto refere-
se a localizacdo geografica. Os pontos sdo os objetos que melhor representam as

localiza¢des. Em geral, sdo denotadas por letras latinas mailsculas.

Reta

Uma reta é um conjunto formado por infinitos pontos alinhados que néo fazem
curvas. Como esses pontos ndo estdo no mesmo lugar, € possivel medir a distancia
entre eles. Entretanto, como o0s pontos continuam nédo tendo dimensao ou forma, nao
€ possivel medir sua largura. Pontos que pertencem a uma mesma reta sdo chamados
de pontos colineares. As retas sao geralmente representadas por letras latinas

minusculas.

Plano
Um plano também € um conjunto formado por pontos de tal modo que a
superficie formada por eles é plana e infinita em todas as dire¢cdes. Geralmente sao

denotados por letras gregas minusculas.

Como um ponto é um elemento e retas e planos sao conjuntos, eles devem ser
tratados de acordo com a teoria de conjuntos. Por exemplo, se P € um ponto, r uma

reta e « um plano, podemos escrever conforme o contexto,

Per,Pér,PeaqPeéarcar¢ca
Coordenada no plano cartesiano bidimensional:
As coordenadas de um ponto no plano cartesiano sdo os numeros que indicam
sua posicdo. Cada ponto no plano cartesiano possui duas coordenadas: a primeira

em relacdo ao eixo das abcissas (eixo x) e a segunda em relagdo ao eixo das



ordenadas (eixo y). Dado um ponto no plano cartesiano, encontramos sua coordenada
em relacdo ao eixo das abcissas ao tracar um segmento perpendicular a esse eixo
(horizontal). Ja para determinar a coordenada em relacdo ao eixo das ordenadas,
tragcamos um segmento perpendicular ao eixo vertical. Num sistema de coordenadas
cartesianas, representamos um ponto P com coordenadas x no eixo das abscissas e

y no eixo das ordenadas por P(x,y).

Exemplo 1: O par ordenado A(2,1) tem a seguinte representacao cartesiana:

Ay
2

1.5

A
1 ........................................ ?
0.5
- DS
2 -15 -1 05 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
=0.5

Exercicio 1:

Dé as coordenadas dos pontos que aparecem no sistema cartesiano abaixo.

shy

Distancia entre pontos



A distancia entre dois pontos A e B no plano cartesiano € a medida do
segmento de reta que liga esses dois pontos. Para calcular essa distancia, utilizamos

a seguinte férmula:

dpp = \/(XB —x4)% + (Yp — Ya)?
Exemplo 2:

Calcule a distancia entre os pontos A(1,1) e B(4,4).

Ay
5
B

4 @

3

2

A
1 @
NS
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

Exercicio 2: Encontre a distancia entre 0s pontos que possuem as seguintes

coordenadas:

a) A(4,2) e B(3,3)
b) C(-7,-1) e D(1,4)
c) E(—5,2) e F(3,-7)



-7

Marque 0s seguintes pontos no mapa acima:
a) A(4,—4)
b) B(2,2)
c) €(0,-2)
d) D(6,3)
e) E(2,0)
f) F(1,-3)
9) G(1,—4)
Agora, escreva em quais estados do Brasil estdo cada um dos pontos
marcados.
Posicione e escreva as coordenadas de pontos nos seguintes estados:
a) Minas Gerais
b) Maranhéo
c) Sao Paulo
d) Rio de Janeiro
Agora, calcule as distancias entre os pontos escolhidos nesses estados.
Segmento de reta
Um segmento de reta é limitado por dois pontos de uma reta (extremos). Ou
seja, ele € uma parte da reta que possui inicio e fim. E representado com um trago

acima dos extremos que definem o segmento.



Exemplo de segmento de reta:

O segmento de reta AB, definido pelos pontos A4(1,1) e B(5,3) é representado

no plano cartesiano da seguinte maneira

Ay

Semirreta

As semirretas possuem inicio (um ponto de origem), mas nao apresentam um
fim, ou seja, elas séo ilimitadas num dos sentidos. Sdo representadas com uma seta
acima das letras que representam o ponto de origem e um segundo ponto que indica
a direcao da semirreta.

Exemplo de semirreta: a semirreta AB com origem em A(1,1) e passando por B(5.3)

€ representado no plano cartesiano da seguinte maneira



5
4
B

3
2

A

1 o«

"
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

=1

Reta Orientada ou numeérica
Em uma reta numérica os hiumeros seguem 0 principio da sucesséao, por isso,
estdo organizados de forma crescente. A origem dos nimeros se associa 0 zero a

partir do qual, nos dois sentidos, a reta se prolonga infinitamente.
Exemplo de reta orientada: os proprios eixos x e y do plano cartesiano.
Posicdes relativas entre retas.

Retas Paralelas Distintas: ndo existe ponto em comum entre as retas.

Exemplo de duas retas paralelas:



Retas Concorrentes: sdo duas retas que se encontram em unico ponto (vértice).
Formando quatro angulos diferentes de 90°. Os angulos opostos pelo vértice sédo

iguais.

Exemplo de duas retas concorrentes:

b

4
f 3
2
1
2 =+ o0 1 2 3 4 5 6
-1
9
rd
-2




Retas Perpendiculares: séo retas concorrentes que formam quatro angulos retos

(90°) no plano.

Exemplo de duas retas perpendiculares:

Vg

4
f 3 L.O‘=90

2

1

S

-2 -1 0 2 3 4 5 6

-1

=2

Retas Transversais: Sao retas que interceptam um par ou um feixe (varias) de retas

paralelas.

Exemplo de uma reta transversal:

10

-2

=2

A

/9

Retas Coplanares: sao retas que estdo contidas no mesmo plano.



Todas as retas vistas nos exemplos anteriores sdo coplanares (todas estao
contidas no plano cartesiano).
Equacao Geral da Reta
E dada pela seguinte equagio:
ax+by+c=0 (I)
Onde a, b e c nUmeros reais fixos com a e b obrigatoriamente ndo nulos. Ainda,

x € y sdo as coordenadas de um ponto pertencente a reta no plano cartesiano.

Equacédo Reduzida da Reta

Por meio de operacdes elementares sobre a equacao (I), podemos obter a
seguinte representacao algébrica de uma reta, dita equacao reduzida da reta:

y=mx-+n

Ondex e y sdo coordenadas de um ponto pertencente a reta no plano
cartesiano, m é o incremento em y para cada incremento de uma unidade em x ou 0
coeficiente angular da reta. Por fim, n € o coeficiente linear (onde a reta intersecta o
eixo y) da reta.

Equacédo fundamental da reta.

Podemos determinar a equacéo fundamental de uma reta utilizando o angulo
formado pela reta com o eixo das abscissas (x) e as coordenadas de um ponto
pertencente a reta.

Considerando uma reta r, o ponto A(x,y) pertencente a reta, seu coeficiente

angular m e outro ponto B(x,,y,) genérico diferente de A, temos que:

Y—=Yo
m=
X - X

Ou seja, a variacdo em y pela variacdo em x da o coeficiente angular da reta.
Manipulando essa expressdo, chegamos na equacgéo fundamental da reta:
Y — Yo =m(x — xo)

Exercicio 3: Quais séo os coeficientes angular e linear, daretax —y + 2 = 0?
Exercicio 4: Determine a equacédo da reta r que passa pelo ponto A(3,1) e que tem
coeficiente angularm = -2 .
Exercicio 5: Encontre as coordenadas do ponto de interse¢éo entre aretar:x +y —
3 = 0 e a reta que passa pelos pontos A(2,3) e B(1, 2).

Posicdes relativas entre retas e planos



Reta e planos paralelos: Uma reta € paralela a um plano quando eles ndo possuem
nenhum ponto em comum.

Reta e plano concorrentes: Uma reta é concorrente a um plano quando eles
possuem um Unico ponto em comum.

Reta e plano perpendiculares: Se na intersecdo entre a reta e o plano passam pelo
menos duas retas distintas contidas no plano, cada uma delas perpendicular a reta,
entdo a reta € perpendicular ao plano.

Posigdes relativas entre planos

Planos paralelos distintos: Dois planos sao paralelos quando ndo ha ponto de
intersecéo entre eles.

Planos concorrentes: Dois planos sao concorrentes quando se intersectam. A
intersecao entre dois planos € uma reta.

Planos perpendiculares: Dois planos séo perpendiculares quando um deles contém
uma reta perpendicular ao outro plano.

Exercicio 6: Julgue as afirmativas a seguir em verdadeira ou falsa, justificando.

a) Duas retas distintas, r e s, sdo paralelas. Se a reta r esta contida no plano A, e a
reta s esta contida no plano B, entdo A e B jamais podem encontrar-se.

b) Por um ponto fora de um plano, passa uma Unica reta paralela a esse plano dado.
c) Uma reta r é paralela a um plano somente se existirem duas retas contidas nesse
plano e perpendiculares a retar.

d) Uma reta é paralela a um plano quando possui dois pontos em comum com ele.
Exercicio 7: Julgue as afirmativas a seguir em verdadeira ou falsa, justificando.

a) Se uma reta contém dois pontos distintos de um plano, ela tem pelo menos mais
um ponto nesse plano.

b) Uma reta que tem um ponto sobre um plano esta contida nesse plano.

¢) Uma reta contida num plano tem um ponto que pertence a esse plano.

d) Uma reta contida num plano tem um Unico ponto que pertence a esse plano.

Exercicios complementares:

1. Ao colocar os pontos (3,2); (¥27,1); (=5,7), (—1,5,—0,7) no plano cartesiano, qual
guadrante ficara vazio?

2. As retas definidas pelas equacbes 2x + ky—6=0e —4x+ (k—1)y+1 =0 séo

paralelas, qual o numero real k?



3. O valor de x para que os pontos (x, 2), (x,4) e (3x,4), num plano cartesiano (x,y),
formem um triangulo de areaigual a 10 é?
4. No plano cartesiano (x,y), considere uma reta r que passa pelos pontos (1,2) e
(3,-2), e uma retas, que passa pelo ponto (4,4) e (5, 2). E correto afirmar que as retas
r e s sdo
5. No plano cartesiano, as retas de equagbes 2x +y =-1, x-y-4=0e2x+my =7
concorrem em um mesmo ponto. Qual o valor de m?
Apéndice VIl — Material de Geometria Analitica

Ponto médio

O ponto médio de um segmento de reta € o ponto que separa 0 segmento em
duas partes com medidas iguais.

Pode ser calculado pela seguinte férmula:

_ (*atXp YatYB
W=7 )

onde x, e y, sdo as coordenadas do ponto A e xz € yz sdo as coordenadas do ponto

B. Perceba que estamos calculando as coordenadas do ponto médio do segmento

AB.
Yy
B
¥ + el
M f’f
Y+ ,f"’f
Y SR v
L + + + -
0 Xy Xp Xy T

Exercicio 1: Dadas as coordenadas dos pontos A(4,6) e B(8,10) pertencentes ao
segmento AB, determine as coordenadas do ponto médio desse segmento.
Exercicio 2: Dados os pontos P(5,1) e Q(-2,-9), determine as coordenadas do ponto

médio do segmento PQ.



Exercicio 3: O ponto M(lO,Z) é 0 ponto médio do segmento AB. Sendo o ponto

B (13,-5) um dos extremos desse segmento, qual o par ordenado que representa
ponto A?
Circunferéncia.

Seja 0 um ponto qualquer de um plano e r uma medida positiva. O conjunto C
de pontos do plano que estdo a uma distancia r de 0 (equidistantes) recebe o nome
de circunferéncia de centro O e raio r. Ou seja, qualquer ponto X pertencente a C deve
satisfazer d(X,0) = r. A unido dos pontos de € com os pontos do plano tais que

d(X,0) < r (pontos interiores) é chamado de circulo.
A

Corda

O

-9 Diametro

E
Exercicio 4: Determine a equacao reduzida da circunferéncia que possui centro em
C(3,6) e raio 4.

Exercicio 5: O centro de uma circunferéncia € determinado pelo ponto médio do

segmento PQ, sendo P (4, 6) e Q(2,10). Considerando que o raio dessa circunferéncia
€ 7, determine sua equacdao reduzida.
Exercicio 6: Determine a equacgao geral da circunferéncia com centro no ponto C(2,1)
e que passa pelo ponto A(1,1).
Posicao relativa entre ponto e circunferéncia.

O ponto comparado a circunferéncia pode assumir trés posicdes diferentes,
pode ser: externo a circunferéncia, interno a circunferéncia ou pertencer a

circunferéncia.



Neste exemplo, A(x,,y,4) € interno a circunferéncia, B(xg,yg) pertence a
circunferéncia e D(xp, yp) € externo a circunferéncia.
Deste modo, devemos ter:
(xa-a)? + (ya=b)? < 12
(xp-a)®> + (yp=-b)* > r?
(xg-a)* + (yp-b)* = r?

Posicdao relativa entre reta e circunferéncia.

1) Reta externa a circunferéncia

Quando a reta e a circunferéncia ndo possuem nenhum ponto em comum,
dizemos que a reta € externa a circunferéncia.

Seja D um ponto da reta cuja distancia até o centro da circunferéncia € a menor
possivel, e que B é um ponto qualquer da circunferéncia. Nessas circunstancias,
DB > r, onde r é o raio.

Exemplo de reta externa a circunferéncia:



.

Fonte: Mundo educacdo. Acesso em 05 abril 2024.
Reta tangente a circunferéncia
Quando a reta e a circunferéncia possuem apenas um ponto em comum,
dizemos que a reta é tangente a circunferéncia.
Dado A um ponto da reta cuja distancia até o centro C seja a menor possivel,
AC = r, em que r é o raio da circunferéncia. Além disso, 4 é o ponto em comum entre
as duas figuras, também chamado de ponto de tangéncia.

Exemplo de reta tangente a circunferéncia:

Fonte: Mundo educacdo. Acesso em 05 abril 2024.
Reta secante a circunferéncia

Quando a reta e a circunferéncia possuem dois pontos em comum, dizemos
gue a reta € secante a circunferéncia.

Dado B um ponto da reta cuja distancia até o centro C da circunferéncia seja a
menor possivel, o segmento BC serd perpendicular & reta e sua medida sempre sera

menor que o raio, ou seja, BC < r.



Exemplo de reta secante a circunferéncia:

Fonte: Mundo educacédo. Acesso em 05 abril 2024.
Exercicio 7: Verifique qual a posi¢cdo dos pontos P(0,0); Q(1,—4); R(—2,—5) em
relacdo a circunferéncia de equacao geral x? + y2 + 2x + 8y + 13 = 0.
Exercicio 8: Qual a equacao da circunferéncia com centro no ponto €(2, 1) e tangente
areta3x —4y+8=107?
Exercicio 9: A distancia entre um ponto P e o centro de uma circunferéncia de raio
4cm é dada pela expressédo d = 3x-8. Qual o menor valor inteiro de x para que o

ponto P seja externo a circunferéncia?

Exercicios complementares:

1. O didmetro de uma circunferéncia mede 30 cm e o raio é dado pela expresséo r =
5
?x + 5 cm. Qual o valor de x?

2. Um ponto A pertence a uma circunferéncia de raio (2x + 3) cm. Se a distancia
entre o centro da circunferéncia e o ponto A € igual a 9 cm, qual o valor de x?
3. Qual o valor de k que transforma a equacdo x* + y*- 8x + 10y + k = 0 na
equacao de uma circunferéncia de raio 7?
4. Determine o valor de w sabendo que a reta de equacédo x - y + w = 0 € tangente
a circunferéncia de equagéo x* + y* = 9.
Apéndice VIIl — Atividade do Formigueiro

Considere as formigas A, B e C localizadas nos pontos (3, 1), (7, -1) e (0, 0),
respectivamente. Represente no papel pontilhado um plano cartesiano e marque a
posicéo das formigas A, B e C.



Sabe-se que o formigueiro F esta localizado em um ponto cuja distancia é a
mesma até a localizacéo formigas.
Vocés tém algum palpite de como calcular a localizag&o do formigueiro F?
Complete os espacos, utilizando a distancia entre dois pontos:
Distancia do formigueiro (x,,y,) até a formiga A (__, ):
dFA =(xo — )2+ (yo— )?
Distancia do formigueiro (x,,y,) até a formigaB (__, ):
dFB =/(xo— )2+ (yo— )?
Distancia do formigueiro (x,,y,) até a formigaC (__, ):
dFC =(xo— )?+ (yo— )
Sabendo que o formigueiro F tem que estar a igual distancia das trés formigas,
temos: dFA = dFV = dFC.
Logo, /(xo— )2+ (o= )2 = (xo— )2+ o~ )2 =x5+¥
Use alguma propriedade da radiciacao para simplificar essa equacao.
(xo— )+ o= VP =x5+Y5
(o= )+ Wo— VP =x5+y5
Trabalhe com os produtos notaveis para resolver o sistema de equacao acima.

Teremos que, {

Xo= € Yo=

Sendo assim, o formigueiro estaem F( , )

Agora, calcule a distancia entre o formigueiro e a origem. Depois calcule as
distancias entre o formigueiro e as formigas A, B e C. Escreva todos os resultados
obtidos.



Marque no papel pontilhado (onde localizou as formigas) as coordenadas do

formigueiro F. Ligue os pontos que representam as formigas A, B e C ao formigueiro
F.

Meca com a régua essas distancias. Qual é essa medida?

De que forma esse problema relaciona-se com o conceito de circunferéncia?

Com a ponta fixa do compasso no formigueiro desenhe a circunferéncia que
passa pelas formigas A, B e C. Apdés isso, responda:

Quais as coordenadas do centro da circunferéncia que vocé desenhou?

Quanto mede o raio dessa circunferéncia?

Quais as coordenadas dos pontos que pertencem a essa circunferéncia?

Equacéao da circunferéncia
Observe a circunferéncia de centro O de coordenadas O (a, b) de raio r e um

ponto P de coordenadas P(x,y) pertencente a circunferéncia.

y 1 Pe={x.y)

Usando a férmula da distancia entre dois pontos, temos que a distancia entre
os pontos O e P mostrados na figura é

dPO =+/(x—a)2+(y—b)2=r
Dai, (x —a)? + (y — b)? = r?. Essa é a equacao reduzida da circunferéncia.
Assim sendo, responda:
1. Analisando a equacéao da circunferéncia, podemos escrever:

a) a e b sdo as coordenadas do da circunferéncia.

b)réeo da circunferéncia.

c) o ponto genérico P de coordenadas (x,y) pode ocupar o lugar de qualquer ponto da

circunferéncia, sempre distando da centro da circunferéncia.

Agora, desenvolva os produtos notaveis da equacao reduzida para encontrar a

equacdao geral da circunferéncia e a escreva no caderno.



Por fim, analisando a posicéao do formigueiro e a distancia do formigueiro até

as formigas, escreva a equacao reduzida e geral da circunferéncia do nosso problema.

Apéndice IX — Material de Trigonometria no Triangulo Retangulo
Definicdo de triangulo.
Tridangulos sédo figuras geométricas formadas por trés segmentos de reta que
se encontram nas extremidades. Assim, sdo poligonos com trés lados, trés angulos e
trés vertices.
Elementos de um triangulo
Os elementos do triangulo séo:

e Lados: Os lados do triangulo sédo segmentos de reta que se encontram apenas
em suas extremidades. Um triangulo é uma figura geométrica plana que possui
trés lados.

e Vértices: Sao os pontos de encontro entre os lados de um tridangulo. Na
realidade, os vértices séo pontos de encontro entre lados de qualquer poligono.
O triangulo possui apenas trés vértices, pois tem trés lados.

e Angulos internos: Os angulos internos s&o angulos formados por dois lados
consecutivos de um triangulo que ficam em seu interior. Os triangulos também
possuem trés angulos internos. Os vértices e os lados desses angulos séo
também, respectivamente, os vértices e os lados do triangulo.

e Angulos externos: Dado um lado qualquer de um tridngulo e o prolongamento
do lado consecutivo a ele, um angulo externo é a abertura entre esse lado e

esse prolongamento.

ertice
\\\
\\\
\\\
lado \
\\\\ )
\_ _angulo externo
angulo interno

Classificagdes dos triangulos
Existem diversas maneiras de classificar triangulos. As duas mais comuns

levam em consideracao as medidas de seus lados e as medidas de seus angulos:



Triangulo escaleno: triangulo que possui todos os lados com medidas
diferentes.

Tridangulos isosceles: triangulo que possui dois lados com medidas iguais.
Tridangulo equilatero: triangulo que possui todos os lados com medidas iguais.
Triangulo acutangulo: possui todos os angulos internos menores que 90°
(angulo reto).

Tridangulo obtuséngulo: possui exatamente um angulo interno maior que 90°.

Triangulo retangulo: possui exatamente um angulo interno igual a 90°.

|Quanto aos lados
EQUILATERO ISOSCELES ESCALENO
Quanto aos angulos
a g A PN B\
| RETANGULO |  [AcutAnGuLo | | OBTUSANGULO

Fonte: Profes. Acesso em 18 abril 2024.
Propriedades
Para todo triangulo, valem as propriedades:
A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é sempre igual a 180°.
A soma dos angulos externos de qualquer triangulo é sempre igual a 360°.
A soma das medidas de dois lados de um tridngulo € sempre maior que a
medida do terceiro lado. Essa propriedade € chamada de desigualdade
triangular e fornece uma condigéo de existéncia para triangulos.
O maior lado de um triangulo é sempre oposto ao seu maior angulo. Por
consequéncia, o0 menor lado de um triangulo € sempre oposto ao seu menor
angulo, assim como o lado “médio” € oposto ao “angulo médio”.
O lado diferente de um triangulo isosceles € chamado de base. Os angulos da
base de um triangulo isésceles sdo congruentes.

Todos os angulos internos de um triangulo equilatero medem 60°.

Exercicio 1: Os triangulos podem ser classificados com relacdo aos seus angulos ou



com relacdo aos seus lados. Dois triangulos colocados lado a lado possuem as
seguintes caracteristicas: o primeiro possui um angulo de 91° e o segundo possui trés
lados iguais. Quais as classificacdes corretas para esses triangulos?

Exercicio 2: Quanto as classificacbes de tridngulos, julgue os itens a seguir em
verdadeiro e falso.

a) Um tridngulo is6sceles possui dois lados com comprimentos iguais, entretanto, nao
é possivel afirmar nada sobre seus angulos.

b) Um triangulo equilatero possui todos os lados com comprimentos iguais, entretanto,
nao é possivel afirmar nada sobre seus angulos.

c) Um tridngulo retangulo é aquele que possui dois angulos retos.

d) Um tridngulo acutangulo é aquele que possui apenas um angulo agudo.

e) Um tridngulo obtuséngulo é aquele que possui apenas um angulo obtuso.
Exercicio 3: Julgue os itens em verdadeiro e falso.

a) A soma dos angulos internos de um triangulo isésceles é igual a 180°.

b) A soma dos lados de um triangulo sempre € igual a sua area.

c) A soma de dois lados de um triangulo € sempre menor que o terceiro lado, que ndo
foi somado.

d) Os triangulos retangulos possuem um unico angulo raso.

e) Um triangulo que possui trés lados iguais € chamado de isGsceles.

Triangulo retangulo.

Além de possuir um angulo igual a 90°, o triangulo retangulo é formado por dois
catetos e uma hipotenusa, sendo que os catetos sao os lados que formam o angulo
reto (90°) e a hipotenusa é o lado oposto ao angulo reto.

Um famoso resultado para esse tipo de triangulo € o Teorema de Pitagoras,

gue afirma que:

“A soma dos quadrados dos catetos de um tridngulo retangulo é igual ao quadrado

de sua hipotenusa.”

Ou seja

2 _ .24 .2
h* =cg +cp



Onde h é a medida da hipotenusa, ¢, € a medida de um dos catetos e ¢, € a

medida do outro cateto.
Seno, Cosseno e Tangente de um angulo em um triangulo retangulo.
As razdes trigonométricas sdo as relacdes existentes entre os lados de um

triangulo retangulo. As principais sdo o0 seno, 0 cosseno e a tangente, dados

informalmente por

cateto oposto

Seno = —;
hipotenusa
cateto adjacente
Cosseno = -
hipotenusa
cateto oposto
Tangente =

cateto adjacente

Os termos cateto oposto e cateto adjacente referem-se a posi¢cao do cateto em
relacdo ao angulo cujo seno, cosseno ou tangente esta sendo calculado. Além disso,
denotaremos por sen(a), cos (@) € tg(a) 0 seno, cosseno e tangente de um angulo «

respectivamente. Veja um exemplo na figura abaixo:

sen(a) =

hipotenusa
p cateto

a| opostoa o

cos(a) =

G‘l@q|@q|g

tg(a) =

A
cateto adjacente a
30° 45° 60°
1
2 2 2
coS ﬁ Q l
2 2 2
Ig ? 1 ﬁ




Exercicio 4: Um teleférico foi instalado ligando uma base ao cume de uma montanha.
Para a instalacéo, foram utilizados 1358 m de cabos, dispostos a uma angulacéo de
30° em relagéo ao solo. Qual a altura da montanha?

Exercicio 5: Durante uma partida de futebol, o jogador 1 faz um lancamento para o
jogador 2 com um angulo de 48°, como mostra a figura abaixo. Qual a distancia que

a bola devera percorrer até chegar ao jogador 27?

Fonte: Toda matéria. Acesso em 28 mar. 2024.

Considere:
sen(48°) = 0,74
cos(48°) = 0,66
tan(48°) = 1,11

Exercicio 6: Uma pessoa quer conhecer a largura de um rio antes de atravessa-lo.
Para isso, ela fixa um ponto de referéncia na outra margem, como uma arvore, por
exemplo. Na posicdo em que se encontra, caminha 10 metros para a esquerda, até
se forme um angulo de 30° entre 0 ponto onde ela esta e o ponto de referéncia na
outra margem. Calcule a largura do rio.
Sugestao: Faca um desenho da situacao descrita.
Relacédo fundamental da trigonometria.
A relacdo fundamental da trigonometria € uma aplicacdo direta do teorema de
Pitagoras. Seja a um angulo do triangulo retangulo diferente do angulo reto. Dadas as
medidas dos catetos c,, ¢, € da hipotenusa h, sabemos que:

h? =c2 + c?

h? c¢2 c?

MR

-1- (')

2



= 1 = sen?(a) + cos?(a)
Outra relag&o importante:

Seja @ um angulo do triangulo retangulo diferente do angulo reto. Entdo temos que:

o

sen(a) Wo c
= — = _0 =
cos(a)  Ca ¢, tg(@)

e

Outras relacfes trigonométricas de triangulos retangulos.
Sejam «a e B os dois angulos de um triangulo retangulo que ndo sdo o angulo

reto, como na figura abaixo:

Co

Entéo, pelo fato de que a + f = 90°, temos:
C
sen(a) = 71 = cos(B) = cos (90° — )

Também vale:

sen(a) = cos (90° — a)
As duas relagcBes acima podem ser reescritas para o cosseno, faca isso.

Exercicios complementares:

1. Seja XYZ um triangulo retdngulo em Y cuja medida do cateto XY € igual a 6 cm. Se
a perpendicular a XZ que contém o ponto médio M do cateto XY intercepta XZ no
ponto P, e se a medida do segmento PM é igual a 1,5 cm, entdo, a medida, em cm,
do segmento MZ é quanto?

2. Determine a altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo, cujos catetos
medem 6 cm e 8 cm.

3. Um avido levanta voo sob um angulo de 30°. Entdo, depois que tiver percorrido

500m, sua altura h em relacéo ao solo, em metros, sera igual a?



Apéndice X — Material de Trigonometria

Trigonometria no triangulo qualquer

Os problemas que envolvem trigonometria muitas vezes sao resolvidos com
auxilio de triangulos retangulos. No entanto, no cotidiano, nem sempre encontramos
situacdes que se encaixam nesse modelo tdo facilmente. Em muitos casos, lidamos
com triangulos acutangulos ou obtusangulos, o que demanda o uso da Lei dos Senos
ou da Lei dos Cossenos para resolver essas situagoes de forma eficaz.

Lei dos senos

Dado um tridngulo ABC, a Lei dos Senos ou Teorema dos Senos indica que a
relacéo entre a medida do lado de um triangulo e o seno do angulo oposto a esse lado

sera sempre constante. Essa lei € representada pela seguinte férmula:

a b c

senA senB sen(C

Onde a,b e ¢ sdo os lados opostos aos veértices A,B e C respectivamente,
enquanto 4, B e € sdo os angulos internos do triangulo, determinados pelos seus lados

e 0s Vértices A, B e C respectivamente.

A D C
b

Fonte: Educa Mais Brasil. Acesso em 29 mar. 2024.

Os triangulos retangulos ABD e BCD sé&o gerados a partir do corte do triangulo
ABC em duas partes. Segue que:

. BD "
senA=T=>senA><c=BD



Analogamente,
. BD A
senC=7:>senC><a=BD

Assim, temos que sen A x ¢ = sen € x a = BD. Logo,

a Cc

senAd sen(C

. b - “ A A
Para chegar a igualdade com =7 basta utilizar o outro triangulo retangulo e

um raciocinio analogo.

Exemplo: Suponha que em um triangulo ABC, temos 0s seguintes dados:

O angulo A mede 30°;
O lado oposto ao angulo A tem comprimento 4 unidades;

O angulo B mede 30°.

Queremos encontrar o comprimento do lado oposto ao angulo B.

Substituindo os valores conhecidos na férmula da lei dos senos,

segue que

4 b
sen 30°  sen 30°
4 b
1/2  1/2

Que resultaem b = 4.

Portanto, o comprimento do lado oposto ao angulo B é 4 unidades.

Lei dos Cossenos.

Dado um triangulo ABC, a Lei dos Cossenos é usada para realizar o calculo

dos lados e dos angulos do triangulo, desde seja dado algum valor. Essa lei é dada

pelas seguintes férmulas:

a?=b%2+c%2—2xbxXcXcosA,
ou

b2=a%+c2—2xaxcXcoshB,



ou

c?2=a’+b?—2xaxbxcosC.

Onde a,b e ¢ sdo os lados do triangulo enquanto 4,B e ¢ sdo os angulos
internos do tridngulo, determinados pelos lados do triangulo e os vértices A,B e C

respectivamente.

m

AA
1

b

Fonte: Educa Mais Brasil. Acesso em 29 mar. 2024

Vejaquebh=m+nem=c X cosA.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras nos triangulos ABD e BDC, temos que:
c? =m? + h?,
a? = n? + h2.
Substituindo n = b — m e h? = ¢? — m? na segunda equacio acima, temos:
a?=((b-m)?+c?-—m?
a? =b?>—-2%xbxm+m?+c?—m?
a’?=b%>+c?-2xbxm

Mas m = ¢ X cos A, logo,

a?=b%+c2—2xbXxcXcosA

Exemplo: Suponha que em um triangulo ABC, temos 0s seguintes dados:



e O lado a tem comprimento 5 unidades;
e O lado b tem comprimento 7 unidades;
« 0O angulo ¢ mede 60o.
Queremos encontrar o comprimento do lado ¢, oposto ao angulo C.

Substituindo os valores conhecidos:
c2=5%24+7%2—-2x%5X7xXcos(60°)
1
c2=25+49—70xz
c?=25449 -35
c? =+/39 = 6,245

Exercicio 1: No triangulo a seguir, determine a medida do lado AC, tendo em vista as

medidas presentes nele.

45°

10 em

60°

Exercicio 2: (Mackenzie — SP) Trés ilhas A,B e C aparecem num mapa em escala

1: 10000, como na figura. Qual a distancia entre as ilhas A e B?

B

A 12 em C

Exercicio 3: (UF- Vigosa) Dois lados de um terreno de forma triangular medem 15 m



e 10 m, formando um angulo de 60°, conforme a figura abaixo:

60°

15

Qual o comprimento do muro necessario para cercar o terreno, em metros?
Exercicio 4: (UF- Juiz de Fora) Dois lados de um triangulo medem 8 m e 10m e
formam um angulo de 60°. Qual a medida do terceiro lado desse triangulo?
Exercicio 5: Qual é a medida do lado oposto ao angulo de 30°, em um triangulo,
sabendo que os outros dois lados medem 2 e V3?

Circulo trigonométrico.
O Circulo Trigonométrico, também chamado de Ciclo ou Circunferéncia

Trigonométrica, € uma representacdo grafica que auxilia no calculo das razdes

trigonométricas. Veja:

/ ’ 08 N
0.6
\\

// 04| sen(a) 4 \\\ te(a)

‘ a
08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 12
\ cos(a)

De acordo com a simetria do circulo trigonométrico, o eixo vertical corresponde
ao seno, enquanto o eixo horizontal corresponde ao cosseno. Cada ponto do circulo

esta associado aos valores dos angulos em radianos. Além disso, o circulo tem raio

igual a 1.



Um arco no circulo trigonométrico pode ser medido em graus (°) ou radianos
(rad).
e Um grau (°) corresponde a % da circunferéncia, onde esta é dividida em 360

partes iguais, cada uma representando um angulo de 1°.
e Um radiano (rad) é a medida de um arco da circunferéncia cujo comprimento

€ igual ao raio do circulo.

Sabendo que m rad equivale a 180°, podemos converter graus para radianos
(ou radianos para graus) usando regra de trés.

O circulo trigopnométrico é dividido em quatro quadrantes, sendo eles:

1° quadrante: 0° a 90°

2° quadrante: 90° a 180°

3° quadrante: 180° a 270°

4° quadrante: 270° a 360°

De acordo com o quadrante em que esta inserido, os valores do seno, cosseno
e tangente variam. Ou seja, 0s angulos podem apresentar um valor positivo ou

negativo. Veja:

Seno Cosseno Tangente

-

Fonte: Toda Matéria. Acesso em 29 mar. 2024.
Além das relagBes trigonométricas que ja vimos, existem algumas outras,

comao:
cosseno
cotangente = ————
seno
1
cossecante =
seno
1
secante =

cosseno



No circulo trigonométrico, temos as seguintes situacoes:

Fonte: Realize educacional. Acesso em 29 mar. 2024,
Exercicio 6: (Vunesp-SP) Em um jogo eletrénico o “monstro” tem a forma de um setor

circular de raio 1 cm, como mostra a figura.

irad

A parte que falta no circulo é a boca do “monstro”, e o0 &ngulo de abertura mede
1 radiano. Qual o perimetro “do monstro”, em cm?
Exercicio 7: (PUC-MG) Os moradores de certa cidade costumam fazer caminhada
em torno de duas de suas pracas. A pista que contorna uma dessas pracas € um
quadrado de lado L e tem 640 m de extensao; a pista que contorna a outra praca € um
circulo de raio R e tem 628 m de extensdo. Nessas condigdes, o valor da razéo R/L é
aproximadamente igual a quanto?
Exercicio 8: (UFRS) Os ponteiros de um rel6égio marcam duas horas e vinte minutos.
Qual o menor angulos entre os ponteiros?

Apéndice Xl — Material de Func¢des Trigonometricas
Funcéao seno.
Chamamos de funcdo seno a fungdo de f: R — R tal que f(x) = sen(x),

onde x é o angulo em radianos.



Gréfico da funcao seno.
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Fonte: Mundo Educacédo. Acesso em 30 mar. 2024

Dominio da funcéo seno.

Sabemos que, para todo namero real, existe um valor para sen(x), entao
podemos afirmar que o dominio D da funcéo seno é tal que D = R.

Imagem da funcgéo seno

Como vimos no encontro anterior, a razao trigopnométrica seno possui como
valor maximo 1 e como valor minimo —1. Entdo, a imagem Im da funcéo seno esta no
intervalo [ —1,1], isto € Im = [—1,1]. Perceba que é isso que acontece no grafico
acima.

Periodo da funcao seno

Conhecemos como periodo o menor intervalo em que acontece a repeticao dos
valores da imagem e, consequentemente do grafico da funcdo. Podemos notar que a
funcdo seno é periddica, ou seja, o grafico se repete a cada periodo, de modo que o
periodo p da funcdo seno € tal que p = 2.

Funcao cosseno.

Chamamos de funcéo cosseno a funcéo f : R —» R em que a lei de formagéo
€ dada por f(x) = cos(x), sendo x o0 angulo em radianos.

Grafico da funcéo cosseno.
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Fonte: Mundo educacéo. Acesso em 30 mar. 2024.

Dominio da funcdo cosseno



Assim como a funcgéo seno, a funcdo cosseno esta definida no conjunto dos
nameros reais, ou seja D = R.

Imagem da funcédo cosseno

Novamente, como na funcédo seno, a fungcdo cosseno possui imagem nos
nameros reais entre —1 e 1, ou seja, Im = [- 1,1].

Periodo da funcéo cosseno

Como vimos na representacédo grafica, a funcdo cosseno € periddica, ou seja,
0 seu comportamento passa a se repetir, e 0 periodo dessa funcgéo € tal que p = 2.

Funcéo tangente

A funcéo tangente nao é limitada como a funcéo seno e a fungéo cosseno. Além
disso, existem alguns valores para os quais a funcao tangente nao esta definida. A lei
de formacgéo da fungéo tangente é f(x) = tg(x).

Grafico da funcgao tangente.

Dominio da funcao tangente
A tangente € a razdo entre 0 seno e 0 cosseno, portanto, para os valores em

que cos(x) = 0, a funcdo tangente ndo esta definida, pois ndo realizamos divisdo por
A . ~ A 3 A
zero. Os angulos em que isso acontece sao os angulos de g 7” e qualquer angulo

multiplo deles. Logo, o dominio D da funcéo tangente é:

I
D={xE]R1;x¢§+kn,kEZ}



Imagem da funcéo tangente

Como podemos ver no grafico, a imagem da funcéo tangente esta no conjunto
dos nameros reais, ou seja, Im = R.

Periodo da funcéo tangente

A funcéo tangente é também uma funcéo periddica, mas, diferentemente das
anteriores, temos que p = . Veja o grafico acima.
Exercicio 1: Dada a fungéo f(x) = 2 + 4sen(x), qual seu conjunto imagem?
Exercicio 2: Esboce o gréfico da fungéo f(x) = 2sen x
Exercicio 3: Esboce o grafico da funcéo f(x) = 2 + cos x, determine seu dominio,

imagem e periodo.

Exercicio 4: Dada a fung&o trigonométrica f(x) = Qual o menor valor que

a—sen(x)
f(x) pode assumir?

Funcéo secante.

Conhecida como a razao trigonométrica reciproca do cosseno, a secante esta
definida para angulos cujo cosseno é diferente de zero. Para encontrarmos a secante

de um angulo x, basta calcularmos entéo o reciproco do valor de seu cosseno.

1
sec(x) = ———
) cos (x)
Gréfico da funcao secante:
sec(x)
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Fonte: Realize educacédo. Acesso em 30 mar. 2024.
Funcéo cossecante.
Conhecida como a razao trigonomeétrica reciproca do seno, a cossecante €

definida para angulos cujo seno é diferente de zero. Para encontrarmos a cossecante



de um angulo x, basta calcularmos entédo o reciproco do valor de seu seno.

1
cossec(x) = ———
sen (x)
Gréfico da funcéo cossecante:
cosseac({x)
-
24
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Fonte: Realize educacao. Acesso em 30 mar 2024
Funcéo cotangente.
Conhecida como a razéo trigonométrica reciproca da tangente, a cotangente
esta definida para angulos cuja tangente é diferente de zero. Para encontrarmos a

cotangente de um angulo x, basta calcularmos o reciproco do valor de sua tangente.

1
cotg (x) = e

Gréfico da funcdo cotangente:
4 cotgix)

Fonte: Realize educacdo. Acesso em 30 mar. 2024.

Exercicio 5: Sabendo-se que x = 902, qual o valor da expressao abaixo?

X X

cotg > + cossec >



Exercicio 6: Calcule sec(405°).

Exercicio 7: O que vocé acha sobre a igualdade cos3x = 3cosx, é falsa ou
verdadeira em R?

Exercicios complementares:

1. Se M e m s&o respectivamente os valores maximo e minimo que afuncéo f : R —
R definida por f(x) = 3sen2x + 7cos2x pode assumir, entdo qual o produto M.m?
2. Considere as funcdes reais de variavel real definidas por f(x) = sen(1+ x/2)t e
g(x) = sen(1- x/2)m. Se K = f(9).g(9), entdo, qual o valor de K?
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