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Resumo: As condigoes de Karush-Kuhn-Tucker sao conhecidas por oferecerem uma
condi¢ao necessaria na busca de solugoes para problemas da otimizagao mono objeti-
vos, sujeitos a restrigoes de desigualdades. No entanto, essas condigoes sozinhas sao
insuficientes para garantir o status de condigao de otimalidade. Para corrigir essa
debilidade, sao necesséarias condigoes de qualificagoes que permitem a verificagao de
KKT. Neste trabalho utilizamos algumas das herancas de um vetor derivada dado
pelo Teorema da Fungao Implicita, com objetivo de provar as condigoes de KKT a
luz da qualificagdo de Independéncia Linear dos gradientes das restrigoes.
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1 Introducao

Otimizagao Matematica é a arte de, com base em algum critério, determinar o melhor
elemento em um conjunto de alternativas dado. Mais especificamente, um problema de oti-
mizagao consiste em minimizar ou maximizar uma determinada fungao f, denominada fungao ob-
jetivo, sujeita a determinadas condigoes €2, denominadas restricoes (RIBEIRO; KARAS, 2013).

E usualmente escrito na forma
minimizar  f(x)

(1)

sujeito a  x €
com o denominado conjunto vidvel @ = {z € R"|h(z) = 0eg;(z) < 0}, h : R® — R™,
gj :R" = Roparaje{1,2,...,p} e f: R" — R fungoes diferencidveis. Quando o conjunto 2 é
o espaco n—dimensional, o problema de otimizacao é dito irrestrito. Se a fungao objetivo, ou uma
das fungoes que descrevem as restrigoes é nao linear, entao o problema é dito de Programacao

Nao Linear.

Na otimizagao irrestrita, as condicoes necessarias e suficientes de primeira e segunda
ordem sao formuladas a partir das derivadas da fung@o objetivo, ndo necessitando de hipdteses
adicionais em seus enunciados para torné-las condi¢oes de otimalidade (RIBEIRO; KARAS,
2013). J4 na otimizagao restrita, segundo Marchand (2016), quando (1) tem somente restricoes
de igualdades, o matemético Joseph Louis Lagrange mostrou que se 2° € Q é solucio do pro-
blema, como consequéncia existirao vetores A € R™ e p € RP, conhecidos como multiplicadores
de Lagrange, de modo que podemos escrever V f(z”) como uma combinacao linear dos vetores

gradientes das restrigoes aplicados nesse ponto, isto €,

m p
V() + Z A Vhi(zY) + Z 1;Vg;i(z°) = 0.
=1

j=1
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Esta condicao é conhecida como condi¢ao de otimalidade de Lagrange, reiterando que
vale apenas quando as restrigdes do Problema (1) sdo de igualdades. Para um problema com
restricoes gerais de igualdades e desigualdades, alguns elementos devem ser inseridos na otima-
lidade para obtermos as denominadas condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) que é o objeto

de estudo desse trabalho.

Sendo considerado por muitos estudiosos como o resultado central da Otimizacao, o teo-
rema de KKT é constituido por testes de primeira derivadas, denominadas também de condigoes
necessarias de primeira ordem para a solugdo de um problema geral de otimizagdo nao linear,
sob alguma condicao de qualificacao. Entendemos aqui que condicao de qualificacao é qualquer

hipétese que permite demonstrar as condi¢oes de KKT.

Ainda antes da década de 50, as condicoes de otimalidade foram estudadas para o
Problema (1) com as restrigoes 2 gerais de desigualdades primeiro por Fritz John (JOHN, 1948)
e, em seguida, por Harold W. Kuhn e Albert W. Tucker (KUHN; TUCKER, 1951). Mais tarde
descobriu-se que estas condicoes de Kuhn-Tucker ja haviam sido estabelecidas anteriormente
por William Karush em sua dissertagao de mestrado pelo Departamento de Matematica da
Universidade de Chicago (HAESER, 2015). Hoje, as condic¢oes de otimalidade para restri¢oes

gerais sao conhecidas como condigoes de KKT (Karush-Kuhn-Tucker).

Uma das hipdteses mais conhecidas, e a que serd nosso foco, é a Condigao de Quali-
ficacao de Independéncia Linear (LICQ). Essa condigao se caracteriza por sua simplicidade, mas
tem a desvantagem de ser uma hipétese muito forte para garantir KKT. Assim, existem diversos

problemas que cumprem KKT, mas LICQ nao ¢é satisfeita, como mostrado ao final do artigo.

O objetivo neste texto é ir de Lagrange a KKT, utilizando propriedades de um vetor
tangente dado pelo Teorema da Funcao Implicita, diferenciando pontualmente a demonstragao
apresentada neste trabalho, daquela apresentada em Luenberger (2008), quando a condigao de
qualificacdo é a de Independéncia Linear das restrigdes (LICQ). Nao obstante, o texto deixa

completo uma demonstragao de KKT desde o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.

2 Introducao a Otimizagao

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e resultados de Otimizacdo e de Andlise no
R™ fundamentais para compreender e utilizar o teorema de KKT. Supomos que os resultados
cldssicos da Algebra Linear sejam conhecidos, como por exemplo os teoremas de nicleo imagem
e soma direta. Informagoes mais detalhadas podem ser encontradas em Elon (2004), Luenberger
(2008), Ribeiro e Karas (2013) e Steinbruch (1987).

Definigao 1. (Minimizador global/local) Considere uma fungio f : @ C R* — Re 20 € Q.

0 ¢ um minimizador local de f em Q quando existe 6 > 0, tal que f(2°) < f(z),

Dizemos que x
para todo x € B(2°,5) N Q. Caso f(2") < f(x), para todo = € €, 2° é dito minimizador global

de f em €.
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Observemos que um ponto de minimo global é sempre um ponto de minimo local, e
dentre todos os pontos de minimos locais, podemos ter um ou mais que sao pontos de minimo

global.

De acordo com Haeser (2015), o termo condi¢do de otimalidade é usado para se referir
a qualquer condicao satisfeita por uma solugao de (1). Logo, por exemplo, a viabilidade ou a
otimalidade local sao condigoes de otimalidade. Identificar um ponto de minimo local é muito
dificil, por isso precisamos procurar por pontos que validem alguma propriedade que também é
validada pelos minimos locais. Isto é feito para o caso irrestrito na proxima definicao, o que é

também exemplo, portanto, de condicao de otimalidade.

Definigao 2. (Ponto estacionario) Seja f : R”™ — R uma fungao continuamente diferencidvel,
em 2V € R" e satisfaz a condigdo de Vf(z") = 0, entdo 2° é dito ser um ponto critico (ou

estaciondrio) de f.

Conjuntos compactos carregam propriedades relevantes na otimizacao.

Definicao 3 (Conjunto Compacto). Um conjunto 2 C R™ é compacto quando €2 é fechado e

limitado.

O préximo resultado garante que, se uma funcao for continua em um conjunto com-
pacto, entao ela assume um valor maximo e um valor minimo global nesse compacto. Esse
teorema € utilizado na comprovagao da existéncia de extremos globais para o Teorema dos

multiplicadores de Lagrange e até de KKT.

Teorema 4 (Teorema de Weierstrass). Sejam f : Q@ C R® — R continua e Q2 compacto e nao

vazio. Entdo existe minimizador global de f em €.
Prova. Em Ribeiro e Karas (2013). O

Na demonstracao do Teorema de KKT apresentada neste texto, precisamos de resul-
tados sobre planos tangentes a alguma superficie (hiperficie de nivel zero) em um determinado

ponto.

Definicao 5. Um vetor que é ortogonal a todo vetor que seja tangente a alguma curva C' da

superficie S no ponto p é denominado de vetor normal a S no ponto p.

Teorema 6. Seja f : R™ — R e a equagao de uma superficie S for dada por f(x) = 0, com
todas as derivadas parciais continuas e nem todas nulas no ponto p € R™ em S, entdo o vetor

normal a S no ponto p serd V f(p).
Prova. Fixado p € S, devemos mostrar que V f(p) é ortogonal a S, isto é, mostrar que V f(p) é
ortogonal a qualquer curva diferencidvel sobre S que passe por p.

Considere r(t) = (r1(t),r2(t), ..., (t)) uma curva diferencidvel qualquer sobre S pas-

sando por p. Logo, por estar sobre S, a curva r(t) satisfaz a f(ri(¢),r2(t),...,rn(f)) = 0, e
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suponha r(tg) = p. Derivando a equacao f(r1(t),r2(t),...,m(t)) = 0 em relagdo a t, teremos
Of (x) dri(t) | 0f(x) dra(t) Of (x) dra(t) _
ory dt + Ory dt Tt or, dt 0-

Calculando em tg, obtemos

<<5f(29) of(p) 3f(P)> ’ (dﬁ(tO) dra(to) drn(tO))> —0,

ory 7 Org 77 Oy, . ' dt 777 dt
que é (Vf(p),r (to)) = 0, portanto, V f(p) L r'(tg). Assim, V f(p) é ortogonal a todos os vetores
tangentes a S no ponto p. O

Em seguida, introduzimos o conceito de direcao de descida que é o vetor no qual a

fungao estudada sempre decresce.

Definigcao 7. Considere uma funcao f : R” — R, um ponto T € R"™ e um vetor direcao
d € R™—{0}. Dizemos que d é diregao de descida para f, a partir de T, quando existe um 6 > 0
tal que f(z +td) < f(T),V t e (0,0).

O proximo resultado caracteriza direcao de descida, a partir do vetor gradiente.

Teorema 8. Se f ¢ diferencidvel em x e Vf(z)Td < 0 entdo d é uma dire¢io de descida para

f, a partir de T.
Prova. Em Ribeiro e Karas (2013). O

A seguir apresentamos o Teorema da Fungao Implicita que é utilizado na demonstracao
dos teoremas de multiplicadores de Lagrange em otimizacao de problemas com restricao de
igualdade, e que é essencial para estabelecer o teorema de KKT com restricoes gerais. Esse
teorema caracteriza as condigoes locais para que de uma relagdo G(z,y) = 0, com = € R" e
y € R, consigamos definir y = y(z). A prova do Teorema da Funcao Implicita pode ser feita a

partir do Teorema da Fungao Inversa, ou independente deste. Mais detalhes em Elon (2004).

Teorema 9 (Teorema da Funcao Implicita). Seja G : RF x R™ — R™ wuma funcio de classe
Ct. Suponha que G(Z,y) =0 e
0G(Z,y
’ (x,y)’ 40,
Ay

Entdo, existe um aberto W C R¥ e ¢ : W — R™ funcdo de classe C' tais que
DzeWep® =7y

II) G(z,p(x)) =0,Yz € W.
Prova. Em Elon (2004). O

O proximo resultado é uma consequéncia do Teorema da Funcao Implicita, e ga-
rante a existéncia de uma curva diferencidvel em uma superficie formada por H;(z) = 0, Vi €
{1,2,...,m}. Usaremos esse resultado mais a frente quando definimos plano tangente e prova-

mos o Teorema de KKT.
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Corolario 10. Sejam H : R™ — R™, os vetores T e d pertencentes ao R™ e o conjunto de indices
da fungdo H sendo v = {1,2,...,m} com m < n, tais que H,(Z) = 0 e VH;(Z)Td = 0, para
todo i € v. Suponha que os gradientes VH;(T), i € v, sejam Linearmente Independentes. Entao,
existe uma curva diferencidvel ¢ @ (—e€,€) — R™ tal que H,(p(t)) = 0, para todo t € (—e,e€),
p(0) =7 e '(0) = d.

Prova. Consideramos T = (T1,Z2,...,Tn—m,---,Zn). Temos que a matriz
OH\(z) OHx(x)  OHn(Z)
ox ox o0xy
OH\(z) 0Hy(7)  OHu(®)
M = (VH\(%)---VH, (@) = 0xo 0xo Oxa € R,
OH\(7) OHy(¥) | O0Hu()
oz, o, Oy,

tém posto m, pois todos esses vetores gradientes sao Linearmente Independentes.
Pelo Teorema do nticleo e imagem, a dimensido do nticleo de M7 é igual a
dim (Nuc (MT)) =n —m.

Entao, podemos afirmar que existe uma matriz Z € R?"*(n—m) cujas colunas geram o nucleo da

matriz M7, Aplicando o complementar na igualdade Nuc (MT1)+ = I'm (M), obtemos

(Nuc (MT)H)+ = Im (M)* = Nuc (MT) = Im (M)* CR",

logo pelo teorema da soma direta, temos da equacao anterior que
R" = Nuc (MT) @ Nuc (MT)* = Nuc (MT) @ Im (M).

Portanto, a matriz (M Z),xn gera o R™, j& que dim (Im (M)) = m e dim (Z) = n—m =
dim (Nuc (MT)).

Como (M Z) gera o R™, entao ela tem colunas LI e, portanto, é inversivel. Definimos a

seguinte funcao auxiliar, G : R"*! — R™ dada por

AN H,(z) B : n
G(t)(ZT(x—x—td)> ‘ € R

H,,(x)
ZT(x — (T + td))

VHl(CL‘)
Como oG (= = : = (MZ) é inversivel e G T = 0, o Teorema 9
Oz \t VH,(x) 0
ZT

(Teorema da Fungao Implicita) garante a existéncia de uma curva diferencidvel ¢ : (—¢,e) — R"
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t
tal que G (@i )> = 0, para todo t € (—e¢,€). Assim,
H(p(t) =0 e ZT(p(t) — 7 — td) = 0.

Segue do Teorema da Fun¢ao Implicita que ¢(0) = Z. Derivando a equagao H,(¢(t)) =

0 em t = 0, obtemos

OM\(@) dpu(0) , OFN(@)  dea(0) , , OHL(@) | dea(0)

oflils) deo) oMLt dus(o) o) den(o) VH@)e(0)
2(Z »1 2(Z ©2 2(T Pn —\
0x1 * dt + O0xa * dt + + Ooxy, * dt — VH2(%)S0 (0) —
OHp,(Z) dp1(0)  OHn,(T) dea(0) OHp,(Z)  dpn(0) VH,,(z)'(0)
ox1 * dt + 0x9 * dt + + oxy, * dt
MT % ¢'(0) = 0.

Dividindo a segunda equacdo Z7(p(t) — T —td) = 0 por t # 0 e tomando o limite

pt) _»(0) tdy _ p _ 06
(T - ?) = Z"(¢'(0) —d) = 0. Como por hipdtese
M7d =0, igualando as duas tltimas equacoes, obtemos

MT MT
(ZT) (0) = (ZT) d,

donde segue que ¢'(0) = d, completando a prova. O

quando t — 0, vamos ter lim;_,o Z7

Desenvolvido pelo Matematico franco-italiano Joseph Louis Lagrange, o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange permite transformar um problema de otimizacao com restrigoes de
igualdades em um problema da otimizacao irrestrita, essa modificagao é realizada pela insercao

dos multiplicadores de Lagrange.

A partir desse teorema, um problema com n varidveis e m restricoes de igualdades
pode ser transformado em um problema irrestrito com n+m varidveis (MARCHAND, 2016). O
Teorema de KKT procura unir tanto a otimizacao irrestrita ao procurar por minimos locais no
interior de () quanto a otimizacao com restrigoes de igualdades ao buscar também por minimos
locais na fronteira desse conjunto, isto é, onde as restricoes de igualdades sao satisfeitas. Neste
contexto, podemos dizer que KKT foi desenvolvido usando o Teorema dos Multiplicadores La-
grange como base, uma vez que ambos compartilham algumas propriedades, dentre elas, como

veremos adiante, a mesma condicao de regularidade.

Com os resultados apresentados até este momento podemos provar o Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange para o caso geral com m restricoes de igualdades. A demonstracao
apresentada aqui foi retirada de William (2013), onde para simplificar notacao, a condicao de

regularidade no Teorema 11 foi tomada considerando as m primeiras variaveis.

Teorema 11 (Multiplicadores de Lagrange - m restrigdes). Sejam f,g: D C R™ — R func¢ées

diferencidveis de classe C*. Suponha que n > m. Se x° € ponto de extremo local de f sujeito as
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restrigoes gi1(x) =0, gao(x) =0, g3(x) =0, ..., gm(x) =0, mais a condi¢ao de regularidade
dgi(z°)  9gi(2?)
o0xy 0T,
: . © | #0. (2)
Ogm (2°) o Ogm (x°)
0z O0xm
Entdo existem as constantes reais \i, Ao, + -+, A\ tais que para 1 <i <n,
Of («° g1 (x° g (x° 0 0
60 L 0n@) 0w ) "
ox; ox; ox; 0x;
Prova. Denotamos u = (Ty1, Tma2, -+ ,Tn) € u’ = (xgz+1v739n+27 oY),

De (2), o Teorema 9 afirma que existem fungoes com derivadas continuas @g(u), 1 <

¢ < m, definidas numa vizinhanca W C R™™™ do ponto u", de tal modo que
(p1(u), p2(u),...,om(u),u) € D,V ueW,

(‘pl(uo)a (p2(u0>7 s 790m(u0)7 u[)) = x()’ (4)

ge(o1(u), o2(u), ...y om(u),u) =0, u e W,1 <l <m. (5)

Novamente de (2), temos o sistema

9g1(z°)  0g1(«°)  9g1(2°)
ox1 0z 0rp, A fCB (mO)
Ig(a)  9ga(a®)  9ga@®) | | b )
(9.%'1 8:62 a33771 .2 = 2 . (6)
agm(wo) 8gm(-750) o agm(xo) Am fam («770)
0x1 0xa 0xm
que possui solucao unica. Isso implica em
af(zY) 9g1(z) dga () Ogm (2°) B
&%i B )\1 (9.1‘1 B )\2 8.7}1 T )\m 8.7}1 =0

para todo 1 < i < m. Agora se m+ 1 < i < n, derivamos (5) seguindo a regra da cadeia e

utilizando (4) obtemos

=0, 1<l<m. (7)

9g0(2°) | = 9ge(a®) Dp;(a°)
ox; +Z ox; Oz

Se 2V é um ponto de extremo local de f restrita aos pontos de gi(z) = 0, g2(z) = 0,

0

..., gm(x) = 0, entao u’ é um ponto de extremo local irrestrito de

f(sol(u% 902(u)7 SR Spm(u)v u)
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Assim, temos que

0f(z°)

m

0f(2°) dp; (%) _

3

8951-

81'3‘

6901-

(8)

Das tltimas equagoes (7) e (8), vamos ter a seguinte matriz com o seu determinante

igual a zero

af(2°)  9f(z°) af («°)
a’Ei (9331 8$m
dg1(z°)  dgi(z") g1 (z°)
aqm(xo) 8gm(x0) 89m(x0)
ox; 0x1 0Tm
Portanto, existem constantes reais cg, c1, ¢2, ¢3,..., ¢m, nem todas iguais a zero, tais
que
af(z%)  9g1(x?) Ogm ()
6901- 83:1 Bx, Co 0
af(2°)  dgi(x°) Agim(2°)
c1 0
81‘1 &rl 87)1 = . (9)
of(z%)  9g1(x°) 0gm () Cm 0
0T, Oz, 0T,
Se ¢g = 0, entao
8gl(x0) 891 (xo) 891 (xo)
8.731 83:2 al’m C1
dg2(2”)  Dga(?) g2 (°) .
81‘1 8$2 8xm 2 = . R
99m (2%)  Ogm(2°) 0gm (2°) Cm 0
ox1 Oxo 0z,
e (2) implica que ¢; = ¢cg = ¢3 = -+ = ¢, = 0. Portanto, podemos supor que ¢g = 1 em uma
solugao nao trivial de (9). Assim, obtemos
af(z%)  9g1(x) Ogm (z°)
of(z)  9g1(x®) 0gm () .
o1 o1 o1 AN (10)
af(z%)  9g1(x®) 0gm () Cm 0
O0Tm 0xrm O0xTm
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que implica em

dg1(z%)  Og1(x0) O (x0)
0z 0xo 0T, —C1 fm (x())
0ga(%)  9ga(x®) Ig(a®) | | __ Fon (1)
Oxq 0xa Orm . ? = - . )
Ogm(z°) Igm(®)  Ogm(z°) | \~cm Fam (2°)
o0xy 0xa 0xm
E como (6) tém apenas uma solugao, isso significa que ¢; = —\;, 1 < j < m, entao de
(10) teremos
af(z%)  9g1(x) o Ogm (2°)
o0x; ox; o0x; 1
of(z%)  0g1(x?) Ogm (x°) )
axl a$1 83:1 ) ! =
of(z%)  9g1(x?) o g (x°) —Am 0
0L, Oxm, 0T,

Calculando a multiplicacdo na primeira linha nesta tultima igualdade obtemos (3), o

que completa a prova. O

3 Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Nesta se¢ao temos interesse no problema de otimizagao com restrigoes gerais de igual-
dades e desigualdades dado na forma
minimizar x
sujeito a  x €
com Q@ ={z € R"|h(x) =0eg(x) <0} talque f: QCR" 5> R, g:R*" > RP e h:R" - R™
sdo funcoes de classe C'. As principais referéncias utilizadas nesta secio foram Luenberger
(2008), Martinez (2006) e Ribeiro e Karas (2013).

Durante esta segao, quando nos referirmos as fungoes f, h e g, estaremos supondo que

sejam definidas como no problema (11).

Definigao 12 (Restricoes ativas e inativas). Uma restricao de desigualdade é denominada ativa

se gi(z) = 0 e inativa se g;(x) < 0, para todo i € {1,2,...,p}.

Formalizamos agora a definicdo da condicao de qualificacdo de Independéncia Linear
(LICQ). Esta condigao é muito utilizada, e dentre os motivos que podem explicar esta fama estao
o fato de que pode ser facilmente enunciada e verificada, e também, por ser utilizada na andlise
de diversos algoritmos praticos como, por exemplo, o algoritmo de Lagrangeano aumentado

apresentado em Martinez (2006).



Mathematica - Revista eletronica de divulgacao matemadtica.
V. 2 (2022) - pp. 51 - 66 60

Defini¢ao 13. (Condigao de Qualificagao de Independéncia Linear - LICQ) Um ponto T €
¢ um ponto regular (LICQ) das restrigdes h(z) = 0 e g(z) < 0, se os vetores Vh;(Z) para i €
{1,2,...,m} e Vg;(T) para j € J(Z) sao Linearmente Independentes, onde J(Z) = {j | 9;(%) =

0} é o conjunto das restri¢oes ativas de g em .

Notemos que, quando esta condicao de regularidade (ou qualificacao) LICQ é satisfeita,

nenhum dos gradientes das restricoes ativas podem ser nulo.

Vamos considerar agora uma hiperficie S = {x € R" | h;(z) =0, Vi € {1,2,...,m}},
ela serd dita suave quando todo h;(z) for de classe C'. Seja T um ponto pertencente a essa
hiperficie suave, podemos considerar um plano 7' passando por ele e tangenciando S. Na Figura
1 podemos observar essa situacao em trés dimensoes. Formalizamos o conceito de plano T
tangente a S no ponto T, definindo curvas nessa superficie. Uma curva em uma superficie é
uma familia de pontos ¢(t) C S continuamente parametrizada por ¢t € (—4,0). Essa curva é

dip(t) d*o(t)
dt

dizer que ¢(t) passe por T quando t = 0, com —¢ < t < 0. Logo, a derivada da curva em T

existir. Vamos

diferencidvel se ¢'(t) = existir, e duas vezes diferencidvel se ¢ (t) =

é ¢'(0). Tome agora todas as curvas diferencidveis em S passando pelo ponto T, a existéncia

dessas curvas é garantida pelo Teorema 9.

Definigao 14 (Plano tangente). Definimos o plano 7" tangente a S no ponto T como a colegao

das derivadas neste ponto, de todas as curvas diferencidveis passando por este ponto.

Figura 1: Plano tangente no espaco R3

Plano tangente

Fonte: Autor (2022)

Notemos que T' é um subespago do R™. Procuramos agora expressar o plano tangente
com as derivadas das fungoes h; =0, Vi € {1,2,...,m} no ponto Z. Introduzindo o subespago
M = {y € R"|Vh(z)Ty = 0}, vamos investigar as condigdes em que M ¢é igual ao plano tangente

T, e a peca chave para essa igualdade ¢é a regularidade de 7.

Teorema 15. Em um ponto reqular T da superficie S definida por h(z) =0, o plano tangente
T € igual ao conjunto M = {y € R™ | Vh(j)Ty =0}.
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Prova. Devemos mostrar a principio que T' C M e M C T. Dada uma curva diferenciavel
qualquer ¢(t) C S, com p(0) =T e ¢'(0) € T. Independente de T ser regular ou nao, como
Vh(T) é vetor normal ao plano tangente (Teorema 6), entdo VA(Z)T¢/(0) = 0 e /(0) € M, ou
seja, T'C M.

Através do Corolario 10, consideramos os vetores T e d € R” com Vh;(Z)'d =0, Vi €
{1,2,...,m} sendo que todo Vh;(Z) é LI, ou seja, d € M e T é um ponto regular, entao vamos
ter que ©(0) =T e ¢’'(0) = d, isto é, d vai ser um vetor tangente a alguma curva diferencidvel
©(t) passando por T em t = 0, indicando que pertence a T'. Assim, M C T e, portanto, T = M,

provando o teorema.

O]

E importante observar que a condicdao de ¥ ser um ponto regular nao é uma condigao
na prépria superficie dada pelas restricoes, mas sobre os vetores gradientes de sua representacao
em termos de h(z). A formagao do plano tangente T nao depende de T ser regular ou nao,
apenas da derivada das curvas diferencidveis na superficie que passam por aquele ponto, ja M

é formado a partir dos gradientes de h(Z), dependendo do ponto ser regular para ser igual a 7.

O préximo exemplo retirado de Luenberger (2008) mostra que a relagdo entre M e T
pode nao ser de igualdade. Particularmente neste exemplo, escrevemos os vetores em linha para

simplificar a notagao.

Exemplo 1. Considere a fun¢io v(z,y) = x e a superficie S = {(z,y) € R?|y(x,y) = 0} =
{(0,3) € R?}. Como S é o eixo das ordenadas no plano cartesiano, o plano tangente 1" coincide
com essa superficie em qualquer ponto, isto é, T' = R. Agora vamos calcular o conjunto M.
Como Vv(z,y) = (1,0) # (0,0), considere k = (k1, k2) € R? tal que k € M, entdo Vy(z,y)k! =
1%k +0xky=0. Assim, k1 =0 e ky € R, ou seja, M = R. Logo, o plano tangente T =R = M

2 a superficie S continua sendo

em qualquer ponto. No entanto, se considerarmos y(z,y) = =
a mesma, mas Vvy(x,y) = (2z,0) e Vv(0,0)k” = 0 implica em k; e ks poderem ser quaisquer
reais, ou seja, T'# M = R? no ponto (0,0) € M. Claramente o ponto (0,0) ndo é regular, ndo

contrariando o Teorema 15.

Defini¢ao 16. Uma direcdo d € R" é denominada tangente ao conjunto 2 C R"™ a partir de

T € 2 quando é nula ou existe uma sequéncia de pontos vidveis (a:k) CcQtal que zF - T e

k —

¢ — T d
_ - (12)
|k —z[| ||d||

O proximo lema garante que na hipdtese de existéncia de uma curva diferencidvel,

podemos obter uma convergéncia do tipo (12), mas, ainda, nao é diregao tangente.

Lema 17. Seja ¢ : (—e€,€) — R™ uma curva diferencidvel tal que ¢(0) =T e ¢'(0) = d. Entdo

existe uma sequéncia (z¥) tal que 2% — T e

k-7 d

T T H N
l* = [|d]]
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Prova. Temos que
L= = lim T = ¢/ (0) =d # 0.

Logo, ¢(t) # T para todo t # 0 suficientemente pequeno. Tomamos uma sequéncia (tx) C Ry,

com t;, — 0 e definimos para todo k € N, z¥ = ¢(t},). Assim, 2% — T e
- -zt d
o oz
% — 7] te z® ==l |dl
completando a prova. O

Como consequéncia deste lema, esta direcao d nao é de descida.

Lema 18. Seja ¢ : (—€,€) — R™ uma curva diferencidvel tal que (0) =T e ¢'(0) = d. Sejam Q
e f do Problema (11). Suponha 2° € Q um minimizador local da f em Q. Entdo V f(z°)Td > 0.

Prova. Pelo Lema 17, 2% — 2% e
o2’ d
(B .

Por Taylor de primeira ordem, e pelo fato de 2" ser minimizador local da f, temos
0 < f(z") = f(2°) = Vf(a*)T (2" —a®) + o(||2"* —2°),

para todo k suficientemente grande. Dividindo a expressdo anterior por ||z* — 20| e aplicando
o limite, obtemos que V f(z)Td > 0.

O]

Podemos observar que, quando situamos esta curva diferenciavel ¢ no conjunto viadvel
Q de (11), este vetor d é uma diregao tangente no sentido da Defini¢ao 16, e mais, pelo Lema 18,
esta diregdo nao é de descida. Assim, temos todos os ingredientes para provar KKT sob LICQ.
Notamos que, com a hipdtese LICQ, temos o Problema (11) nas hipéteses do Lema 18, apesar

que na demonstracao de KKT iremos considerar um subconjunto de 2 para situar a curva (.

Teorema 19 (Condigoes de Karush-Kuhn-Trucker). Sejam f: Q C R* - R, g : R® — RP ¢
h:R™ — R™ fungées de classe C*, com Q = {x € R"|h(x) = 0 e g(x) < 0}. Tome 2° como
ponto de minimo local para o problema de minimizar f sujeito a x € Q, e suponha que x° é um
ponto regqular para as restri¢oes (LICQ)). Entdao, existem vetores A € R™ e u € RP com p > 0
tais que

VF®) + MXVh(®) + ptVg(z®) =0 (13)

pg(z") = 0. (14)

Prova. Primeiramente, notamos que p > 0 e g(2°) < 0, deixa (14) equivalente a afirmacio de
que uma componente de p vai ser diferente de zero somente se a restricdo correspondente for
ativa. Essa é a chamada condicio de complementariedade, se afirmado que g;(z%) < 0 temos

que u; = 0 e se p; > 0 vamos ter g;(z) =0, com i € {1,2,...,p}.
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06 um ponto de minimo local sobre o conjunto das restricoes €2, entdo também

0

Como x
0 é sobre o subconjunto de 2, definindo as restricbes ativas como zero. Assim, como z° é
regular, pelo Teorema 11 para o problema com restri¢goes de igualdade resultante definido em
uma vizinhanca de 2, existem multiplicadores de Lagrange A € R™ e u € RP satisfazendo
(13). Se g;(z°) < 0, necessariamente p; = 0 para nio atrapalhar a validade de (13). Como

consequéncia, (14) também vale.

Resta mostrar que o multiplicador p satisfaz u; > 0, Vi € {1,2,...,p}. Suponhamos
por absurdo que exista uma coordenada j; < 0 de u para algum k € J(2°), sendo J(2°) o

conjunto de todas as restrigoes ativas de g em 2. Considere a superficie S = {x € R" | h(x) =

0

0egj(x)=0,VjeJ—{k}} definida por todas as restri¢es ativas em x", exceto por gi(z) = 0.

0

Notamos que por z° ser ponto regular das restrigdes, temos que o conjunto definido

por V = {Vh;(z°) para todo i € {1,...,m} e Vg;(2°) para j #k, j=1,...,p} é Linearmente

Independentes, ou seja, Vgi(2”) ndo é combinacio linear dos vetores de V.

Logo, pelo Teorema 15 o plano tangente a S no ponto z° é dado por

M ={y eR"|Vy=0}. (15)

De (15), existe d € M tal que
Vi (z°)7Td < 0. (16)

De V ser Linearmente Independente e pelo Corolario 10, existe uma curva diferencidvel ¢(t) C S
para t € (—6,5), com ¢(0) = 2° e ¢/(0) = d. Como 2" é um ponto de minimo local, segue do

Lema 18 que d nao é direcao de descida, ou seja,

Vi@)Td>o. (17)

Mas, de (13), se multiplicarmos em ambos os lados da igualdade por d vamos ter

p
Vi a")Td+ ATVR(a)d + 1 Var(2®)Td+ D miVgi(a®)Td = 0. (18)
i=1,i#k

De (16) Vgr(2°)Td < 0, e pela hipétese de absurdo py < 0, logo, temos que Vf(2%)Td < 0,
o que contradiz (17). Logo, ndo existe k € J(2") tal que px < 0. Portanto, p; > 0, Vi €
{1,2,...,p}. O

Observagao 1. Podemos dizer que um ponto de extremo local ¥ vai satisfazer as seguintes

condigoes para se enquadrar no caso de KKT quando
(0) Vf(z°) + NTVR(0) + uTVg(a") = 0, (i1) p"g(a®) =0,
(i) g(2°) <0, (iv) h(2®) =0,  (v) u>0.

A condicio de complementariedade p?g(z®) = 0, também pode ser vista como
1igi(z°) =0,V i e {1,2,...,p}.
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Exemplo 2. Minimizar a funcao f(x,y) = zy sujeita a restricdo de desigualdade g(x,y) =
2 +y? <4

Primeiramente escrevemos a funcao lagrangena I(x,y, ) = xy + pu(x? + y? — 4) e suas
derivadas parciais. Em seguida, precisamos identificar as condicGes necessédrias que cada ponto

encontrado deve satisfazer.

(1) %:y—i—%cu:(); (ii)gé =z + 2yp = 0; (i74) gi_x2+y2—4_o.

Da condi¢do de complementariedade, pg(z,y) = 0 (iv), temos que a restricdo vai
estar inativa se u = 0 e ativa se 2> + 4> —4 =0 (v). Também devemos verificar se yu > 0.
Nio devemos esquecer que no ponto estacionério 20, deve valer g(z) <0 (vi). Assim, temos
seis condigbes que o ponto estacionario deve satisfazer antes de verificarmos se ele é um ponto
extremo. Vamos comegar pela restrigao inativa. Como p = 0, obtemos de (i) que = = 0 e de ()
que y = 0. Logo, o primeiro ponto critico é plT = (0,0). Partindo agora para a restrigao ativa,
de (i) obtemos pu = ;—x Substituindo o valor de i em (i), teremos a equacao > —y* = 0 (vii).
Ap6s resolver o sistema formado por (i) e (vii), determinamos os seguintes pontos criticos com
seus respectivos multiplicadores.

7

7=

1

5 (ﬂ,\/ﬁ)comu:—%<0
pgz(\@,—ﬂ) Com;z:%>0
4T (—\/i,\/?)comu:%>0
=
5

Podemos notar que apenas os pontos pi1, p3, p4 satisfazem todas as condigoes iniciais
dadas na Observacio 1. Como g(z,y) = 22 + y> = 4 é um circulo e os pontos em seu interior
também pertencem ao conjunto viavel €2, e esse conjunto também é limitado, segue que €2 é
compacto. Pelo Teorema 4, f possui pelo menos um ponto de minimo em €. Sobre o ponto
p1 que estd na restricao inativa, podemos usar as condicoes de otimalidade para problemas

irrestritos para verificar se ele pode ser um candidato a extremo local ou um ponto de sela.
Como a matriz V2 f(p)? = ) 0) tem autovalores —1 e 1, logo, p1 é um ponto de sela. Como

f(p3) = =2 e f(ps) = —2, concluimos que ps3 e py s@o os pontos de minimo global de f restrita

aos pontos de €.

Na Figura 2 estdo, respectivamente, os gréaficos do exemplo em uma visdo no R? e no

R? com as curvas de nivel tangenciando o conjunto vidvel onde f tem valor de minimo —2.



Mathematica - Revista eletronica de divulgacao matemadtica.
V. 2 (2022) - pp. 51 - 66 65

Figura 2: Gréfico das superficies e curvas de niveis do Exemplo 2

Fonte: Autor (2022)

Finalmente, mostramos um exemplo de quando valem as condigoes do Teorema de

KKT, mas a Condicao de Qualificagdo de Independéncia Linear (LICQ) nao é satisfeita.
Exemplo 3. Considere o problema

minimizar flz,y) ==z
sujeito a gi(z,y) =22 +3x -y <0
g2(z,y) = 2° +y* + 22+ 2y <0
g3(z,y) = -2 <0

O ponto p = (0,0) € Q é o tinico ponto que pertence as trés restricdes, mais especifi-
camente, quando elas sdo ativas e satisfaz as condi¢oes de KKT para ser o minimo local de f.
No entanto, os vetores gradiente Vg;(0,0) = (3 —1)7, Vg2(0,0) = (2 2)T e Vg3(0,0) = (-1 0)7
sdo Linearmente Dependentes, ou seja, p ndo é um ponto regular para as restricbes. Observe
que a equacao Vf(0,0) = —AVg1(0,0) — uVg2(0,0) — OV g3(0,0) implica no sistema

—BA-2u+60=1
A=2u=0

em que A = 2u e 8 = 14 8u. Logo, existem infinitas combinagoes com multiplicadores de

Lagrange positivos que satisfazem as equagoes anteriores.

Conclusoes

Apesar de que a demonstragao das condigoes de KKT sob a qualificacdo de inde-
pendéncia linear dos gradientes das restricoes esteja consagrada na literatura, neste trabalho
provamos KKT diferenciando pontualmente das provas usuais, utilizando resultados que herdam
propriedades de um vetor tangente dado pelo Teorema da Fungao Implicita. Como complemento,

estudamos a relagao que KKT tem com o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.
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