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Resumo: Nosso objetivo neste trabalho é apresentar técnicas classicas de resolugao
de equagoes polinomiais de grau menor ou igual a 4 por meio de radicais. Fazemos
também um breve apanhado histérico sobre a busca de tais formulas. Em particular
estamos interessados em comprovar que toda equagao polinomial de grau menor
ou igual a 4 é solivel por meio de radicais, mesmo que as solugbes (raizes) sejam
nimeros complexos.
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1 Introducao

Nesta secao faremos um apanhado de defini¢Oes e conceitos relevantes para este texto.
Acreditamos que o leitor esteja familiarizado com a maioria destas definigdes e resultados.

Mesmo assim vamos enunciar estes resultados por motivos de referéncia textual.

Denomina-se polindmio na varidvel x, qualquer expressao escrita na forma
-1 -2
anT" + ap_12" " + ap_ox™+ -+ a1z + ao, (1)

sendo que ag, ai, ..., a, sao coeficientes constantes (reais ou complexos) e n € N.

E comum designar um polinémio de forma mais econémica como uma funcao p(z). Ao

afirmar que p(x) é um polinémio entao deve ficar claro que

p(x) = an@™ + an13" "+ an_g2™ 2 + - + a1 + ap.

Um polinémio p(x) é chamado de polindémio nulo, se todos os coeficientes da expressao
(1) forem iguais a zero. Neste caso escrevemos p(x) = 0. Dizer entao que p(z) é nao nulo, e

escrevemos p(x) # 0, significa que pelo menos um dos coeficientes da expressao (1) é nao nulo.

Definigao 1. Dado um polinémio p(z) ndo nulo, entao o grau de p(z) é o maior nimero natural

n de forma que a,, # 0. Representamos o grau de p(z) por gr(p).

Note que nao estd definido o grau do polinémio nulo. Mas o grau de um polinémio
pode ser igual a 0. De acordo com a definigao anterior, se gr(p) = 0 entao ag # 0 e com isso

p(x) = ag é obrigatoriamente nao nulo.
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Definigao 2. Denomina-se equacao polinomial na incégnita x a toda equacao da forma

2

anz™ 4+ an_12"  + ap_ox" 2+ -+ a1z +ag =0, (2)

sendo ag, a1, ..., a, sdo coeficientes constantes (reais ou complexos), com a, # 0en € N. O

nimero n é chamado de grau da equacao polinomial.

Note que uma equagao polinomial pode ser escrita na forma simplificada por p(z) = 0,
sendo que p(x) representa o polindmio do lado esquerdo da equagao. Neste caso, o grau da

equagao polinomial é também o grau do polindmio p(z).

Definigao 3. Dado um niimero «, real ou complexo, o valor do polinémio p(z) em « é o ntimero

denotado por p(a)) dado por
p(a) = apa” + an—loln_1 + an—2an_2 + -+ ara+ap,

isto é, p(a)) é o nimero obtido ao substituir z por a. Se além disso p(a) = 0, entdo « é dito

uma raiz de p(z).

Definicao 4. Um ntmero «, real ou complexo, é chamado de raiz ou de solucao da equagao
polinomial,
ant" + ap 12" N+ ap_0z" 24+ +ax+ag =0,

se

2

an@™ + an_10" '+ ap_0a" 2+ -+ aja+ag = 0,

isto é, ao substituir a incégnita = por «, a igualdade torna-se verdadeira.

Note que se p(x) é um polinémio, entdo uma raiz a de p(x) é também uma raiz ou uma

solucdo da equagao p(z) = 0.

Embora o conceito de raiz de uma equacao polinomial seja relativamente simples, em
geral nao é uma tarefa muito simples encontrar tais raizes (ou solugoes). Algumas vezes as raizes
sao numeros irracionais ou mesmo numeros complexos. Resolver uma equagao polinomial por
meio de radicais significa encontrar as raizes da equagao manipulando os coeficientes da equagao.
Desta forma, uma equacao polinomial é solivel por radicais quando suas solucées podem ser es-
critas como expressoes que incluem apenas somas, subtragoes, multiplicacoes, divisoes, poténcias

e raizes envolvendo seus coeficientes.

Os alunos do ensino fundamental ja estao familiarizados com a obtencao de solugoes de

equacoes polinomiais de grau 1 ou 2. No caso de uma equagao de grau 1, ou de primeiro grau,
ar+b=0,

com a # 0, a solucdo = = —g pode ser facilmente encontrada por manipulagdo dos coeficientes.

No caso de uma equagao de grau 2, ou de segundo grau,

az® + bz +c=0,
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_ 3 _h_ 2__ ’ ~ 3 Y
%\/W ez = @ também sao bem conhecidas. Nao

com a # 0, as solugoes xg =
importa se estas solugoes sao fornecidas com o que chamamos de “férmulas prontas”, pois estas

férmulas prontas sao obtidas manipulando-se os coeficientes da equagao.

O Teorema Fundamental da Algebra, demonstrado por Karl Friedrich Gauss em 1799
em sua tese de doutorado, garante que uma equacao polinomial de grau n possui exatamente n
raizes complexas. De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, uma equagao polinomial
de grau n,

p(z) = apx" + 12"Vt ap_ox™ 2+ 4+ a1z + ag =0, (3)

com coeficientes reais ou complexos, possui exatamente n raizes r1, 79, . .., T, reais ou complexas

(nao necessariamente distintas) e além disso,
p(x) =an(x —r1)(x—12) - (T —T0).

O trabalho de encontrar estas n raizes pode ser feito por partes. Caso se possa deter-

minar uma raiz r; da equagao (3), entdo podemos escrever

p(x) = (z —r1)q(@),

e o trabalho de encontrar as demais raizes de p(x) pode continuar pela determinagao das raizes
de ¢(x). A vantagem neste caso é que o grau de ¢(z) é menor do que o grau de p(z). Para ser

mais preciso, se gr(p) = n, entao teremos gr(q) =n — 1.

Nas proximas duas secoes apresentaremos técnicas de solugao por meio de radicais para
equacoes polinomiais de graus 3 e 4. Equacoes polinomiais de grau maior ou igual a 5 nao sao
soliveis por meio de radicais. Quem demonstrou isso foi o matematico Evariste Galois. O
leitor interessado na Teoria de Galois ou em mais informacoes a respeito dos polinémios, como
operagoes com polinémios, raizes de polinémios ou divisibilidade de polinomios, pode consultar
Biazzi (2014).

2 Equacoes polinomiais do terceiro grau

Desde a descoberta de uma férmula que resolvesse a equagao do 2° grau, os matematicos
comecaram a pensar em formas de resolver as equagoes de grau 3. Uma equagao do terceiro
grau é uma equacao na forma

ar® +bz® + cx +d =0, (4)
com a, b, ¢ e d coeficientes reais ou complexos e a # 0.

No inicio do século XVI, dois mateméticos italianos, Tartaglia e Cardano, conseguiram
encontrar uma férmula para a resolugdo das equagbdes do terceiro grau. Girolamo Cardano
(1501-1576) era um respeitado professor de Bolonha e Milao que frequentava a alta sociedade
e além de matematico era médico, astronomo, astrologo e filésofo. Ele tinha grande vontade

de aprender sobre os mais diversos assuntos, o que resultou na publicacao de diversos livros.
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J& Tartaglia, cujo nome oficial é Niccolo Fontana (1500-1557), era érfao de pai e muito pobre.
Ainda na infancia, quando sua cidade foi atacada pelos franceses, Niccolo sofreu um golpe que
perfurou seu palato e o deixou gago para o resto da vida, e por isso recebeu o apelido Tartaglia,
que significa gago. Apesar das dificuldades, Tartaglia era autodidata e muito inteligente e se

tornou professor de matemaética.

A obtencao de uma férmula resolutiva para as equagoes do terceiro grau teve inicio por
volta de 1510 quando Scipione del Ferro, professor de Matematica da Universidade de Bolonha
encontrou uma férmula para resolver as equacoes do tipo 2 + pxz 4+ ¢ = 0. Ele nao publicou
essa férmula, mas compartilhou-a com seu aluno Antonio Maria Fior que posteriomente iniciou
um desafio com Tartaglia que consistia em um passar para o outro uma lista de equacoes de
terceiro grau para serem resolvidas. Tartaglia aceitou o desafio e em 1535 conseguiu encontrar
uma forma geral para resolver as equacoes do tipo 23 + pa? 4+ ¢ = 0, além daquelas ja conhecidas
por Fior. Cardano, que na época estava escrevendo uma obra englobando Algebra, Aritmética e
Geometria, sabendo da resolucao obtida por Tartaglia pediu a ele que a revelasse para que fosse
colocada em seu livro, mas Tartaglia nao concordou alegando que tinha intencao de publica-la

numa obra prépria.

Cardano implorou, sob juramento ao Evangelho, que nao publicaria a férmula e Tar-
taglia decidiu confiar-lhe o segredo. Em 1545, em sua obra Ars Magna, Cardano quebrou a
promessa feita a Tartaglia e publicou a férmula, dizendo ainda que 30 anos antes Scipione del
Ferro ja havia obtido os mesmos resultados. Tartaglia foi a ptblico a fim de esclarecer os fatos
e a traicao de Cardano, mas no fim das contas a férmula obtida por Tartaglia é conhecida até

hoje como Férmula de Cardano.

Contudo, o método desenvolvido por Tartaglia s6 é aplicavel em equacoes de terceiro
grau que nao possuem o termo quadratico e portanto nao podem ser aplicados na equacao geral
(4). Ludovico Ferrari, professor da Universidade de Bolonha e discipulo de Cardano, desenvolveu
um método que permite eliminar o termo quadrético da equagao original (4) transformando-a
em uma equacdo do tipo x® + pxr 4+ ¢ = 0.

b

A técnica de Ferrari consiste em aplicar a mudanga de varidveis z = y — 3=

(4), obtendo
b\* b\? b
(m) #mm) weloz) w0
b2 2% be
3
- — ——+d)=0.
ay+<c 3a>y+<27a2 3a+)

263
27a2

na equacao

e portanto

. 2 . -
Designando agora p =c — 13771 eq= — g—g + d, recaimos em uma equacao de grau 3

sem o termo quadratico.

O que precisamos para obter as raizes da equagao geral (4) é encontrar pelo menos
uma raiz. A partir desta raiz encontrada podemos reduzir o grau do polinémio e usar a férmula

de Bhaskara para determinar as outras duas raizes. Iniciamos, sem perda de generalidade,
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considerando a equacao

23+ ba?+cx+d=0,
pois caso o coeficiente dominante a seja diferente de 1, podemos dividir toda a equagao por a
e obter a equacao com coeficiente dominante 1. De acordo com a técnica de Ferrari, fazendo a
mudanga de varidveis x =y — %, obtemos entao

v’ +py+q=0, (5)

— b? _ 203 _ be
comp=c—Feq=5 —75 +d.

A ideia central agora é comparar a expressdao (5) com a expressao do cubo de uma

soma. Se u e v sao dois nimeros reais ou complexos, entao
(u+v)? = u® + 3u’v + 3uv? + 03,

ou equivalentemente
(u+v)? = 3uv(u+v) — (u® + %) = 0. (6)

Note que esta tltima express@ao é uma equagao cibica, no termo (u + v), que nao
apresenta o termo quadrético. Comparando entao a equagao (6) com a equagao (5), vemos que

a soma (u + v) é uma raiz de (5), desde que
p=—3uv
g =—(u’+0°).

Basta agora determinarmos u e v solucao do sistema (nao linear) acima e a raiz procu-
rada para a equagao (5) serd (u+v). Dentre as varias maneiras para resolver este sistema, vamos

utilizar uma técnica nao convencional que pode ser aplicada neste caso particular. Reescrevemos

3,3 _ _p°
Ut = —5=
u3+v3:—q,

e v3 conhecendo sua soma e seu produto. Por conta disso, sabemos

o sistema como

€ queremos encontrar ’LL3

entdo que u? e v3 sdo as raizes da equacio quadratica

w? — (u® + v¥)w + v =0,

isto é,
3
2 p
——==0.
w” + qw 97
Desta forma
_ /2 P
u3: a+ q+427:;q+ £+£
2 2 4 27
e
3

2 fid
3_—q— Q+427_—q qj
2 2 4
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Portanto

2 3 2 3
-t A ) Sl S
“_\/2+\/4+27 ¢ \/2 Vot

e uma raiz procurada da equagao (5) é

2 3 2 3
_ S B ST A SRS NI B Y i S
yu+v\/2+ 4+27+\/2 4+27.

Finalmente para voltar na equagao original (4), basta ver que x = y + g.

3 e 03, obtidos por este método, podem ser nimeros comple-

3 3

O leitor atento verd que u
xo0s. Nao queremos aqui entrar em muitos detalhes sobre os niimeros complexos, mas caso u° e v
sejam complexos, eles serao complexos conjugados. As raizes cubicas de dois nimeros complexos
conjugados continuam complexos conjugados uma da outra, e a soma de dois niimeros complexos
conjugados é um numero real. Entao, mesmo que tenhamos que determinar as raizes cubicas
de dois numeros complexos, a raiz y encontrada por esta técnica serd um numero real. Para
mais detalhes sobre nimeros complexos, niimeros complexos conjugados e raizes de nimeros

complexos sugerimos Zill (2011).

Como ilustragao da técnica obtida, vamos considerar dois exemplos nos quais queremos

determinar as raizes (reais ou complexas) de polinémios de grau 3.

Exemplo 1. Considerando a equacio 23 — 622 + 62 — 5 = 0, que chamaremos de equacio
original. Sabemos que a substitui¢ao de Ferrari x =y — g = y+ 2 eliminard o termo quadratico.

Fazendo entao esta substituicao, obtemos
(y+2)* —6(y+2)?+6(y+2)—5=0,

e apds a reorganizacao dos termos,
Y2 — 6y —9=0.

Claro que para chegarmos nesta ultima equagao, sem o termo quadratico, poderiamos

usar as férmulas obtidas anteriormente. Como b = —6, ¢ = 6 e d = —5, podemos calcular
p=c— % =—-6eq= % — % + d = —9, obtendo o polinéomio em y, sem o termo quadratico.

Agora, para encontrar u e v, temos que

u3:9+\/<‘9>2+<‘6>3 P v3:§_\/<‘9>2+<‘6>3 1,

2 4 27 4 27
e portanto
u=v8=2 e v=v1=1.
Segue que y = u+v = 3, donde x = y — % =3 - %6 = 5 é uma raiz procurada da

equacao de grau 3. De posse dessa raiz, vamos dividir o polinémio original por (z —5). Temos
entao
2 — 622 +62—5=(x—5)(z* -z +1),
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e agora basta encontrar as duas raizes restantes com a equacio quadrética 2 — 2 +1 = 0. Estas

raizes sao precisamente

1+vVI—4  1+3i
2 2

1-v1—4 1-+/3i

2= 2 2

Segue que as 3 raizes da equacao original, obtidas por meio de radicais, sao zg = 5,
xlz%—i—@i,exg:%—?i.

O leitor poderia agora dizer que o exemplo anterior poderia ser resolvido de forma mais
rapida. E conhecido que uma equagao polinomial geral da forma (2) possui uma solugao racional
na forma % se, e somente se, plag e gla,. Neste caso, os inicos nimeros racionais que poderiam
ser solugao da equacao polinomial do exemplo anterior sao 5 e +1. Poderiamos rapidamente
testar estes quatro valores e encontrar a primeira raiz xg = 5. Este exemplo permite isso, porém
hé casos em que as raizes podem nao ser racionais ou mesmo casos em que ag possui muitos
divisores e o trabalho de procurar raizes por substituicao pode se tornar tdao exaustivo quando

o método que aplicamos, como no exemplo seguinte.

Exemplo 2. Consideremos a equacao x® — 2422 + 160z — 256 = 0, que chamaremos de equacio

original. Fazendo a substituicao de Ferrari x = y — % =y + 8§, temos
(y +8)% — 24(y + 8)* 4 160(y + 8) — 256 = 0,

e reorganizando os termos
v — 32y = 0.

Embora seja uma equagao de grau 3 ainda, ja detectamos que esta equacao agora pode
ser escrita na forma y(y? — 32) = 0. Desta forma as raizes procuradas agora sao mais simples

de serem obtidas e sao

yo = 0, p=V32=4V2 e oy =—V32=—-4V2.

Voltando para a varidvel original x, como = = y + 8, temos as 3 raizes da equacao
original zg = 8, z1 = 8+ 4v2 e x9 =8 — 42,

3 Equacgoes polinomiais do quarto grau

Uma equacao do quarto grau é uma equacao na forma
4 3 2 _
azx” + bx® + cx® + dr +e =0, (7)

com a, b, ¢, d e e coeficientes reais ou complexos, e a # 0. No mesmo documento onde publicou

a resolugdo da equacao do terceiro grau, na Ars Magna, Cardano também publicou um método
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para a resolugado de uma equacao do quarto grau, desenvolvida pelo seu discipulo Ludovico

Ferrari.

A resolucao da equagao de quarto grau pelo Método de Ferrari, consiste primeiro em

transformar a equagao original (7) em uma equagao na forma
a4 pr? 4 r = qu, (8)

ou seja uma equagao do quarto grau sem o termo cubico. Isto é conseguido fazendo a mudanca
b

de varidvel x = y — ;- na equagao original (7), para chegar na forma (8). Vamos aos detalhes.
Inicialmente podemos considerar, sem perda de generalidade, a equacao

2t + b2+ cx? +dr+e=0,

e utilizando a mudanga de varidvel sugerida por Ferrari, x =y — %, obtemos

b\* b\? b\> b
(=) oo=5) +e(v=5) #a(v-5) +e-0

t c—ﬁ 2+ d+bj—@ + &—ﬁ—y—l—e =0
y g )Y 8 2)Y7\16 256 4 -

. _ 32 b be _ b2 3b* _ bd
Designando p=c—“g-, q=d+ %5 — 5 er = 35 — 555 — 7 + ¢, e chegamos na forma

e portanto

desejada

v+t +qy+r=0.
Feito isso, a ideia agora é escrever

y' oy’ =gy,

e tornar os dois membros quadrados perfeitos. Queremos acrescentar entdo em ambos os mem-
bros desta equacao termos que tornem ambos os membros quadrados perfeitos. Para qualquer

2
9" em ambos os membros, obtemos

valor de o € R*, acrescentando ay? e 1o

2 2 2
4 2 q 2 q q
+ (o + +{r+— )=y —qy+ — = ay— —— | .
y +(a+ply < 4a> v —ay+ oo (fy 2\/a)
Entdo queremos encontrar « para que o lado esquerdo da equacao também seja um
quadrado perfeito. Notemos que uma expressao quadratica z2+mz +n é um quadrado perfeito
se e somente se A = m? — 4n = 0. Desta forma procuramos « de forma que

(a+p)?—4 r+£ =0
4o ’

ou ainda

o® 4 2pa® + (p* — 4r)a — ¢* = 0.
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Resolvendo agora esta equagao do terceiro grau, determinamos « que torna ambos os
membros da equacao

q° q°
vty +(r+ - ) =a’ —ay+ -
do da

quadrados perfeitos. Feito isso, jd que ambos os membros sao quadrados perfeitos, basta extrair

raiz quadrada de ambos os membros obtendo

(rr257) -+ (o)

Esta ultima expressao nos fornece duas equagoes quadraticas em y e portanto quatro
valores para y. De posse dos quatro valores obtidos para y, usamos x = y — % para obter as

quatro raizes procuradas para a equacao original.

Notemos que o valor de « foi obtido pela solugdo de uma equagdao do terceiro grau.
Conforme visto anteriormente o poderd assumir trés valores distintos e entao poderfamos per-
guntar se isto nos conduziria a 12 raizes da equagao original, sendo 4 raizes para cada valor de «
considerado. O que acontece nesse caso é que temos quatro raizes que serao combinadas duas a
duas de acordo com a escolha de a.. Lembremos que ha 3 formas distintas de agrupar 4 elementos
dois a dois. Além disso, este o pode ser complexo, ou mesmo um nimero real negativo, o que

conduziria a solugoes complexas da equacao original.
Vamos utilizar as ideias desenvolvidas em um exemplo.

Exemplo 3. Consideremos a equacio z* + 423 — 622 — 362 — 31 = 0. Primeiramente faremos

a eliminacao do termo cibico. Usando a substituicao de Ferrari x =y — % =y — 1, obtemos

(y—1D*'+4y—1)°-6(y—1)>—36(y—1)—31=0
e apds a reorganizacao dos termos,

yt —12y% — 16y — 4 = 0.

Claro que para chegarmos nesta ultima equacao, sem o termo ctbico, poderiamos uti-

lizar as férmulas obtidas nesta secdo. Como b = 4, ¢ = —6, d = —36 e e = —31, calculamos
p:c—%:—llq:d—i—%—%:—16e7’:%—%—1’4—d+e:—4, chegando na equacao

em y sem o termo cubico.

Agora reescrevernos

yt —12y% — 4 = 16y,
2
e acresentamos em ambos os membros os termos ay? e Z—a = %4 obtendo

64 64
v+ (@ —12)y° + (a—4) = oy’ + 16y + —, (9)

sendo que « deve ser uma solucao da equagao cubica

o 4 2pa® + (p* —4r)a — ¢* =0,
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isto é,
a® = 2402 + 160 — 256 = 0.

Usando os métodos da secao anterior para equacao de grau 3, obtemos trés valores
para o que sdo ag = 8, a; = 8+ 4v/2 e ap = 8 — 44/2 (ver segundo exemplo da secio anterior).
Lembremos que como comentado anteriormente, a escolha do valor de o nao alterard as raizes
procuradas, apenas a ordem de obtencao delas. Naturalmente o valor & = 8 é o mais simples de

ser utilizado agora. Com a = 8 em (9) obtemos
yt —4y? + 4 =8y? + 16y + 8,
donde reescrevemos ambos os membros como quadrados perfeitos

(" = 2)* = (VBy + V&),

Extraindo raiz quadrada em ambos os membros, obtemos duas equagoes quadraticas

em y,
v -2=V8y VB e P -2=—(VBy +VB),
ou ainda

Y -VBy—(24+VB) =0 e 4+ VBy—(2-VR) =0,

Resolvendo estas duas equagbes quadraticas obtemos as quatro raizes da equagao de

y0:ﬁ+m,
y1=\@—m,
yzz—\/§+\/4—7\/§,
ys= V21— V.

Para a equacao original lembramos que x = y — 1 e portanto as raizes da equacao

xO:—1+\@+m,
x1:—1+\f—\/4+7\/§,
x2:—1—\/§+m,
azgz—l—f—m.

Observe que nesse caso foram encontradas quatro solugoes irracionais.

quarto grau modificada,

original sao
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Conclusoes

Nos estudos que originaram este trabalho tivemos a oportunidade de observar o quanto a
busca por solucoes de equagoes polinomiais fez com que a matemaética evoluisse ao longo dos anos.
A prépria linguagem matematica sofreu diversas adaptacoes e, podemos dizer até, melhorias para
que fosse mais pratico resolver equagoes. Algumas descobertas da area de resolucoes de equagoes

alteraram de forma definitiva os rumos da matemaética.

Muitos problemas de diversas areas sao modelados por equagoes polinomiais, portanto
sabemos que elas sao de grande importancia. Porém, como existem diversos métodos computaci-
onais capazes de encontrar solucoes com bastante aproximacao, a resolugao por meio de radicais

hoje em dia acaba sendo deixada de lado.

Um fato que chama a atencao nessa tematica é que apesar de as ultimas atualizacGes
nas resolucoes por radicais terem mais de 300 anos, a maior parte dos alunos de ensino médio
nao conhece essas férmulas ou mesmo a histéria tao rica por tras delas. Um trabalho extrema-
mente rico, histérica e matematicamente, seria apresentar para essas novas geracoes o quanto a

matematica evoluiu através da busca pelas solugoes por radicais.

Referéncias

Biazzi, Ricardo N. Polinémios Irredutiveis - Critérios e Aplica¢des. Dissertacao, UNESP. Rio
Claro, 2014.

Costa, Ueslei F. Equagées Algébricas: do Papiro de Ahmes até Evariste Galois. Dissertacao,
UFTM. Uberaba, 2020.

Garbi, Gilberto G. O Romance das Equacoes Algébricas. 3% edigao revista e ampliada. Editora

Livraria da Fisica. Sao Paulo, 2009.

7ill, Dennis G., Shanahan, Patrick D. Curso introdutoério a analise complexa com aplicagoes.
Rio de Janeiro, LTC, 2011.



