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19/09/2016 a 23/09/2016

Realização Apoio

Curso de
Matemática
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Apresentação

A Semana Acadêmica da Matemática está na sua XXX edição. Este é o evento de

extensão mais tradicional promovido pelo Curso de Matemática, da UNIOESTE campus de

Cascavel. É um evento com periodicidade anual.

Na programação da XXX Semana Acadêmica de Matemática figuram palestras, mini-

cursos e comunicações orais. As comunicações orais resultam da inscrição dos participantes na

modalidade de apresentadores de trabalhos.

Nesta edição da Semana Acadêmica de Matemática, 26 trabalhos foram inscritos. São

em geral trabalhos resultados das pesquisas de Iniciação Cient́ıfica e de Monografia desenvolvi-

dos por alunos do curso de Matemática. Registramos também alguns trabalhos realizados por

professores do Curso de Matemática da UNIOESTE - Cascavel, e de alunos de outros cursos

que desenvolveram suas pesquisas com teor matemático. A apresentação destes trabalhos no

evento tem o objetivo de compartilhar com os colegas os conhecimentos adquiridos pelos alunos

e professores nos seus respectivos projetos. O registro destes trabalhos nestes anais servirá para

que os futuros alunos possam também fazer uso deste conhecimento.

A comissão organizadora agradece aos autores pelo envio dos trabalhos e também à

comissão cient́ıfica pelas contribuições dadas durante o processo de avaliação e correção dos

trabalhos.

A comissão organizadora.

Cascavel, Setembro de 2016.
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Teoria de pontos cŕıticos de funcionais e aplicações 39
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A torre de Hanói no ensino de função exponencial 141

As funções de Mittag-Leffler e equações diferenciais de ordem arbitrária 149

Criptografia RSA 157

Um algoritmo de programação linear sequencial 167

Trabalho de reparação e catalogação dos livros antigos existentes no Laboratório
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Docente do Curso de Matemática
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Resumo: Neste trabalho apresentamos conceitos introdutórios de oti-
mização multiobjetivo e um métodos de busca de solução, denominado
Método da Soma Ponderada (Método dos Pesos). Apresentamos também
uma aplicação envolvendo um problema da área da saúde, relacionado ao
planejamento de tratamento radioterápico, mostrando sua formulação ma-
temática e testes numéricos.

Palavras-chave: Otimização; Método dos Pesos; Radioterapia.

1 Introdução

Em diversas áreas do conhecimento, existe a necessidade de se fazer a leitura de um de-

terminado problema utilizando-se de estruturas que permitam auxiliar a busca de sua solução.

A literatura apresenta várias técnicas e algoritmos que podem ser destinados a estruturar e solu-

cionar tais problemas, fazendo parte destas, as técnicas de Pesquisa Operacional (GOLDBARG;

LUNA, 2005).

Segundo Lopes, Rodrigues e Steiner (2013), a Pesquisa Operacional é uma área voltada

ao desenvolvimento de modelos matemáticos e algoritmos para resolução de problemas, como

planejamento florestal, avaliação genética de espécies, apoio a decisão para planejamento de em-

presas, alocação de recursos, planejamento de produção, roteamento de véıculos, planejamento

hidrelétrico, planejamento de redes elétricas, planejamento de tratamento em áreas da saúde,

problemas de transporte, dentre outros. Os métodos desenvolvidos tem sido utilizados com

sucesso na obtenção de soluções em problemas de otimização, destacando-se os algoritmos do

campo da Programação Matemática (GOLDBARG; LUNA, 2005; TAHA, 2008; ZIONTS, 2006;

HILLIER F. S. ; LIEBERMAN, 2005).

A ideia geral em um problema de otimização é construir uma função denominada função

objetivo, que será maximizada (ou minimizada) e está sujeita a restrições de igualdade ou
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desigualdade. Matematicamente escreve-se:

Max f(x) (1)

sujeito a hi(x) = 0, i = 1, ...,m (2)

gj(x) ≤ 0, j = 1, ..., n (3)

x ∈ Rn (4)

onde, f : Rn → R, g : Rn → R, h : Rn → R são funções cont́ınuas, geralmente diferenciáveis

(RIBEIRO; KARAS, 2013).

Conforme as caracteŕısticas do conjunto de restrições e as propriedades das funções ob-

jetivo, teremos os diferentes problemas de otimização. Por exemplo, as funções envolvidas no

problema podem ser cont́ınuas ou não, diferenciáveis ou não, lineares ou não. O caso particular

em que a função objetivo e as funções que definem o conjunto de restrições são funções lineares é

conhecido como um Problema de Programação Linear (PPL) e pode ser resolvido por métodos

espećıficos, como o Método Simplex (RIBEIRO; KARAS, 2013).

Por outro lado, um problema de otimização multiobjetivo é caracterizado por um vetor

p-dimensional de funcões objetivo (7) e uma região viável X, como em (6). No entanto, ao invés

de buscar uma única solução, procura-se um conjunto S de soluções, denominadas soluções

não-dominadas (ou Pareto-Ótimas).

z (x) = [z1 (x) , z2 (x) , . . . , zp (x)] (5)

x ∈ X.

Aborda-se neste trabalho, problemas da natureza da Programação Linear. Fazemos

uma introdução a conceitos de otimização multiobjetivo e um dos métodos de busca de solução

denominado Método dos Pesos é descrito. Um modelo de otimização multiobjetivo é apresentado

considerando um problema sobre planejamento de tratamento radioterápico, apresentado por

Craft(2014).

A técnica de radioterapia é uma alternativa para o tratamento de câncer. Este tipo

de tratamento se fundamenta no bloqueio ou destruição da divisão celular das moléculas de

DNA que compõe o tumor e consiste em irradiar o tumor de forma a maximizar o efeito de

radiação sobre os tecidos afetados, minimizando os impactos nocivos sobre os demais tecidos do

organismo. O problema é modelado com de otimização multiobjetivo e tem natureza conflitante

na tomada de decisão pois uma vez que se maximiza a intensidade de radiação no tumor pode-

se afetar muitas células de tecidos saudáveis, mas minimizar a intensidade de dose em tecidos

saudáveis pode não destruir as células de tecido de tumor.
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2 Otimização Multiobjetivo

Um problema de otimização mono-objetivo é caracterizado pela procura de uma solução

ótima (valor máximo ou mı́nimo) de uma função, chamada Função Objetivo como em (1), que

satisfaça a um conjunto de restrições escrito na forma (2) e (3), apresentados na introdução.

O conjunto X dado em (6), formado pelas restrições do problema, é denominado conjunto

viável (região viável ou ainda região fact́ıvel).

X = {x : x ∈ Rn, gi (x) ≤ 0, xj ≥ 0 para todo i e j}. (6)

Um problema de otimização procura um elemento x∗ na região viável X que é o maior

valor para z(x), ou seja, max z (x) = z (x∗).

Dentre os algoritmos existentes para obtenção de solução, estão os que pertencem ao

campo da Programação Matemática. Os algoritmos são desenvolvidos dependendo de carac-

teŕısticas dos modelos. Os da Programação Linear (PL) são algoritmos utilizados em modelos

cujas variáveis são cont́ınuas e apresentam comportamentos lineares tanto em relação às res-

trições como à função objetivo. Os algoritmos de Programação Não Linear (PNL), destinam-se

a problemas que exibem qualquer tipo de não linearidade, seja nas restrições ou na função ob-

jetivo. Os da Programação Inteira (PI), para modelos que consideram variáveis que não podem

assumir valores cont́ınuos, ficando condicionadas a assumir valores discretos. Deixamos as re-

ferências Goldbarg e Luna (2005), Taha (2008), Zionts (2006) e Hillier F. S. ; Lieberman (2005)

para maiores informações.

Por outro lado, um problema de otimização multiobjetivo é caracterizado por um vetor

p-dimensional de funcões objetivo dado em (7) e uma região viável X, como em (6).

z (x) = [z1 (x) , z2 (x) , . . . , zp (x)] (7)

x ∈ X.

No entanto, ao invés de buscar uma única solução, procura-se um conjunto S de soluções,

denominadas soluções não-dominadas, que é um subconjunto de X constrúıdo como na Definição

1.

Definição 1. Dado um conjunto de soluções viáveis X, o conjunto de soluções não dominadas

é denotado por S e definido como

S = {x : x ∈ X, onde não exista nenhum outro x′ ∈ X tal que

zq (x′) > zq (x) para algum q ∈ {1, 2, ..., p} e zk (x′) ≥ zk (x) ∀k 6= q}.



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Uma das diferenças entre as funções mono-objetivo e multiobjetivo é que na otimização

multiobjetivo as funções objetivo constituem um espaço multidimensional, que denominaremos

espaço objetivo, Z. Para cada solução viável x no espaço de decisão X, existe um ponto no

espaço objetivo Z, denotado por f(x) = z = (z1, z2, ..., zM )T . Os algoritmos nesta área tem a

tarefa de encontrar as soluções não dominadas.

O conceito de soluções não dominadas aparece na literatura com os nomes Pareto Ótima

ou Solução Eficiente. A otimização multiobjetivo é, por vezes, chamada de otimização vetorial,

porque um vetor de objetivos é otimizado em vez de um único objetivo.

2.1 Método dos Pesos

O método dos pesos (ou soma ponderada) consiste em combinar as funções objetivos

em uma única função objetivo por meio de um vetor de pesos w, e as suas restrições iniciais.

Em outras palavras, o problema multiobjetivo é transformado em um problema mono-objetivo.

Assim, um método de otimização mono-objetivo é utilizado para gerar soluções.

Matematicamente, a função objetivo segundo o método dos pesos, pode ser apresentada

como em (8).

max z (x) =
∑p

i=1wizi (x) (8)

s.a. a x ∈ X.

Em problemas com conjuntos convexos, o algoritmo gera diferentes retas suportes defi-

nidas pelos pesos wi. Já em conjuntos não-convexos, nem todos os pontos não dominados as

admitiriam, e assim, não geraria todas a soluções não dominadas.

3 Modelo Multiobjetivo de Planejamento Radioterápico

Um importante problema de aplicação envolvendo múltiplos objetivos é relacionado ao

tratamento radioterápico, o qual consiste determinar a quantidade da dose de radiação x, cuja

unidade de medida é o Gray (Gy), a ser emitida em um tumor de modo que seja a mais próxima

da prescrita pelo médico e que atinja minimamente os demais tecidos (Ehrgott; Holder, 2009).

O problema é modelado considerando uma região do corpo humano obtido de um corte

de imagem tomográfica, que é segmentada e discretizada. As regiões são representadas por uma

rede de pixels, no caso de uma imagem bidimensional, ou uma grade de voxels, quando se tem
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uma imagem em 3D, onde cada pixel ou voxel é considerado parte de tecido saudável, nobre ou

do tumor, como mostrado na Figura 1.

Figura 1: Segmentação e Discretização (Goldbarg,2009)

Para a contrução do modelo parte-se do fato de que k ângulos (feixes) de radiação são

previamente definidos, bem como alguns subângulos (subfeixes). Também assume-se conhe-

cida a matriz de dose (D), constrúıda considerando cortes de imagens tomográficas, contendo

informações de atenuação de radiação nos tecidos, que é emitida pelos feixes.

Uma formulação matemática genérica para o problema é apresentado por Craft et. al.

(2014). O modelo geral considera a matriz de absorção de doseD, cujas linhas contem informação

da absorção de dose em cada voxel segundo um conjunto de subfeixes (colunas da matriz),

oriundo de todos os feixes considerados no problema. Ou seja, a matriz D é uma concatenação

das matrizes individuais de cada feixe. Seja x o vetor das fluências de dose dos j subfeixes e d

o vetor de dose nos voxels. O conjunto C representa um conjunto de restrições relacionadas a

limites de dose para os diferentes tecidos. O problema escrito na forma matricial é dado em (9).

Min f (d) (9)

s.a. Dx = d (10)

d ∈ C

x ≥ 0

A função objetivo pode ser escrita de diversas maneiras, uma delas é apresentada por

Holder(2003) que considera a minimização de desvios de dose nos tecidos. Exemplos numéricos

foram estudados, elaborados e implementados usando os softwares Scilab e Lingo. Os resultados

apresentados em Lima (2015).

Um modelo espećıfico considerando uma função objetivo linear, poderia ser escrito esco-

lhendo f(d) como sendo a dose média para uma determinada estrutura (orgãos nobres, saudáveis

ou de tumor). Considere como função objetivo, a minimização da dose média que atingirá os
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tecidos nobres (dN ) e os tecidos saudáveis (dS) e maximização da dose média recebida pelo

tumor (dT ), o problema multiobjetivo poderia ser escrito, segundo o Método dos Pesos como:

Min dNx (11)

Min dSx (12)

Max dTx (13)

s.a. DTx > dit (14)

DNx ≤ dsn (15)

DSx ≤ dss (16)

x ≥ 0

Onde,

(a) dN , dS e dT são vetores que indica a atenuação média de dose nos pixels nobres, saudáveis

e de tumor, que são atingidos por cada subfeixe.

(b) x é o vetor que quantifica a emissão de radiação de cada subfeixe j.

(c) DN(q×j) é a matriz de de atenuação de dose para os tecidos nobres, DT(r×j) é a matriz de de

atenuação de dose para os tecidos de tumor.

(d) dit é o vetor que indica os limites de dose inferior para tecidos de tumor, dsn é o vetor que

indica os limites de dose superior para tecidos nobres e dss é o vetor que indica os limites

de dose superior para tecidos saudáveis.

As Restrições (14) indicam que os tecidos de tumor não podem receber dose inferior a

dit. As Restrições 15 e 16 indicam os limites superior de dose para tecidos nobres e saudáveis.

Este tipo de problema pode admitir várias soluções pareto-ótimas e por isto, é necessário

a análise do decisor que terá a opção de escolher uma solução que seja intermediária.

4 Resultados Numéricos

Os testes numéricos que apresentamos a seguir refere-se a um problema de planejamento

de tratamento radioterápico para um caso fict́ıcio de câncer descrito por Craft et.al. (2014). Em

seu artigo, ele chama este caso de TG119.

O modelo implementado é apresentado em (17), já escrito segundo o método dos pesos.

Min f (d) = w1dNx+ w2dSx− w3dTx (17)
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s.a. DTx > dit (18)

x ≥ 0

onde wi, i = 1, 2, 3, indicam os pesos atribúıdos para cada objetivo. Os valores mı́nimos para

dose em tecidos de tumor foram dit = 1. Os dados para este caso constam na Tabela 1.

Tabela 1: Dados de entrada para o caso TG119

Número de feixes 5

Número de subfeixes 418

Número de voxels de tumor 7429

Número de voxels de tecidos nobres 1280

Número de voxels de tecidos saudáveis 599440

Este modelo um total de 418 variáveis e 7429 restrições. A Fronteira de Pareto gerada

para diferentes vetores de peso, considerando os valores para as funções objetivo relacionada a

tecidos nobres (eixo x) e tecidos de tumor (eixo y) é mostrada na Figura 2. Observa-se o que

ocorre em problemas multiobjetivos, um ponto bom para um problema de minimização não o

é para o problema de maximização. Dáı a importância do decisor no processo de escolha de

solução.

Figura 2: Fronteira de Pareto
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A Figura 3 mostra a região tomográfica (CT) para o problema otimizado segundo Teste

1, que considera pesos iguais na função objetivo, e a Figura 4 mostra a região tomográfica (CT)

para o Teste 2, que considera peso igual a zero para a função objetivo relacionada a tecidos de

tumor e peso igual para os demais tecidos. Observe que quando se dá o mesmo peso para os três

objetivos, a região de tumor é atingida e tecidos nobres e saudáveis procuram ser preservados,

mas quando se retira a função objetivo (não há prioridade) relacionada a tecidos de tumor, a

dose entregue nos voxels de tumor é bem menor.

Figura 3: Região CT - Teste 1 Figura 4: Região CT - Teste 2

5 Conclusões

Devido o grande avanço tecnológico, tornou-se posśıvel obter imagens em 3D do interior

do paciente com câncer e isto contribuiu significativamente para o avanço de pesquisas sobre o

assunto incluindo a otimização matemática para o planejamento do tratamento do câncer.

O objetivo deste trabalho foi o estudo de otimização multiobjetivo, modelos e exemplos

de aplicações em áreas promissoras de pesquisa, como em problemas de tratamento radioterápico.

Os testes computacionais realizados com dados apresentados na literatura (Craft, 2014),

é um caso próximo da realidade, pois se trabalhou com dados de imagens tomográficas reais e

permitiu observar a importância da teoria estudada. Devido a localização da região tumoral,

percebemos a dificuldade de realização de planos de tratamento, principalmente planos otimi-

zados. No caso TG119 observamos que a mudança do vetor de pesos modifica os resultados,

deixando para o decisor a escolha da opção a ser utilizada.



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Resumo: Neste trabalho estudaremos definições para derivadas fracionárias,
segundo Riemann-Liouville e Caputo; a definição de integral fracionária para
Riemann-Liouville e as versões fracionárias do Teorema Fundamental do
Cálculo, segundo Riemann-Liouville e Caputo. Para chegarmos ao Teorema
Fundamental do Cálculo Fracionário, faremos um estudo preliminar sobre a
definição de função gamma e do produto de convolução. Também estudare-
mos a Lei dos Expoentes para derivadas e integrais de ordem fracionária na
versão de Riemann-Liouville.

Palavras-chave: Riemann-Liouville; Cálculo fracionário.

1 Função gamma

Definição 1 (Função gamma). A integral imprópria abaixo é chamada de função gamma de x.

Γ(x) =

∫ ∞
0

t(x−1)e−tdt.

Essa definição foi usada por Euler em seu texto Institutiones calculi integralis, em 1768.

Algo interessante a se destacar sobre a função gamma é o seu comportamento fatorial quando

restrita ao conjunto dos naturais, motivo pelo qual é chamada de fatorial generalizado.

Proposição 2 (Fatorial Generalizado). Considere a função gamma de x,então, ∀n ∈ R vale,

Γ(n+ 1) = nΓ(n).

Se n ∈ N, então

Γ(n) = (n− 1)!.

Prova. Iniciaremos provando a primeira parte do teorema, em seguida usaremos o Prinćıpio da

Indução Finita para demonstrar a segunda. Usando integração por partes,

Γ(n+ 1) =

∫ ∞
0

tne−tdt

= −tne−t
∣∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

ntn−1e−tdt

1O autor agradece o apoio financeiro oferecido pelo CNPq através da bolsa de iniciação cient́ıfica.
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= − lim
t→∞

( tn
et

)
+

∫ ∞
0

ntn−1e−tdt

= n ·
∫ ∞
0

tn−1e−tdt

Γ(n+ 1) = nΓ(n).

Agora, mostraremos que a segunda parte do teorema é válida, mostrando primeiramente, que

vale para n = 1.

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−tdt

= −e−t
∣∣∣∞
0

= lim
t→∞

(
− e−t

)
+ 1

Γ(1) = 1 = 0!.

Agora, supomos que vale qualquer valor de n, ou seja, Γ(n) = (n− 1)! e mostraremos que vale

para n+ 1, usando o fato provado na primeira parte do teorema.

Γ(n+ 1) = nΓ(n)

= n(n− 1)!

= n!

2 Produto de convolução

Definição 3 (Convolução). Sejam f e g duas funções, chamamos de produto de convolução de

f e g, denotada por (f ∗ g)(x), a integral abaixo,

(f ∗ g)(x) =

∫ x

0
f(u) · g(x− u)du,

desde que ela exista.

3 Integral fracionária por Riemann-Liouville

Definição 4 (Integral fracionária por Riemann-Liouville). Sejam ν um número real maior que

zero, f uma função cont́ınua por partes em (0,∞) e integrável em qualquer subintervalo de
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[0,∞). Então para t > 0 definimos a Integral de ordem ν de Riemann-Liouville da função f ,

denotada por Jνf(t) como sendo:

Jνf(t) =
1

Γ(ν)

∫ t

0
(t− s)ν−1f(s)ds.

Exemplo 1 Calcular Jνtn, com n > 0.

Jνtn =
1

Γ(ν)

∫ t

0
(t− s)ν−1snds

=
1

Γ(ν)

∫ t

0

[
t
(

1− s

t

)]ν−1
snds,

fazendo u =
s

t
, temos

du

ds
=

1

t
⇒ ds = tdu,

Jνtn =
1

Γ(ν)

∫ 1

0

[
t
(

1− u
)]ν−1

(ut)ntdu

=
1

Γ(ν)

∫ 1

0
tν+n(1− u)ν−1undu

=
tν+n

Γ(ν)

∫ 1

0
un(1− u)ν−1du,

realizando outra mudança de variável, u = sen2θ, obtemos
du

dθ
= 2senθcosθ,

Jνtn = 2
tν+n

Γ(ν)

∫ π
2

0
sen2n+1θcos2ν+1θdθ

Definiremos uma função B(a, b) = 2
∫ π

2
0 sen2a−1θcos2b−1θdθ. Considere Γ(p)Γ(q):

Γ(p)Γ(q) =

∫ ∞
0

e−uup−1du

∫ ∞
0

e−vvq−1dv

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(u+v)up−1vq−1dudv,

trocando novamente as variáveis, u = x2 ⇒ du

dx
= 2x e v = y2 ⇒ dv

dy
= 2y,

Γ(p)Γ(q) = 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(x
2+y2)x2p−2y2q−2xydxdy

= 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(x
2+y2)x2p−1y2q−1dxdy,

agora, introduzindo coordenadas polares x = rcosθ, y = rsenθ, temos:

Γ(p)Γ(q) = 4

∫ π
2

0

∫ ∞
0

e−r
2
(rcosθ)2p−1(rsenθ)2q−1rdrdθ

= 4

∫ π
2

0

∫ ∞
0

e−r
2
r2p+2q−1cos2p−1θsen2q−1θdrdθ

= 2
(

2

∫ π
2

0
sen2q−1θcos2p−1θdθ

)(∫ ∞
0

e−r
2
r2p+2q−1dr

)
= 2B(q, p)

∫ ∞
0

e−r
2
r2p+2q−1dr,
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sendo t = r2 ⇒ dt

dr
= 2r, temos

Γ(p)Γ(q) = B(q, p)

∫ ∞
0

e−ttp+q−1dt,

donde segue que

Γ(p)Γ(q) = B(q, p)Γ(p+ q)⇒ B(q, p) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
,

voltando ao ponto no qual definimos B(a, b)

Jνtn =
tν+n

Γ(ν)
B(n+ 1, ν)

=
tν+n

Γ(ν)

Γ(ν)Γ(n+ 1)

Γ(ν + n+ 1)

Jνtn =
Γ(n+ 1)

Γ(ν + n+ 1)
tν+n.

4 Lei dos expoentes para integrais fracionárias de Riemann-

Liouville

No cálculo tradicional, onde as ordens de integração são inteiras, o operador integral

possui uma propriedade importante, sabemos que

JnJm = Jn+m,

onde n,m ∈ N. Essa equação é chamada de Lei dos Expoentes para integrais, nesta seção iremos

provar a Lei dos Expoentes para integrais fracionárias de Riemann-Liouville. Queremos mostrar

que para α, β ≥ 0 vale

JαJβ = Jα+β.

Proposição 5 (Lei dos Expoentes para integrais fracionárias de Riemann- Liouville). Sejam

Jαf(t), Jβf(t), integrais de Riemann-Liouville de ordem α e β de f(t), então vale:

JαJβf(t) = Jα+βf(t).

Prova. Vimos anteriormente que:

Jαf(t) =
1

Γ(α)
tα−1 ∗ f(t),

então, vamos definir a função auxiliar:

Φα(t) =
1

Γ(α)
tα−1,
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com α > 0, onde Φ é nula para t < 0. Deste modo

Jαf(t) = Φα(t) =
1

Γ(α)
tα−1 ∗ f(t),

com α > 0, vamos mostrar que Φα(t) ∗Φβ(t) = Φα+β(t). Da definição de produto de convolução

temos

Φα(t) ∗ Φβ(t) =

∫ t

0

sα−1

Γ(α)

(t− s)β−1

Γ(β)
ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0
sα−1tβ−1

(
1− s

t

)β−1
ds

=
tβ−1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0
sα−1

(
1− s

t

)β−1
ds,

fazendo a mudança de variável u =
s

t
⇒ du

ds
=

1

t
⇒ tdu = ds,

Φα(t) ∗ Φβ(t) =
tβ−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0
(ut)α−1(1− u)β−1tdu

=
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0
uα−1(1− u)β−1du,

notemos que a integral acima é justamente a definição da função B(α, β) usada no Exemplo 1,

apenas realizando a mudança de variáveis u = sen2(t)⇒ du

dt
= 2sen(t)cos(t), visto que

∫ 1

0
uα−1(1− u)β−1du = 2

∫ π
2

0
sen2α−1θcos2β−1θdθ

então usaremos o mesmo resultado obtido anteriormente,

Φα(t) ∗ Φβ(t) =
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)
B(α, β)

=
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)

=
tα+β−1

Γ(α+ β)

= Φα+β(t).

Escrevendo JαJβf(t) como um produto de convolução

JαJβf(t) = Φα ∗ Jβf(t)

= Φα(t) ∗ Φβ(t) · f(t)

= Φα+β(t) ∗ f(t)

= Jα+βf(t).
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5 Derivada fracionária por Riemann-Liouville

Definição 6 (Derivada fracionária por Riemann-Liouville). Seja µ ∈ R∗+, m o menor inteiro

maior que µ e ν = m − µ, de modo que 0 < ν ≤ 1. A derivada fracionária de ordem µ por

Riemann-Liouville de f(x), com x > 0 é

Dµ
RL = Dm[Jνf(x)],

onde Dm é a derivada de ordem m inteira e Jν é a integral fracionária de ordem ν de Riemann-

Liouville.

Exemplo 2 Calcular D
1
2
RLt.

D
1
2
RLt = D1J

1
2 t,

como vimos no Exemplo 1, a integral acima vale

D
1
2
RLt = D1 Γ(2)

Γ(
5

2
)
t

3
2

=
3Γ(2)

2Γ(
5

2
)
t

1
2 ,

de acordo com a propriedade da função gamma provada na Proposição 2, temos

D
1
2
RLt =

3 · 1

2
3

4

√
π
t

1
2

=
2√
π
t

1
2

=
2
√
πt

π
.

6 Derivada fracionária por Caputo

Definição 7 (Derivada fracionária por Caputo). Seja µ ∈ R∗+, m o menor inteiro maior que µ

e ν = m− µ, de modo que 0 < ν ≤ 1. A derivada fracionária de ordem µ por Caputo de f(x),

com x > 0 é

Dµ
C = Jν [Dmf(x)]

novamente, Dm é a derivada de ordem m inteira e Jν é a integral fracionária de ordem ν de

Riemann-Liouville.

Exemplo 3 Calcular D
1
2
Ct.

D
1
2
Ct = J

1
2D1t
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= J

1
2 1,

pelo Exemplo 1, temos

D
1
2
Ct =

Γ(1)

Γ(32)
t

1
2 ,

pelo fato provado na Proposição 2,

D
1
2
Ct =

1
√
π
2

t
1
2

=
2√
π
t

1
2

=
2
√
πt

π
.

7 Lei dos Expoentes para derivadas fracionárias de Riemann-

Liouville

Novamente do cálculo tradicional, com ordens de derivação inteiras, o operador derivada

possui a seguinte propriedade chamada de Lei dos expoentes para derivadas:

DnDm = Dn+m,

onde n,m ∈ N. No entanto, para a derivada de ordem fracionário, esta igualdade não se cumpre

em todos os casos. Podem ser dados alguns contra exemplos para mostrar isso, mas apenas

citaremos os casos que podem ocorrer na definição dada por Riemann-Liouville:

Dα
RLD

β
RL = Dβ

RLD
α
RL 6= Dα+β

RL

Dα
RLD

β
RL 6= Dβ

RLD
α
RL = Dα+β

RL

onde α, β ≥ 0.

8 Riemann-Liouville

Proposição 8 (Teorema fundamental do cálculo fracionário por Riemann-Liouville). Sejam

α ∈ R∗+ e n ∈ N∗ tais que n − 1 ≤ α < n. Suponha f uma função cont́ınua em um intervalo

[a, b], então para t ∈ [a, b], então

Dα
RL[Jαf(t)] = f(t)

e se Dα
RLf(t) existir e for integrável, então

Jα[Dα
RLf(t)] = f(t)−

n∑
k=1

(t− α)α−k

Γ(α− k + 1)
(Dn−k(Jn−αf))(a).
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Prova. Para a primeira parte do teorema, pela Definição 6 e a Proposição 5, temos

Dα
RL[Jαf(t)] = Dn[Jn−α(Jαf(t))]

= Dn[Jn−α+αf(t)]

= Dn[Jnf(t)]

= f(t).

Para a segunda igualdade, temos

Jα[Dαf(t)] =
1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1Dα

RLf(s)ds

=
d

dt

[ ∫ t

a
(t− s)αDα

RLf(s)ds
]
.

Mas temos que

1

Γ(α+ 1)

∫ t

a
(t− s)αDα

RLf(s)ds =
1

Γ(α+ 1)

∫ t

a
(t− s)α dn

dsn

[
Jn−αf(s)

]
ds,

integrando por partes, fazendo u(s) = (t−s)α e dv
ds = dn

dsn [Jn−αf(s)] e obtendo du
ds = −α(t−s)α−1

e v(s) = dn−1

dsn−1 [Jn−αf(s)], usando também a Proposição 2 chegamos a

1

Γ(α+ 1)

∫ t

a
(t− s)αDα

RLf(s)ds =
1

Γ(α+ 1)

[
(t− s)α dn−1

dsn−1
[Jn−αf(s)

]t
s=α

+
α

Γ(α+ 1)

∫ t

a
(t− s)α−1 dn−1

dsn−1
[Jn−αf(s)]ds

= − (t− a)α

Γ(α+ 1)

(dn−1[Jn−αf ]

dtn−1

)
(a)

+
1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1 dn−1

dsn−1
[Jn−αf(s)]ds.

Integrando por partes novamente, obtemos,

1

Γ(α+ 1)

∫ t

a
(t− s)αDα

RLf(s)ds = − (t− a)α

Γ(α+ 1)

(dn−1[Jn−αf ]

dtn−1

)
(a)

+
1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1 dn−1

dsn−1
[Jn−αf(s)]ds

= − (t− a)α

Γ(α+ 1)

(dn−1[Jn−αf ]

dtn−1

)
(a)

− (t− a)α−1

Γ(α)

(dn−2[Jn−αf ]

dtn−2

)
(a)

+
1

Γ(α− 1)

∫ t

a
(t− s)α−2 dn−2

dsn−2
Jn−αf(s)ds,

integrando por partes repetidamente até que não hajam mais derivadas em s, temos

1

Γ(α+ 1)

∫ t

a
(t− s)αDα

RLf(s)ds = − (t− a)α

Γ(α+ 1)

(dn−1[Jn−αf ]

dtn−1

)
(a)

− (t− a)α−1

Γ(α)

(dn−2[Jn−αf ]

dtn−2

)
(a)
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− · · · − (t− α)α−n+1

Γ(α− n+ 2)
(Jn−αf)(a)

+
1

Γ(α− n+ 1)

∫ t

a
(t− s)α−nJn−αf(s)ds

= −
n∑
k=1

(t− a)α−k+1

Γ(α− k + 2)

(dn−kJn−αf

dtn−k

)
(a) + Jα−n+1Jn−αf(t)

= J1f(t)−
n∑
k=1

(t− a)α−k+1

Γ(α− k + 2)

(dn−kJn−αf

dtn−k

)
(a).

Voltando ao ińıcio de nossa prova, temos

Jα[Dαf(t)] =
d

dt

[ ∫ t

a
(t− s)αDα

RLf(s)ds
]

=
d

dt
J1f(t)− d

dt

n∑
k=1

(t− a)α−k+1

Γ(α− k + 2)

(dn−kJn−αf

dtn−k

)
(a)

= f(t)−
n∑
k=1

(α− k + 1)(t− a)α−k

Γ(α− k + 2)

(dn−k[Jn−αf ]

dtn−k

)
(a)

= f(t)−
n∑
k=1

(t− a)α−k

Γ(α− k + 1)

( dn−k

dtn−k
[Jn−αf ]

)
(a).

9 Caputo

Agora o teorema fundamental do cálculo na versão de Caputo. Como na versão de

Riemann-Liouville também temos Dα
C [Jαf(t)] = f(t) e portanto vamos nos concentrar na se-

gunda expressão. Esta difere do resultado da seção anterior.

Proposição 9 (Teorema fundamental do cálculo fracionário por Caputo). Sejam α ∈ R∗+ e

n ∈ N∗ tais que n− 1 ≤ α < n. Se f possuir derivada de ordem n cont́ınua em [a, b], então

Jα[Dα
Cf(t)] = f(t)−

n∑
k=0

(t− a)k

k!
f (k)(a).

Prova. Temos que

Jα[Dα
Cf(t)] = Jα[Jn−α

dn

dtn
f(t)]

= Jn[
dn

dtn
f(t)]

=
1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− s)n−1 dn

dsn
f(s)ds.

Integrando por partes chegamos a

Jα[Dα
Cf(t)] =

1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− s)n−1 dn

dsn
f(s)ds



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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=
1

(n− 1)!

[
(t− s)n−1 dn−1

dsn−1
f(s)

]t
s=a

+
(n− 1)

(n− 1)!

∫ t

a
(t− s)n−2 dn−1

dsn−s
f(s)ds

= −(t− a)n−1

(n− 1)!

(dn−1f

dsn−1

)
(a) +

1

(n− 2)!

∫ t

a
(t− s)n−2 dn−1

dsn−1
f(s)ds.

Integrando por partes novamente,

Jα[Dα
Cf(t)] = −(t− a)n−1

(n− 1)!

(dn−1f

dsn−1

)
(a) +

1

(n− 2)!

∫ t

a
(t− s)n−2 dn−1

dsn−1
f(s)ds

= −(t− a)n−1

(n− 1)!

(dn−1f

dsn−1

)
(a) +

1

(n− 2)!

[
(t− s)n−2 dn−2

dsn−2
f(s)

]t
s=a

+
(n− 2)

(n− 2)!

∫ t

a
(t− s)n−3 dn−2

dsn−2
f(s)ds

= −(t− a)n−1

(n− 1)!

(dn−1f

dsn−1

)
(a)− (t− a)n−2

(n− 2)!

(dn−2f

dsn−2

)
(a)

+
1

(n− 3)!

∫ t

a
(t− s)n−3 dn−2

dsn−2
f(s)ds.

Repetindo o processo até a última derivada em s, temos

Jα[Dα
Cf(t)] = −(t− a)n−1

(n− 1)!

(dn−1f

dsn−1

)
(a)− (t− a)n−2

(n− 2)!

(dn−2f

dsn−2

)
(a)

− · · · − (t− a)

1!

(df

ds

)
(a) +

1

0!

∫ t

a

d

ds
f(s)ds

= −(t− a)n−1

(n− 1)!

(dn−1f

dsn−1

)
(a)− (t− a)n−2

(n− 2)!

(dn−2f

dsn−2

)
(a)

− · · · − (t− a)

1!

(df

ds

)
(a) + f(t)− f(a)

= f(t)−
n−1∑
k=0

(t− a)k

k!
f (k)(a).
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Campinas, 2009.

DANNON, H. Vic.. The fundamental theorem of the fractional calculus, and the meaning of

fractional derivatives. Gauge Institute Journal, Minneapolis, p.1-26, fev. 2009.

PODLUBNY, I.. Fractional differential equations. 198. ed. Kosice: Academic Press, 1999.

RAHIMY, M.. Applications of fractional differential equations. Applied Mathematical

Sciences, Vol. 4, 2010, No. 50, 2453-2461.



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Resumo: As Tendências em Educação Matemática (Resolução de Proble-
mas, Modelagem Matemática, Tecnologias em Educação Matemática, Etno-
matemática, Investigação Matemática e História da Matemática) estão pre-
vistas nas Diretrizes Curriculares para o ensino de Matemática do Estado
do Paraná. Acredita-se que uma proposta metodológica, fundamentada nas
Tendências em Educação Matemática faça a diferença na compreensão, no
significado e aplicação do conhecimento matemático, e seja capaz de tor-
nar a matemática uma disciplina agradável, mais fácil de aprender e de ser
ensinada. Assim no presente trabalho argumentaremos sobre como essas
Tendências se relacionam e consequentemente como podem vir a contribuir
significativamente no processo ensino aprendizagem se utilizadas de forma
adequada. Ressaltamos em nosso trabalho que todas elas podem estão inter-
ligadas, não havendo necessidade que o professor as utilize separadamente,
mas sim há a possibilidade de interligar essas Tendências, pois se acredita que
a educação inovadora pode ser um caminho para alcançar a aprendizagem,
sendo a sala de aula o local estimulante para que aluno possa mostrar sua
criatividade e seu potencial.

Palavras-chave: Tendências em Educação Matemática; processo ensino
aprendizagem.

1 Introdução

Podemos observar que a Matemática é a disciplina que mais faz “inimigos”, muitos

alunos do ensino básico não gostam dela justamente por não terem aprendido conceitos básicos

dessa ciência, necessários para a construção de novos conceitos ou até mesmo não entenderem

alguns procedimentos práticos utilizados na resolução de problemas e exerćıcios. Na busca de

proporcionar um ensino de matemática mais significativo, surgem as Tendências em Educação

Matemática. Elas estão previstas nas Diretrizes Curriculares para o ensino de Matemática
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do Estado do Paraná (DCE) (PARANÁ, 2008). Acredita-se que uma proposta metodológica,

fundamentada nas Tendências em Educação Matemática possibilite uma melhor compreensão

e torne a construção do conhecimento matemático mais significativo e seja capaz de tornar a

matemática uma disciplina agradável, fácil de aprender e de ser ensinada.

Apresentaremos neste trabalho como as Tendências da Educação Matemática se relacio-

nam e o que as mesmas apresentam em comum; os aspectos motivacionais, o papel do professor

e do aluno.

2 As Tendências em Educação Matemática

Em geral as aulas de Matemática são trabalhadas da mesma forma como era no século

passado, a chamada metodologia Tradicional, de modo que torna dif́ıcil despertar no aluno,

o qual vivencia nessa sociedade tecnológica, o interesse pelos conteúdos programáticos desen-

volvidos em sala de aula. Assim faz-se necessária uma atitude de mudança. Nesse sentido,

as Tendências em Educação Matemática, orientadas pelas DCEs, (Resolução de Problemas,

Modelagem Matemática, Tecnologias em Educação Matemática, Etnomatemática, Investigação

Matemática e História da Matemática) propõem novas formas de ensinar e aprender Matemática.

Na utilização destas Tendências vê-se a importância de um bom planejamento por parte

do professor, pois é preciso sair de sua “zona de conforto”, o que gera uma “quebra de rotina”,

fugindo das metodologias tradicionais que são baseadas na reprodução do conteúdo presente no

livro didático. Para isso faz-se necessário uma prévia preparação de sua aula refletindo sobre as

diversas situações e dúvidas que podem vir a surgir, buscando evitar imprevistos para propiciar

aos alunos uma aprendizagem significativa.

Vemos a importância desse planejamento também na fala de Carneiro e Passos (2014, p.

104) quando falam da utilização de Tecnologias em Educação Matemática:

O professor deve estar preparado para enfrentar muitos imprevistos, questões e
dúvidas às quais poderá não saber responder, muito mais que em aulas sem as
tecnologias. [...]. Existe necessidade da formação cont́ınua do professor, pois as
TIC permitem novas formas de abordar os conteúdos, o que requer um maior
domı́nio da matéria, assim como o conhecimento técnico.

Ainda segundo Fernando Carneiro e Cármen Lúcia Brancaglion Passos (2014) a utilização

de tecnologias auxilia na formação do cidadão, ou seja, levando o estudante a refletir sobre

aspectos sociais, poĺıticos, culturais, entre outros. Segundo os Parâmetros Curriculares Nacionais

(PCN) (1998, p. 140, apud CARNEIRO, PASSOS, 2014, p. 102) “a tecnologia deve servir para

enriquecer o ambiente educacional, propiciando a construção de conhecimentos por meio de uma
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atuação ativa, cŕıtica e criativa por parte de alunos e professores”.

Além disso, em todas as Tendências faz-se necessário um papel ativo do aluno, pois, por

exemplo, em uma aula que se faz uso de Tecnologias de Informação e Comunicação (TIC), se-

gundo Carneiro e Passos (2014) a dinâmica da sala é alterada, os alunos trabalham em equipes e

“as possibilidades de elaboração de conhecimentos são muito diferentes das produzidas em aulas

sem as TIC, porque o estudante é um participante ativo desse processo”. Dessa forma, professor

e aluno tornam-se atores cooperativos, desenvolvem-se e constroem novos conhecimentos. A

relação professor-aluno toma uma dimensão diferente daquela que ocorre normalmente na sala

de aula, em que o professor é a autoridade e o detentor do conhecimento, pois a construção do

conhecimento se dá por meio do trabalho em conjunto, ambos são responsáveis pela aprendiza-

gem. O professor precisa participar de forma ativa do processo de construção do conhecimento

do aluno, sendo um mediador, motivador e orientador da aprendizagem.

Do ponto de vista da História da Matemática, um fator positivo acerca da abordagem

histórica dos conteúdos matemáticos, segundo Silva e Ferreira (2011, apud LOPES, FERREIRA,

2013), é permitir ao docente a previsão dos posśıveis erros dos alunos. De acordo com Berlinghoff

e Gouvêa (2008, apud LOPES, FERREIRA, 2013), entender que muitas pessoas tinham dificul-

dades em lidar com certos assuntos matemáticos, mesmo depois de um tempo de divulgação de

suas ideias básicas, “nos ajuda a compreender as dificuldades que os estudantes possam ter. Sa-

ber como foram superadas essas dificuldades historicamente também pode indicar um modo de

ajudar os estudantes a superarem tais obstáculos” (p. 3). Assim, estratégias e questionamentos

podem ser preparados antecipadamente pelo professor, promovendo sua postura como mediador

entre o saber e o aluno.

O resgate da história dos saberes matemáticos ensinados no espaço escolar, proporcio-

nado pela História da Matemática traz a construção de um olhar cŕıtico sobre o assunto em

questão, proporcionando reflexões acerca do conhecimento matemático e sua relação com a rea-

lidade já que podemos associar o surgimento de grande parte dos conhecimentos matemáticos às

necessidades do ser humano. Como recurso em sala de aula, os PCN afirmam que a História da

Matemática contribui para a construção de um olhar mais cŕıtico aos objetos de conhecimento.

Além disso, conceitos abordados em conexão com sua história constituem-se véıculos

de informação cultural, sociológica e antropológica de grande valor formativo. “A História

da Matemática é, nesse sentido, um instrumento de resgate da própria identidade cultural”.

(BRASIL, 1997, p.34 apud LOPES, FERREIRA, 2013). Lopes e Ferreira afirmam que a História

da Matemática motiva os alunos no estudo, uma vez que eles podem comparar processos do

passado com os do presente, apontando sobre a evolução de um determinado conteúdo, o que



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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contribui para quebrar o mito de uma matemática pronta e acabada, que não depende dos

esforços humanos.

Também cabe ao professor a formação cŕıtica dos seus alunos e as Tendências podem

vir a auxiliar para que eles entendam seu papel na sociedade podendo exercer sua cidadania.

Ubiratan D’ Ambrósio enfatiza isso quando fala do papel do Programa Etnomatemática, pois

ele cumpre o papel de formar jovens e adultos nos aspectos tanto cŕıticos como de exercer a sua

cidadania. Dessa forma, o autor salienta que deve ser pensado um novo curŕıculo voltado para

o desenvolvimento da criatividade e da curiosidade para que exista uma postura cŕıtica e de

questionamento constante. Dessa forma, a matemática ensinada nas escolas deixaria de ter um

caráter perverso e alienante (D’AMBROSIO, 2008) e passaria a ser mais acesśıvel, mostrando a

sua importância nos aspectos social, poĺıtico, econômico e ideológico.

A etnomatemática defende que cabe ao professor se preparar para agir com novas

dinâmicas, buscando aproximar a Matemática à realidade dos alunos, com um olhar mais amplo

e com práticas que acolham os saberes e fazeres em todo contexto sociocultural dos alunos. Pois

assim poderá caminhar lado a lado com seu educando, ajudando-o na construção do conheci-

mento.

Referindo-se à Modelagem Matemática os seguintes autores afirmam:

No ambiente de Modelagem, o aluno é incentivado a trabalhar em grupo, pos-
sibilitando o conv́ıvio social e o desenvolvimento do senso de cooperação, res-
ponsabilidade, criticidade e comunicação oral entre os membros do grupo. (SO-
NEGO, 2009, p. 21 apud QUARTIERI; KNIJNIK, 2012).

Caldeira (2005, apud KLÜBER, BURAK, 2008) em sua proposta, diz que há, enquanto

aprendizagem e uso de Modelagem, uma abrangência maior do que o simples ensino de conteúdos

de matemática. Incitam-se decisões concernentes à participação dos alunos e professores como

cidadãos e agentes de mudança da comunidade em que estão inseridos.

Biembengut (1999, p. 36 apud KLÜBER, BURAK, p. 24, 2008) defende que a mode-

lagem é “um caminho para despertar no aluno o interesse por tópicos matemáticos que ainda

desconhece, ao mesmo tempo que aprende a arte de modelar, matematicamente”.

A Modelagem, proporciona ao aluno ser co-construtor do seu conhecimento, pois apre-

senta problemas diários dos estudantes onde estes são convidados a investigar por meio da

Matemática a solução para os problemas, permitindo que o conhecimento matemático se torne

mais interessante e estimulante.

Acerca da Resolução de problemas e da Investigação matemática, pode-se despertar a

criticidade de alunos, partindo de problemas sociais, poĺıticos e econômicos que envolvam a
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Matemática.

A estratégia de Resolução de Problemas, no ensino da Matemática, deve voltar-se para

o desenvolvimento do pensamento criador, visto atualmente a sociedade vem exigindo cada

vez mais do ser humano sua capacidade criativa, buscando novos caminhos matemáticos para

solucionar os problemas com que possam se deparar em seu cotidiano. É preciso tornar os alunos,

pessoas capazes de enfrentar situações e contextos variáveis, que exijam deles a aprendizagem

de novos conhecimentos e habilidades. Nesse sentido, um dos véıculos mais acesśıveis pode vir

a ser a resolução de problemas.

O professor deve ser capaz de estabelecer um espaço de discussão oral, onde o educando

seja levado a elaborar estratégias, apresentar hipóteses, fazendo o registro das soluções encon-

tradas. Isto vem favorecer o pensamento matemático, passando a ser uma ação criativa. O

aluno pode resolver o problema através da oralidade, do desenho até chegar a possibilidade de

utilização dos critérios formais impostos pelas regras matemáticas.

Investigar é descobrir o que não se sabe. É esse o esṕırito de uma proposta pedagógica de

Investigação Matemática. Nesse processo o aluno é conduzido a investigar, a fazer conjecturas,

a realizar provas e refutações, discutindo os seus argumentos com colegas e professor. Nessa

proposta, a investigação é encaminhada na resolução de problemas ou exerćıcios. Na investigação

o aluno é conduzido ao prazer da descoberta, motivado por um problema em aberto que poderá

apresentar diferentes formas de resolução.

Na Resolução de Problemas e na Investigação Matemática, o professor tem o papel

de encaminhar as atividades e certificar-se de que os alunos entenderam o que foi proposto

e acompanhar o desenvolvimento do trabalho, não dando respostas imediatas em relação às

dúvidas que surgirem, mas colocar outras questões fazendo com que os alunos reflitam, também

o professor precisa estar atento ao desenvolvimento das atividades para que os alunos possam

evoluir e se necessário intervir direcionando-os para que o objetivo da aula seja alcançado.

3 Relações entre as Tendências em Educação Matemática

As seis Tendências da Educação Matemática analisadas estão todas interligadas. Perce-

bemos que há um forte v́ınculo entre Resolução de Problemas, Modelagem e Investigação Ma-

temática. Segundo Bassanezi (2002 apud QUARTIEI, KNIJNIK, 2012) a Modelagem apresenta

como caracteŕıstica partir de uma situação-problema da realidade ou de um recorte dela e a par-

tir destes desenvolver questionamentos que possibilitam ao aluno uma atitude de investigação.
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Portanto está intimamente ligado à Resolução de Problemas e à Investigação Matemática. Ainda

vale ressaltar que esta pode ter v́ınculo com a Etnomatemática, assim como destaca Caldeira

(2009, p.38 apud QUARTIERI; KNIJNIK, 2012, p.12) a Modelagem proporciona que os conheci-

mentos possam ser “constrúıdos de acordo com os interesses sociais, poĺıticos culturais, estando

profundamente relacionado à realidade do estudante”. Esse entendimento sobre modelagem é

pautado na indagação, que não é uma simples explicitação do problema, mas uma atitude que

acompanha todo o processo de resolução. A indagação conduz à investigação, sendo essa a

busca, seleção, organização e manipulação de informações.

A Modelagem Matemática é a arte de expressar por meio da linguagem Matemática si-

tuações-problema do dia-a-dia, sendo que tem estado presente desde os tempos mais primitivos.

Ou seja, a Modelagem é tão antiga quanto à própria Matemática, surgindo de aplicações na

rotina diária dos povos antigos. A Modelagem Matemática apresenta como caracteŕıstica partir

de uma situação-problema da realidade ou de um recorte da realidade e, sobre este, desenvolver

questionamentos que possibilitam ao aluno uma atitude de investigação e uso de seus conheci-

mentos matemáticos para resolver as questões propostas. Dessa forma, a Modelagem pode estar

estritamente ligada com a História da Matemática, Investigação Matemática, Etnomatemática e

Resolução de Problemas. A Modelagem Matemática, bem como a Resolução de Problemas, po-

dem ser aliadas as Tecnologias em Educação Matemática utilizando-se ferramentas no contexto

da informática que podem vir a proporcionar aos alunos novas formas de aprender.

Na verdade, assim como a Modelagem, a Resolução de Problemas também pode ser

articulada à História da Matemática tendo visto que as regras utilizadas para resolver os pro-

blemas eram apenas ferramentas para a obtenção do resultado correto. Os problemas mais

interessantes são aqueles que nasceram no seio das necessidades de grupos sociais e culturais

(etnomatemática).

Assim, o professor pode trabalhar com Resolução de problemas buscando contribuições

em outras Tendências como a História da Matemática e a Etnomatemática, pois:

Resolver problemas é uma parte integrante de toda a aprendizagem matemática
e, assim, ela não deveria ser uma parte isolada do programa de Matemática.
[...] Os contextos dos problemas podem variar desde experiências familiares
envolvendo as vidas dos estudantes ou seu dia-a-dia na escola, até aplicações
envolvendo as ciências ou o mundo do trabalho. [...] Bons problemas dão aos
estudantes a oportunidade de solidificar e estender sua compreensão e estimular
nova aprendizagem. [...] Muitos conceitos matemáticos podem ser introduzidos
através de problemas baseados nas experiências familiares vividas pelos estu-
dantes ou de contextos matemáticos (STANDARDS, 2000, p. 52 apud Nunes,
2010, p. 82).

E ainda Carlos Vianna (2000, p. 3-4) também afirma que:
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A História da Matemática pode ser uma fonte relevante de problemas para
serem trabalhados na Resolução de Problemas, o estudo da solução dada aos
problemas reais que foram enfrentados em épocas diversas pode fornecer con-
tribuições relevantes para o desenvolvimento de técnicas de modelagem e para
o aprimoramento de modelos já elaborados, o conhecimento da História da Ma-
temática dos diversos povos entrelaça-se inevitavelmente com os trabalhos de
Etnomatemática...

A Etnomatemática também está intimamente ligada a outras Tendências entre elas a

História da Matemática, pois procura investigar o fazer matemático de diversos povos, fazendo

essa relação com a História, traz a matemática mais próxima do aluno e dessa maneira o edu-

cando entendendo como se deu a construção do conhecimento encontrará sentido no que esta

aprendendo, compreendendo assim a evolução dos conceitos matemáticos ao longo dos tem-

pos. Além disso, proporcionar que os estudantes conheçam diferentes matemáticas (ou etno-

matemáticas), de povos desfavorecidos economicamente e politicamente, constitui-se como um

caminho para a valorização do conhecimento que o próprio aluno traz consigo. Afinal, (re) co-

nhecer as contribuições de diferentes povos, fugindo de uma visão única da (etno) matemática

eurocentrista, possibilita atribuir valor à própria cultura ao perceber-se inserido no contexto do

conhecimento escolar.

É de extrema importância que em situações de ensino sejam consideradas as
contribuições significativas de culturas que não tiveram hegemonia poĺıtica e,
também, que seja realizado um trabalho que busca explicar, entender e convi-
ver com procedimentos, técnicas e habilidades matemáticas desenvolvidas no
entorno sociocultural próprio a certos grupos culturais. (MIGUEL; MIORIM,
2011, p.54 apud Lopes e Ferreira, 2013).

A Etnomatemática ajuda a compreender a História da Matemática e seus diferentes

caminhos de construção fazendo o educando entender o mundo em que vive, propondo um

caráter interdisciplinar. Nesse sentido, observa-se que a Etnomatemática também está ligada à

História da Matemática, assim como a Modelagem e a resolução de problemas, de forma que o

educando possa realmente entender a aplicação dos conteúdos matemáticos e ainda questionar

se os mesmos serão de fato úteis para a sociedade em que vive.

Ainda podemos buscar ajuda nas Tecnologias em Educação Matemática, pois esta am-

plia a possibilidade de incorporar a Etnomatemática na educação matemática, os recursos tec-

nológicos facilitam experimentações matemáticas, contribuindo para o racioćınio lógico e ainda

permite a circulação e divulgação de conhecimentos de diversos locais e diferentes povos.

Pode parecer contraditório falarmos em uma matemática sofisticada quando falamos de

Etnomatemática, mas justamente o essencial da Etnomatemática é incorporar a matemática

cultural, contextualizada, na Educação Matemática e o uso de mı́dias amplia essa possibili-

dade, pois os recursos tecnológicos têm favorecido as experimentações matemáticas, visto que

o racioćınio lógico com qualidade é essencial para situar-se no mundo moderno e chegar a uma
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nova organização de sociedade, que permita exercer a cŕıtica e análise do mundo moderno que

vivemos.

Portanto, é posśıvel ensinar Matemática utilizando as Tendências da Educação Ma-

temática de forma articulada, por exemplo, a partir de um problema de uma situação real,

pode-se buscar a sua solução construindo um modelo matemático, o qual permite que o edu-

cando entenda que a Matemática não é uma ciência pronta e acabada, mas que se desenvolve ao

longo do tempo, conforme visto pela História da Matemática, que aproveita os conhecimentos

que o educando tem de suas experiências fora do contexto escolar, mostrando caracteŕısticas

da Etnomatemática, e, ao solucionar o problema o educando pode realmente verificar se essa

solução trouxe uma vantagem para a sociedade que ele vivencia, levando também nessa busca,

aspectos de investigação, podendo-se também haver aux́ılio das tecnologias.

Enfim as Tendências em Educação Matemática podem estar todas interligadas, sendo

que não há necessidade do professor seguir uma única tendência, mas sim, trabalhar de forma

articulada entre elas.

4 Considerações Finais

A Educação Matemática precisa ser continuamente repensada de forma cŕıtica e reflexiva,

mediante aos avanços tecnológicos faz-se necessário a adequação, a melhoria e a inovação na

forma de lecionar. Sendo assim, o profissional de Educação precisa conhecer as várias Tendências

para reconstruir sua prática de ensino, transformando sua aula mais atrativa e interessante, vindo

a proporcionar ao educando a oportunidade de analisar, investigar e participar ativamente na

construção do conhecimento. Trabalhar com as Tendências pode contribuir para o ensino e

aprendizagem, bem como abrir caminhos para uma aprendizagem significativa, onde o aluno

consegue visualizar a Matemática em situações da sua vida diária.

Como ressaltamos em nosso trabalho que todas as Tendências estão interligadas, não

havendo necessidade que o professor aborde cada uma delas separadamente, mas sim há a

possibilidade de interligá-las, pois se acredita que a educação inovadora e interdisciplinar pode ser

um caminho para alcançar a melhoria na aprendizagem, sendo a sala de aula o local estimulante

para que aluno possa mostrar sua criatividade e seu potencial.

Ademais se tem observado que vários professores ao trabalharem com as Tendências em

Educação Matemática destacam o fator motivacional que elas têm. Elas proporcionam ao aluno

conhecer verdadeiramente a matemática, pois os conhecimentos matemáticos ensinados na escola
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aparecem descontextualizados e sem funcionalidade. Conforme D’Ambrósio (2012) apud Lopes

e Ferreira (2013) “do ponto de vista de motivação contextualizada, a matemática que se ensina

hoje nas escolas é morta”. Desta maneira, os alunos pensam que todos os assuntos tratados

em sala de aula estão em sua forma mais acabada, mais pronta e, além disso, não é permitido

questionar tal perfeição. As Tendências permitem que o aluno perceba que a Matemática não

se reduz apenas a resolver problemas através de algoritmos memorizados como geralmente ela é

apresentada aos alunos, porém ao abordar essas Tendências o professor faz com que o educando

deixe de ser passivo, tenha curiosidade e perceba a beleza da Matemática.
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Paranaense de Educação Matemática. Londrina: Editora da UEL, 2000. p. 15-19.



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Resumo: O objetivo deste trabalho é mostrar a existência de uma solução
para um Problema Variacional. Um Problema Variacional consiste em ob-
ter pontos cŕıticos para uma função real, definida em um subconjunto de
um espaço de funções, que esteja associada ao problema diferencial. Assim,
procuramos uma formulação variacional de um problema inicial dado, cujo
ponto cŕıtico deste funcional remete a resolução do problema inicial.

Palavras-chave: Pontos cŕıticos; métodos variacionais; equações diferenci-
ais.

1 Introdução

A resolusão de uma Equação diferencial usando a Teoria dos Pontos Cŕıticos, também

conhecida como Método Variacional, será abordada neste trabalho. A importância de estudar

este assunto se deve à necessidade de tratar um Problema Variacional de maneira elegante

e simples. O Método Direto de Cálculo das Variações supre a necessidade de fazer apelo à

equação de Euler-Lagrange, procurando apenas obter o ponto cŕıtico de um funcional associado

à Equação Diferencial proposta. Em meados do século XIX Hilbert foi o pioneiro a usar este

método empregando-o para provar a existência de solução para o problema de Dirichlet. Hoje

este método é eficaz e de grande importância para os estudos referentes à resolução de Equações

Diferenciais Ordinárias.

Assim, procura-se explanar, de maneira sucinta, a resolução de um problema de valor de

contorno linear através de métodos variacionais.

2 Teoria dos Pontos Cŕıticos

O principal objetivo é mostrar a existência de uma solução para o seguinte problema

de contorno linear utilizando a teoria dos pontos cŕıticos. A base para os estudos feitos neste

trabalho é encontrada no artigo do (Figueiredo, 1988). É importante destacar que as integrais

deste trabalho são limitadas de a até b, porém serão denotadas apenas como
∫

ao invés de
∫ b
a .
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Segue o problema de contorno

−(pu′)′ + qu = f, u(a) = u(b) = 0, (1)

Tomaremos as seguintes condições nos coeficientes

p ∈ C1[a, b], q ∈ C0[a, b]; p(t) > 0, q(t) ≥ 0, (2)

para qualquer t no intervalo [a, b].

Vamos supor que a função f é dada tal que f ∈ C0[a, b]. Uma função u ∈ C2[a, b] que

satisfaz a equação (1) e que se anula na extremidade do intervalo dado é chamada de solução

clássica do problema 1. Assim, será mostrada a existência de uma solução u e será provado que

essa solução pertence a C2[a, b].

Tomando então a equação (1), multiplica-se a equação por uma função v ∈ C1[a, b], de

modo que v(a) = v(b) = 0, assim segue que

−v(p(t)u′)′ + q(t)uv = fv,

integrando por partes temos∫
p(t)u′v′dt+

∫
q(t)uvdt−

∫
fvdt = 0, (3)

para qualquer v ∈ C1
0 [a, b], de forma que a notação C1

0 indica que v(a) = v(b) = 0 são satisfeitas.

Inicia-se de forma a procurar uma função limitada e mensurável que seja válida para

todo conjunto de funções Φ ∈ C1
0 [a, b], este funcional será denominado como solução fraca para

a equação (1). Nesse sentido consideremos o funcional a seguir

Φ(v) =
1

2

∫
p
∣∣v′∣∣2 dt+

1

2

∫
qv2dt−

∫
fvdt, (4)

com v ∈ C1
0 [a, b].

Dado u0 ∈ C1
0 [a, b] segue que a derivada direcional de Φ, em u0, na direção de v é dada

por

Φ′(u0)v = lim
t→0

1

t
{Φ(u0 + tv)− Φ(u0)}

= lim
t→0

1

t

{
1

2

∫
p
∣∣(u0 + tv)′

∣∣2 dt+
1

2

∫
q(u0 + tv)2dt−

∫
f(u0 + tv)dt

− 1

2

∫
p
∣∣(u0)′∣∣2 dt− 1

2

∫
qu20dt+

∫
fu0dt

}
= lim

t→0

1

t

{
1

2

∫
p(u′0 + v + v′t)2dt+

1

2

∫
qu20dt+

∫
qu0tvdt+

1

2

∫
qt2v2dt
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−
∫
fu0dt−

∫
ftvdt− 1

2

∫
pu20dt−

1

2

∫
qu20dt+

∫
fu0dt

}
=

∫
pu′0v

′dt+

∫
qu0vdt−

∫
fvdt

para v ∈ C1
0 [a, b] qualquer. No Cálculo de Variações a expressão acima é conhecida como a

primeira variação do funcional Φ.

Considerando os resultados acima e tomando u0 como um mı́nimo do funcional Φ em

C1
0 [a, b] temos que

Φ(u0) ≤ Φ(u0 + tv)∀t ∈ R,

para qualquer v em C1
0 [a, b] e também

Φ′(u0)v = 0

ou seja, u0 é uma solução fraca para o problema em questão. Assim, basta que provemos agora

que o funcional Φ tem um mı́nimo em C1
0 [a, b]. Se isto for provado, tem-se a existência de uma

solução fraca de (1).

Para provarmos que o funcional Φ tem um mı́nimo teremos que provar que este é limitado

inferiormente e que assume o ponto de mı́nimo. Inicia-se com a demonstração de que este

funcional é limitado inferiormente em C1
0 [a, b]. Tomando Φ(v) podemos observar que

Φ(v) ≥ p0
∫ ∣∣v′∣∣2 dt− (∫ f2dt

) 1
2

·
(∫

v2dt

) 1
2

, (5)

para todo v ∈ C1
0 [a, b], de forma que 0 < p0 = min{p(t) : t ∈ [a, b]} e das condições citadas na

equação (2) e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que é descrita em (Lima, 2003) como

|〈x, y〉| ≤ |x| · |y| ,

ou ainda neste caso espećıfico∫
fvdt ≤

(∫
f2dt

) 1
2

·
(∫

v2dt

) 1
2

.

Dando continuidade, considera-se também a desigualdade abaixo∫ ∣∣v′∣∣2 dt ≥ c∫ v2dt, (6)

para qualquer v ∈ C1
0 [a, b] e c > 0 uma constante independente de v. A desigualdade (6) é conhe-

cida como a desigualdade de Wirtinger e pode ser demonstrada usando o Teorema Fundamental

do Cálculo. De (5) e (6) segue que

Φ(v) ≥ p0
2

∫ ∣∣v′∣∣2 dt− (1

c

∫
f2dt

) 1
2

·
(∫ ∣∣v′∣∣2 dt) 1

2

, (7)
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tomando neste caso (∫ ∣∣v′∣∣2 dt) 1

2

= x

segue que

Φ(v) ≥ p0
2
x2 −

(
1

c

∫
f2dt

) 1
2

x

≥ − 1

2p0
· 1

c

∫
f2dt

= − 1

2cp0

∫
f2dt

para todo v em C1
0 [a, b].

Assim, observa-se que o funcional Φ é limitado inferiormente. Basta agora que mostremos

que o ı́nfimo de Φ é assumido. Para este próximo passo, deve-se considerar o teorema de Bolzano-

Weierstrass da Análise que afirma que toda função real cont́ınua definida em um intervalo

fechado e limitado da reta assume seu ı́nfimo nesse intervalo. Este teorema está relacionado

com a parte topológica do funcional, logo, pode-se notar que é conveniente introduzir uma

topologia em C1
0 [a, b]. Segue abaixo um resultado da Topologia que generaliza o teorema de

Bolzano-Weierstrass e que servirá de ferramenta para a resolução do problema 1.

Teorema 1. Seja X um espaço topológico compacto e seja Φ : X → R uma função real semi-

cont́ınua inferiormente definida em X. Então o ı́nfimo de Φ existe e é assumido em um ponto

u0 ∈ X.

Sabe-se que o espaço C1
0 [a, b], com suas definições usuais de soma e produto por um

escalar, é um espaço vetorial sobre R. Busca-se agora que este seja um espaço normado, e para

isto vamos muni-lo com a seguinte norma

‖v‖ =

(∫ ∣∣v′∣∣2 dt) 1
2

. (8)

Para verificar que (8) define uma norma basta usarmos a desigualdade (6) e a desigual-

dade de Minkowski para integrais.

Entende-se que Φ é cont́ınuo em X, de fato podemos observar que se vn → v ∈ X então

pela desigualdade (6) vn → v ∈ L2, e assim concluimos que∣∣∣∣∫ p
∣∣v′n∣∣2 dt− ∫ p

∣∣v′∣∣2 dt∣∣∣∣ ≤ p̂ ∫ ∣∣∣∣∣v′n∣∣2 − ∣∣v′∣∣2∣∣∣ dt→ 0

∣∣∣∣∫ qvn
2dt−

∫
qv2dt

∣∣∣∣ ≤ q̂ ∫ ∣∣v2n − v2∣∣ dt→ 0

∣∣∣∣∫ fvndt−
∫
fvdt

∣∣∣∣ ≤ (∫ fdt

) 1
2
(∫
|vn − v|2 dt

) 1
2

→ 0
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onde p̂ = max{p(t) : t ∈ [a, b]} e q̂ = max{q(t) : t ∈ [a, b]}. Assim, mostramos que o funcional Φ

é cont́ınuo e, portanto, é semicont́ınuo inferiormente.

Considerando agora um real R > 0 escolhido de forma conveniente, temos que

inf
X

Φ = inf{Φ(v) : v ∈ X, ‖v‖ ≤ R}.

Como consequência disso, podemos restringir nossas análises à bola BR = {v ∈ X : ‖v‖ ≤

R}, e assim tentar aplicar o teorema citado acima ao funcional Φ restrito à BR. Porém, para

isto, teremos que lidar com algumas dificuldades, como por exemplo: BR não é compacta e um

dos motivos para isso é o fato de X não ser completo. Com isso, o próximo passo na resolução

deste problema é completar o espaço X.

Vamos completar o espaço X na norma (8). Considerando, inicialmente, o espaço L2[a, b]

das funções reais mensuráveis a Lebesgue, definidas no intervalo [a, b] e tais que
∫
f2dt < ∞.

Tomando o produto interno 〈f, g〉L2 =
∫
fgdt, teremos este espaço como sendo o espaço de

Hilbert denotado por H1
0 [a, b], de modo que este é um subespaço de L2[a, b] das funções u que

possuem derivada fraca em L2[a, b] e de modo que u(a) = u(b) = 0.

Seguindo o conceito de derivada fraca temos que: u tem derivada fraca em L2[a, b] se

existir v ∈ L2[a, b] tal que ∫
vϕdt = −

∫
uϕ′dt (9)

para todo ϕ em C1
c [a, b], no qual o sub́ındice c tem por objetivo indicar que a função ϕ se anula

fora de um intervalo fechado contido em (a, b).

Denotamos por u′ a única derivada fraca de u, logo, pode ser ratificado que u é cont́ınua

em [a, b]. No espaço H1
0 [a, b] define-se a norma

‖u‖ =

(∫
u2dt+

∫ ∣∣u′∣∣2 dt) 1
2

(10)

e pode-se provar que C1
0 [a, b] é denso em H1

0 [a, b]. Disto e por continuidade segue que a de-

sigualdade de Wirtinger é válida u ∈ H1
0 [a, b]. Logo segue que a norma (10) é equivalente

a

‖u‖H1 =

(∫ ∣∣u′∣∣2 dt) 1
2

. (11)

Logo, a partir disso pode-se considerar H1
0 [a, b] munido da norma (11), de modo que

este é completo. Assim o complemento do espaço X na norma (8) pode ser identificado como o

espaço de funções H1
0 [a, b].

Agora, o funcional Φ está definido em H1
0 [a, b], de modo que este é cont́ınuo, porém

BR = {v ∈ H1
0 [a, b] · ‖v‖H1 ≤ R} persiste não sendo compacta. Isto se deve ao fato de H1

0 [a, b]
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ser um espaço de dimensão infinita e uma bola unitária em um espaço normado é compacta se,

e somente se, o espaço for de dimensão finita.

Neste caso, sabe-se que o espaço H1
0 [a, b] é um espaço de Hilbert definido com o seguinte

produto interno

〈u, v〉H1 =

∫
u′v′dt,

ou seja, a norma desse produto interno é exatamente a norma (11). Dentre as caracteŕısticas de

um espaço de Hilbert, deve-se citar que as bolas deste espaço são fracamente compactas.

Para conseguirmos aplicar o teorema 1 com X sendo a bola BR em H1
0 [a, b] munido

da topologia fraca, resta verificar que Φ seja semicont́ınua inferiormente na topologia fraca de

H1
0 [a, b]. Para isto, necessitamos do teorema a seguir:

Teorema 2. Seja E um espaço de Banach e Φ : E → R um funcional semicont́ınuo inferi-

ormente (na norma) e convexo. Então Φ é semicont́ınuo inferiormente na topologia fraca de

E.

Lembremos que uma função convexa é uma função que satisfaz

αf(u) + (1− α)f(v) ≥ f(αu+ (1− α)y),

para quaisquer u e v no domı́nio da função e α ∈ [0, 1]. Desta forma Φ é claramente convexa pois

é uma combinação de funções convexas (quadrática e modular) e operadores lineares (derivada

e integral).

Observa-se então, que o teorema 2 só será válido se usarmos a semicontinuidade inferior.

Assim, usando o teorema 1 pode–se concluir que Φ assume seu ı́nfimo em u0 ∈ BR. Tomando R

tal que Φ(v) > Φ(0) = 0, para ‖v‖H1 = R, conclui-se que u0 está no interior de BR. Podemos

observar que o funcional Φ em H1
0 [a, b] é diferenciável a Fréchet. Assim seja

∇Φ : H1
0 [a, b]→ H1

0 [a, b]

a diferencial do funcional, de forma que se usou o teorema de Riesz-Fréchet para identificar o

espaço dos funcionais lineares cont́ınuos em H1
0 [a, b] com o próprio H1

0 [a, b]. Logo

〈∇Φu0, v〉H1 = Φ′(u0)v,

em que Φ′(u0) já foi definida anteriormente no ińıcio desta seção. Portanto, dado u0 ∈ H1
0 [a, b],

este satisfaz a seguinte relação ∫
pu′0v

′dt+

∫
qu0vdt =

∫
fvdt, (12)
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para qualquer v ∈ H1

0 [a, b].

Assim, pode-se concluir que um determinado u0 é a solução fraca do problema 1. A

primeira condição para a existência de uma solução para o problema está conclúıda, em que

provou-se que este problema possui uma solução fraca. O próximo passo é provar a unicidade

desta solução. Para isto, suponha que existam duas soluções u1, u2 ∈ H1
0 [a, b]. Com base na

equação (12) segue que ∫
p(u′1 − u′2)v′dt+

∫
q(u1 − u2)vdt = 0,

para qualquer v em H1
0 [a, b].

Usando a hipótese citada na equação (2) e tomando v = u1 − u2 temos∫
p(u′1 − u′2)2dt = 0

implicando em u′1 = u′2. Tomando a seguinte expressão∫
u′iϕdt = −

∫
uiϕ
′dt,

para todo ϕ ∈ C1
c [a, b]. Utilizando a igualdade acima citada obtemos∫

(u1 − u2)ϕ′dt = 0∀,

para todo ϕ ∈ C1
c [a, b].

Pela igualdade acima e como (u1−u2) ∈ L2[a, b], segue que u1−u2 = constante. Portanto

utilizando (2) segue que u1 = u2.

Assim, mostramos que um determinado u0 é solução fraca do problema 1 e este é único.

Em seguida, vamos provar que u0 ∈ C2. Tomando então a equação (12) e reescrevendo-a,

temos ∫
pu′0v

′dt = −
∫

[qu0 − f ]vdt,

para todo v ∈ H1
0 [a, b].

Esta expressão mostra que pu′0 possui derivada fraca em L2[a, b] e ainda

(pu′0)
′ = qu0 − f. (13)

Conclui-se então, que pu′0é cont́ınua, logo u′0 também é cont́ınua. De (13) obtemos

pu′′0 = −p′u′0 + qu0 − f

mostrando que u′′0 também é cont́ınua.

Portanto, o problema 1 admite solução.
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Resumo: O Laboratório de Ensino de Matemática pode ser um instrumento
eficaz tanto para propiciar ao aluno formas de conhecer, criar, manipular, le-
vantar hipóteses, discutir afirmações, desenvolver e construir instrumentos
matemáticos que possam ser utilizados como facilitadores de sua aprendiza-
gem, como para proporcionar ao educador um local para pesquisa, reflexão e
trabalho. De modo a sanar, em primeiro lugar, as dificuldades dos próprios
professores no que diz respeito à sua formação. Seria fundamental, do ponto
de vista da aprendizagem dos alunos e dos próprios professores, a imple-
mentação do Laboratório de Ensino de Matemática em qualquer instituição
de ensino. Conscientes da necessidade da construção de um LEM, junta-
mente a direção do Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer, do munićıpio de
Cascavel, Paraná foi pedido um espaço para a implantação do LEM, sendo
cedida uma sala, porém que necessita de reforma. Dessa forma impossibilita-
dos de organizar o espaço f́ısico, estamos empenhados em confeccionar jogos
e materiais manipuláveis e preparando sugestões de atividades e orientações
para o uso dos mesmos, que irão compor o futuro LEM do colégio. Também
desenvolvemos atividades referentes ao uso de jogos com alunos da sala de
apoio do 6o ano do Ensino Fundamental II na disciplina de Matemática do
mesmo..

Palavras-chave: Laboratório de Ensino de Matemática; jogos matemáticos;
materiais manipuláveis.

1 Introdução

Em sala de aula, os alunos nem sempre são colocados em situações em que tenham de

agir para se tornarem sujeitos de sua aprendizagem, por exemplo, para encontrar diferentes

soluções para a mesma questão ou para argumentar sobre a validade ou não de certa solução.

Ensinar matemática exige do professor não só um conhecimento dos conteúdos, como também

de métodos de ensino mais eficazes para promover a aprendizagem de seus alunos, métodos estes

que não se reduzam somente a livros, quadro e giz. Um dos procedimentos que pode auxiliar o

professor a tornar os conhecimentos matemáticos trabalhados na escola mais significativos e a

tornar suas aulas mais interessantes é o uso de jogos e materiais manipuláveis.
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Professores que querem realizar um trabalho com o uso de jogos e materiais manipuláveis

encontram dificuldades em fazê-lo, pois como a maioria das escolas públicas não possui um espaço

f́ısico para organizar e guardar esses materiais, os docentes não têm a sua disposição um local

apropriado para desenvolverem essas atividades pedagógicas, para pesquisa, reflexão e trabalho,

que auxiliaria neste desafio sobre as melhores formas de ensinar e aprender Matemática. O

espaço ao qual nos referimos e que defenderemos sua importância é o Laboratório de Ensino de

Matemática (LEM). Embora sejam diversas as atividades pedagógicas que podem ser trabalha-

das em um LEM, para efeito de estudo o enfoque será dado para as que vivenciamos no Programa

Institucional de Bolsa de Iniciação à Docência (PIBID), assim como as demais experiências tidas

no LEM da Universidade Estadual do Oeste do Paraná (Unioeste) e a implementação de um

LEM no Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer do munićıpio de Cascavel, Paraná.

2 Importância da criação de um LEM nas escolas

De acordo com Lorenzato (2006), no decorrer da história vários educadores destacaram

a importância do apoio visual ou visual tátil como facilitador para a aprendizagem. Relata que,

por volta de 1650 Comenius escreveu que o ensino deveria dar-se do concreto para o abstrato,

justificando que o conhecimento começa pelos sentidos e que só se aprende fazendo. Locke,

no século XVIII, dizia da necessidade da experiência senśıvel para alcançar o conhecimento.

Atualmente, a tarefa dos educadores em geral não é mais a de transmitir, mas dar condições para

que a aprendizagem realmente aconteça. O interesse na aprendizagem depende das situações

estimuladoras criadas pelo educador para proporcionar ao educando o maior número posśıvel de

descobertas e desafios, estimulando, assim, a curiosidade dos alunos.

Partindo disso, o principal objetivo do Laboratório de Ensino de Matemática (LEM) é

desenvolver e difundir atividades para o ensino de Matemática, de modo que os alunos apren-

dam a fazer fazendo. O Laboratório de Ensino de Matemática pode ser ao mesmo tempo, um

instrumento eficaz tanto para propiciar ao aluno formas de conhecer, criar, manipular, levantar

hipóteses, discutir afirmações, desenvolver e construir instrumentos matemáticos que possam

ser utilizados como facilitadores de sua aprendizagem, como para proporcionar ao educador um

local para pesquisa, reflexão e trabalho, auxiliando-o neste grande desafio sobre as melhores

formas de ensinar e aprender Matemática.

Segundo Lorenzato (2006), o Laboratório de Ensino da Matemática na escola é uma

sala-ambiente reservada para que as aulas de Matemática áı aconteçam de maneira a estruturar,

organizar, planejar e construir o fazer matemático, facilitando tanto para o professor como para
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o aluno o questionamento, a procura, a experimentação, a análise, a compreensão de conceitos

e a conclusão de uma determinada aprendizagem, inclusive com a produção de materiais que

possam facilitar o aprimoramento da prática pedagógica. Deve ser um local de referência para

as atividades matemáticas, em que os professores possam se empenhar em tornar a matemática

mais compreenśıvel para seus alunos. Neste local, o professor poderá também planejar aulas e

realizar outras atividades como exposições, olimṕıadas, jogos, avaliações, entre outras.

Desta maneira, seria importante que os estabelecimentos de ensino tivessem um espaço

no qual os educadores pudessem realizar pesquisas, construir materiais didáticos diversos em

um processo de elaboração de conceitos, de aplicação dos mesmos em situações-problema, de

modo a sanar, em primeiro lugar, as dificuldades dos próprios professores no que diz respeito

à sua formação. Porque só assim eles terão condições para, depois, utilizar tais materiais com

os alunos, suscitando neles o interesse e a participação desejada e auxiliando-os na elaboração e

compreensão dos conhecimentos. Ou seja, seria fundamental, do ponto de vista da aprendizagem

dos alunos e dos próprios professores, a implementação do Laboratório de Ensino de Matemática

em qualquer instituição de ensino.

Porém diferentemente dos laboratórios de F́ısica e Qúımica, o Laboratório de Ensino de

Matemática é pouco comum em escolas de Ensino Fundamental II e Ensino Médio em razão da

inexistência de um espaço f́ısico, recursos para investimento no mesmo ou até desconhecimento

de sua importância. Durante a nossa primeira vida escolar ouv́ıamos dizer que havia na escola

laboratório de Qúımica e F́ısica e adorávamos quando as aulas eram em tais espaços. Mas

por que não t́ınhamos um Laboratório de Ensino de Matemática? Só fomos nos deparar com

tal laboratório no Ensino Superior. Além do fasćınio que t́ınhamos ao entrar naquelas salas,

com todos aqueles aparelhos, mesas maiores, informativos pelas paredes, v́ıamos por meio das

experiências vivenciadas nos laboratórios o conteúdo e de maneira mais dinâmica o compreendia,

obtendo uma aprendizagem mais significativa, relacionada à teoria trabalhada em sala de aula

nessas disciplinas.

O laboratório, portanto, é um ambiente proṕıcio para estimular no aluno o gosto pela

matemática, a perseverança na busca de soluções e a confiança em sua capacidade de apren-

der e fazer matemática. Além de contribuir para a construção de conceitos, procedimentos e

habilidades matemáticas, pode propiciar também a busca de relações, propriedades e regula-

ridades, estimulando o esṕırito investigativo. Por isso, deve ser neste local da escola onde se

respire Matemática o tempo todo e possa ser também um ambiente permanente de busca e

redescoberta.

De acordo com Mendes (2009, apud IRINEU, SANTOS, RODRIGUES, 2015) os ma-
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teriais que são fornecidos pelo LEM, contribuem para que o professor desenvolva um trabalho

melhor com seus alunos. As atividades que são feitas através desses materiais “[...] tem uma

estrutura matemática a ser redescoberta pelo aluno que, assim, se torna um agente ativo na

construção de seu próprio conhecimento matemático.” (MENDES, 2009, p. 25).

Contudo segundo Antonio e Andrade (2011),

O LEM não é uma poção mágica que resolverá todos os problemas da aprendi-
zagem da matemática, nem se configura em uma estratégia para ser usada em
todos os conteúdos. Além do que, deve-se tomar cuidado com “uso pelo uso”
dele. Assim, o professor ao planejar sua aula, perceberá a necessidade ou não
do uso dos materiais e jogos dispońıveis no LEM, bem como se sua utilização
deve ser individual, em grupos ou de observação apenas, cabendo ao professor
a sua manipulação.

O uso do laboratório depende muito da atitude do professor e a sua busca pelo co-

nhecimento, pois mesmo que o laboratório tenha uma infinidade de materiais, estes de nada

adiantarão se não forem devidamente explorados ou se estes simplesmente forem mostrados ao

aluno.

3 Primeiros passos da implementação do LEM no Colégio Es-

tadual Ieda Baggio Mayer

Conscientes da necessidade da construção de um LEM, apoiados teoricamente por ar-

tigos que relatam os benef́ıcios propiciados pelo Laboratório no Ensino da Matemática, pelas

experiências tidas no LEM da Universidade Estadual do Oeste do Paraná (Unioeste) e por

discussões feitas pelos bolsistas juntamente com os professores coordenadores e pelos professo-

res supervisores das escolas beneficiadas pelo Programa Institucional de Bolsa de Iniciação á

Docência (PIBID), juntamente a direção do Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer do munićıpio

de Cascavel, Paraná foi pedido um espaço no colégio para a implantação do LEM, sendo cedida

uma sala do colégio, porém que necessita de reforma. Dessa forma impossibilitados de organizar

o espaço f́ısico, estamos empenhados em confeccionar os materiais didáticos que irão compô-lo.

De acordo com Lorenzato (2006, apud OTTESBACH, PAVANELLO, 2007, p.7-8) um

Laboratório de Ensino de Matemática, de modo geral, pode ter:

• revistas, jornais e artigos;

• livros didáticos, paradidáticos e outros;

• jogos;
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• quebra-cabeças;

• problemas desafiadores e de lógica;

• questões de olimṕıadas, ENEM e vestibulares;

• textos sobre história da matemática;

• cds, transparências, fotos;

• figuras;

• sólidos;

• modelos estáticos ou dinâmicos;

• materiais didáticos industrializados;

• instrumentos de medidas;

• computadores, calculadoras;

• materiais didáticos constrúıdos pelos alunos e professores;

• materiais e instrumentos necessários à produção de materiais didáticos e outros.

Faz-se importante, para a confecção de jogos e materiais didáticos manipuláveis, a uti-

lização de materiais recicláveis, tanto pela fácil aquisição de material como pelo universo de

criatividade que pode proporcionar e também é muito importante a participação dos alunos no

processo de construção e que haja material didático suficiente para se trabalhar nas aulas. Os

aspectos visuais do laboratório de Matemática devem ser atraentes, os materiais devem estar

expostos e não fechados em armários, para que despertem a curiosidade dos alunos. O docente

deve procurar meios para aumentar a motivação para a aprendizagem.

Assim estamos confeccionando jogos e materiais didáticos manipuláveis e ainda prepa-

rando sugestões de atividades e orientações para o uso dos jogos e materiais manipulativos.

Dentre os materiais confeccionados podemos destacar os jogos Hex Multiplicativo, Caixinha de

Sorteio, Divisão em Linha, Bingo de Tabuada e jogo do Positivo e Negativo e como material

didático manipulável temos os tangrans.

De acordo com Lorenzato (2006, p. 6).

Um LEM pode ser inicialmente um depósito/arquivo de instrumentos, livros,
materiais manipuláveis, transparências, filmes, matérias-primas, entre outros
e, posteriormente, se tornar um espaço organizado com a colaboração de edu-
candos e educadores.
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Segundo Lorenzato (2006, p. 11), a construção de um LEM não é objetivo para ser

atingido a curto prazo, uma vez constrúıdo, ele demanda constante complementação, a qual

por sua vez, exige que o professor se mantenha atualizado. Sabemos que estamos dando os

primeiros passos para a implementação desse LEM, porém devemos agora, manter acesa a chama

de manutenção deste, sempre alimentando-a e encorajando e preparando os professores.

4 Experiências com jogos no ensino da Matemática

Durante o primeiro semestre do ano de 2016, desenvolvemos atividades com alunos da

sala de apoio1 do 6o ano do Ensino Fundamental II na disciplina de Matemática do Colégio

Estadual Ieda Baggio Mayer, do munićıpio de Cascavel, no estado do Paraná. Nesse peŕıodo foi

privilegiado o trabalho com as quatro operações fundamentais da aritmética (adição, subtração,

multiplicação e divisão). A primeira atividade desenvolvida teve como objetivo as multiplicações,

principalmente as tabuadas. Para trabalhar esse conteúdo confeccionamos o Bingo de Tabuada.

Este jogo é similar ao bingo comum com o objetivo de fixação do conteúdo tabuada. O Número

de jogadores é ilimitado, o professor faz o sorteio das fichas com as multiplicações e o jogador

deverá marcar em sua cartela as respostas que correspondem ao número em seu cartão. O

professor determina o tempo que aguardará para resolução do cálculo e ganhará o jogador que

preencher primeiro toda a sua cartela. Além disso, o professor pode estabelecer ganhadores com

o preenchimento de apenas uma linha ou o “azarão” (último a marcar).

Antes de iniciar a atividade, convém sempre esclarecer regras ou dificuldades com o

conceito envolvido no jogo. Assim, foi trabalhado anteriormente o conceito da tabuada, fazendo

os alunos entenderem que ela não foi inventada, mas sim constrúıda. Muitos alunos não sabiam,

por exemplo, que o resultado de 5× 4 era obtido por meio da adição 4 + 4 + 4 + 4 + 4. A partir

dáı eles foram estimulados a não olhar uma tabuada pronta quando não soubessem, mas sim,

calcular o seu resultado. Porém posteriormente para agilizar outros cálculos é necessário que

depois de compreendido o processo, o professor estimule o aluno para que este memorize-a.

Os alunos se envolveram bastante nesta atividade. Após sorteada a multiplicação cada

aluno calculava-a em uma folha de registro para verificar se tinha em sua cartela. O trabalho com

o jogo durou duas aulas geminadas, baseado no fato de que o mesmo exige tempo para cálculos

e registros. Na folha de registro, todas as operações são escritas e esses registros nos permitem

avaliar os avanços e as dificuldades dos alunos, mostrando se há necessidade de retomada pelo

1Sala de apoio – Programa da Secretaria do Estado da Educação do Paraná que visa atender alunos de 6o ano

com defasagem de conteúdos de Ĺıngua Portuguesa e Matemática.
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professor.

Constatou-se com essa atividade que o jogo prendeu a atenção dos alunos, o que não

acontecia nas atividades de resolução de exerćıcios ou situações problemas, nas quais muitos

se distraiam e não realizavam as atividades. Com o jogo, a maior parte deles participou e

mostraram-se mais interessados em saber quando voltaŕıamos a trabalhar com eles. Esse pri-

meiro contato foi válido e o ponto positivo que destacamos, é que alguns alunos no final da

aula disseram que gostaram da possibilidade de não decorar a tabuada sem compreender o que

estavam fazendo. Acreditamos que assim eles terão a oportunidade de decorar a tabuada pela

prática constante, entendendo o processo e não simplesmente pela obrigação.

Um ponto negativo que destacamos é a de que os alunos que já sabiam o resultado de

algumas multiplicações ou as faziam mais rapidamente que seus colegas queriam jogar rapida-

mente, por isso falavam os resultados para os colegas sem deixá-los pensar para jogar. Nesse

momento, se fez necessário uma intervenção sobre os objetivos do jogo na aula e o tempo ne-

cessário a cada um para o racioćınio e registro dos resultados.

A segunda atividade foi desenvolvida para o encerramento do semestre. Esta teve como

objetivo abordar todos os conteúdos trabalhados durante o semestre, ou seja, as quatro operações

fundamentais da aritmética. O jogo utilizado foi Caixinha de Sorteio, o qual consiste em cai-

xinhas que contém os números 1 a 99, em seu fundo, nos quais o jogador deve arremessar dois

grãos de feijão, obtendo assim dois números. Em seguida o jogador deve arremessar um dado

que contêm os śımbolos das quatro operações em suas faces (figura 1). Assim ele deverá fazer a

operação sorteada com os dois números obtidos na caixinha. Faz-se isso para todos os jogadores

(sugere-se que seja jogado em dupla) pontua (um ponto) quem obtiver como resposta o maior

número, o jogador que obtiver um número que não é diviśıvel pelo outro número sorteado é

desclassificado da rodada. O jogo termina quando alguém obtiver dez pontos.
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Figura 1: Jogo Caixinha de Sorteio (Fonte: as autoras).

Por ainda não terem alguns conhecimentos matemáticos acerca dos números negativos

e de como utilizar o algoritmo da divisão para quando o dividendo era menor que o divisor,

estipulamos mais algumas regras ao jogo, por exemplo, quando eles sorteassem a operação de

divisão (ou subtração) eles deviam operar dividindo o maior número pelo menor (ou subtraindo

o menor do maior). Também pedimos a eles que registrassem seus cálculos (a operação sorteada

por seu oponente e a sua) em uma folha de registro.

Destacamos alguns pontos positivos dessa atividade. Os pares comparavam seus resul-

tados para as mesmas operações como uma forma de correção e quando havia diferença entre

os resultados revisavam suas contas a fim de encontrar um erro. Além disso, com a folha de

registro podemos detectar que apenas um aluno apresentou dúvidas quanto ao algoritmo da

multiplicação e assim pudemos planejar estratégias para ajudar esse aluno.

Os jogos nessas atividades foram usados como treinamento. Lara (2003, p. 25 apud

Strapason, 2011, p.38) trata os jogos de treinamento na seguinte perspectiva:

[...] é necessário que o/a aluno/a utilize várias vezes o mesmo tipo de pen-
samento e conhecimento matemático, não para memorizá-lo, mas, sim, para
abstráı-lo, estendê-lo, ou generalizá-lo, como também, para aumentar sua au-
toconfiança e sua familiarização com o mesmo. O treinamento pode auxiliar
no desenvolvimento de um pensamento dedutivo ou lógico mais rápido. Muitas
vezes, é através de exerćıcios repetitivos que o/a aluno/a percebe a existência
de outro caminho de resolução que poderia ser seguido aumentando, assim,
suas possibilidades de ação e intervenção. Além disso, o jogo de treinamento
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pode ser utilizado para verificar se o/a aluno/a construiu ou não determinado
conhecimento, servindo como um “termômetro” que medirá o real entendi-
mento que o/a aluno/a obteve. Entretanto, com a participação do/a aluno/a
nos jogos e sua necessária participação ativa, o/a professor/a poderá perceber
as suas reais dificuldades, auxiliando-o a saná-las.

Foi observado que ao trabalhar com jogos, é posśıvel encontrar motivação para transpor

os paradigmas que envolvem a matemática. O uso dos jogos aliado aos materiais manipuláveis

mostraram ser alternativas para despertar o interesse dos alunos potencializando a aprendiza-

gem. A organização de um espaço para esses materiais traz praticidade às aulas, uma vez que

após a confecção dos mesmos, ele estará sempre à mão para ser usado. Ao professor cabe um

embasamento e uma preparação prévia definindo os objetivos que almeja atingir.

5 Considerações finais

Para melhorar seu desempenho em sala de aula o professor necessita aprimorar seus

métodos e a prática de ensino. No trabalho pedagógico, os desafios surgem a todo o momento

levando o professor à reflexão. Uma alternativa de trabalho é o Laboratório de Ensino da

Matemática que, embora não seja a solução para os problemas relacionados ao ensino da Ma-

temática, é certamente um caminho que pode auxiliar os professores com novas possibilidades

de ação.

O professor pode também utilizar desse espaço para explorar atividades interdisciplinares,

construir e elaborar materiais didáticos. Faz-se importante, para a confecção destes, a utilização

de materiais recicláveis, tanto pela fácil aquisição de material como pelo universo de criatividade

que pode proporcionar e também é muito importante a participação dos alunos no processo de

construção. Para uma aprendizagem significativa, a teoria e a prática não podem estar separadas,

a união delas se faz necessária. Sem o experimento sempre fica uma parte da teoria em que o

aluno acredita que se aceita, sem se convencer ou sem confirmar a verdade dos fatos.

Foi observado que ao trabalhar com jogos, era posśıvel encontrar motivação para transpor

os modelos que envolvem a matemática. O uso dos jogos aliado aos materiais manipuláveis

mostraram ser alternativas para despertar o interesse dos alunos fortalecendo a aprendizagem.

A organização de um espaço para esses materiais traz praticidade às aulas, uma vez que após a

confecção dos mesmos, ele estará sempre à mão para ser usado.

O laboratório, portanto, é um ambiente proṕıcio para estimular no aluno o gosto pela

matemática, a perseverança na busca de soluções e a confiança em sua capacidade de aprender

e fazer matemática. Pois o aluno contará com materiais, que se bem escolhidos pelo professor e
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bem trabalhados lhe propiciarão um aprendizado significativo. Além de que, os alunos estarão

compartilhando suas descobertas e se comunicando com os colegas e com o professor, que é seu

companheiro na busca pelo conhecimento.

Segundo Lorenzato (2006, p. 11), a construção de um LEM não é objetivo para ser

atingido a curto prazo, uma vez constrúıdo, ele demanda constante complementação, a qual por

sua vez, exige que o professor se mantenha atualizado. Sabemos que estamos dando os primeiros

passos para a implementação do LEM do Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer, porém devemos

agora, manter acesa a chama de manutenção deste, sempre alimentando-a e encorajando e

preparando os professores.
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gem da Matemática no 1o ano do Ensino Médio. Centro Universitário Franciscano

(UNIFRA). Santa Maria (RS), 2011.



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.

Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 57
A Transformada de Laplace para a resolução de problemas de

valor inicial para EDOs

Paula Alessandra Fabricio1

Universidade Estadual do Oeste do Paraná
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Resumo: Neste trabalho apresentamos um breve estudo que tem como ob-
jetivo principal descrever a utilidade da Transformada de Laplace para en-
contrar soluções de equações diferenciais ordinárias (EDOs). Este método é
extremamente útil para resolver problemas de valor inicial para EDOs com co-
eficientes constantes, desta forma nos atentaremos a estes tipos de equações.

Palavras-chave: Transformada de Laplace; Equações Diferenciais Or-
dinárias.

1 Introdução

As equações diferenciais modelam problemas que descrevem o comportamento do mundo

f́ısico. Problemas envolvendo o movimento de fluidos, o fluxo de corrente elétrica em circuitos, a

dissipação de calor em objetos sólidos, o aumento ou a diminuição de populações, entre muitos

outros, muitas vezes envolvem equações diferenciais, que são equações que contém derivadas.

Neste trabalho, trataremos de um método muito eficaz para resolver equações diferen-

ciais usando a transformada de Laplace. Começaremos defindo a transformada de Laplace e

estabelecendo as condições para a sua existência. Apresentaremos alguns resultados que nos

permite usar a transformada de Laplace para resolver problemas de valor inicial para equações

diferenciais lineares com coeficientes constantes. O método da Transformada de Laplace permite

levar a resolução de equações diferenciais à resolução de equações algébricas, que são muito mais

simples de resolver, e por este fato muitas vezes é mais conveniente optar por este método.

1Agradecimento ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cient́ıfico e Tecnológico (CNPq) pelo aux́ılio finan-
ceiro.
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2 Transformada de Laplace

Sabemos que a diferenciação e a integração são transformações que basicamente trans-

formam uma função em outra. Essas tranformações possuem a propriedade de lineridade, ou

seja, a transformada de uma combinação linear de funções é uma combinação linear das trans-

formadas. Para α e β constantes
d

dx
[αf(x) + βg(x)] = αf ′(x) + βg′(x) e

∫
[αf(x) + βg(x)] dx =

α
∫
f(x) dx+ β

∫
g(x) dx desde que as derivadas e as integrais existam.

Seja uma integral definida como
∫ b
a K(s, t)f(t) dt que transforma uma função f da

variável t na função F da variável s, nosso interesse está em uma transformada integral cujo

intervalo de integração é [0,∞).

Se f(t) estiver definida para t ≥ 0, então a relação da forma

F (s) =

∫ β

α
K(s, t)f(t) dt, (1)

é chamada de transformada integral, tal que K(s, t) é uma função dada, chamada de núcleo

da tranformação e os limites de integração também são dados, sendo posśıvel que α = −∞

ou β = ∞, ou ambos. A ideia é que a função f é tranformada em outra função F , a qual

a entendemos como a transformada de f . Especificamente, vamos estudar uma determinada

transformada, a qual é definida da seguinte maneira.

Definição 1. Seja f uma função definida para todo t ≥ 0. A integral

L{f(t)} =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt, (2)

será chamada Transformada de Laplace de f , desde que a integral convirja. Quando a

integral (2) convergir temos como resultado uma função de s.

O parâmetro s é complexo, no entanto, neste texto, consideraremos somente valores para

os quais s seja real. Detonaremos por L{f(t)} ou por F (s) a transformada de Laplace de f , ou

seja, usaremos letras minúsculas para denotar a função que está sendo transformada e a letra

maiúscula correspondente para denotar sua transformada de Laplace, por exemplo,

L{f(t)} = F (s) e L{y(t)} = Y (s).

A transformada de Laplace usa como núcleo a função k(s, t) = e−st. Uma vez que, as

soluções das equações diferenciais lineares com coeficientes constantes estão baseadas na função

exponencial, a transformada de Laplace é extremamente útil para a resolução dessas equações.

O método de resolução de uma equação diferencial usando a transformada de Laplace,

consiste basicamente em três etapas: na primeira, a equação diferencial dada é transformada em
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uma equação algébrica, em seguida, esta equação é resolvida por pura manipulação algébrica.

Por fim, a solução da equação algébrica é transformada em sentido contrário de tal maneira que

fornece a solução da equação diferencial original. Nessa última etapa “invertemos”a transfor-

mada.

A transformada de Laplace de uma determinada função f vai existir se forem satisfeitas

algumas condições, ou seja, para que exista L{f(t)} é suficiente que f seja cont́ınua por partes e

de ordem exponencial para t ≥M . Uma função é cont́ınua por partes em um intervalo a ≤ t ≤ b

se o intervalo puder ser dividido por um número finito de pontos a = t0 < t1 < ... < tn = b

tal que f é cont́ınua em cada subintervalo aberto ti−1 < t < ti e f tenda a um limite finito nos

extremos de cada subintervalo por pontos no interior do intervalo. Ou seja, f é cont́ınua por

partes em a ≤ t ≤ b se for cont́ınua áı, exceto por um número finito de descontinuidades do tipo

salto. O conceito de ordem exponencial está definido a seguir.

Definição 2. Dizemos que uma função f é de ordem exponencial a se existem constantes a,

M > 0 e K > 0 tal que |f(t)| ≤ Keat para todo t ≥M .

A fim de demonstrar o teorema que estabelece as condições para a existência da transfor-

mada de Laplace, precisamos enunciar um resultado sobre a convergência de integrais impróprias

que é o teorema da comparação.

Teorema 3. Se f for cont́ınua por partes para t ≥ a, se |f(t)| ≤ g(t) quando t ≥M para alguma

constante positiva M e se
∫∞
M g(t) dt converge, então

∫∞
a f(t) dt também converge. Por outro

lado, se f(t) ≥ g(t) ≥ 0 para t ≥M e se
∫∞
M g(t) dt diverge, então

∫∞
a f(t) dt também diverge.

Teorema 4. Se f(t) é cont́ınua por partes no intervalo [0,∞) e de ordem exponencial a, então

L{f(t)} existe para s > a.

Prova. Pela propriedade aditiva de intervalos de integrais definidas, podemos escrever

L{f(t)} =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt =

∫ M

0
e−stf(t)dt +

∫ ∞
M

e−stf(t)dt = I1 + I2.

A integral I1 existe, pois pode ser escrita como uma soma de integrais sobre intervalos nos

quais e−stf(t) é cont́ınua. Agora, uma vez que f é de ordem exponencial, existem constantes

a,M > 0,K > 0 de modo que |f(t)| ≤ Keat para t ≥M . Podemos então escrever

|e−stf(t)| ≤ Ke−steat = Ke(a−s)t,

e assim se
∫∞
M e(a−s)tdt convergir, pelo teste da comparação para integrais impróprias, Teorema

(3), então I2 converge. De fato,∫ ∞
M

e(a−s)t dt =
e(a−s)t

a− s

∣∣∣∣∣
∞

M

= −e
(a−s)M

a− s
.
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Portanto, I2 existe para s > a. A existência de I1 e I2 implica que L{f(t)} =

∫∞
0 e−stf(t) dt

existe para s > a.

Vejamos alguns exemplos de transformadas de Laplace de algumas funções conhecidas.

Exemplo 5. Seja f(t) = a, então

L{a} =

∫ ∞
0

e−st(a) dt = a lim
b→∞

∫ b

0
e−st dt

= a lim
b→∞

−e−st

s

∣∣∣∣b
0

= a lim
b→∞

−e−sb + 1

s
=
a

s

desde que s > 0. Em outras palavras, quando s > 0, então −sb < 0 o que garante que e−sb → 0

quando b→∞. A integral diverge para s < 0.

Vamos adotar a notação |∞0 como abreviação de limb→∞ ( )|b0, ficando subentendido que,

no limite superior, e−st → 0 quando t→∞ para s > 0.

Exemplo 6. Seja f(t) = t, temos que
∫∞
0 e−stt dt. Integrando por partes e usando

lim
b→∞

−be−sb

s
= 0, s > 0, com o resultado do exemplo 5 para a = 1 , obtemos

L{t} =
−te−st

s

∣∣∣∣∞
0

+
1

s

∫ ∞
0

e−st dt =
1

s
L{1} =

1

s

(
1

s

)
=

1

s2
.

Exemplo 7. Seja f(t) = eat, com a ∈ R, para todo s > a temos

L{eat} =

∫ ∞
0

e−steat dt =

∫ ∞
0

e(a−s)t dt

=
1

a− s
e(a−s)t

∣∣∣∣∞
0

=
1

s− a
,

desde que a− s < 0.

Exemplo 8. Calcule L{sen 2t}. Temos que

L{sen 2t} =

∫ ∞
0

e−st sen 2t dt =
−e−st sen 2t

s

∣∣∣∣∞
0

+
2

s

∫ ∞
0

e−st cos 2t dt

=
2

s

∫ ∞
0

e−st cos 2t dt, s > 0

=
2

s

[
−e−st cos 2t

s

∣∣∣∣∞
0

− 2

s

∫ ∞
0

e−st sen 2t dt

]
=

2

s2
− 4

s2
L{sen 2t}.

Temos uma equação em L{sen 2t} que aparece nos dois lados da igualdade. Resolvendo

essa equação obtemos

L{sen 2t} =
2

s2 + 4
, s > 0.
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Teorema 9. (L é uma transformação linear) Suponha que as funções f e g cujas transformadas

de Laplace existem para s > a1 e s > a2, respectivamente. Então, para s maior do que o máximo

de a1 e a2, e α e β números reais quaisquer,

L{αf(t) + βg(t)} = αL{f(t)} + βL{g(t)}

Prova. Pela definição,

L{αf(t) + βg(t)} =

∫ ∞
0

e−st[αf(t) + βg(t)] dt

= α

∫ ∞
0

e−stf(t) dt + β

∫ ∞
0

e−stg(t) dt

= αL{f(t)} + βL{g(t)}.

O seguinte teorema, retirado do Boyce (2012), explicita a relação entre a transformada

de f ′ e a transformada da f , e estabelece uma maneira de usar a transformada de Laplace para

resolver problemas de valor inicial para equações diferenciais lineares com coeficientes constantes.

Teorema 10. (Transformada de uma derivada). Suponha que f é cont́ınua e que f ′ é

cont́ınua por partes em qualquer intervalo 0 ≤ t ≤ A. Suponha, além disso, que f é de ordem

exponencial, ou seja, que existem constantes K, a e M tais que |f(t)| ≤ Keat para t ≥ M .

Então L{f(t)} existe para s > a e, além disso,

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(0).

Prova. Consideremos a integral ∫ A

0
e−st f ′(t) dt, (3)

caso f ′ tenha pontos de descontinuidade no intervalo 0 ≤ t ≤ A, vamos denotá-la por t1, t2, ..., tn,

então de (3) temos∫ A

0
e−st f ′(t) dt =

∫ t1

0
e−st f ′(t) dt +

∫ t2

t1

e−st f ′(t) dt + ... +

∫ A

tn

e−st f ′(t) dt.

Integrando por partes cada parcela à direita do sinal de igualdade, obtemos∫ A

0
e−st f ′(t) dt = e−stf(t) |t10 + e−stf(t) |t2t1 +... + e−stf(t) |Atn

+ s

[∫ t1

0
e−st f(t) dt +

∫ t2

t1

e−st f(t) dt + ... +

∫ A

tn

e−st f(t) dt

]
= e−st1 f(t1)− f(0) + e−st2f(t2)− e−st1f(t1) + ...

+ e−sAf(A)− e−stnf(tn) + s

∫ A

0
e−st f(t) dt .
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Como f é cont́ınua, as parcelas em t1, t2, ..., tn se cancelam,∫ A

0
e−st f ′(t) dt = e−sAf(A)− f(0) + s

∫ A

0
e−st f(t) dt .

Para A ≥ M , temos |f(A)| ≤ KeaA, consequentemente, |e−sAf(A)| ≤ Ke−(s−a)A. Portanto,

e−sAf(A)→ 0 quando A→∞, sempre que s > a. Logo para s > a,

L{f ′(t)} = sL{f(t)} − f(0)

e segue a prova do teorema.

Se f ′ e f ′′ satisfazem as mesmas condições f e f ′ no teorema (10), então para s > a

L{f ′′(t)} = sL{f ′(t)} − f ′(0)

= s[sL{f(t)} − f(0)] − f ′(0),

isto é,

L{f ′′(t)} = s2L{f(t)} − sf(0) − f ′(0).

Semelhantemente,

L{f ′′′(t)} = s3L{f(t)} − s2f(0) − sf ′(0) − f ′′(0).

Desde que f e suas derivadas satisfaçam condições adequadas, podemos obter a n-ésima

derivada f (n) e o resultado é dado pelo corolário a seguir.

Corolário 11. Seja n ∈ N. Se f, f ′, ..., f (n−1) forem cont́ınuas em [0,∞) e de ordem exponen-

cial, e se f (n)(t) for cont́ınua por partes em [0,∞), então L{f (n)(t)} existe para s > a e é dado

por

L{f (n)(t)} = snF (s) − s(n−1)f(0) − s(n−2)f ′(0) − ... − f (n−1)(0),

onde F (s) = L{f(t)}.

Vamos ilustrar com os exemplos seguintes como a transformada de Laplace pode ser

usada para resolver problemas de valor inicial. Nestes exemplos as equações envolvidas são

equações diferenciais homogêneas com coeficientes constantes, porém a transformada de Laplace

também é extremamente útil para resolver problemas que envolvem equações diferencias não

homogêneas. Também vamos supor que a solução y = φ(t) satisfaz as condições do corolário 11.

Exemplo 12. Vamos considerar a equação diferencial

y′′ − y′ − 6y = 0 (4)
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com condições iniciais

y(0) = 1 e y′(0) = −1 (5)

Calculando a transformada de Laplace da equação diferencial, obtemos

L{y′′} − L{y′} − 6L{y} = 0, (6)

onde usamos a linearidade da transformada de Laplace para escrever a soma das transformadas

separadamente. Usando o Corolário 11 para expressar L{y′′} e L{y′} em função de L{y} a

eq.(6) fica

s2L{y} − sy(0)− y′(0)− [sL{y} − y(0)]− 6L{y} = 0.

Tomando L{y} = Y (s),

s2Y (s)− sy(0)− y′(0)− [sY (s)− y(0)]− 6Y (s) = 0

Y (s)(s2 − s− 6) + (1− s)y(0)− y′(0) = 0 (7)

Substituindo os valores de y(0) e y′(0) dados pelas condições iniciais (5) na eq.(7) e

depois resolvendo para Y (s),

Y (s)(s2 − s− 6) + (1− s) + 1 = 0

Y (s) =
s− 2

(s2 − s− 6)
=

s− 2

(s− 3)(s+ 2)
. (8)

A eq.(8) expressa a transformada de Laplace Y (s) da solução y = φ(t) do problema de

valor inicial, e para determinar a função φ precisamos encontrar a função cuja transformada de

Laplace é Y (s).

Expandindo a expressão a direita do sinal de igualdade na eq.(8) em frações parciais

obtemos:

Y (s) =
s− 2

(s2 − s− 6)
=

a

(s− 3)
+

b

(s+ 2)
=
a(s+ 2) + b(s− 3)

(s− 3)(s+ 2)
. (9)

Igualando os numeradores em (9), temos

s− 2 = a(s+ 2) + b(s− 3),

que deve satisfazer para todos os valores de s. Em particular se s = 3, temos a = 1/5, analoga-

mente se s = −2, então b = 4/5.
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Substituindo os valores para a e b em (9), obtemos

Y (s) =
1/5

(s− 3)
+

4/5

(s+ 2)
. (10)

Usando o resultado do exemplo 7, temos que
1

5
e3t tem transformada

1

5
(s− 3)−1, analo-

gamente a transformada de Laplace de
4

5
e−2t é

4

5
(s + 2)−1 portanto pela linearidade da trans-

formada de Laplace,

y = φ(t) =
1

5
e3t +

4

5
e−2t

tem transformada (10) e é a solução do problema de valor inicial.

2.1 Transformada de Laplace Inversa

Definição 13. Se F (s) representa a transformada de Laplace de uma função f(t), isto é,

L{f(t)} = F (s), dizemos então que f(t) é a transformada inversa de Laplace de F (s)

e escrevemos f(t) = L−1{F (s)}.

Notemos que L−1 também é uma transformação linear, ou seja, para as constantes α e

β,

L−1{αF (t) + βG(t)} = αL−1{F (s)} + βL−1{G(s)},

onde F e G são as transformadas das funções f e g.

Exemplo 14. Considere a equação diferencial

y” + 5y′ + 6y = 0,

com condições iniciais

y(0) = 1 e y′(0) = 0.

Calculando a sua transformada, obtemos

L{y”}+ 5L{y′}+ 6L{y} = 0

s2Y (s)− sy(0)− y′(0)− 5[sY (s)− y(0)] + 6Y (s) = 0.

Utilizando as condições iniciais e resolvendo para Y (s) temos

Y (s) =
s− 5

s2 − 5s+ 6
=

s− 5

(s− 2)(s− 3)
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e usando frações parciais para resolver a equação acima encontramos

s− 5

(s− 2)(s− 3)
=

A

(s− 2)
+

B

(s− 3)

=
A(s− 3) +B(s− 2)

(s− 2)(s− 3)
.

Fazendo s = 3, obtemos que B = −2 e com s = 2 temos A = 3, assim

3

(s− 2)
− 2

(s− 3)
=

s− 5

(s− 2)(s− 3)
.

Da linearidade da transformada inversa e utilizando o resultado do exemplo (7)

L−1
{

s− 5

(s− 2)(s− 3)

}
= 3L−1

{
1

(s− 2)

}
− 2L−1

{
1

(s− 3)

}
y = φ(t) = 3L−1

{
1

(s− 2)

}
− 2L−1

{
1

(s− 3)

}
y = φ(t) = 3e2t − 2e3t

que é a solução do problema de valor inicial.
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Resumo: Este trabalho apresenta um problema relacionado a um sistema
de transportes, que é objeto de estudo de uma empresa de informatização.
O problema consiste no planejamento de entrega de dinheiro a uma rede
de agências bancárias, por meio de uma empresa de transporte de valores,
e tem por objetivos diminuir custos com esta tarefa de entrega bem como
reduzir riscos provenientes da estocagem do dinheiro. A fim de apresentar
uma solução inicial para o sistema pretendido foi criado um modelo de pro-
gramação linear mista e sua implementação foi feita por meio da linguagem
utilizada pelo software livre Glpk. Testes diversos foram realizados através de
simulações com dados fict́ıcios e as soluções obtidas em cada caso satisfizeram
plenamente as expectativas geradas.

Palavras-chave: Minimização; programação linear mista; problema de
transporte.

1 Introdução

O problema aqui tratado surgiu da necessidade de uma empresa de informatização ao

implementar um sistema de transporte de dinheiro da sede de uma transportadora de valores

para diversas agências de uma rede bancária. A empresa quer viabilizar uma posśıvel redução

com estes transportes e também assegurar uma certa cautela com a guarda de dinheiro nos

cofres, o que traz sérios riscos ao patrimônio do seu cliente. Na modelagem do problema, que

será descrita na seção 3, houve a necessidade de trabalhar com variáveis binárias a fim de

fazer manipulações em algumas restrições. Esta técnica será descrita brevemente na seção 2. O

modelo apresentado neste trabalho é um protótipo inicial que precisa ser aperfeiçoado com dados

e informações ainda não disponibilizadas. Todavia, para as simulações realizadas os resultados

obtidos foram bastante satisfatórios em relação às expectativas iniciais.
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2 Embasamento Teórico e Técnicas de Modelagem

Como se sabe da literatura de otimização, ver por exemplo Bradley et al. (1977), Gold-

barg e Luna (2005), todo problema de programação linear (PPL) pode ser escrito na forma

Maximizar z =
∑n

j=1 cjxj (01)

sujeita a:

g1(x1, x2, . . . , xn) ≤ b1,

g2(x1, x2, . . . , xn) ≤ b2,

. . .

gm(x1, x2, . . . , xn) ≤ bm,

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,

sendo que g1, g2, . . . , gm são funções lineares de x1, x2, . . . , xn.

Quando as variáveis do problema são todas inteiras ele é chamado de problema de pro-

gramação linear inteira (PPLI) e quando o problema contém tanto variáveis cont́ınuas quanto

inteiras ele é chamado de problema de programação linear mista (PPLM). Uma variedade muito

grande de problemas se enquadram nesta última categoria e muitos deles são aplicações à área

de transportes, como pode ser visto por exemplo em Goldbarg e Luna (2005). É nesta área que

o problema aqui proposto se aplica.

Dentre as variáveis inteiras destacam-se aquelas que assumem apenas os valores 0 ou 1,

chamadas de variáveis binárias. Elas são empregadas na composição de modelos clássicos como

o Problema do Caixeiro Viajante, o Problema do Carteiro Chinês, problemas de fluxo em rede,

etc., e também são bastante úteis na manipulação de restrições, que será descrita na sequência.

Na resolução de um PPL, a menos que algo seja dito em contrário, pressupõe-se que todas

as restrições devam ser atendidas. De um ponto de vista da lógica matemática o conjunto de

restrições em (01) forma uma proposição composta conjuntiva da forma “ g1(x1, x2, . . . , xn) ≤ b1

e g2(x1, x2, . . . , xn) ≤ b2 e . . . ”, É este fato que faz com que as restrições determinem uma

região viável convexa. Porém, há situações em que a satisfação de uma restrição é condicionada

à satisfação de outra. Em outras palavras, às vezes existe a necessidade de que, sendo uma

restrição atendida, outra precisa deixar de ser atuante. No modelo (01), poderia ser de interesse

do programador que apenas uma das duas primeiras restrições fosse atendida, o que poderia

ser escrito do ponto de vista da lógica como g1(x1, x2, . . . , xn) ≤ b1 ou g2(x1, x2, . . . , xn) ≤ b2,

onde o conectivo “ou” é exclusivo. A fim de realizar esta tarefa torna-se necessário fazer uma

manipulação com as restrições, e é neste ponto que as variáveis binárias desempenham um papel

fundamental. Como ilustração consideremos o PPL a seguir
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Maximizar Z = x+ y (02)

sujeita a

x+ y ≤ 5 (a)

2x+ 3y ≤ 12 (b)

x ≥ 0, y ≥ 0.

A região viável neste caso, denominada R, está apresentada na Figura 1.

Figura 1: Região viável para o modelo (02)

Vamos supor que, por algum motivo, deseja-se que apenas uma das duas restrições seja

atendida, ou seja, que x+ y ≤ 5 ou 2x+ 3y ≤ 12, onde o conectivo ”ou” é do tipo exclusivo. A

seguir o modelo anterior será reproduzido com um novo formato, no qual figura uma constante

M cujo papel será explicado na sequência.

Maximizar Z = x+ y (03)

sujeita a

x+ y ≤ 5 +Mt, (c)

2x+ 3y ≤ 12 +M(1− t), (d)

x ≥ 0, y ≥ 0, t ∈ {0, 1}.

No último modelo, quando t = 1 a restrição (d) se torna 2x+ 3y ≤ 12 , que é a restrição

(b) do modelo (02) já que, neste caso, 1 − t = 0. Já a restrição (c) terá no seu lado direito o

acréscimo do valor M , que deverá ser positivo e grande o suficiente para que esta restrição seja

sempre atendida não importando os valores de x e y que atendem à restrição (d). Por outro lado,

quando t = 0 a restrição (c) se torna x+y ≤ 5, ao passo que (d) passa a ter o acréscimo do valor

M do seu lado direito. Novamente, este valor de M deve ser positivo e grande o suficiente para

que esta restrição seja sempre atendida não importando os valores de x e de y que atendem à



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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restrição (c). Este tipo de artif́ıcio converte um conjunto de duas restrições da forma conjuntiva,

quando as duas precisam ser atendidas, para a forma disjuntiva exclusiva, quando apenas uma

deve ser atendida. Por exemplo, sendo M = 3 e t = 1 a região viável de (03) é representada

pelo triângulo da Figura 2. Neste caso a restrição (c) fica desabilitada, ou seja, não tem mais

utilidade.

Outro recurso que pode ser utilizado diz respeito ao controle de custos fixos, que será útil

no modelo apresentado neste trabalho. Consideremos o PPLM a seguir, onde c1 e c2 representam

custos fixos, sendo que c1 só ocorre se x > 0 e c2 só ocorre se y > 0.

Minimizar Z = c1t1 + c2t2

Sujeita a

x ≤ 10t1,

y ≤ 12t2,

2x+ y ≥ 4,

x ≥ 0, y ≥ 0, t1, t2,∈ {0, 1}.

Neste modelo, ocorrendo por exemplo t1 = 0 e t2 = 1, obrigatoriamente deverá ocorrer

x = 0 enquanto y poderá assumir qualquer valor de 4 a 12. Nesta situação apenas o custo c2

será computado em Z. Há muito outros artif́ıcios que permitem manipular restrições, como

restrições de múltiplas escolhas, restrições condicionais, entre outras. Maiores detalhes podem

ser vistos em Vicente (2012).

Figura 2: Região viável para o modelo (03)
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3 Descrição e Modelagem do Problema

O problema apresentado neste trabalho originou-se na necessidade de aperfeiçoar o sis-

tema de abastecimento feito por uma empresa de informatização, destinado ao atendimento de

uma rede bancária. Um véıculo de uma transportadora de valores deve deslocar periodicamente

de sua sede até às agências para fazer a reposição de dinheiro. Estas entregas possuem um custo

que o banco deseja minimizar. Os custos podem ser divididos em duas categorias: a primeira

é um custo fixo ocorrido em cada viagem feita pela transportadora; a segunda é uma espécie

de custo de translado feito de uma agência para outra e que só ocorre se houver mais de uma

entrega na mesma viagem. Não está prevista aqui a escolha da melhor rota em cada situação

pois isto já é conhecido pela transportadora. Por questões de segurança o banco estipulou um

limite máximo de dinheiro que pode permanecer em cada agência durante a noite. Este mon-

tante varia de uma agência para outra conforme o grau de risco. Além disso, a fim de garantir a

funcionalidade do banco o responsável quer que um limite mı́nimo de dinheiro seja mantido em

cada agência, limite que também varia de uma agência para outra conforme a movimentação.

Esta movimentação se refere à retirada média de dinheiro feita diariamente por clientes. O

controle de estoque é feito diariamente e sempre que o limite mı́nimo for atingido ao final do dia

uma nova remessa deverá envida no dia seguinte. Não é viável para o banco que uma remessa

inferior a uma quantia K estipulada seja feita. A ideia é que o maior número posśıvel de agências

sejam abastecidas em um mesmo dia, aproveitando uma mesma viagem, o que corresponde a

diminuir o total de viagens necessárias.

O modelo para atender ao que foi exposto foi formulado como segue.

Constantes

m: Número de agências a serem atendidas pela transportadora.

Cv: Custo fixo por viagem realizada.

Ct: Custo de translado de uma agência para outra (entregas secundárias).

K: Quantidade mı́nima transportada em uma viagem.

D: Total de dias estipulado para o planejamento.

Lmini: Limite mı́nimo em estoque na agência i.

Lmaxi: Limite máximo em estoque na agência i.

Ri: Retiradas diárias, em média, ocorridas na agência i.

M1, M2, M3: Constantes para manipulação de restrições.

Variáveis

xij : Quantidade transportada para a empresa i no j-ésimo dia.
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Eij : Estoque existente na empresa i no j-ésimo dia.

yij : Variável binária que assume valor 1 se for transportado dinheiro para a agência i no j-ésimo

dia e 0 em caso contrário.

zj : Variável binária que assume valor 1 se ocorrer alguma entrega no j-ésimo dia e 0 em caso

contrário.

tj : Variável binária que assume valor 1 se ocorrer mais de uma entrega no j-ésimo dia e 0 em

caso contrário.

wj : Total de translados, ou entregas secundárias, ocorridas no j-ésimo dia.

C: Custo total no peŕıodo estipulado.

Em todas as constates e variáveis indexadas o ı́ndice i varia de 1 até m e j varia de 1

até D.

Modelo

Minimizar C =
∑D

j=1Cv ∗ zj +
∑D

j=1Ct ∗ wj

sujeita a

1. Lmini ≤ Eij ≤ Lmaxi,

2. Ei1 = xi1 −Ri,

3. Eij = xij −Ri + Eij−1,

4. xij ≤M1yij

5. yij ≤ zj ,

6. xij ≥ Kyij ,

7.
∑m

i=1 yi,j ≤ 1 +M2tj ,

8. wj ≥
∑m

i=1 yij − 1−M3(1− tj),

wj ≥ 0, xij ≥ 0, Eij ≥ 0, yij , tj e zj ∈ {0, 1}, i = 1, ...,m, j = 1, ..., D.

As restrições que compõem o modelo têm as finalidades descritas a seguir.

1, 2 e 3: Dizem respeito às limitações e ao controle de estoque.

4 e 5: São restrições lógicas e servem para controlar os dias em que houve entregas e quais

agências receberam dinheiro nestes dias.

6: Restrição lógica que serve para controlar uma quantidade mı́nima de dinheiro transportado

para uma determinada agência.

7 e 8: São restrições lógicas de implicação e sevem para controlar se houve entregas secundárias

em um mesmo dia, ou seja, se houve mais de uma entrega em uma mesma viagem.

As constantes M1, M2 e M3 que aparecem no modelo devem ser positivas e ”grandes”, conforme

exposto da Seção 2.



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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4 Validação do Modelo

O modelo proposto foi implementado por meio do software livre Glpk. A fim de avaliar

seu desempenho foram feitas simulações com dados fict́ıcios, já que dados reais não estão à

disposição dos autores deste trabalho. Como ilustração, consideremos uma situação em que o

planejamento deve ser feito para um peŕıodo de dez dias, D = 10, entre envolvendo quatro

agências, m = 4. Vamos supor que Cv = 2000, Ct = 500 e que K = 5000. Os demais dados se

encontram na Tabela 1 .

Tabela 1: Dados para simulação do modelo

Agência Lmini Lmaxi Ri

1 20000 80000 18000

2 15000 60000 14000

3 12000 50000 10000

4 30000 80000 28000

De acordo com a execução do programa as remessas devem ser efetuadas conforme os

dados apresentados na Tabela 2. O custo total, nesta simulação, deve ser C = 12500.

Tabela 2: Resultado obtidos para os dados simulados

Agência 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 980000 0 0 48000 0 0 0 54000 0 0

2 740000 0 0 42000 0 0 39000 0 0 0

3 60000 0 0 30000 0 0 22000 0 0 0

4 118000 0 0 84000 0 0 24000 84000 0 0

5 Análise dos Resultados e Conclusões

Apesar de o modelo proposto apresentar variáveis binárias, que normalmente gera difi-

culdades no processamento, para as simulações feitas as respostas foram atingidas em tempos

muito pequenos, plenamente viáveis. Tendo em vista a indisponibilidade de dados reais para

testes diversas simulações com dados fict́ıcios foram feitas e em todos os casos os resultados

alcançados atingiram as expectativas. Apesar de ter apresentado um bom funcionamento o mo-

delo carece de aperfeiçoamentos, o que só será posśıvel após a realização de testes com dados

reais e com a inserção de novas informações que o aproxime melhor do problema real.
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Resumo: Este trabalho é o resultado de uma revisão bibliográfica a respeito
do método de Newton e do método BFGS com busca linear para resolução
de problemas de otimização irrestrita.
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1 Introdução

As ideias apresentadas nesse trabalho são baseadas nas obras de Mart́ınez e Santos (1998),

Nocedal e Wright (2006), Luenberger e Ye (2008) e Bertsekas (1999) e foram utilizadas como

suporte teórico para a dissertação de mestrado Camargo (2015).

São apresentados aqui alguns resultados a cerca da otimização irrestrita, o método de

Newton e o método de quase-Newton conhecido como BFGS, ambos com busca linear. O

trabalho traz os algoritmos de ambos os métodos e a demonstração da convergência global dos

algoritmos de busca linear com backtracking.

2 Otimização Irrestrita

O estudo de otimização é constitúıdo pelo desenvolvimento de técnicas para localizar

em um determinado conjunto Ω um ponto x∗ que torne o valor funcional mı́nimo ou máximo.

Usualmente tratamos apenas da minimização de funções, uma vez que maximizar uma função

f é equivalente a minimizar −f . Neste trabalho será apresentada a teoria de otimização de

funções em que Ω = Rn, conhecida como otimização irrestrita. O conteúdo aqui apresentado é

resultado do estudo de Mart́ınez e Santos (1998) e Nocedal e Wright (2006), incluindo definições

e demonstrações.

Para o desenvolvimento de tais teorias consideramos que sempre é posśıvel determinar

um mı́nimo local para a função objetivo e que tal função é de classe C1.
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3 Busca Linear

Ao estabelecer um algoritmo para minimização irrestrita de uma função, estamos, ge-

ralmente, desenvolvendo um processo iterativo de modo que dado um certo ponto xn, onde

∇f(xn) 6= 0, seja posśıvel determinar um ponto xn+1, tal que f(xn+1) < f(xn).

Na busca linear, dado xk procuramos o próximo ponto em uma direção dk, que seja

direção de descida, isto é, existe um certo ε > 0 tal que para todo t ∈ (0, ε] temos f(xk + tdk) <

f(xk). Podemos ainda caracterizar tais direções utilizando o gradiente da função, conforme o

lema a seguir.

Lema 1. Se ∇f(x)Td < 0 então para todo t > 0 suficientemente pequeno, f(x+ td) < f(x).

Prova. Observe que ∇f(x)Td = lim
t→0

f(x+ td)− f(x)

t
. Como na hipótese temos que ∇f(x)Td <

0 então segue que para todo t > 0 suficientemente pequeno f(x+ td) < f(x).

Observe que, usando a caracterização dada pelo lema anterior temos que −∇f(x) é uma

direção de descida (chamada direção de máxima descida). Deste modo é assegurado que dado um

ponto xk que não anula o gradiente, sempre é posśıvel obter uma direção de descida, lembrando

que estamos assumindo que a função é de classe C1.

Infelizmente pedir somente que f(x+td) < f(x) não é suficiente para garantir que depois

de um determinado número de iterações atinja-se um ponto estacionário, isso porque não estamos

impondo um controle sobre o tamanho do passo definido por t. Perceba que se tomarmos para

t escolhas ruins isso pode gerar uma convergência muito lenta, ou ainda, o método pode ficar

preso em um ponto não estacionário. Assim precisamos fazer escolhas inteligentes, de modo que

t forneça um decréscimo suficiente. Para realizar essa escolha temos a chamada condição de

Armijo que estabelece uma relação entre o tamanho do passo e a norma do vetor gradiente, esta

condição é apresentada pelo teorema a seguir.

Teorema 2 (Condição de Armijo). Sejam x, d ∈ Rn tais que ∇f(x) 6= 0, ∇f(x)Td < 0 e

α ∈ (0, 1). Existe um ε(α) > 0 tal que

f(x+ td) ≤ f(x) + αt∇f(x)Td ∀t ∈ (0, ε] . (1)

Prova. Como ∇f(x) 6= 0 então temos que

lim
t→0

f(x+ td)− f(x)

t
= ∇f(x)Td 6= 0.

Deste modo podemos escrever

lim
t→0

f(x+ td)− f(x)

t∇f(x)Td
= 1.
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Assim existe um certo ε > 0 tal que ∀t ∈ (0, ε] tem-se

f(x+ td)− f(x)

t∇f(x)Td
≥ α,

e portanto f(x+ td) ≤ f(x) + αt∇f(x)Td.

Ainda que tenhamos agora determinado um controle sobre o tamanho do passo, esse

não é completamente efetivo uma vez que a direção d também pode se tornar demasiadamente

pequena, fazendo com que a sequência gerada na busca linear convirja novamente para um ponto

não estacionário, este tipo de situação é contornada por meio da condição β que estabelece um

controle sobre a norma de dk a cada passo.

Dado um parâmetro β > 0 estabelecemos que a cada iteração a direção dk satisfaça

‖dk‖ ≥ β‖∇f(xk)‖. (2)

Assim, controlamos a norma de dk em função do gradiente da função no ponto xk.

Essas duas condições são suficientes para garantir o controle dos passos dados em cada

iteração. Como f(x+ td) < f(x) não era uma condição suficiente, também não é suficiente pedir

somente que ∇f(x)Td < 0. De fato, em algumas situação as direções dk escolhidas em cada

iteração podem gerar uma sequência convergindo para uma certa direção d ortogonal a ∇f(x).

Como não desejamos que isso aconteça, vamos impor a condição do ângulo.

Sabemos da geometria anaĺıtica que dados dois vetores ∇f(xk) e dk vale a expressão

∇f(xk)
Tdk

‖∇f(xk)‖‖dk‖
= cosφ

onde φ representa o ângulo formado entre tais vetores. Nesse sentido como desejamos afastar as

direções dk de direções ortogonais ao gradiente no ponto xk, impomos por meio de um parâmetro

θ ∈ (0, 1) que a cada iteração, a direção usada satisfaça

f(xk)
Tdk ≤ −θ‖∇f(xk)‖‖dk‖. (3)

Antes de estabelecermos um algoritmo conceitual, vamos destacar que embora tenhamos

definido o decréscimo suficiente para a função f pela equação 1, não foi estabelecido como fazer

a escolha de um t apropriado. Entre os métodos que podem ser escolhidos, optamos por usar

backtracking, que consiste em, a cada passo, escolher o maior t ∈ {12 ,
1
4 , · · · } satisfazendo a

condição de Armijo.

Algoritmo de busca linear com backtracking : Defina x0 ∈ Rn, α ∈ (0, 1), β > 0 e

θ ∈ (0, 1). Dado xk pela k-ésima iteração, determine xk+1 da seguinte forma:
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1. Se ∇f(xk) = 0, pare!

2. Escolha dk ∈ Rn tal que

‖dk‖ ≥ β‖∇f(xk)‖

∇f(xk)
Tdk ≤ −θ‖∇f(xk)‖‖dk‖;

3. Defina t = 1;

4. Enquanto f(xk + tdk) > f(xk) + αt∇f(xk)
Tdk tome t← t ∈ [0, 1t, 0.9t] ;

5. Faça xk+1 = xk + tdk.

Na prática escolhemos valores bem pequenos para α, em geral α = 10−4 (NOCEDAL;

WRIGHT, 2006), e θ = 10−6 (MARTÍNEZ; SANTOS, 1998), entretanto a escolha de β é um

tanto mais complexa e deve ser avaliada conforme o problema empregado, é sugerido que β

assuma o inverso de uma cota superior para a norma da matriz hessiana, pois isso não inibe a

aceitação das direções de Newton, que serão esclarecidas posteriormente.

Com base no desenvolvimento dado pelo texto acima, é fácil verificar que o algoritmo

está bem definido, além disso é posśıvel provar sua convergência global.

Teorema 3 (Convergência global). Se x∗ é ponto limite de uma sequência gerado pelo algoritmo

dado, então ∇f(x∗) = 0.

Prova. Seja sk = xk+1 − xk = tdk ∀k ∈ N. Seja K1 um subconjunto infinito de N tal que

lim
k∈K1

xk = x∗, vamos dividir a demonstração em dois casos:

1. lim
k∈K1

‖sk‖ = 0;

2. Existe K2 subconjunto de K1 e ε > 0 tal que para todo k ∈ K2 tem-se ‖sk‖ ≥ ε.

Supondo que vale o item (1) temos ainda duas outras possibilidades:

1.1 Se existe uma subsequência de sk, com ı́ndices em K3 ⊂ K1 tal que sk = dk, então

‖∇f(x∗)‖ = lim
k∈K3

‖∇f(xk)‖ ≤ lim
k∈K3

‖dk‖
β

= lim
k∈K3

‖sk‖
β

= 0;

1.2 Se para todo k ∈ K1 com k > k0 temos t < 1, então existe um sk múltiplo de sk tal que

‖sk‖ ≤ 10‖sk‖ e f(xk + sk) > f(xk) + α∇f(xk)
T sk.
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Sabemos que lim

k∈K1

‖sk‖ = 0 e para todo k ∈ K1, k > k0 temos

∇f(xk)
T sk ≤ −θ‖∇f(xk)‖‖sk‖. (4)

Seja v um ponto de acumulação da sequência
sk
‖sk‖

, então temos que ‖v‖ = 1 e existe

uma subsequência com ı́ndice em K4 ⊂ K1 tal que lim
sk
‖sk‖

= v.

Portanto,

∇f(x∗)T v = lim∇f(xk)
T v = lim∇f(xk)

sk
‖sk‖

.

De (4) segue que

∇f(x∗)
T v ≤ −θ lim ‖f(xk)‖. (5)

Agora para todo k ∈ K4

f(xk + sk)− f(xk) = ∇f(xk + ξksk)
T sk, ξk ∈ (0, 1).

Veja que a condição de Armijo não foi satisfeita para sk, assim

∇f(xk + ξksk)
T sk
‖sk‖

> α∇f(xk)
T sk ∀k ∈ K4,

ou seja,

∇f(xk + ξksk)
T sk
‖sk‖

> α∇f(xk)
T sk
‖sk‖

.

Passando o limite temos

∇f(x∗)T v ≥ α∇f(x∗)T v

ou

(1− α)∇f(x∗)T v ≥ 0

Logo ∇f(x∗)T v ≥ 0 e por (5) segue que ∇f(x∗)T v = 0

Se ∇f(x∗) 6= 0, novamente por (5), para k suficientemente grande

0 = ∇f(x∗)T v ≤ −θ‖∇f(xk)‖ < 0.

Contradição, portanto temos que ∇f(x∗) = 0

Vamos agora considerar que é válido o item (2).

Como ‖sk‖ ≥ ε ∀k ∈ K2, pela condição de Armijo temos que

f(xk + sk) ≤ f(xk) + α∇f(xk)
T sk
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≤ f(xk)− αθ‖∇f(xk)‖‖sk‖

≤ f(xk)− αθε‖∇f(xk)‖ ∀k ∈ K2.

Portanto,
f(xk)− f(xk+1)

αθε
≥ ‖∇f(xk)‖ ≥ 0.

Passando ao limite conclúımos que ∇f(xk) = 0.

O método de busca linear fornece um algoritmo com convergência global. No entanto

ele não define uma direção de descida a ser usada, por este motivo precisamos recorrer a ou-

tros métodos que forneçam uma escolha inteligente para tal direção. Existem uma série de

métodos que podem ser utilizados nesse sentido. Aqui, conforme mencionado, apresentaremos

dois métodos, Newton e BFGS, ambos dentro do contexto de busca linear.

4 O método de Newton

Umas das direções mais importantes, possivelmente, são as chamadas direções de New-

ton. Tais direções são obtidas da expansão da série de Taylor de segunda ordem (NOCEDAL;

WRIGHT, 2006) e são expressas pela seguinte equação dk = −(∇2f(xk))
−1∇f(xk), onde es-

tamos assumindo que a hessiana ∇2f(xk) é definida positiva. O método de Newton é uma

variação do método usado para encontrar ráızes de funções. Para melhor compreendê-lo vamos

fazer algumas considerações acerca de funções quadráticas.

Dada uma função quadrática da forma g(x) = xTGx + bTx + c onde G é uma matriz

n × n definida positiva e x ∈ Rn, sabemos do cálculo diferencial que esta função possui um

mı́nimo global, mais que isso, partindo de qualquer ponto de Rn usando a direção de Newton

em um passo atingimos esse mı́nimo. De fato ∇g(x) = Gx + b é o gradiente da função g(x)

assim, é fácil ver que tomando a direção dk zeramos o gradiente. Deste modo, temos direções

que funcionam muito bem para quadráticas e assim, para utilizar essa vantagem, tomamos uma

aproximação local da função objetivo para uma forma quadrática, usando a fórmula de Taylor

de segunda ordem.

É importante ressaltar que as direções fornecidas por Newton só podem ser assumidas

como direção de descida se temos que a hessiana da função f é definida positiva (NOCEDAL;

WRIGHT, 2006), entretanto para isso seria necessário pedir que a função f fosse convexa (ver

convexidade em Mart́ınez e Santos (1998)), mas desejamos estabelecer um método de con-

vergência global, mantendo assim a principal caracteŕıstica da busca linear. Assim usamos uma
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atualização da diagonal da matriz hessiana quando esta não for definida positiva. Salvo essas

alterações temos o seguinte algoritmo.

Algoritmo de Newton com Busca Linear: Defina x0 ∈ Rn, α ∈ (0, 1), β > 0 e

θ ∈ (0, 1). Dado xk pela k-ésima iteração determine xk+1 da seguinte forma:

1. Se ∇f(xk) = 0, pare!

2. Obter a fatoração de Cholesky: ∇2f(xk) = LDLT ;

3. Se (2) falhar defina Bk = ∇2f(xk) + µI para µ > 0 de modo que Bk > 0, então obtenha a

fatoração Cholesky: Bk = LDLT ;

4. Definir dk resolvendo

Ly = −∇f(xk) e DLTdk = y;

5. Se ∇f(xk)
Tdk > −θ‖∇f(xk)‖‖dk‖ faça µ← max{2µ, 10} e volte em (3);

6. Se ‖dk‖ < β‖∇f(xk)‖, faça

dk ← β
‖∇f(xk)‖
‖dk‖

dk;

7. Obter t por backtracking que satisfaça

f(xk + tdk) ≤ f(xk) + αt∇f(xk)
Tdk;

8. Defina xk+1 = xk + tdk e volte a (1).

Observe que a escolha das direções de Newton não alteram a convergência global do

algoritmo.

5 A fórmula BFGS

O método de Newton possui boas propriedades de convergência (BERTSEKAS, 1999).

Contudo, pode não ser apropriado em alguns casos por fazer-se necessário o cálculo da hessiana

da função. Este cálculo pode ser um tanto quanto inconveniente por diversos motivos: custo

computacional, complexidade da função e mesmo a propensão a erros humanos. Assim, faz sen-

tido desenvolver métodos que conservam, de certo modo, as boas propriedades de convergência e

dispense o cálculo da hessiana. Essa é a ideia primordial dos chamados métodos quase-Newton,

que buscam direções aproximadas das direções de Newton utilizando uma matriz Bk próxima
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de ∇2f(xk) a cada iteração. Para fazer essas atualizações busca-se uma matriz Bk que satisfaça

a equação secante

Bk+1sk = yk onde sk = xk+1 − xk e yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk),

pois esta, em geral, fornece boas aproximações da hessiana (MARTÍNEZ; SANTOS, 1998).

Existem muitas fórmulas para a atualização de Bk. A fórmula que vamos tratar aqui

impõe que Bk seja simétrica, e é dada pela seguinte expressão:

Bk+1 = Bk +
yky

T
k

yTk sk
−
Bksks

T
kBk

sTkBksk
.

Conhecida como fórmula BFGS, desenvolvida independentemente por Broyden, Fletcher,

Goldfarb e Shanno, em 1970 (LUENBERGER; YE, 2008), esta é uma atualização de posto 2

que possui uma propriedade conveniente acerca da positividade da matriz Bk+1 apresentada no

teorema a seguir.

Teorema 4. Na fórmula BFGS, se Bk é simétrica definida positiva e sTk yk > 0, então Bk+1

também é simétrica e definida positiva.

Não apresentaremos aqui a demonstração deste teorema devido a sua simplicidade. Este

teorema é fundamental, pois um dos requisitos para se obter direções de descida apresentado

na seção anterior, era que a matriz hessiana fosse definida positiva. Deste modo temos controle

sobre a positividade em cada atualização. Uma vez que possa ser determinada a aproximação

Bk da hessiana de f(xk) simétrica e definida positiva, sabemos por meio de um cálculo simples

de sTk yk se a matriz Bk+1 será também definida positiva. Deste modo para obter uma direção

de descida dk basta resolver o sistema linear

Bkdk = −∇f(xk).

Uma vez que temos Bk definida positiva, o sistema acima possui solução única, determi-

nada por dk = −B−1k ∇f(xk). Assim, seria conveniente que em vez de resolver o sistema linear,

encontremos uma atualização para B−1k . Como a fórmula BFGS é uma atualização de posto 2,

a inversa de Bk+1 já pode ser calculada como uma atualização da inversa de Bk. Isso é feito por

meio da seguinte formulação

B−1k+1 = B−1k +
(sk −B−1k yk)s

T
k + sk(sk −B−1yk)T

sTk yk
−

(sk −B−1k yk)
T yksks

T
k

(sTk yk)
2

.

Por uma questão de simplicidade de notação usaremos Hk para representar B−1k .

Agora que definimos uma forma adequada de encontrar direções de descida, podemos

definir um algoritmo de busca linear usando as direções fornecidas com o cálculo da fórmula
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BFGS. Apenas faz-se necessário uma correção para o caso em que dk não satisfaça a condição

3. Neste caso, simplesmente descartaremos a direção fornecida por BFGS e usaremos a direção

de máxima descida −∇f(xk), embora na prática tal situação seja rara.

Algoritmo de busca linear com direções BFGS: Defina x0 ∈ Rn, α ∈ (0, 1), β > 0 e

θ ∈ (0, 1) e uma matriz H0 ∈ Rn×n simétrica e definida positiva. Dado xk pela k-ésima iteração

determine xk+1 da seguinte forma:

1. Se ∇f(xk) = 0, pare!

2. Defina dk = −Hk∇f(xk);

3. Se ∇f(xk)
Tdk > −θ‖∇f(xk)‖‖dk‖ então

Hk ← I

dk ← −∇f(xk);

4. Se ‖dk‖ < β
‖∇f(xk)‖
‖dk‖

então corrija usando

dk ← β
‖∇f(xk)‖
‖dk‖

dk;

5. Obter t por backtracking que satisfaça

f(xk + tdk) ≤ f(xk) + αt∇f(xk)
Tdk;

6. Defina:

xk+1 = xk + tdk

sk = xk+1 − xk

yk = ∇f(xk+1)−∇f(xk);

7. Se sTk yk > 0 defina

Hk+1 = Hk +
(sk −Hkyk)s

T
k + sk(sk −HKyk)

T

sTk yk
−

(sk −Hkyk)
T yksks

T
k

(sTk yk)
2

caso contrário defina Hk+1 = Hk;

8. Volte ao passo (1).
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MARTÍNEZ, José Maria; SANTOS, Sandra Augusta. Métodos computacionais de oti-

mização. 1 ed. Campinas: IMECC-UNICAMP, 1998.

NOCEDAL, Jorge; WRIGHT, Stephen J.. Numerical optimization. 2 ed. New York: Sprin-

ger, 2006.



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Resumo: Este trabalho tem o objetivo de apresentar uma revisão sobre o
Agrupamento de dados baseado em Colônia de Formigas, bem como das prin-
cipais modificações já realizadas no algoritmo. Para isso, foi realizada uma
pesquisa na literatura e análise das modificações propostas por alguns au-
tores, observando quais melhorias estas proporcionaram ao algoritmo. Este
estudo proporcionou maior entendimento sobre a dinâmica do algoritmo, so-
bre as motivações envolvidas nas modificações e quais aspectos deve-se levar
em consideração para obter um bom agrupamento.

Palavras-chave: Mineração de Dados; Agrupamento de Dados; Me-
taheuŕıstica.

1 Agrupamento de dados baseado em colônia de formigas

O agrupamento de dados ou clusterização é uma das principais tarefas de mineração de

dados e tem sido amplamente utilizado em muitas aplicações reais para a obtenção de informações

novas e úteis impĺıcitas nos dados. Segundo Hair Jr et al. (2005) a análise de agrupamento é

um conjunto de técnicas multivariadas que tem como objetivo agrupar objetos (indiv́ıduos ou

variáveis) com base em suas caracteŕısticas. Na análise de agrupamento o objetivo é dividir o

conjunto de objetos em dois ou mais grupos (clusters) de acordo com a similaridade dos objetos,

sendo que os grupos formados são mutuamente excludentes.

Há vários métodos de análise de agrupamento na área de mineração de dados. Alguns

dos métodos requerem a definição de muitos parâmetros de entrada, sendo um destes parâmetros

o número de grupos existente na base de dados. Porém, esta informação nem sempre é conhecida

pelo usuário.

O algoritmo de agrupamento baseado em colônia de formigas – foco deste trabalho -

possui uma vantagem com relação à maioria dos outros algoritmos de agrupamento, este não

solicita que o usuário informe a quantidade de grupos (LAURO, 2008; ESPENCHITT, 2008).

1Os autores agradecem à Fundação Araucária por bolsa de iniciação cient́ıfica concedida à primeira autora
e pelo apoio financeiro ao projeto de pesquisa “Identificação do Perfil dos Munićıpios do Estado do Paraná por
meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados”.
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O agrupamento baseado em Formigas foi proposto inicialmente por Deneubourg et al.

(1991). Segundo Lauro (2008, p. 22), “o agrupamento de corpos mortos pela espécie de for-

miga Pheidole pallidula inspirou estes autores sobre o agrupamento por um grupo de agentes

homogêneos”. A formação de cemitérios e organização da ninhada são dois exemplos notáveis

de comportamento coletivo de insetos sociais. A formação de montes, como por exemplo, o

cemitério (agrupamento de cadáveres), tem sido observado na espécie Pheidole pallidula. Con-

forme as formigas morrem, elas são carregadas para fora dos ninhos pelas formigas operárias. O

processo de formar montes (agrupamento) surge em função da atração entre corpos já deposita-

dos e as operárias que estão transportando outros corpos. Os pequenos montes formados atraem

as operárias para depositarem novos corpos e assim estes pequenos montes vão aumentando de

tamanho (HARTMANN, 2005).

No agrupamento baseado em formigas proposto por Deneubourg et al. (1991) as for-

migas foram representadas como agentes simples que se moviam aleatoriamente em uma grade

quadrada. Os padrões foram dispersos nesta grade e poderiam ser carregados, transportados

e descarregados pelos agentes (formigas). Estas operações são baseadas na similaridade e na

densidade dos padrões distribúıdos dentro da vizinhança local dos agentes, padrões isolados ou

cercados por dissimilares são mais prováveis de serem carregados e então descarregados numa

vizinhança de similares.

Após um número estipulado de iterações, se obtém uma separação espacial dos padrões

na grade, os grupos formados tendem a formar regiões densas na grade.

2 Funções e parâmetros envolvidos no algoritmo

As decisões de carregar e descarregar padrões são tomadas pelas probabilidades Ppick e

Pdrop, descritas por Deneubourg et al., dadas a seguir pelas equações 1 e 2, respectivamente.

Ppick =

(
kp

kp + f(i)

)2

. (1)

Pdrop =

(
f(i)

kd + f(i)

)2

. (2)

Nestas equações, f(i) é uma estimativa da fração de padrões na vizinhança que são

semelhantes ao padrão atual i da formiga e kp e kd são constantes reais. Os autores usaram kp=

0,1 e kd= 0,3.
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Os parâmetros kp e kd demonstram a influência que a função densidade f(i) exerce

no cálculo da probabilidade de um agente carregar ou descarregar um objeto em determinada

posição. A probabilidade de carregar decresce com o aumento de f(i), de 1 quando f(i) = 0 para

1
4 quando f(i) = kp = 0, 1 e possui o menor valor quando f(i) tende para 1. A probabilidade de

descarregar aumenta com f(i), de 0 quando f(i) = 0 para 1
4 quando f(i) = kd = 0, 3 e possui

maior valor quando f(i) tende para 1. Observa-se este comportamento na Figura 1 a seguir.

Figura 1: Probabilidade de carregar e descarregar um objeto em função de f(i).

Desta forma, a função de vizinhança f(i) tem grande influência nas decisões de carregar

e descarregar padrões. Em Deneubourg et al. (1991) a estimativa f foi obtida por meio de

uma memória de curto prazo de cada formiga, em que o conteúdo das últimas células analisadas

é armazenado, sendo que o número de células depende do tamanho de memória escolhido.

A escolha da função de vizinhança f(i) foi essencialmente motivada pela sua simplicidade e

facilidade de implementação.

2.1 Principais modificações já realizadas no algoritmo

De acordo com Lumer e Faieta (1994), Deneubourg et al. restringiram seus estudos

para ambientes com objetos idênticos ou com dois tipos de objetos e assim a tarefa dos agentes

era bastante trivial, somente para transportar objetos. Desta forma, Lumer e Faieta (1994)

inclúıram modificações ao modelo que permitiram a manipulação de dados numéricos com o uso

de diferentes tipos de objetos e melhoraram a qualidade da solução e o tempo de convergência
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do algoritmo.

A decisão de carregar padrões é baseada na probabilidade Ppick dada pela equação 1

anterior e, a decisão de descarregar padrões é baseada na probabilidade Pdrop que foi adaptada,

dada pela equação 3 a seguir, em que kd é uma constante e f(i) é dada pela equação 4.

Pdrop =

2f(i), se f(i) < kd

1, se f(i) ≥ kd
(3)

f(i) = max

0,
1

σ2

∑
j∈L

[
1− d(i, j)

α

] . (4)

Na equação 4 d(i, j) é uma função de dissimilaridade entre padrões i e j pertencente ao

intervalo [0,1]. A métrica utilizada, neste caso, foi a distância Euclidiana, dada por:

d(i, j) =

√
|xi1 − xj1|2 + |xi2 − xj2|2 + ...+ |xin − xjn|2 (5)

em que i = (xi1, xi2, . . . , xin) e j = (xj1, xj2, . . . , xjn) representam pontos (ou objetos) n-

dimensionais. O parâmetro α vai escalar a dissimilaridade, ele é dependente dos dados e per-

tencente ao intervalo [0, 1]. L é a vizinhança local de tamanho igual a σ2.

O termo σ2 corresponde ao tamanho da vizinhança da célula em que o agente está e,

desta forma, f(i) é dependente da densidade. O agente se localiza no centro desta vizinhança e

este percebe a vizinhança pelo raio de percepção, dado por r = σ−1
2 . A Figura 2 a seguir ilustra

o agente no centro e sua vizinhança, com raio de percepção igual a 1 e tamanho da vizinhança

igual a 9.

Figura 2: Representação das células da vizinhança de uma formiga (HARTMANN, 2005).

A função f(i) atinge valor máximo se, e somente se, todos os itens na vizinhança são

similares, ou seja, d(i, j) = 0, qualquer que seja o item j pertencente à vizinhança. Note que
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f(i) ∈ [0, 1]. Lumer e Faieta utilizaram em seu trabalho kp = 0, 1, kd = 0, 15 e α = 0, 5.

O objetivo de Lumer e Faieta (1994) era definir uma medida de similaridade ou dissimi-

laridade entre os padrões pois no algoritmo proposto inicialmente os objetos eram similaridades

se fossem idênticos e dissimilares se os objetos não fossem idênticos.

Além destas modificações, Lumer e Faieta (1994) introduziram uma memória de curto

prazo que acelerou significativamente o processo de agrupamento. A formiga poderia lembrar-

se dos últimos itens que foram descarregados, bem como os locais onde foram descarregados.

Quando a formiga carrega um novo item, ela faz uma comparação com os itens anteriormente

descarregados, que estão na memória, e transporta este item para o local onde está o item mais

similar a esse.

Os algoritmos de agrupamento baseados em formigas estão principalmente apoiados nas

versões propostas por Deneubourg et al. (1991) e Lumer e Faieta (1994). Várias modificações

foram introduzidas para melhorar a qualidade do agrupamento e, em particular, a separação

espacial entre os grupos na grade (BORYCZKA, 2009).

Alterações que melhoram a separação espacial dos grupos e permitem que o algoritmo seja

mais robusto foram introduzidas por Handl, Knowles e Dorigo (2005), numa versão melhorada

do algoritmo chamada ATTA. Uma das alterações é a inclusão de uma restrição na função de

vizinhança f∗(i), dada pela equação 6 a seguir.

f∗(i) =


1
σ2

∑
j∈L

[
1− d(i, j)

α

]
, se ∀j

(
1− d(i, j)

α

)
> 0

0 , caso contrário.

(6)

em que: a restrição ∀j
(

1− d(i,j)
α

)
> 0 serve para penalizar dissimilaridades elevadas. Esta

restrição melhora a separação espacial entre os grupos.

Os autores também modificaram o cálculo das probabilidades de carregar e descarregar

padrões, obtidas experimentalmente, dadas pelas equações 7 e 8, respectivamente:

P ∗pick(i) =

 1, se f∗(i) ≤ 1

1
f∗(i)2 , caso contrário.

(7)

P ∗drop(i) =

 1, se f∗(i) ≥ 1

f∗(i)4, caso contrário.
(8)
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2.2 Parâmetros da Função de Vizinhança

A definição dos parâmetros da função de vizinhança é um fator decisivo na qualidade do

agrupamento. Para o raio de percepção r é mais atrativo empregar vizinhanças maiores para

melhorar a qualidade do agrupamento e da distribuição na grade. Entretanto, este procedimento

é mais caro computacionalmente (pois o número de células a serem analisadas em cada ação

cresce quadraticamente com o aumento do raio de percepção) e ainda inibe a formação rápida

dos grupos na fase inicial (HANDL; KNOWLES; DORIGO, 2005).

Um raio de percepção que aumenta gradualmente com o tempo acelera a dissolução de

grupos pequenos preliminares (HANDL; KNOWLES; DORIGO, 2005). No trabalho dos autores,

eles utilizaram um raio de percepção inicial igual a 1 (σ = 3) com um incremento linear até

chegar em 5 (σ = 11). Enquanto ocorre este incremento, os autores mantiveram o parâmetro

escalar 1
σ2 inalterado na função de vizinhança f∗(i), de forma que, na fase inicial f∗(i) está

limitada ao intervalo [0,1], depois, o limite superior aumenta com cada aumento do raio de

percepção.

A separação espacial dos grupos na grade é crucial para que grupos individuais sejam

bem definidos, possibilitando a sua recuperação automática. A proximidade espacial, quando

ocorrer, pode indicar a formação prematura do agrupamento (HANDL; KNOWLES; DORIGO,

2005).

Desta forma, após a fase inicial de agrupamento durante um curto intervalo de iterações,

entre os tempos tinicial = 0, 45.N e tfinal = 0, 55.N em que N é o número total de iterações, os

autores substitúıram o parâmetro escalar 1
σ2 por 1

Nocc
na equação 6, em que Nocc é o número de

células da grade ocupadas, observadas dentro da vizinhança local. Assim, somente a semelhança

e não a densidade será levada em consideração. Isto acarreta no espalhamento dos dados na

grade, mas de uma forma ordenada, na qual cada grupo ocupa seu próprio lugar na grade.

Após esse peŕıodo, a função vizinhança volta à sua forma anterior. Então novos grupos serão

formados, mas agora com maior probabilidade de serem gerados próximo aos centros destas

regiões, pelo fato das fronteiras de suas vizinhanças serem de baixa qualidade.

Este efeito ocorre pois nas equações 7 e 8 propostas as decisões de carregar e descarregar

padrões se tornam mais cautelosas, sendo determinadas exclusivamente pelo valor da função de

vizinhança f∗(i).

O parâmetro α é um limitante que vai “escalar” a dissimilaridade na função de vizinhança

f(i), sendo que o funcionamento do algoritmo é crucialmente dependente deste parâmetro. A

escolha de um valor muito pequeno para α impede a formação de grupos na grade, por outro
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lado, a escolha de um valor muito grande para α resulta na fusão de grupos. No caso limite,

α = 1, todos os itens formariam um único grupo.

Fixar parâmetro α não é simples e a sua escolha é altamente dependente da estrutura

do conjunto de dados. Um valor inadequado resulta em uma excessiva ou extremamente baixa

atividade na grade. Por conta disso, Handl, Knowles e Dorigo (2005) propuseram uma adaptação

automática de α por meio da quantidade de atividade bem sucedida do agente, ou seja, se faz

o registro do sucesso e insucesso da operação de descarregar os itens.

3 O algoritmo básico

Numa fase inicial, todos os padrões são aleatoriamente espalhados na grade, na qual

cada célula deve conter apenas um padrão, assim, haverá células da grade ocupadas e outras

que estarão livres. Depois, cada formiga escolhe aleatoriamente um único padrão para carregar

e é colocada em uma posição aleatória na grade.

Na próxima fase, chamada de fase de distribuição, em um laço (loop) simples, cada

formiga é selecionada aleatoriamente. Esta formiga se desloca na grade executando um passo

de comprimento l numa direção aleatória. A formiga então decide, probabilisticamente, se

descarrega seu padrão nesta posição.

Se a decisão for de não descarregar o padrão, escolhe-se aleatoriamente outra formiga e

recomeça-se o processo. Se a decisão for de descarregar, a formiga descarrega o padrão em sua

posição atual na grade, se esta estiver livre. Se esta célula da grade estiver ocupada por outro

padrão, o mesmo deve ser descarregado numa célula imediatamente vizinha desta, que esteja

livre, por meio de uma procura aleatória.

A formiga procura, então, por um novo padrão para carregar. Dentre os padrões livres

na grade, ou seja, dentre os padrões que não estão sendo carregados por nenhuma formiga, a

formiga seleciona aleatoriamente um, vai para a sua posição na grade (posição em que o padrão

se encontra), faz a avaliação da função de vizinhança e decide probabilisticamente se carrega

este padrão. Este processo de escolha de um padrão livre na grade é executado até que a formiga

encontre um padrão que deva ser carregado.

Só então esta fase é reiniciada, escolhendo-se outra formiga até que um critério de parada

seja satisfeito. Uma iteração ocorre quando todas as formigas já tenham sido selecionadas. Ao

final, um processo para recuperação dos grupos é aplicado.
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Considerações Finais

A realização do estudo bibliográfico foi de extrema importância para a compreensão

da dinâmica do algoritmo e das propostas de melhoria, visto que esta meta-heuŕıstica ainda

exige muita investigação para melhorar seu desempenho, estabilidade e outras caracteŕısticas,

consideradas “chaves”, que fariam de tal algoritmo uma ferramenta madura para mineração de

dados.
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Resumo: O presente trabalho é resultado da iniciação cient́ıfica voluntária
do discente Alexandre Batista de Souza. Aqui objetivamos apresentar a
construção do corpo ordenado e completo dos números reais, de um ponto de
vista da álgebra. Para isso, utilizamos a abordagem clássica conhecida como
cortes de Dedekind.

Palavras-chave: cortes de Dedekind; números; construção.

1 Introdução

Nosso trabalho busca apresentar a construção do corpo ordenado e completo dos números

reais, por cortes de Dedekind. A motivação e/ou relevância desse estudo, dá-se entre outras

coisas, pela importância do conjunto dos números reais dentro da matemática e das ciências

exatas, nas quais é elemento fundamental para a formalização, por exemplo, do cálculo diferencial

e integral. O conceito de completude, entre outros, é o que permite falar em cálculo infinitesimal.

Com tal propósito, e tendo como elemento guia o caminho traçado por Deparis, (2009)

faz-se necessário inicialmente formalizar o conceito intuitivo de número natural, por meio de

axiomas que garantam a existência e o comportamento usual do conjunto dos números naturais

N. Em seguida, utiliza-se os elementos deste conjunto associado ao conceito de classes de equi-

valência, para construir ao anel de integridade dos números inteiros Z, que contém uma cópia

algébrica N. Analogamente, utiliza este anel de integridade para construir um corpo ordenado

Q, no qual Z está imerso, pela existência de um isomorfismo entre os anéis, Z e Q. Destaca-

mos que a construção de N, Z e Q, não será feita aqui e pode ser encontrada no trabalho da

autora supracitada bem como em Ferreira (2013). Neste artigo nos dedicaremos a apresentar

a construção do corpo ordenado e completo dos números reais R, assumindo a existência do

corpo ordenado dos números racionais Q. Por último, é importante lembrar que este trabalho se

utiliza de alguns conceitos clássicos da álgebra como; relações de ordem, aplicações, operações,

anéis, corpos, isomorfismos que podem ser encontrados, por exemplo em Domingues (2003).
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2 O corpo ordenado e completo dos números reais

Considerando o corpo das frações do anel de integridade dos números inteiros Q e a

relação ≺, definida sob o mesmo, construiremos subconjuntos deste que serão elementos de um

novo conjunto que também será totalmente ordenado e terá estrutura de corpo. Ainda, além de

possuir essas propriedades, esse conjunto possuirá também a completude.

2.1 O corte de Dedekind

Definição 1. O corte de Dedekind é denotado por α, tal que α ⊂ Q, e satisfaz as seguintes

propriedades,

a) α 6= ∅ e γ 6= Q;

b) ∀p, q ∈ Q, se p ∈ α e q ≺ p, então q ∈ α;

c) ∀p ∈ α,∃ q ∈ α, tal que p ≺ q.

Definição 2. Para todo r ∈ Q, o conjunto α é definido por

α = {p ∈ Q; p ≺ r}.

Teorema 3. O conjunto α, dado pela definição 2 satisfaz a definição 1.

Prova. Temos que mostrar que α satifaz as condições a, b e c da definição 1.

Para tanto, note que para todo r ∈ Q, existe s ∈ Q, tal que s ≺ r. Disso decorre que,

α 6= ∅. É fato também, que para todo r ∈ Q, existe t ∈ Q, tal que r ≺ t, implicando que, α 6= Q.

Assim, α satisfaz a condição (a).

Sejam p, q ∈ Q, com p ∈ α e q ≺ p. Sendo assim, temos da definição de α, que q ≺ r e,

portanto q ∈ α. Logo, α satisfaz a condição (b).

Finalmente, para todo p ∈ α, existe q = p+r
2 ∈ α. Pela construção q ≺ r e p ≺

q. Analogamente, existe q1 = q+r
2 , com p ≺ q1. Repetindo este processo encontramos qn =

p+( 2n+1−1)·r
2n+1 , para todo n ∈ N∗. Decorre então que α não contém o supremo e a condição (c) é

satisfeita.

Definição 4. O conjunto dos cortes de Dedekind α é denotado por R e definido por

R = {α ⊂ Q;α é dado pela definição 2 }
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2.2 Operações em R

Com o intuito de que R tenha estrutura de corpo, vamos definir duas operações neste

conjunto, que irão satisfazer as propriedades desejadas.

Definição 5. Sejam α, β ∈ R. O conjunto denotado por γ é definido por

γ = {a+ b; a ∈ α e b ∈ β}

Lema 6. Sejam α ∈ R e x /∈ α. Então p ≺ x,∀p ∈ α.

Prova. Sejam α ∈ R e x /∈ α. Suponha que exista p ∈ α, com x � p. Disso, pela propriedade

(b), da definição 1, temos que x ∈ α, contradizendo a hipótese.

Teorema 7. O conjunto γ, dado pela definição 5 é um corte de Dedekind.

Prova. Novamente, temos que verificar as três condições da definição 1.

Note que, sendo α, β ∈ R, existem a ∈ α e b ∈ β, tal que a + b ∈ γ, implicando que

γ 6= ∅. Pelo mesmo motivo, existem c ∈ α e d ∈ β, tal que c /∈ α e d /∈ β. Pelo lema 6, para

todo a ∈ α e b ∈ β, a ≺ c e b ≺ d implicando que a+ b 6= c+ d. Logo, c+ d /∈ γ e γ 6= Q. Temos

portanto, que γ atende a condição (a).

Agora sejam x ∈ γ e y ≺ x. Assim x = a + b, para algum a ∈ α e b ∈ β. Disso decorre

que y − a ≺ b e sendo β ∈ Q, temos que y − a ∈ β. Portanto, tomando y = a + (y − a), para

algum a ∈ α e y − a ∈ β, y ∈ γ, e a condição (b) é satisfeita.

Para comprovar a condição (c) da referida definição, tome x ∈ γ. Pela definição do

conjunto γ, x = a + b, para algum a ∈ α e b ∈ β. Sendo α, β ∈ R, existem c ∈ α e d ∈ β, tais

que a ≺ c e b ≺ d, para quaisquer a ∈ α e b ∈ β. Em decorrência disso temos que a+ b ≺ c+ d

para todo a ∈ α e b ∈ β, e portanto para qualquer x ∈ γ existe y ∈ γ tal que x ≺ y.

Definição 8. A adição em R é denotada por + e definida por

+ : R× R → R

(α, β) 7→ +((α, β)) = γ.

Definição 9. O zero é denotado por 0∗ e definido por

0∗ = {p ∈ Q; p ≺ 0, com 0 ∈ Q}.
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Este conjunto é o elemento neutro para a operação de adição, fato que será demonstrado

no teorema 17.

Definição 10. A relação menor que em R é denotada por ≺ e definida por

α ≺ β ⇔ α ⊂ β.

Definição 11. Sejam α, β ∈ R, com 0∗ ≺ α e 0∗ ≺ β. O conjunto denotado por γ é definido

por

γ = Q−
⋃
{a · b; a ∈ α e b ∈ β com 0 ≺ a e 0 ≺ b}.

Teorema 12. O conjunto γ, dado pela definição 11 é um corte de Dedekind.

Prova. É um argumento análogo ao caso da operação de adição e pode ser encontrado em

Deparis, (2009), ou mesmo em Ferreira, (2013).

Definição 13. A multiplicação em R é denotada por · e definida por

· : R× R → R

(α, β) 7→ ·((α, β)) = γ

tais que,

α · β = 0∗, se α = 0∗ ou β = 0∗;

α · β = γ, se α ≺ 0∗ e β ≺ 0∗ ou se 0∗ ≺ α e 0∗ ≺ β;

α · β = −γ, se 0∗ ≺ α e β ≺ 0∗ ou se α ≺ 0∗ e 0∗ ≺ β.

Observamos que o conjunto −γ é o elemento simétrico de γ com respeito a operação de

adição, como será provado no teorema 17.

2.3 Relação de ordem em R

Objetivamos agora, definir uma relação de ordem total no conjunto dos cortes de De-

dekind, para que este possa ter estrutura de corpo ordenado, munido das operações que foram

definidas na subseção 2.2.
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Definição 14. A relação menor ou igual em R é denotada por � e definida por

α � β ⇔ α ⊆ β.

Proposição 15. A relação � é relação de ordem em R.

Prova. Precisamos mostrar que a relação � é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

De fato,como α é um conjunto temos que α ⊂ α, o que implica em � ser reflexiva.

Tome quaisquer α e β ∈ R com α � β e β � α. Assim, pela definição desta relação,

α ⊆ β e β ⊆ α e pela igualdade de conjuntos α = β. Logo, � é anti-simétrica.

Também, para todo α, β e γ ∈ R, tais que α � β e β � γ, observe que α ⊆ β e β ⊆ γ

temos as respectivas inclusões que satisfazem a propriedade transitiva, e portanto a relação

menor ou igual é transitiva.

Proposição 16 (Tricotomia). ∀α, β ∈ R, temos que

α � β ou β � α

Prova. Suponhamos sem perda de generalidade que, α * β. Assim existe x ∈ Q, tal que x ∈ α e

x /∈ β. Pelo lema 6, p ≺ x para qualquer p ∈ β. Como x ∈ α e p ∈ α, para todo p ∈ β. Decorre

então que, β ⊆ α e logo β � α.

As proposições 15 e 16 mostram que relação menor ou igual é uma relação de ordem

total sob o conjunto R (Domingues, 2003).

2.4 O corpo ordenado e completo dos números reais

Teorema 17. O conjunto R munido das operações · e + possui estrutura de corpo.

Prova. Ver Deparis, (2009).

Proposição 18. Para todo α, β e γ ∈ R, se α � β ⇒ α+ γ � β + γ.

Prova. Seja a + c ∈ α + γ para algum a ∈ α e c ∈ γ. Temos da hipótese que α � β, então,

α ⊆ β. Logo a + c ∈ β + γ para algum a ∈ α e c ∈ γ. Logo α + γ ⊆ β + γ e portanto, pela

definição da relação menor ou igual, α+ γ � β + γ.

Proposição 19. Para todo α, β e γ ∈ R, com 0∗ ≺ γ,se α � β então α · γ � β · γ
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 98
Prova. Seja a · c ∈ α · γ, para algum a ∈ α e b ∈ β. Como supõe-se que α � β temos que α ⊆ β,

e disso decorre que a · c ∈ β · γ, para algum a ∈ β e c ∈ γ. Logo α · γ ⊆ β · γ e portanto, pela

definição da relação menor ou igual α · γ � β · γ.

As proposições 15, 16, 18 e 19, juntamente com o teorema 17, garantem, segundo Do-

mingues (2003) que R possui estrutura de corpo ordenado. Sendo assim, a partir de agora

caminharemos para mostrar que R é um corpo ordenado e completo.

Definição 20. O corte racional é denotado por r∗ e definido por

r∗ = {p ∈ Q; p ≺ r, ∀r ∈ Q}.

Definição 21. O conjunto cortes racionais é denotado por Q′ e definido por

Q′ = {r∗; r ∈ Q}.

Teorema 22. O conjunto Q′ dotado das operações + e · é um subcorpo em R.

Prova. Teremos que verificar que 0∗ e 1∗ ∈ Q′, e além disso se este conjunto é fechado para as

operações + e · definidas sobre R.

Como 0, 1 ∈ Q, pela definição do conjunto dos cortes racionais, 0∗ e 1∗ ∈ Q′.

Tome r∗, s∗ ∈ Q′. Pela definição de adição temos que r∗ + s∗ = (r + s)∗ e pela definição

do conjunto Q′ ocorre que (r + s)∗ ∈ Q′.

Analogamente, pela definição de multiplicação temos que r∗ · s∗ = (r + s)∗ e logo pela

definição do conjunto Q′ este é fechado para multiplicação. Portanto, o conjunto dos cortes

racionais possuem estrutura de subcorpo em R.

Teorema 23. Os anéis Q e Q′ são isomorfos.

Prova. Defina a função

f : Q → Q′

r 7→ f(r) = r∗.

Tome f(r) = f(s) e note que pela definição da função f que r∗ = s∗. Logo pela definição

de corte r = s e a função f é injetora.

Tome r∗ ∈ Q′ e note que sempre existe r tal que f(r) = r∗, indicando que f é sobrejetora.

Observe que pela definição da função f , f(r + s) = (r + s)∗ e pela definição de adição

(r + s)∗ = r∗ + s∗ = f(r) + f(s).
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Também pela definição da função f , f(r · s) = (r · s)∗. Da definição de multiplicação

temos que(r · s)∗ = r∗ · s∗ = f(r) · f(s).

Portanto conclúımos que f é um isomorfismo entre os anéis Q e Q′.

O teorema 23 nos diz que Q está imerso em R, ou seja, que o conjunto dos números

racionais está contido no conjunto dos cortes de Dedekind, e juntamente com o teorema 22,

sugere que Q′ 6= R ou seja, que existe α ∈ R e α /∈ Q′. Isso é o que comprova o próximo

resultado.

Teorema 24. Existe α ∈ R, tal que, α /∈ Q′.

Prova. Defina α = Q−
⋃
{x ∈ Q+;x · x ≺ 2, com 2 ∈ Q}. Vamos mostrar apenas que este

conjunto é um corte de Dedekind. O argumento para o fato de que α /∈ Q′ pode ser observado

em Ferreira (2013).

É imediato que α 6= ∅, pois Q− ⊂ α. Note também que, 4 ∈ Q, mas 4 /∈ α, pois 2 ≺ 4.

Logo, α 6= Q e consequentemente α satisfaz a condição (a).

Agora sejam p, q ∈ Q, tal que p ∈ α e q ≺ p. Se p ∈ Q−, então q ∈ Q−, então q ∈ α.

Se 0 ≺ p e q � 0, então q ∈ Q−. Logo q ∈ α. Se 0 ≺ pe0 ≺ q, temos disso e da hipótese que

q · q ≺ p · p. Assim como p ∈ α temos que p · p ≺ 2. Decorre portanto que, q · q ≺ 2 e a condição

(b) está atendida.

Seja p ∈ α. Temos que para todo n ∈ N∗,

(p+ 1
n) · (p+ 1

n) = p · p+ 2p · 1n + 1
n ·

1
n � p · p+ 2p · 1n + 1

n

Note que para 2p+1
2−p·p ≺ n temos,

p · p+ 2p · 1n + 1
n ≺ 2 e disso, (p+ 1

n) · (p+ 1
n) ∈ α

Como p ≺ (p+ 1
n) · (p+ 1

n), a condição (c) está verificada.

Definição 25. O elemento α dado pelo teorema 24 é denominado corte irracional.

Definição 26. Seja K um corpo ordenado e A ⊂ K. O subconjunto A é limitado superiormente

se existe k ∈ K tal que a � k, para qualquer a ∈ A. Assim k é denominado cota superior do

conjunto A. A menor das cotas superiores de A - quando existe - é denominado supremo do

conjunto A.
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Definição 27. Seja A ⊆ K com A um conjunto limitado superiormente e K um corpo ordenado.

Definimos que K é um corpo ordenado e completo se e somente se,

∀A ⊂ K, ∃k ∈ K; a � k, ∀a ∈ A.

Proposição 28. Se α, β ∈ R, com α ≺ β, existe um corte racional r∗ tal que α ≺ r∗ ≺ β.

Prova. Sendo α ≺ β, existe p ∈ β tal que p /∈ α. Segue pela condição (c) da definição 1 que

existe r ∈ β tal que p ≺ r. Como temos que r ∈ β, mas pela definição de r∗, r /∈ r∗, segue disso

que r∗ ≺ β. Pela condição (b) da definição 1, p ∈ r∗ mas da maneira que foi tomado, p /∈ α, o

que implica em α ≺ r∗.

O próximo resultado mostra que R possui a completude (Dedekind, 1901), e muitas vezes

é conhecido como o teorema de Dedekind ou teorema do completamento (Rudin, 1971).

Teorema 29. Sejam A e B subconjuntos de R tais que,

i) R = A ∪B;

ii) A ∩B = ∅;

iii) A 6= ∅ e B 6= ∅;

iv) se α ∈ A e β ∈ B, então α ≺ β.

Então,

∃! γ ∈ R;α � γ � β,∀α ∈ A e β ∈ B.

Prova. Primeiro provaremos a existência γ.

Considere o conjunto γ = {r ∈ Q|r ∈ α para algum α ∈ A }. Vamos mostrar que γ

satisfaz a definição 1, ou seja, é um corte de Dedekind.

Com efeito, como A 6= ∅ temos que α 6= ∅, implicando imediatamente que γ 6= ∅. Por

outro lado, α ⊂ β, para todo α ∈ A e para todo β ∈ B, existe p ∈ β talque p /∈ α. Logo, p /∈ γ,

pela definição deste conjunto e decorre que γ 6= Q. Portanto a condição (a) esta satisfeita.

Sejam r ∈ γ e s ≺ r. Disso, temos que r ∈ α para algum α ∈ A. Sendo α ∈ R, temos

que s ∈ α e segue disso que s ∈ γ. Logo γ satisfaz a condição (b).

Seja r ∈ γ, o que implica que r ∈ α, para algum α ∈ A. Como α ∈ R, existe s ∈ α tal

que r ≺ s e portanto s ∈ γ. mostrando que γ cumpre a condição (c).
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Agora tendo que γ ∈ R devemos mostrar ainda que α � δ � β para todo α ∈ A e para

todo β ∈ B. De fato, pela definição do conjunto γ temos que α � γ, para todo α ∈ A. Suponha

por absurdo que exista β ∈ B com β ≺ γ. Disso temos que existe r ∈ γ e r /∈ β, e portanto

r ∈ α para algum α ∈ A. Logo β ≺ α, contrariando a hipótese.

Por fim suponha que existam γ1 e γ2, com γ1 ≺ γ2 tais que α � γ1 ≺ γ2 � β para todo

α ∈ A e para todo β ∈ B. Pela proposição 28, existe γ3 tal que γ1 ≺ γ3 ≺ γ2. Disso temos que,

γ3 ≺ β para todo β ∈ B e como A
⋃
B = R, então γ3 ∈ A. Analogamente temos que, α ≺ γ3

implicando que γ3 ∈ B. Mas γ3 ∈ A
⋂
B contradiz a hipótese e portanto, γ é único.

Corolário 30. O corpo ordenado R é completo (satisfaz a definição 27).

Prova. Seja M ⊂ R um conjunto limitado superiormente e considere o conjunto das cotas

superiores de M denotado por S, bem como seu complementar denotado por Sc. Note que para

Sc e S as hipóteses do teorema anterior se verificam e temos que,

∃!γ ∈ R;α � γ � β,∀α ∈ Sc e β ∈ S

Com o objetivo de mostrar que γ é o supremo do conjunto M ,devemos considerar dois

casos;

1o caso: Se ocorre que,

∃!γ ∈ R;α ≺ γ � β,∀α ∈ Sc e β ∈ S

obtemos que γ � β,∀β ∈ S, ou seja, γ é a menor das cotas superiores de M , e sendo assim seu

o supremo.

2o caso: Por outro lado, aceitando como verdadeiro que,

∃!γ ∈ R;α � γ ≺ β,∀α ∈ Sc e β ∈ S.

e supondo que γ não é o supremo de M - ou seja, existe µ ∈ M tal que γ ≺ µ - obtemos que,

µ ∈ M . Pela proposição 28, ocorre que existe η ∈ M tal que γ ≺ η ≺ µ, e isso implica que

η /∈ S. Logo η ∈ Sc,resultando que η é o supremo de Sc, contradizendo então, o fato de γ ser o

supremo. Diante disso não podemos admitir como verdadeiro o segundo caso e temos que só o

primeiro pode ocorrer, o que prova o corolário.
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Definição 31. A estrutura denotada por (R,+, ·) ou simplesmente por R, é o corpo ordenado

e completo dos números reais.

3 Considerações finais

Este trabalho buscou apresentar a formalização para o conceito de número real, baseada

na abordagem dos cortes de Dedekind. Assumindo a existência do corpo ordenado dos números

racionais, constrúımos um conjunto dotado de duas operações, · e +, e de uma relação de ordem

total �, que lhe conferem estrutura de corpo ordenado que é também dotado de completude.
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Resumo: Na geoestat́ıstica existe um método de interpolação chamado kri-
gagem, que possibilita estimar valores de uma variável georreferenciada em
qualquer localização não amostrada dentro da área em estudo, sem tendência
e com variância mı́nima. Essa estimação espacial de localizações não amos-
tradas é feita considerando a estrutura de dependência espacial da variável,
expressa pela função semivariância. Além disso, espera-se que os valores
dentro da área de interesse não apresentem tendência que possam afetar
os resultados quanto a suposição de estacionaridade. Entretanto, isso nem
sempre ocorre, pois há situações em que a variável exibe uma variação sis-
temática, sendo necessário então sua incorporação no estudo de dependência
espacial. Objetiva-se nesse trabalho testar a influência da tendência direci-
onal na predição de valores em um conjunto de dados e com isso testar se
essa tendência pode afetar na análise de uma determinada variável. Para
isso foram realizadas simulações onde foram criados diferentes ambientes nas
quais havia a presença ou não desta tendência e avaliar a sua influência na
predição dos dados. Os resultados mostraram diferenças significativas nos va-
lores preditos nos casos estudados o que mostra que a presença de tendência
direcional no conjunto de dados pode influenciar na predição de valores em
locais não amostrados.

Palavras-chave: Covariável; estacionaridade; simulação de dados..

1 Introdução

Na estat́ıstica clássica geralmente se supõe que realizações vizinhas de variáveis aleatórias

são independentes entre si, ou seja, uma não exerce influência sobre a outra. Normalmente

fenômenos naturais apresentam alguma relação nas variações entre valores de uma variável ob-

servadas em localizações vizinhas o que nos permite dizer que existe algum grau de dependência

espacial. A análise espacial de dados surge como alternativa e/ou complemento à análise clássica

da estat́ıstica, pois este tipo de análise considera as correlações entre os dados observados em
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 104
distintas localizações. Dentre os procedimentos que a literatura nos apresenta para se trabalhar

com esses tipos de dados a que ganhou mais ênfase nos últimos tempos foi a Geoestat́ıstica

(GUIMARÃES, 2004).

Para Landim e Sturaro (2002), a geoestat́ıstica calcula estimativas dentro de um con-

texto regido por um fenômeno natural com distribuição no espaço. Sendo assim, ela supõe

que os valores das variáveis regionalizadas são espacialmente correlacionadas e, portanto, tendo

grande aplicação principalmente para realizar estimativas e/ou simulações em locais não amos-

trados. De maneira geral esta técnica procura extrair de uma aparente aleatoriedade de dados

as caracteŕısticas estruturais probabiĺısticas do fenômeno regionalizado.

Segundo Garcia (2015), uma variável regionalizada Z(s) é expressa por um modelo linear

espacial gaussiano, que consiste na soma dos seguintes termos: µ(s) que representa a componente

determińıstica estrutural de Z(s), ou seja, um valor médio ou uma tendência; ε′(s) que representa

um termo estocástico correlacionado, que varia localmente, em que s identifica uma posição em

duas dimensões representadas pelos pares coordenados (x, y); e ε′′ que representa um rúıdo

aleatório não correlacionado, com distribuição normal com média zero e variância σ2.

Segundo Uribe-Opazo, et al. (2012) a função µ(s) pode ser decomposta numa combinação

linear de covariáveis xj(si) (funções conhecidas associadas às coordenadas) e βj (parâmetro des-

conhecido a ser estimado), em que os coeficientes associados a essas covariáveis são considerados

parâmetros do modelo linear espacial gaussiano, que devem ser estimados.

Dessa forma quando essa média ou tendência é constante, na região do estudo, e a

variância é constante, dentro dos limites de continuidade espacial (estacionariedade), podemos

utilizar as técnicas geoestat́ısticas de Krigagem Ordinária e Simples. No entanto, existem si-

tuações nas quais essa tendência não é constante, ou seja, diz-se que os dados são tendenciosos.

Nesse caso, segundo Andriotti (1988), as semivariâncias, que são medidas de variabilidade con-

dicionada pela distância, crescerão mais rapidamente que a distância h - o que indica presença

de deriva - e, assim, o semivariograma experimental irá superestimar o semivariograma real.

Para Bohling (2005), os valores da semivariância apresentados no semivariograma continuam

aumentando, mesmo além da variância global, o que é um forte indicativo de tendência dire-

cional espacial na variável. A presença de tendência direcional em um conjunto de dados de

uma determinada variável pode afetar consideravelmente a construção do semivariograma, po-

dendo induzir, dependendo da extensão e da intensidade de amostragem, a conclusões totalmente

equivocadas (STARKS e FANG, 1982). Assim existem na literatura ao menos duas opções reco-

mendadas para trabalhar em casos nos quais os dados são tendenciosos: a) Ignorar o problema

e seguir as análises utilizando uma modelagem linear ou potencial; b) Modelar a superf́ıcie de



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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tendência no termo µ(s), sendo que esse termo não será explicado por uma constante. Dessa

forma os valores do reśıduo obtidos pela diferença entre Z(s) e µ(s) será estacionário, ou seja,

sem tendência direcional (BOHLING, 2005).

Objetiva-se, portanto, nesse trabalho realizar um estudo comparativo da análise geoes-

tat́ıstica de variáveis simuladas com diferentes valores de tendência direcional, quanto à incor-

poração ou não dessa tendência. A importância desse trabalho se justifica ao se supor que a

tendência nos dados pode alterar os resultados da análise geoestat́ıstica e interferir na confecção

do mapa temático.

2 Material e Métodos

Nesse trabalho realizou-se a simulação de dados por meio software livre R (R DEVELOP-

MENT CORE TEAM, 2008) e o pacote geoR (RIBEIRO JUNIOR e DIGGLE, 2001). Para a

simulação uma variável georreferenciada com estrutura de dependência espacial e com tendência

direcional foi considerada. Para essa variável foi fixado o modelo exponencial para a função se-

mivariância. Também foram fixados os parâmetros do modelo exponencial: efeito pepita igual

a 0, patamar igual a 10, e alcance igual a 20 equivalente a 1
3 do alcance prático. Considerou-se

uma área quadrada, sendo a amplitude dos eixos x e y de 0 a 100. Nessa área, os dados foram

simulados considerando uma amostragem aleatória. Foi pré-definida também a direção de 90◦

(eixo Y ) para a ocorrência de tendência direcional em Z(s). Para a ocorrência dessa tendência

direcional, foram pré determinados os valores dos termos referentes a função determińıstica µ(s),

β0 e β1. Para β0 o valor fixado é igual a 10 e para β1, os valores foram fixados em 0,03, 0,06

e 0,6. Dessa forma classificaram-se cada um desses casos como Caso 1 (β0 = 10 e β1 = 0, 03),

Caso 2 (β0 = 10 e β1 = 0, 06) e Caso 3 (β0 = 10 e β1 = 0, 6) respectivamente. Os valores de β0

e β1 foram escolhidos de forma que a correlação entre a variável Z(s) e as coordenadas do eixo

Y fossem, fraca, média e forte respectivamente, para que assim se pudesse verificar o comporta-

mento da variável simulada em cada um desses cenários. Foram realizadas 100 simulações para

cada caso estudado.

Para a criação dos mapas temáticos primeiro se estimou os parâmetros do modelo geoes-

tat́ıstico, inclusive os valores de β0 e β1, que definem a tendência direcional, por meio do método

de máxima verossimilhança. Em seguida realizou-se a krigagem universal (que considera a média

como não sendo constante) e por fim elaborou-se os mapas temáticos.

Para a comparação entre os valores preditos com os dados simulados originais, e os valores

preditos nos casos nas quais a tendência direcional foi incorporada, utilizou-se os métodos de
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Exatidão Global (EG), Kappa (K) e Tau (T ). A exatidão global (EG), é uma medida de

avaliação utilizada para mensurar a similaridade entre o mapa de referência e o mapa modelo

e segundo Anderson et al. (1976), o ńıvel mı́nimo de precisão é de 0,85. O ı́ndice Kappa (K)

por sua vez, fornece uma medida de similaridade entre os valores do mapa de referência e o

mapa modelo classificado com baixa exatidão se K < 0, 67, média exatidão se 0, 67 < K < 0, 80

e alta exatidão se K > 0, 80 (CONGALTON e GREEN, 1999). O ı́ndice de concordância

Tau (T ), também conhecido como Kappa modificado se mostra menos subjetivo e de mais

fácil compreensão e utilização, esse ı́ndice segue a mesma classificação do ı́ndice Kappa (MA e

REDMOND, 1995). Além dessa metodologia os valores também foram comparados utilizando a

soma do quadrado das diferenças entre os valores preditos nas duas situações criadas para cada

caso estudado.

3 Resultados e Discussões

De acordo com os resultados obtidos pode-se observar que ao aumentar o valor de β1 (o

efeito da tendência dessa direção), aumentou-se também o coeficiente de correlação, de acordo

com a Tabela 1. Ao ajustar o modelo pelo método de máxima verossimilhança considerando a

média como sendo constante, dessa forma desconsiderando a existência da tendência notou-se

que as estimativas do alcance e do patamar se distanciaram do seu valor nominal (real), assim

como a estimativa da média. Ainda conforme tabela 1 é posśıvel verificar que o efeito pepita em

todos os casos é igual a 0, conforme foi estabelecido nos parâmetros de criação das simulações,

o que nos garante forte dependência espacial para os dados analisados. Ao observar o valor do

desvio padrão das médias em cada caso, nota-se que há um aumento desse parâmetro

Tabela 1: Média das estimativas dos parâmetros encontrados nos dados originais simulados

Caso Correlação µ σµ a φ1 φ1 + φ2

1 0,2723 11,480 1,152 67,86 0 9,789

2 0,4975 12,950 1,197 102,50 0 13,680

3 0,9876 39,05 2,173 7205 0 1658

µ: média; σµ: desvio padrão da média; a: alcance; φ1: efeito pepita; φ1 + φ2: patamar.

De acordo com esses resultados nota-se a influência da tendência direcional na estimativa

dos parâmetros do modelo que expressa a função semivariância. É posśıvel então afirmar que

a tendência direcional afetou o comportamento da estimação dos parâmetros analisados. Essa

afirmação pode ser confirmada quando observa-se o comportamento desses mesmos parâmetros
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no caso onde a tendência direcional foi incorporada, ou seja, quando a média não foi considerada

constante, e, e portanto, sem a influência dessa tendência no comportamento desses parâmetros.

De acordo com a Tabela 2 observa-se que quando a tendência direcional foi inclúıda na estimação

dos parâmetros da função semivariância e do termo determińıstico os valores estimados do

alcance e do patamar se mantiveram próximos do valor nominal real. Os valores para β0 e β1

que foram estimados estão de acordo com os valores pré-determinados em cada caso simulado

indicando uma boa aproximação do método de ajuste.

Tabela 2: Média das estimativas dos parâmetros encontrados nos dados no qual houve a incor-

poração da tendência direcional.

Caso β0 σβ0 β1 σβ1 a β1 φ1 + φ2

1 10,010 1,864 0,0303 0,026 50,12 0 7,928

2 10,010 1,864 0,0603 0,026 50,12 0 7,928

3 9,984 1,799 0,599 0,028 48,81 0 7,743

β0, β1: média, σβ: desvio padrão da média; a: alcance; φ1: efeito pepita; φ1 + φ2: patamar

Também comparou-se os valores obtidos da predição espacial dos valores da variável

georreferenciada simulado em localizações não amostradas, entre os dados com nas quais a média

foi considerada constante durante o ajuste e os dados nas quais a média não foi considerada

constante durante o ajuste (na qual a tendência foi incorporada) . Para isso utilizou-se as

medidas de similaridade Exatidão Global (EG), Kappa (K) e Tau (T) (Tabela 3 e Figuras 1 a

3). Também se observou os valores da soma do quadrado das diferenças entre os valores preditos

pelo método da krigagem (Tabela 3 e Figura 4).

De acordo com a Tabela 3 e Figura 1 verifica-se que de acordo com a medida exatidão

global no Caso 1, na qual há pouca influência da tendência direcional, os valores preditos são

altamente similares, conforme pode-se ver na Tabela 2, na qual 98% dos valores estão acima

da classificação mı́nima (0,85) para ser considerada altamente similar. Observa-se ainda que no

Caso 2 ocorre uma diminuição dessa similaridade, ainda assim sendo considerado alto, conforme

Tabela 3 94% dos valores são considerados altamente similares. No Caso 3, porém, percebe-se

relevante falta de similaridade dos valores preditos obtidos, sendo que 53% dos valores obtidos

estão abaixo de 0,85, o que nesta metodologia indica significativa diferença entre os dados

obtidos. Esses resultados também são observados quando olhamos para os gráficos bloxplot em

cada caso simulado.
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Tabela 3: Porcentagem dos valores que estão abaixo e acima dos considerados como altamente

similares para o método de exatidão global.

< 85% > 85%

CASO 1 2% 98%

CASO 2 6% 94%

CASO 3 53% 47%

(a) (b) (c)

Figura 1: Comparação do método de exatidão global nos três casos de simulação: (a): Caso1;

(b): Caso2; (c): Caso3.

De forma semelhante a Exatidão Global o método de comparação TAU indica alta simi-

laridade dos dados no Caso 1, com 100% dos valores acima de 0,80 que nesta metodologia indica

significativa similaridade entre os dados obtidos, conforme Tabela 4 e uma pequena diminuição

dessa similaridade no Caso 2, com 97% dos valores acima de 0,80. No Caso 3 a média dos valores

encontrados após as 100 simulações está abaixo de 0,80, conforme tabela 6, entretanto somente

40% desses valores estão abaixo desse valor, como pode ser visto na tabela 4, o que indica uma

alta similaridade entre os dados obtidos. No entanto observa-se uma significativa diminuição

dessa similaridade se comparado com os outros dois casos, e conforme figura 2.

Tabela 4: Porcentagem dos valores que estão abaixo e acima dos considerados como altamente

similares para o método Tau.

< 80% > 80%

CASO 1 0% 100%

CASO 2 3% 97%

CASO 3 40% 60%
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(a) (b) (c)

Figura 2: Comparação do método TAU nos três casos de simulação: (a): Caso1; (b): Caso2;

(c): Caso3.

O método KAPPA de medida de acurácia também concorda com os outros métodos

citados. De acordo com a tabela 5 e figura 3, nota-se alta similaridade dos dados preditos

no Caso 1, com 100% dos valores acima de 0,80, que nesta metodologia indica significativa

similaridade entre os dados obtidos e também no Caso 2, com 95% dos valores acima de 0,80.

No Caso 3, na qual ocorre uma forte influência da tendência direcional, observa-se que 59% dos

valores estão acima de 0,80 o que indica alta similaridade nos dados obtidos, conforme tabela 5,

entretanto a média dos valores simulados fica abaixo de 0,80, conforme tabela 6. Assim como

nos outros métodos de avaliação de similaridade, houve um aumento na diferença dos valores

obtidos conforme se aumenta a influência da tendência direcional no conjunto de dados, ou seja,

os valores encontrados no Caso 1 são mais parecidos com os valores reais do que no Caso 3, na

qual há grande influência da tendência direcional.

Tabela 5: Porcentagem dos valores que estão abaixo e acima dos considerados como altamente

similares para o método Kappa.

< 80% > 80%

CASO 1 0% 100%

CASO 2 5% 95%

CASO 3 41% 59%
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(a) (b) (c)

Figura 3: Comparação do método KAPPA nos três casos de simulação: (a): Caso1; (b): Caso2;

(c): Caso3.

Quando observamos a soma do quadrado das diferenças, observamos que a maior dife-

rença entre os valores preditos ocorre no Caso 3 e a menor diferença no Caso 1, havendo, portanto

um aumento gradativo dessa diferença o que acompanha o aumento da correlação linear e da

tendência direcional, conforme tabela 6 e figura 4.

(a) (b) (c)

Figura 4: Comparação dos valores da soma dos quadrados da diferença nos três casos de si-

mulação: (a): Caso1; (b): Caso2; (c): Caso3.

Tabela 6: Comparação das medidas dos ı́ndices de similaridade entre os mapas temáticos nos

diferentes casos simulados.

Caso EG TAU KAPPA SQD

1 0,969 0,966 0,963 13,350

2 0,937 0,929 0,924 47,620

3 0,819 0,799 0,798 8236,000

EG: exatidão Global; SQD: soma do quadrado das diferenças.

Ao observar os gráficos boxplots nota-se alta similaridade entre os valores simulados

mesmo com o decréscimo dessas medidas quando se aumentou os valores de β1. A maior diferença

ocorre quando se observa a soma quadrada das diferenças. Essa diferença pode ter sido gerada
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devido a que as medidas de similaridade (EG, T, K) comparam os valores das variáveis em

classes ou intervalos, já a soma quadrada das diferenças compara os exatamente os valores

obtidos. Esses resultados confirmam o efeito da tendência direcional na predição de valores no

conjunto de dados, pois conforme se aumenta a influência dessa tendência aumenta-se também

a dissimilaridade entre os valores encontrados.

4 Considerações Finais

A geoestat́ıstica é uma importante ferramenta quando o que se deseja é predizer o com-

portamento de certas variáveis em uma determinada área por meio de coleta de somente alguns

pontos dessa área. Isso é posśıvel graças ao estudo da dependência espacial da variável desejada

por meio da análise da correlação entre os dados observados em diferentes localizações.

Essa ferramenta terá uma melhor eficiência se na análise da variabilidade espacial de

dados não estacionários, for incorporada a presença da tendência direcional por meio de uma

covariável no termo determińıstico.

Os resultados obtidos nesse trabalho mostram que a tendência direcional afetou os resul-

tados quanto a eficiência da estimação do modelo geoestat́ıstico e na predição espacial dos valores

de uma variável georreferenciada em localizações não amostradas. Dessa forma, se não incorpo-

rada essa tendência pode-se ocorrer erros na predição de valores para locais não amostrados e

consequentemente erros de avaliação da variável em estudo.
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Resumo: Diante da busca constante pelo desenvolvimento econômico naci-
onal, o governo brasileiro tem incentivado nos últimos anos a construção civil
por meio de diversos investimentos. Do fato do aumento de investimentos, o
número de obras tende a crescer e por consequência também o contingente de
trabalhadores. Diante dessa realidade, este trabalho tem como objetivo deli-
near o perfil do emprego na construção civil brasileira, por meio da Análise de
Agrupamentos. Os grupos encontrados foram caracterizados conforme seus
centroides. A partir da avaliação dos resultados obtidos, observou-se que no
grupo onde o ı́ndice de primeiro emprego e reemprego são maiores, o con-
tingente de trabalhadores com escolaridade inferior é maior. Além disso, no
grupo onde a taxa de construção de rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras
de arte especiais é maior, o ı́ndice de trabalhadores com grau de escolaridade
elevado também é maior.

Palavras-chave: mineração de dados; K-Médias; emprego na construção
civil.

1 Introdução

A construção civil no Brasil é uma área de grande importância para a economia, dada

a sua capacidade de gerar as bases para o desenvolvimento do páıs. Tal importância pode ser

notada pelo setor da construção civil produzir a infraestrutura econômica necessária para o fun-

cionamento de outros setores da economia, ou seja, a partir da construção de portos, aeroportos,

rodovias, ferrovias, sistemas de fornecimento de energia, permite-se o funcionamento correto de

serviços primários, secundários e terciários. Destarte, a capacidade e qualidade do setor constru-

tivo, influencia diretamente o desenvolvimento dos mais diversos setores da economia nacional

(TEIXEIRA; CARVALHO, 2005).

Nos últimos anos quando se trata do setor da construção civil, o seu aumento consi-

derável tem sido impulsionado através de programas habitacionais de cunho governamental e o

Programa de Aceleração do Crescimento (PAC), tendo como consequência o aumento da pro-

cura de mão de obra envolvida diretamente no setor citado. Além de questões habitacionais e o

PAC, investimentos feitos sobre o páıs como realização da Copa do Mundo de 2014 e dos Jogos

1O autor agradece à Fundação Araucária por bolsa de iniciação cient́ıfica
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Oĺımpicos de 2016 também estão envolvidos com o crescimento e destaque da construção civil

(CARDOSO, 2013).

Conforme dados levantados pelo CAGED (Cadastro Geral de Empregados e Desempre-

gados) em 2014, as admissões envolvidas no setor em pauta apontam cerca de 704 mil profis-

sionais contratados. Porém, quando em confronto com os dados obtidos em 2013 pela mesma

fonte, apresentou uma decadência de aproximadamente 2,52%. Ainda, o CAGED (2014) des-

taca elementos em relação a demissões, indicando uma leve e considerável expansão de 0,13%.

Contudo, a mesma resposta é considerada de certa forma como uma consequência da taxa ava-

liada de emprego, com uma redução de 23,84%. Já quando comparamos ı́ndices de desemprego

na construção civil, entre 2003 que apresentava porcentagem de 8,9%, e 2014 que apontava

proporção de 2,5%, podemos afirmar que o mesmo sofreu uma perda expressiva.

Nesse sentido, frente à grande capacidade de geração de emprego e influência na economia

causada pela construção civil, o projeto de pesquisa de iniciação cient́ıfica buscará delinear o

perfil do emprego neste setor.

Um meio para atingir tal objetivo é a análise minuciosa de dados, a qual combina di-

ferentes áreas, tais como a Estat́ıstica, Matemática e nesse caso a Construção Civil. A análise

será efetuada a partir de técnicas de agrupamento de dados, ou seja, por meio de uma das áreas

mais promissoras e úteis da atualidade: a Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados, a

qual busca a organização e ordenação de tais dados, com o objetivo de prover os mesmos de um

sentido dentro de um contexto, gerando assim a informação e, em um estágio final, a partir dos

dados e informações, a geração do conhecimento. Uma definição mais formal para a Descoberta

do Conhecimento em Base de Dados ou simplesmente KDD (sigla que corresponde ao termo em

inglês, Knowledge Discovery in Databases) foi dada por Fayyad et al. (1996): é um processo

não trivial, que tem como objetivo a identificação de padrões compreenśıveis, válidos, novos e

úteis a partir de grandes conjuntos de dados, de forma interativa e iterativa. A Descoberta de

Conhecimento em Bases de Dados pode se dividir em: seleção, pré-processamento, formatação,

mineração de dados e interpretação.

Segundo Goldschimidt, Passos e Bezerra (2015) o processo de KDD está inserido em

um cenário de complexidade, dada à dificuldade de percepção frente aos diversos elementos que

surgem durante o processo e como forma de orientação pode ser utilizado o modelo CRISP-

DM, o qual tem como objetivo fornecer as orientações básicas para o processo de Descoberta de

Conhecimento em Bases de Dados.
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2 Materiais e Métodos

Os dados foram obtidos na CBIC – Câmara Brasileira da Indústria da

Construção (dispońıvel em http://www.cbicdados.com.br/menu/emprego/rais-ministerio-do-

trabalho-e-emprego), cujos dados são retirados da Relação Anual de Informações Sociais (RAIS)

do Ministério do Trabalho –, as quais se referem ao ano de 2014, sendo elas: mulheres emprega-

das; primeiro emprego; reemprego; analfabetos empregados; trabalhadores com: primeiro ciclo

completo, fundamental completo, e ensino superior completo; construção de rodovias, ferrovias,

obras urbanas e obras de arte especiais; construção de outras obras de infraestrutura. Referentes

aos 26 estados da federação e o Distrito Federal.

Dentre os diversos algoritmos de Agrupamento de Dados, para Tan, Steinbach e Ku-

mar (2006), os métodos de Agrupamento fundamentais podem ser classificados em Método de

Partição, Método Hierárquico, Método Baseado em Densidade e Método Baseado em Malhas.

Neste trabalho um Método de Partição (o K-Médias) foi utilizado.

Os métodos de partição ou particionamento são explicados por Tan, Steinbach e Kumar

(2006) da seguinte forma: dado um número n de objetos, um método de particionamento constroi

k partições, onde cada partição representa um grupo e k ≤ n, ou seja, o método divide o conjunto

de dados em k grupos, devendo cada grupo conter pelo menos um objeto.

Segundo Johnson e Wichern (1998), o método de particionamento mais conhecido é o K-

Médias, sendo que os k grupos produzidos normalmente são de melhor qualidade em comparação

com os produzidos por métodos hierárquicos. O funcionamento básico do K-Médias é baseado

na definição de k centroides iniciais (pontos do conjunto de dados, por exemplo) e em seguida

cada ponto do conjunto de dados é atribúıdo ao grupo representado pelo centroide de menor

distância. Após a alocação inicial, o método segue iterativamente atualizando os centroides de

cada grupo (calculando o ponto médio dos pontos alocados ao grupo) e realocando cada ponto

do conjunto de dados ao centroide mais próximo, até que um critério de parada seja satisfeito.

3 Resultados e Discussão

A área da construção civil empregou 3.019.427 de trabalhadores, sendo notadamente a

contribuição da região sudeste, para o total de empregados superior as demais regiões. Desse

total de empregados, pode-se ainda segmentar os trabalhadores conforme o sexo. Em 2014,

observou-se um número de 286.317 mulheres empregadas e 2.733.110 de homens. O contexto

mostra que o ramo da construção civil ainda demostra uma grande disparidade entre o total de
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homens e mulheres empregados. De forma percentual com referência ao total de empregados, ao

que tange às mulheres empregadas, o estado que mostrou menor valor foi o de Piaúı com 5,20%

e o maior foi o de Amazonas com 12,97%. O desvio padrão, tanto do total quanto dos homens e

mulheres empregados, é maior que a média, o que leva a um coeficiente de variação acentuado.

Sendo assim há uma grande variabilidade dos dados com relação à média e por consequência

pode-se inferir que o conjunto de dados apresenta uma heterogeneidade.

Dos empregados no setor, alguns foram contratados em 2014, sendo que parte teve o

primeiro emprego e parte foi reempregada no setor da construção civil, o primeiro representa

3,52% e o segundo 47,63% do total de empregados no ano. O total de carteiras assinadas foi de

1.544.520, representando 51,15% do total, 3.019.427. A partir desta observação, de um grande

número de admitidos, é posśıvel notar o quão o mercado da construção civil estava aquecido

e necessitando de profissionais no ano em questão. Proporcionalmente ao total de empregados

os estados do Rio de Janeiro com 2,29% e Acre com 7,59% figuraram os extremos da amostra

quanto ao primeiro emprego. E quanto ao reemprego, Pernambuco com 40,18% e Tocantins

com 59,10% apresentaram o menor e o maior valor proporcional respectivamente. O conjunto

de dados referente às variáveis é heterogêneo, variando muito de estado para estado.

No que afeta o ńıvel de escolaridade foram observadas as variáveis analfabetos, primeiro

ciclo do fundamental completo, fundamental completo, ensino médio completo e ensino superior

completo, não sendo computados os trabalhadores que deixaram a escola em algum ponto que

não fosse a completude seja do ensino fundamental primeiro ciclo, fundamental segundo ciclo,

ensino médio ou ensino superior. Proporcionalmente ao total de empregados, os ı́ndices extremos

de analfabetos se encontraram nos estados do Rio de Janeiro com 0,50% e Pernambuco 2,63%;

do primeiro ciclo do ensino fundamental completo no Tocantins com 3,90% e Piaúı com 10,13%;

para o ensino fundamental completo no Acre com 11,24% e Santa Catarina com 21,57%; com

relação ao ensino médio completo no Piaúı com 21,68% e Roraima com 52,99%; e por fim

para o ensino superior completo em Rondônia com 2,67% e São Paulo com 7,43%. Todas

as variáveis apresentaram uma alta variação entre cada unidade federação, sendo a variação

referente ao ensino superior completo a mais marcante, representando um coeficiente de variação,

em porcentagem, de aproximadamente 184%.

Ao que compete às obras na construção civil selecionou-se construção de rodovias, fer-

rovias, obras urbanas e obras de arte especiais (pontes, viadutos, etc) e construção de outras

obras de infraestrutura. Proporcionalmente ao total de empregados quanto à construção de

rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras de arte especiais os estados de Roraima com 0,52%

e Rondônia com 18,57%, se encontraram nos extremos. Já para construção de outras obras de
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infraestrutura Roraima com 1,52% e Amapá com 24,13% representaram as duas extremidades

da amostra. A variação de cada variável entre estes estados foi de alta a extremamente alta,

sendo clara a heterogeneidade de dados. Tal heterogeneidade pode ser devido a diversos fatores,

dentre os quais pode-se citar a situação econômica de cada estado, o que gera a demanda para

o desenvolvimento da construção civil.

Os resultados apresentados abaixo foram obtidos pela aplicação do método K-Médias à

base de dados criada, sendo tais analisados por dois procedimentos: análise de cada variável e,

posteriormente, de cada grupo.

Ao que se refere à distribuição de gênero, foi anteposto a variável mulheres empregadas

(% Feminino), como mostra a Tabela 1. É posśıvel observar que o valor para variável percentual

de emprego feminino no centroide variou de 9,16% a 9,80%. E, por consequência, os percentuais

de emprego masculino tiveram uma variação de 90,20% no grupo 2 a 90,84% no grupo 1. Nota-se

que não houve uma variação determinante entre os valores desta variável nos centroides.

No que tange às admissões no peŕıodo, foram selecionados apenas as variáveis primeiro

emprego e reemprego, a porcentagem faltante se refere principalmente aos trabalhadores já

empregados em anos anteriores. Verifica-se na Tabela 1, que os valores da variável primeiro

emprego no centroide variaram de 3,49% a 5,44%. Já o reemprego apresentou uma variação de

46,89% a 51,06%. A variação referente ao primeiro emprego foi acentuada, no grupo 1 é 55,87%

maior que no grupo 2. Ambas variáveis representam um relativo crescimento na construção

civil, pois o aumento no número de empregados é um indicativo de mais obras em andamento.

Tabela 1: Valores para as variáveis emprego feminino, primeiro emprego e reemprego no cen-

troide.

Grupo % Feminino % Primeiro emprego % Reemprego

Grupo 1 9,16 5,44 51,06

Grupo 2 9,80 3,49 46,89

No que concerne o ńıvel de escolaridade foram analisados: analfabetos, fundamental pri-

meiro ciclo completo, fundamental completo, ensino médio completo, ensino Superior completo.

Os desistentes em algum ńıvel escolar não foram computados nas variáveis. A Tabela 2 mostra

os valores das variáveis no centroide.
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Tabela 2: Valor das variáveis analfabetos, fundamental primeiro ciclo completo, fundamental

completo, ensino médio completo, ensino superior completo no centroide.

% Fundamental: % Fundamental % Ensino % Ensino

Grupo % Analfabetos primeiro ciclo completo médio superior

completo completo completo

Grupo 1 1,46 6,06 14,71 39,26 3,44

Grupo 2 0,75 6,28 17,05 38,21 4,80

Ao que compete aos analfabetos a variação foi de 0,75% a 1,46%, representando 94,67%

de variação entre os grupos. A variável fundamental primeiro ciclo completo, a qual se refere

a completude de 1o ao 5o ano, variou de 6,06% a 6,28%, sendo maior no grupo 2 em 3,63%.

Para o fundamental completo o valor da variável no centroide variou de 14,71% a 17,05%, com

variação entre o grupo 1 e o grupo 2 de 15,91%. Já a variável ensino médio completo teve uma

variação de 38,21% a 39,26%, estando o grupo 1 maior em 2,75%. Por fim, a variável ensino

superior completo variou entre 3,44% a 4,80%, no qual o grupo 2 é 40% maior que o grupo 1.

Dentre estas variáveis, pode-se verificar uma grande variação na variável analfabetos,

sendo que no grupo 1 é 94,67% maior que no grupo 2. Esta foi a variação mais notável seguida

da variável ensino superior completo, sendo que no grupo 2 é 40% maior que no grupo 1. A grande

variação no atributo analfabetos pode ser interpretada como uma demanda de profissionais para

atribuições que não exigem conhecimento espećıfico, sendo uma opção na falta de trabalhadores

com um ńıvel de escolaridade mais alto.

Para a modalidade de construção, as variáveis utilizadas foram a construção de rodovias,

ferrovias, obras urbanas e obras de arte especiais e construção de outras obras de infraestru-

tura. Como mostra a Tabela 3, é posśıvel verificar que para a variável construção de rodovias,

ferrovias, obras urbanas e obras de arte o valor no centroide variou de 7,68% a 10,94%, sendo

que entre grupos a variação atingiu 42,45%. Já para a variável de construção de outras obras

de infraestrutura ocorreu uma variação de 7,90% a 9,72%, com o grupo 2 sendo 23,04% maior

que o grupo 1. A variável construção de rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras de especiais

apresentou uma discrepância relevante, a terceira maior no conjunto de variáveis.
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Tabela 3: Valor para as variáveis na construção de rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras de

arte especiais e construção de outras obras de infraestrutura no centroide.

% Construção de rodovias, ferrovias, % Construção de outras obras

Grupo obras urbanas e obras de arte de infraestrutura

especiais

Grupo 1 7,68 7,90

Grupo 2 10,94 9,72

Após a análise de cada variável os grupos podem ser caracterizados, interpretando-se os

aspectos mais relevantes.

O grupo 1 ficou caracterizado por apresentar as maiores taxas de primeiro emprego e

reemprego. Este grupo também apresentou um ı́ndice de analfabetismo muito elevado com

relação ao grupo 2. Além de a construção de rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras de arte

especiais e construção de outras obras de infraestrutura serem diminutas. O grupo em questão

é formado por 11 estados, caracterizado essencialmente por estados do Nordeste e do Norte

e apenas um do Centro Oeste, possuindo 914.397 trabalhadores no setor, aproximadamente

30,28% do total.

O grupo 2 apresentou um maior número de estados, 16 no total, com um contingente

de trabalhadores de 2.105.030, por volta de 69,72%. Constitúıdo por todos os estados do Sul e

Sudeste, além de 4 estados do Nordeste, 2 estados do Norte e 3 estados do Centro Oeste. Este

grupo ficou caracterizado por possuir um percentual de construção de rodovias, ferrovias, obras

urbanas e obras de arte especiais e construção de outras obras de infraestruturas consideravel-

mente mais alto em comparação com o grupo 1. Este grupo comporta o maior contingente de

graduados.

4 Conclusão

A partir da análise dos resultados obtidos foi posśıvel observar que no grupo onde o ı́ndice

de primeiro emprego e reemprego são maiores, o contingente de trabalhadores com escolaridade

inferior é maior, podendo tal fato decorrer da necessidade imediata de profissionais e o estoque

de trabalhadores com maior grau de instrução não ter sido capaz de absorver toda a demanda.

Além disso, no grupo onde a taxa de construção de rodovias, ferrovias, obras urbanas
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e obras de arte especiais é maior, o ı́ndice de trabalhadores com grau de escolaridade elevado

também é maior, podendo tal fato ser interpretado como, onde há uma maior demanda de

obras, há um maior número de trabalhadores e, por consequência, uma elevada procura de

trabalhadores com o ensino superior completo. Observa-se aqui a importância na qualificação

do trabalhador quando programadas novas obras.
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Universidade Estadual do Oeste do Paraná
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Resumo: Neste trabalho apresentamos uma demonstração do Teorema da
Função Impĺıcita. A essência da demonstração consiste em criar uma função
auxiliar a qual permite utilizar o Teorema da Função Inversa.
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Análise no Rn.

1 Introdução

A ideia central do Teorema da Função Impĺıcita é estabelecer condições para que: dada

uma equação

F (x, y) = 0

então seja posśıvel dizer que há funções definidas implicitamente pela equação acima, ou seja,

existe uma função ϕ tal que y = ϕ(x) e

F (x, ϕ(x)) = 0.

Na seção 3 apresentaremos um exemplo mais detalhado.

Para a demonstração do Teorema da Função Impĺıcita usaremos o clássico Teorema da

Função Inversa, o qual garante, mediante hipóteses apropriadas, que uma dada função é um

difeomorfismo local. Assim, dedicamos uma seção à uma breve discussão do Teorema da Função

Inversa.

Este texto é resultado de um trabalho de iniciação cient́ıfica no qual estudamos o Teorema

da Função Impĺıcita. O livro texto para a realização dos trabalhos foi (CIPOLATTI, 2002), no

qual baseamos estas notas e onde podem ser consultados maiores detalhes.

1Agradecemos ao PIBIC/UNIOESTE pelo apoio financeiro e pelo incentivo à pesquisa.
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Este trabalho está organizado da seguinte forma: na seção 2 discutimos o Teorema

da Função Inversa; na seção 3 apresentamos o resultado principal, ou seja, Teorema da Função

Impĺıcita e, finalmente, na seção 4 apresentamos uma aplicação do Teorema da Função Impĺıcita.

2 Teorema da Função Inversa

Se Ω ⊂ Rn é um conjunto aberto e f : Ω → Rn é uma função diferenciável em x0 ∈ Ω,

dizemos que f ′(x0) : Rn → Rn é função linear que melhor aproxima f nas proximidades de x0.

Para uma melhor explicação, relembremos a definição de uma função diferenciável ou Frechét-

derivável em x0 ∈ Ω se existem funções L, ε : Rn → Rm tais que

f(x0 + h) = f(x0) + L(h) + ε(h), (1)

com L linear e ε função de o(‖h‖), isto é limh→0
‖ε(h)‖
‖h‖ = 0. Denotamos L por f ′(x0). Prova-se

que a matriz de f ′(x0), na base canônica do Rn, é dada por

[f ′(x0)] =


∂f1

∂x1
(x0)

∂f1

∂x2
(x0) . . . ∂f1

∂xn
(x0)

...
...

. . .
...

∂fn
∂x1

(x0)
∂fn
∂x2

(x0) . . . ∂fn
∂xn

(x0)


onde f1, . . . , fn são as funções coordenadas de f . A matriz acima é chamada de matriz Jacobiana

e seu determinante é chamado de Jacobiano.

Da expressão (1) temos que

f(x0 + h)− f(x0) = L(h) + ε(h). (2)

Podemos interpretar a equação (2) dizendo que para um x0 fixo e um h pequeno, o lado

esquerdo da equação é aproximadamente igual a f ′(x0) = L(h), ou seja, o valor da transformação

linear aplicada a h.

Como motivação para o estudo do Teorema da Função Inversa, vamos considerar uma

função linear g : Rn → Rn definida por g(x) = Ax onde A é uma matriz quadrada n × n.

Sabemos que se detA 6= 0 então a matriz é inverśıvel, logo g é inverśıvel e sua inversa é dada por

g−1(x) = A−1x. Prova-se que g e g−1 são diferenciáveis em Rn, g′(x0) = A e (g−1)(x0) = A−1,

para qualquer x0 ∈ Rn.

Assim, parece plauśıvel que, se f : Ω → Rn é diferenciável em x0 ∈ Ω e

Jf (x0) := det[f ′(x0)] 6= 0 então f é invert́ıvel nas proximidades de x0. Porém não é isto

o que ocorre mesmo quando n = 1, vamos a um exemplo.
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Exemplo 1. Seja f : R→ R tal que

f(x) =


x
2 + x2 sen 1

x se x 6= 0,

0 se x = 0.

Para o caso onde x 6= 0 calculamos a derivada usando as regras de derivação, assim

f ′(x) =
d

dx

x

2
+

d

dx

(
x2 sen

1

x

)
=

1

2
+

[(
d

dx
x2
)

sen
1

x
+ x2

(
d

dx
sen

1

x

)]
=

1

2
+ 2x sen

1

x
+ x2 cos

1

x

(
−1

x2

)
=

1

2
+ 2x sen

1

x
− cos

1

x
.

Para o caso x = 0 temos que calcular a derivada pela definição, logo

f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0

h
2 + h2 sen 1

h − 0

h

= lim
h→0

(
1

2
+ h sen

1

h

)
=

1

2
.

Deste modo temos a função

f ′(x) =


1
2 + 2x sen 1

x − cos 1
x se x 6= 0,

1
2 se x = 0.

que é diferenciável em todos os pontos de R. Se f fosse invert́ıvel na vizinhança x0 = 0 então

seria necessariamente injetora nessa vizinhança. E como f ′(0) = 1
2 > 0, seria necessariamente

crescente nessa vizinhança. Mas isto não é posśıvel pois f ′(x) muda de sinal infinitas vezes,

como mostra a figura 1, em qualquer vizinhança que contenha x0 = 0.

Figura 1: Ideia do gráfico da função 1
2 + 2x sen 1

x − cos 1
x
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 124
Então, só teŕıamos o resultado desejado se f ′ fosse cont́ınua em x0 = 0, logo f ′(x) > 0

para todo x suficientemente próximo de x0 = 0.

Os espaços vetoriais normados para os quais todas as sequências de Cauchy são

covergentes são denominados Espaços de Banach. Estes são fundamentais para Análise, pois

neles ficam assegurados os processos de limite. O Teorema da Função Inversa ocorre para

funções f : V → V onde V é um espaço de Banach. No nosso caso, consideramos Rn que é um

espaço de Banach.

Teorema 2 (Teorema da Função Inversa). Seja Ω ⊂ Rn aberto e f : Ω→ Rn função de classe

C1 tal que Jf (x0) 6= 0. Então existe δ0 > 0 tal que

1. A função f é injetora em U = Bδ0(x0);

2. O conjunto V = f(U) é aberto;

3. A inversa f−1 : V → U é de classe C1 e [(f−1)′(f(x0))] = [f ′(x0)]
−1.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3. Sejam f1(x, y) = ex cos y e f2(x, y) = ex sen y. Para a transformação f : R2 → R2

com (x, y)→ f((x, y)) = (f1(x, y), f2(x, y)), temos

f ′(x, y) =

∂f1

∂x
∂f1

∂y

∂f2

∂x
∂f2

∂y

 =

ex cos y −ex sen y

ex sen y ex cos y


e assim

det[f ′(x, y)] = e2x(cos2 y + sen2 y) = e2x 6= 0.

Pelo Teorema da Função Inversa, temos que a aplicação f é localmente inverśıvel.

3 O Teorema da Função Impĺıcita

Nesta seção apresentaremos o resultado principal deste trabalho. Inicialmente faremos

uma descrição informal dos objetivos relacionados à conclusão do Teorema.

Em R2 temos que o gráfico de uma função f(x) é o conjunto de todos os pontos da forma

(x, y) tais que f(x) = y, sendo que podemos ver o gráfico da função como uma curva a qual

toda linha vertical cruza a curva somente uma vez. Porém há outros tipos de curvas no plano
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as quais não passam no teste da linha vertical. Uma destas é a circunferência unitária, a qual é

descrita como x2 +y2 = 1. Ou seja, o ćırculo de raio 1 centrado na origem é o conjunto de todos

os pontos (x, y) tais que x2 + y2 = 1. Sabemos que se removermos uma metade do ćırculo, como

a metade inferior, teremos o gráfico de uma função. Esta função obtida é o que chamamos de

função impĺıcita.

O Teorema da Função Impĺıcita está relacionado com a solução do seguinte problema:

Dada f : Rk+m → Rm e (x0, y0) ∈ Rk+m tal que f(x0, y0) = 0, deseja-se saber se existe

Ω ⊂ Rk aberto e uma função ϕ : Ω→ Rm tal que

1. O elemento x0 ∈ Ω cumpre ϕ(x0) = y0;

2. A função f(x, ϕ(x)) = 0, para qualquer x ∈ Ω.

No caso em que m = k = 1 podemos obter uma resposta para o problema acima por

meio da Teoria das Equações Diferenciais Ordinárias. De fato, supondo f e ϕ diferenciáveis,

temos pela Regra da Cadeia
∂f

∂x
+ ϕ′(x)

∂f

∂y
= 0.

Se f ∈ C1 então ∂f
∂y 6= 0, podemos obter ϕ como solução do problema de valor inicial

∂ϕ
∂x = Φ(x, ϕ)

ϕ(x0) = y0,

(3)

onde estamos denotando

Φ(x, y) = −
(
∂f

∂y
(x, y)

)−1 ∂f
∂x

(x, y).

Com as hipóteses estabelecidas sobre f temos que ϕ enquadra-se nas hipóteses do Teo-

rema de Picard, o qual garante a existência de solução para (3).

Podemos tratar a equação acima com o Teorema da Função Inversa. Consideremos o

caso particular onde f : Rn → Rm, a função linear definida por f(z) = Az, onde A é a matriz

m×n com n = k+m. Denotando z = (x, y) = (x1, . . . , xk, y1, . . . , ym), como f é linear, podemos

escrever f(x, y) = Az = Bx + Cy, onde B e C são submatrizes de ordem m × k e m ×m, isto

é, A = [B C] é composta por dois blocos B e C.

Observemos que neste caso particular em que n = k = 1, os blocos B e C são as derivadas

parciais de f , assim

B = ∂f
∂x (x0, y0) , C = ∂f

∂y (x0, y0)
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e

ϕ = −
[
∂f
∂y (x0, y0)

]−1 [
∂f
∂x (x0, y0)

]
. (4)

O modo para resolver este problema por meio do Teorema da Função Inversa pode ser

observado se reescrevermos a equação f(x, y) = 0. Seja F : Rn → Rn com n = k +m, a função

linear definida por F (x, y) = (x, f(x, y)). Então F (z) = Az onde A é a matrizIk 0

B C

 ,
onde Ik é a matriz identidade de ordem k × k e 0 é a matriz nula de ordem k ×m. Temos que

detA = detC. Assim se C é inverśıvel, a matriz A também o é, sendo que

A−1 =

 Ik 0

−C−1B C−1

 .
Portanto

F (x, y) = (x, 0)⇔ F−1F (x, y) = F−1(x, 0)⇔ (x, y) = F−1(x, 0) = (x,−C−1Bx)

daqui

Y = −C−1Bx,

que é equivalente a (4).

Teorema 4 (Teorema da Função Impĺıcita). Seja f : Rk×Rm → Rm uma função de classe C1.

Suponha f(x0, y0) = 0 e

det
[
∂f
∂y (x0, y0)

]
6= 0

Então existe um conjunto aberto Ω ⊂ Rk e ϕ : Ω→ Rm função de classe C1 tais que

1. O elemento x0 ∈ Ω cumpre ϕ(x0) = y0;

2. A função f(x, ϕ(x)) = 0, para qualquer x ∈ Ω.

Prova. Seja a função definida

F : Rk × Rm → Rk × Rm

(x, y) 7→ F (x, y) = (x, f(x, y)) = (x1, . . . , xk, f1(x, y), . . . , fm(x, y))

= (x1, . . . , xk, z1, . . . , zm).

Como x, f(x, y) ∈ C1 então F ∈ C1 e a matriz jacobiana de F em z0 = (x0, y0), [F ′(z0)] é igual

a
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∂F1

∂x1
(z)

∂F1

∂x2
(z) . . .

∂F1

∂xk
(z)

∂F1

∂yk+1
(z)

∂F1

∂yk+1
(z) . . .

∂F1

∂yk+m
(z)

∂F2

∂x1
(z)

∂F2

∂x2
(z) . . .

∂F2

∂xk
(z)

∂F2

∂yk+1
(z)

∂F2

∂yk+1
(z) . . .

∂F2

∂yk+m
(z)

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

∂Fk
∂x1

(z)
∂Fk
∂x2

(z) . . .
∂Fk
∂xk

(z)
∂Fk
∂yk+1

(z)
∂Fk
∂yk+1

(z) . . .
∂Fk
∂yk+m

(z)

∂Fk+1

∂x1
(z)

∂Fk+1

∂x2
(z) . . .

∂Fk+1

∂xk
(z)

∂Fk+1

∂y1
(z) . . .

∂Fk+1

∂ym−1
(z)

∂Fk+1

∂ym
(z)

∂Fk+2

∂x1
(z)

∂Fk+2

∂x2
(z) . . .

∂Fk+2

∂xk
(z)

∂Fk+2

∂y1
(z) . . .

∂Fk+2

∂ym−1
(z)

∂Fk+2

∂ym
(z)

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

∂Fk+m
∂x1

(z)
∂Fk+m
∂x2

(z) . . .
∂Fk+m
∂xk

(z)
∂Fk+m
∂y1

(z) . . .
∂Fk+m
∂ym−1

(z)
∂Fk+m
∂ym

(z)





e assim

1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 . . . 0 0

...
...

. . .
...

...
. . . 0 0

0 0 . . . 1 0 . . . 0 0

∂z1
∂x1

(z)
∂z1
∂x2

(z) . . .
∂z1
∂xk

(z)
∂z1
∂y1

(z) . . .
∂z1

∂ym−1
(z)

∂z1
∂ym

(z)

∂z2
∂x1

(z)
∂z2
∂x2

(z) . . .
∂z2
∂xk

(z)
∂z2
∂y1

(z) . . .
∂z2

∂ym−1
(z)

∂z2
∂ym

(z)

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

∂zm
∂x1

(z)
∂zm
∂x2

(z) . . .
∂zm
∂xk

(z)
∂zm
∂y1

(z) . . .
∂zm
∂ym−1

(z)
∂zm
∂ym

(z)





 k  m


k


m

[F ′(z0)] =

logo, podemos agrupar os elementos em quatro submatrizes como abaixo

[F ′(z0)] =


Ik 0

[
∂f

∂x
(z0)

] [
∂f

∂y
(z0)

]
 .
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Como

JF (z0) = det[F ′(z0)] = det

[
∂f

∂y
(z0)

]
6= 0,

pelo Teorema da Função Inversa, existe U ∈ Rk×Rm vizinhança aberta de z0 tal que V = F (U)

é aberto e F : U → V é difeomorfismo de classe C1.

Denotamos por (x̃, ỹ) = F (x, y) para (x, y) ∈ U , então F−1(x̃, ỹ) = F−1(F (x, y)) se e

somente se F−1(x̃, ỹ) = (x, y), com (x̃, ỹ) ∈ V devido a F ser homeomorfismo. Como x = x̃,

decorre da definição que F−1 tem a forma

F−1(x̃, ỹ) = (x̃, g(x̃, ỹ)), (x̃, ỹ) ∈ V,

onde g : Rk × Rm → Rm. Devido ao difeomorfismo temos que g é injetora e de classe C1, logo

ỹ = f(x, y) se e somente se y = g(x, ỹ). Em particular,

f(x, y) = 0⇔ y = g(x, 0).

Pois se f(x, y) = 0, então ỹ = 0 e assim y = g(x̃, 0) = g(x, 0). Reciprocamente, se y = g(x, 0),

então g(x, ỹ) = g(x, 0) então ỹ = y = 0. Assim como ỹ = f(x, y) se e somente se y = g(x, ỹ)

então f(x, y) = 0.

Conclúımos a demonstração definindo ϕ = g(x, 0), ∀x ∈ Ω = U ∩ Rk. Notemos também

que ϕ(x0) = g(x0, 0) = y0 pois y = g(x0) se e somente se 0 = f(x0, y), então y = y0 por hipótese.

4 Multiplicadores de Lagrange

Nesta seção, vamos demonstrar uma importante aplicação do Teorema da Função

Impĺıcita, que é o Método dos Multiplicadores de Lagrange para o cálculo de extremos de

funções sujeitas a restrições. Como um exemplo geral, imaginemos uma função f : R → Rn

cont́ınua e um problema de otimização em que queremos determinar o mı́nimo global da função

f sobre uma bola fechada B = BR(x0), isto é, determinar x̄ de B tal que f(x̄) < f(x) para todo

elemento x da bola B.

Como B é um conjunto compacto e a função f é cont́ınua, sabemos que a solução para

este problema existe. Se f é diferenciável e x̄ pertence ao interior de B, então a solução pode

ser determinada dentre os pontos cŕıticos de f . Porém, determinar o ponto mı́nimo x̄ quando

este está na fronteira pode não ser válido. Assim o resultado a seguir fornece um método caso

a função f seja suficiente regular.
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Teorema 5. Sejam f, g : Rn → R funções de classe C1 e um conjunto S = {x ∈ Rn : g(x) = 0}.

Suponhamos x0 ∈ S tal que

g′(x0) 6= 0 e f(x0) = min{f(x) : x ∈ S}.

Então f ′(x0) e g′(x0) são linearmente dependentes (combinação linear uma da outra), ou seja,

existe um multiplicador de Lagrange λ ∈ R tal que ∇f(x0) = λ∇g(x0).

Prova. Se g′(x0) 6= 0 para x0 ∈ S, então há uma derivada parcial não nula para pelo menos

uma coordenada. Vamos então supor sem perda de generalidade que ∂g
∂xn

(x0) 6= 0. Seja λ ∈ R

tal que
∂f

∂xn
(x0) = λ

∂g

∂xn
(x0).

Assim, para concluirmos a prova basta demonstrarmos o resultado acima para as outras

n− 1 derivadas parciais
∂f

∂xi
(x0) = λ

∂g

∂xi
(x0),

onde i = 1, . . . , n− 1.

Se denotarmos x = (x̃, y) ∈ Rn−1×R, x0 = (x̃0, y0), então g é de classe C1, g(x̃0, y0) = 0

e
∂g

∂xn
(x0) =

∂g

∂y
(x̃0, y) 6= 0,

segue do Teorema da Função Impĺıcita que existe uma vizinhança aberta Ω ⊂ Rn−1 de x̃0 e uma

função ϕ : Ω→ R de classe C1 tais que ϕ(x̃0) = y0 e

g(x̃, ϕ(x̃)) = 0, para todo x̃ ∈ Ω. (5)

Além disso, como da hipótese

f(x̃0, ϕ(x̃0)) ≤ f(x̃, ϕ(x̃)), para todo x̃ ∈ Ω,

verificamos que x̃0 ∈ Ω é ponto mı́nimo para a função diferenciável x̃ 7→ ψ(x̃) = f(x̃, ϕ(x̃)).

Portanto, ψ′(x̃0) = 0 e temos da Regra da Cadeia,

[ψ′(x̃0)] =

[
∂f

∂x̃
(x0)

]
+
∂f

∂y
(x0)[ψ

′(x̃0)] = 0. (6)

Derivando da equação 5 em relação a x̃, obtemos[
∂g

∂x̃
(x0)

]
+
∂g

∂y
(x0)[ψ

′(x̃0)] = 0. (7)

Multiplicando a equação 7 por λ e subtraindo esta da equação 6 temos que[
∂f

∂x̃
(x0)

]
= λ

[
∂g

∂x̃
(x0)

]
.
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Exemplo 6. Vamos encontrar o máximo e o mı́nimo global da função f : R2 → R com (x, y) 7→

f(x, y) = xy sobre a circunferência x2 + y2 = 1. Podemos reescrever a circunferência como

g(x, y) = 0 para g(x, y) = x2 + y2 − 1. A condição de Lagrange nos dá

∇f = λ∇g ⇒ (y, x) = λ(2x, 2y)

a qual é equivalente ao sistema de equações

y = 2λx, x = λ2y.

Combinando com a circunferência x2 + y2 = 1, temos então três equações e três incógnitas (x,

y e λ). Como x2 + y2 = 1 nós obtemos

1 = x2 + y2 = (2λy)2 + (2λx)2 = 4λ2

então temos que λ = ±1
2 . Então y = ±x, o que nos dá quatro posśıveis soluções da equação

x2 + y2 = 1 com a substituição anterior, ou seja

(x, y) =

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
.

Temos o valor máximo em 1
2 quando substitúımos os dois pontos ( 1√

2
, 1√

2
) e (− 1√

2
,− 1√

2
) em f

e valores mı́nimos em −1
2 o qual gera mais dois pontos (ROSENBAUM, 2014).
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 131
Um teorema de existência de solução para uma classe de

equações diferenciais ordinárias não lineares
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André Vicente
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Resumo: Neste trabalho estabelecemos condições que garantam a existência
de solução para uma classe de equações diferenciais ordinárias de primeira
ordem. Mais precisamente, sob condição de f , uma função definida em
um subconjunto do R2 e com valores reais, ser cont́ınua e Lipschitziana
provamos, utilizando o teorema do ponto fixo de Banach, que o problema
x′(t) = f(t, x(t)) admite solução x = x(t) em um aberto I contido em R.
Este resultado é conhecido na literatura como Teorema de Picard.

Palavras-chave: Teorema do Ponto Fixo de Banach; Teorema de Picard;
Equações Diferenciais Ordinárias.

1 Introdução

Em matemática, no estudo de equações diferenciais, o Teorema de Picard é um impor-

tante teorema de existência e unicidade de soluções para as equações de primeira ordem com

determinadas condições iniciais. A ideia da prova se baseia em transformar a equação diferencial

em uma equação integral, e após isso, construir uma aplicação entre espaços métricos e aplicar

o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

A condição de continuidade de Lipschitz exclui as equações diferenciais que não tenham

essa propriedade. Para poder aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, é necessário definir

um operador F entre dois espaços funcionais de funções cont́ınuas, conhecido como “operador

de Picard”. Mediante a hipótese de Lipschitz nós estabelecemos que o operador de Picard é uma

contração sobre espaços de Banach com a métrica induzida pela norma usual. Isso nos permite

aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e concluir que o operador tem um único ponto fixo.

Este artigo é resultado de um trabalho de Iniciação Cient́ıfica qur foi baseado na re-

ferência [White, A. J.], onde pode ser encontrado maiores detalhes.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: na seção 2 nós apresentamos algumas

notações, definições e resultados que serão usados posteriormente, e na seção 3 enunciamos e

demonstramos o resultado principal.

1Agradeço à Fundação Araucária pelo apoio financeiro.
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2 Notações e Resultados Preliminares

Nesta seção apresentamos algumas notações e resultados que serão usados posterior-

mente. O desenvolvimento do conteúdo dessa seção pode ser visto com mais detalhe nas re-

ferências [LIMA, 2013/2014], [WHITE, 1973] e [KREYSZIG, 1978].

2.1 Notações e definições

Definição 1. (espaço métrico, métrica) Seja X um conjunto não-vazio. Uma função d :

X −→ R será uma métrica de X se

i) d(x, y) ≥ 0 x, y ∈ X,

ii) d(x, y) = 0 sse x = y,

iii) d(x, y) = d(y, x) x, y ∈ X,

iv) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) x, y, z ∈ X.

Se X for um conjunto não-vazio e d uma métrica de X, então o par (X, d) será chamado

espaço métrico.

Definição 2. (métrica usual de Rn) Se n ∈ N e, se Rn denota o produto cartesiano de R

por ele próprio n vezes, então os elementos de Rn podem ser tomados como n-uplas ordenadas

(x1, x2, ..., xn) de números reais. Se definirmos

d((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) =
√

(x1 − y1)2 + ...+ (xn − yn)2,

então d é uma métrica, chamada métrica usual de Rn.

Definição 3. (sequência real) Uma sequência em um conjunto X é uma função de N∗ em X;

uma sequência real é uma sequência em R. Uma sequência real {xn} é limitada se existe um

número real K tal que, para n ∈ N∗, |xn| ≤ K.

Definição 4. (bola, vizinhança) Se p ∈ X e ε é um número real positivo, o conjunto

Sp(ε) = {x : x ∈ X, d(p, x) < ε}

é chamado a ε-bola aberta de centro p, a ε-vizinhança de p, ou, ainda, se não for exigida a

precisão, simplesmente uma vizinhança de p ou, uma bola.

Definição 5. (sequência convergente) Seja {xn} uma sequência em X e x ∈ X. A sequência

{xn} é dita convergente para x se, para todo ε real e positivo, existir um inteiro positivo Nε tal

que xn ∈ Sx(ε) sempre que n > Nε.
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Se {xn} converge para x, escrevemos xn −→ x quando n −→ ∞, ou lim

n→∞
xn = x, e x é

chamado de limite da sequência {xn}. Se, para algum x ∈ X, {xn} converge para x, dizemos

que {xn} é uma sequência convergente. Dizemos que uma sequência é divergente, se não é

convergente.

Definição 6. (conjunto aberto) Um subconjunto A de X será aberto se, para cada a ∈ A

existir uma vizinhança de a contida em A; isto é, A será aberto se, para a ∈ A, existir um ε > 0

tal que Sa(ε) ⊂ A.

Definição 7. (função cont́ınua) Suponha que (X, d) e (Y, ρ) sejam espaços métricos e que

x ∈ X. Diz-se que uma função f : X −→ Y é cont́ınua em x (mais precisamente, (d, ρ)-cont́ınua

em x) se, para qualquer ε > 0, existe um δ > 0 tal que ρ(f(t), f(x)) < ε sempre que d(t, x) < δ.

Equivalentemente, f é cont́ınua em x se, dada uma vizinhança qualquer Sf(x)(ε) de f(x), existe

uma vizinhança Sx(δ) de x tal que f [Sx(δ)] ⊂ Sf(x)(ε). Se f não é cont́ınua no ponto x, diz-se

que ela é descont́ınua em x, ou que tem uma descontinuidade em x.

Definição 8. (função uniformemente cont́ınua) Se (X, d) e (Y, ρ) forem espaços métricos,

f : X −→ Y será uniformemente cont́ınua se, dado ε > 0, existir um δ > 0 tal que

f [Sx(δ)] ⊂ Sf(x)(ε) para todo x ∈ X.

Definição 9. (conjunto compacto) Suponhamos (X, d) um espaço métrico. Um subconjunto

A de X é chamado de compacto se todo subconjunto infinito de A tem um ponto de acumulação

em A. Se X for um subconjunto compacto de X, diremos que (X, d) é um espaço métrico

compacto.

Definição 10. (sequência de Cauchy) Suponha (X, d) um espaço métrico e {xn} uma

sequência em X, convergente para um ponto x ∈ X. Então, se ε > 0, existe um inteiro N

tal que d(x, xn) < ε/2, se n > N . Desde que d(xm, xn) < d(x, xn) + d(x, xm), segue-se que uma

sequência convergente tem a seguinte propriedade: para qualquer ε > 0, há um inteiro N tal

que

d(xm, xn) < ε se m > N e n > N.

Uma sequência que tem a propriedade acima é chamada de sequência de Cauchy.

Definição 11. (espaço métrico completo) Se um espaço métrico tem a propriedade: “toda

sequência de Cauchy converge”, então diz-se que ele é completo.

Definição 12. (o espaço C(X)) Suponhamos que (X, d) seja um espaço métrico compacto.

Denotamos por C(X) a famı́lia de todas as funções cont́ınuas a valores reais definidas sobre
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X. Podemos mostrar que se f ∈ C(X), então f é limitada, isto é, que C(X) ⊂ B(X). Se

denotarmos por σ a métrica para B(X) restringida a C(X), então, para f e g em C(X),

σ(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ X}.

Definição 13. (convergência simples (ponto a ponto)) Suponhamos que S seja um con-

junto, que (Y, ρ) seja um espaço métrico, e que {fn} seja uma sequência de funções de S em Y ;

suponhamos também que f seja uma função de S em Y . Diz-se que a sequência {fn} converge

ponto a ponto para f sobre S se, para cada s ∈ S, a sequência {fn(s)} converge para f(s), e,

então, escrevemos fn −→ f (ponto a ponto sobre S). Em detalhes, temos fn −→ f (ponto a

ponto sobre S) se, para cada s ∈ S e para cada ε > 0 existe um n0 ∈ N∗ tal que ρ(fn(s), f(s)) < ε

sempre que n ≥ n0.

Observe que a escolha de n0 na proposição acima é feita depois de s e ε terem sido

escolhidos, de modo que n0 depende de s e ε.

Definição 14. (convergência (limite) uniforme) Suponhamos que S seja um conjunto,

que (Y, ρ) seja um espaço métrico, e que {fn} seja uma sequência de funções de S em Y ;

suponhamos também que f seja uma função de S em Y . Dizemos que a sequência {fn} converge

uniformemente para f sobre S se, para todo ε > 0, existe um n0 ∈ N∗ tal que

ρ(fn(s), f(s)) < ε, se n > n0 e s ∈ S.

Algumas vezes dizemos que f é o limite uniforme de {fn} e escrevemos fn −→ f (uni-

formemente sobre S).

Definição 15. (equação diferencial ordinária, solução) Sejam Ω um subconjunto do espaço

R×E onde R é a reta real e E = Rn um espaço euclidiano n-dimensional. Um ponto de R×E será

denotado por (t, x), t ∈ R e x = (x1, x2, ..., xn) em E; salvo menção em contrário, adotaremos

em R× E a métrica:

|(t, x)| = max{|t|, |x|}

onde |x| denota a métrica usual de Rn.

Seja f : Ω −→ E uma aplicação cont́ınua e seja I um intervalo não degenerado da reta,

isto é, um subconjunto conexo de R não reduzido a um ponto. O intervalo I pode ser aberto,

fechado ou semi-fechado, finito ou infinito.

Uma função diferenciável ϕ : I −→ E chama-se solução da equação

dx

dt
= f(t, x) (1)
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no intervalo I se:

i) o gráfico de ϕ em I, isto é, {(t, ϕ(t)); t ∈ I} está contido em Ω e

ii)
dϕ

dt
= f(t, ϕ(t)) para todo t ∈ I. Se t é um ponto extremo do intervalo, a derivada é

a derivada lateral respectiva.

A equação (1) chama-se equação diferencial ordinária de primeira ordem e é denotada

abreviadamente por

x′ = f(t, x). (1)

Sejam fi : Ω −→ R, i = 1, ..., n as componentes de f ; ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) com ϕi : I −→ R é

uma solução de (1) sse cada ϕi é diferenciável em I, (t, ϕ1(t), ..., ϕn(t)) ∈ Ω para todo t ∈ I e

dϕ1

dt
(t) = f1(t, ϕ1(t), ..., ϕn(t))

dϕ2

dt
(t) = f2(t, ϕ1(t), ..., ϕn(t))

...

dϕn
dt

(t) = fn(t, ϕ1(t), ..., ϕn(t)) (2)

para todo t ∈ I. Por esta razão diz-se que a equação diferencial “vetorial” (1) é equivalente ao

sistema de equações diferenciais escalares

dxi
dt

= fi(t, x1, ..., xn) i = 1, ..., n. (2)

Definição 16. (ponto fixo) Se X for um conjunto não-vazio e F : X −→ X uma função, um

ponto x0 ∈ X é chamado de ponto fixo de F se F (x0) = x0, isto é , se x0 é deixado fixo pela

aplicação de F .

Definição 17. (contração) Suponha (X, d) um espaço métrico. Então a função F : X −→ X

é uma contração se existe um número real k, tal que 0 < k < 1 e

d(F (x), F (y)) ≤ kd(x, y) (x ∈ X, y ∈ X).

É fácil ver que toda contração é cont́ınua. Geometricamente isso significa que quaisquer pontos

x e y têm imagens que estão mais próximas do que os pontos x e y; mais precisamente, a razão

d(F (x), F (y))/d(x, y) não pode exceder uma constante k que é estritamente menor do que 1.

2.2 Resultados Preliminares

O resultado apresentado nessa seção servirá como pré-requisito para a demonstração do

Teorema de Picard.
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Teorema 18 (Teorema do Ponto Fixo de Banach ou Teorema da Contração). Se (X, d)

é um espaço métrico completo e F : X −→ X é uma contração, então F tem um, e um só,

ponto fixo.

Prova. Suponhamos que 0 < k < 1 e que F satisfaça a

d(F (x), F (y)) ≤ kd(x, y) (x ∈ X, y ∈ X).

Seja x0 e definimos {xn} indutivamente pela equação

xn = F (xn−1) (n ∈ N∗).

Se n ∈ N∗,

d(xn, xn+1) = d(F (xn−1), F (xn))

≤ kd(xn−1, xn) (definição de contração)

= kd(F (xn−2), F (xn−1)) (definição de {xn} )

≤ k2d(xn−2, xn−1) (definição de contração)

...

≤ knd(x0, x1).

Assim, se m > n,

d(xn, xm) ≤
m−1∑
r=n

d(xr, xr+1)

≤ d(x0, x1)

m−1∑
r=n

kr

≤ d(x0, x1)

1− k
(kn − km),

e, assim, como {kn} é uma sequência de Cauchy (porque 0 < k < 1), então também {xn} será.

Assim, como (X, d) é completo, existe um x∗ ∈ X tal que

lim
n→∞

xn = x∗,

e, sendo F cont́ınua, temos

F (x∗) = lim
n→∞

F (xn)

= lim
n→∞

xn+1

= x∗.

Consequentemente x∗ é um ponto fixo de F .
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Suponhamos y∗ um ponto fixo de F e x∗ 6= y∗. Então d(x∗, y∗) > 0 e (desde que

F (x∗) = x∗, F (y∗) = y∗)

d(x∗, y∗) = d(F (x∗), F (y∗))

≤ kd(x∗, y∗)

o que é imposśıvel, uma vez que 0 < k < 1.

3 Resultado Principal

Vamos usar o Teorema de Banach para provar o Teorema de Picard que, embora não seja

o mais forte do seu tipo que conhecemos, tem um papel vital na teoria das equações diferenciais

ordinárias. A ideia de abordagem é bastante simples: a equação diferencial ordinária de primeira

ordem será convertida em uma equação integral, a qual nos permite definir uma aplicação F , e

as condições do teorema implica que F é uma contração de modo que o seu ponto fixo torna-se

a solução de nosso problema. Ver detalhes em [WHITE, 1973] e [KREYSZIG, 1978].

Teorema 19 (Teorema de Picard). Suponhamos que U ⊂ R2 seja um conjunto aberto e que

F : U −→ R seja uma função cont́ınua que satisfaz à condição (Lipschitz) de que, para algum

K > 0,

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ K|y1 − y2|

para (x, y1) ∈ U , e (x, y2) ∈ U . Então, para qualquer (x0, y0) ∈ U , existe um número real

positivo a e uma e uma só função g : [x0 − a, x0 + a] −→ R tal que

g′(x) = f(x, g(x)) (x ∈ (x0 − a, x0 + a)) (2)

e g(x0) = y0.

Prova. Se a(> 0) e uma função g : [x0−a, x0 +a] −→ R existem satisfazendo a (2) e à condição

g(x0) = y0, então está impĺıcito que (x, g(x)) ∈ U para x ∈ (x0 − a, x0 + a) e, como g é

cont́ınua, segue-se que a função x −→ f(x, g(x)) é cont́ınua. Consequentemente, g′ é cont́ınua

em (x0 − a, x0 + a), e segue que

g′(x) = f(x, g(x))

g(x) =

∫ x

x0

f(t, g(t))dt+ y0 (x ∈ (x0 − a, x0 + a)). (2)

Por outro lado, se a(> 0) e

g : [x0 − a, x0 + a] −→ R
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existem satisfazendo (2), então, g′(x) = f(x, g(x)) (x ∈ (x0 − a, x0 + a)) e g(x0) = y0. Assim,

o problema de encontrar um a e uma g satisfazendo a (1) é equivalente ao de encontrar um a e

uma g satisfazendo a (2).

A ideia do final da prova é selecionar um número real a(> 0) e considerar a aplicação

F : C[x0 − a, x0 + a] −→ C[x0 − a, x0 + a]

definida por

F (g)(x) =

∫ x

x0

f(t, g(t))dt+ y0. (3)

Então, encontrar uma g satisfazendo a (2) é equivalente a encontrar um ponto fixo para F e,

com esse fim, temos de nos assegurar, por conveniente escolha de a, que F é uma contração.

Além disso, temos que garantir que F está bem definida. Precisamos estar certos de que as

funções com as quais operamos são tais que

t ∈ [x0 − a, x0 + a]

e, então, o integrando em (3) está definido. Essas considerações motivam a escolha de a e da

bola B na prova que se segue.

Tomemos inicialmente N > |f(x0, y0)|. Escolhamos então a tal que as três condições

seguintes sejam satisfeitas:

1) 0 < a < 1/K,

2) Q = {(x, y) : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ aN} ⊂ U ,

3) (x, y) ∈ Q implica |f(x, y)| < N .

Essa escolha é posśıvel porque |f | é cont́ınua em (x0, y0). Seja I = [x0 − a, x0 + a], e

seja Y0 : I −→ R, definida por Y0(x) = y0 (x ∈ I).

Finalmente, seja d a métrica usual para C(I), e tomemos

B = {g : g ∈ C(I), d(g, Y0) ≤ aN},

isto é, B é a bola fechada de centro Y0 e raio aN .

Observamos primeiramente que, se t ∈ I e g ∈ B, então (t, g(t)) ∈ Q, pois, se t ∈ I,

então |t− x| ≤ a e

|g(t)− y0| ≤ sup{|g(x)− y0| : x ∈ I}

= d(g, Y0)
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≤ aN

de modo que (t, g(t)) ∈ Q. Segue-se (pois Q ⊂ U) que a aplicação t −→ f(t, g(t)) de I em

R é bem definida e define uma função cont́ınua em I. Consequentemente, podemos definir

F : B −→ C(I) por

F (g)(x) =

∫ x

x0

f(t, g(t))dt+ y0. (x ∈ I, g ∈ B).

Vamos agora observar que F [B] ⊂ B (isto é, se g ∈ B, então F (g) ∈ B), pois, se g ∈ B,

então

d(F (g), Y0) = sup{|F (g)(x)− Y0(x)| : x ∈ I}

= sup{|F (g)(x)− y0| : x ∈ I}

= sup

{∣∣∣∣∫ x

x0

f(t, g(t))

∣∣∣∣ dt : x ∈ I
}

= sup

{∫ x

x0

|f(t, g(t))| dt : x ∈ I
}

≤ sup

{
N

∫ x

x0

dt : x ∈ I
}

= sup {N |x− x0| : x ∈ I}

≤ sup {Na}

= aN

desde que x ∈ I e |x0 − t| ≤ |x0 − x|, então t ∈ I e (t, g(t)) ∈ Q e, portanto (por 3)),

|f(t, g(t))| < N . Segue-se que

d(F (g), Y0) ≤ aN

e, então, F (g) ∈ B.

Assim, F aplica B em B e, como B é um espaço métrico completo (é um subconjunto

fechado do espaço métrico completo C[I]), para mostrarmos que F tem um único ponto fixo,

será suficiente mostrar que F é uma contração.

Para esse fim, suponhamos g1 e g2 pontos de B. Então, se t ∈ I, (t, g1(t)) e (t, g2(t))

pertencem a Q e, portanto, a U , logo

|f(t, g1(t))− f(t, g2(t))| ≤ K|g1(t)− g2(t)|

teremos

d(F (g1), F (g2)) = sup{|F (g1)(x)− F (g2)(x)| : x ∈ I}

= sup

{∣∣∣∣∫ x

x0

[f(t, g1(t))− f(t, g2(t))]dt

∣∣∣∣ : x ∈ I
}
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≤ sup

{
K

∫ x

x0

|g1(t)− g2(t))| dt : x ∈ I
}

≤ sup

{∫ x

x0

dt [Ksup{|g1(t)− g2(t)|}] : x ∈ I
}

= sup {|x− x0|Kd(g1, g2)}

≤ aKd(g1, g2).

Segue-se que, como aK < 1 (por 1)), F é uma contração. O Teorema do Ponto Fixo de Banach

implica que F tem um único ponto fixo g ∈ C(I), isto é, uma função cont́ınua g ∈ C(I)

satisfazendo F (g) = g. Assim, escrevendo g = F (g), nós temos por (3)

g(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, g(t))dt. (4)

Desde que (t, g(t)) ∈ Q onde f é cont́ınua e diferenciável. Por isso g é diferenciável e

satisfaz (1). Por outro lado, cada solução de (1) deve satisfazer (4). Isto completa a prova.
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A torre de Hanói no ensino de função exponencial
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Resumo: Este trabalho relata nossa experiência ao usar Jogos Matemáticos
em sala de aula para introduzir o conteúdo de função exponencial. Utilizamos
o jogo da torre de Hanói, com o intuito de motivar os alunos a aprender algo
novo. Essa foi uma das atividades desenvolvidas no Programa Institucional de
Bolsas de Iniciação à Docência – PIBID. No subprojeto de Matemática fomos
incentivados a utilizar metodologias diferenciadas em sala, oportunizando o
aprendizado por meio do manuseio das diferentes Metodologias de Ensino
da Matemática e pela vivência em sala de aula, promovendo assim a prática
docente e a reflexão sobre a mesma.

Palavras-chave: Jogos; torre de Hanói; função exponencial.

1 Introdução

O Programa Institucional de Bolsas de Iniciação à Docência – PIBID, é um projeto do

governo federal que tem como principal objetivo incentivar a formação de professores em ńıvel

superior para a atuação na educação básica e contribuir para a valorização do magistério. Este

programa concede bolsas aos acadêmicos de cursos de licenciatura que participam de projetos

de iniciação à docência, desenvolvidos por instituições de ensino superior em parceria com es-

colas de educação básica da rede pública de ensino. Na Universidade Estadual do Oeste do

paraná – Unioeste, bem como no Curso de Matemática do campus de Cascavel, esse programa

é desenvolvido a partir de 2010.

Desde 2015, trabalhando no Colégio Estadual Pacaembu percebemos o quanto este pro-

grama tem feito a diferença na vida dos acadêmicos que querem seguir a carreira de docente,

pois o trabalho do PIBID os tem ajudado a conviver com diversas situações e dificuldades en-

frentadas em sala de aula, com as quais não teriam o privilégio de trabalhar apenas nos estágios

supervisionados que a universidade oferece. Sem dúvida alguma, podemos afirmar que o PIBID

possui muitos pontos positivos e é uma grande oportunidade de aprender a ensinar, de aprender

a aprender e de integrar a teoria estudada na universidade com a prática docente cotidiana.

1Bolsista Pibid desde 2015
2Bolsista Pibid desde 2014
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Uma das integrações que nos é proporcionada vem da utilização das diversas metodo-

logias de ensino que podem ser aplicadas em sala, como os jogos matemáticos. Os professores

coordenadores nos incentivaram a pensar em uma maneira de trabalhar com esta metodologia

e ensinar por meio dela. Como já estávamos trabalhando havia um tempo com os primeiros

anos do Ensino Médio do Colégio Estadual Pacaembu, pensamos em aplicar uma atividade para

introduzir algum conteúdo usando jogos de uma forma recreativa e educativa. Com o PIBID

temos a oportunidade de observar determinada turma durante várias semanas, por isso já co-

nhećıamos a turma que iriamos aplicar os jogos, e percebemos que seria importante trazer algo

relativo a jogos para os alunos, por serem bem agitados, porém esforçados.

A palavra jogo deriva do termo em latim “jocus” que significa gracejo, brincadeira,

divertimento. Caracterizado como uma atividade f́ısica ou intelectual que integra um sistema

de regras e define um indiv́ıduo (ou um grupo) vencedor e outro perdedor. Segundo Strapason

(2011, p.14) “o jogo deve ter um significado para quem joga, seja de entretenimento ou finalidade

educativa, conforme o jogo escolhido. Em ambos os casos sempre propicia situações de prazer,

de desprazer e de busca de estratégias para a melhor jogada”.

Strapason (2011, p. 20) diz também que:

O papel dos jogos como estratégia de ensino e aprendizagem da Matemática
tem sido salientada em inúmeras pesquisas. Os jogos propiciam aprendizagens
mais motivadoras e interessantes, tanto para o aluno quanto para o professor.
Inúmeras habilidades matemáticas podem ser desenvolvidas através dos jogos,
entre elas, o racioćınio reflexivo, pois é necessário sempre pensar muito bem
antes de realizar qualquer jogada e a cada nova jogada, um novo racioćınio pode
surgir. Os racioćınios lógicos utilizados pelos alunos durante o jogo sempre se
assemelham à resolução de um problema matemático, mesmo que o jogo não
seja em relação a um conteúdo matemático espećıfico.

Todos nós sabemos que a utilização de jogos na escola não é algo novo e que muitos

professores os utilizam a sala de aula, pois a aprendizagem que se dá através do jogo possibilita

formas de aprendizagem diferenciadas das quais os alunos estão acostumados. Além de tornar

a aula mais atrativa, faz com que os alunos possam investigar, resolver e descobrir durante o

jogo a melhor jogada estabelecer relações entre os elementos do jogo e, consequentemente, os

conceitos da matemática que estão no mesmo.

Segundo Grando (2000, p. 27),

O jogo, pelo seu caráter propriamente competitivo, apresenta-se como uma
atividade capaz de gerar situações-problema “provocadoras”, onde o sujeito
necessita coordenar diferentes pontos de vista, estabelecer várias relações, re-
solver conflitos e estabelecer uma ordem.

No Ensino Médio o jogo não é tão utilizado, pois para muitos não é visto como uma

ferramenta de ensino, mas como uma “diversão” aos alunos para a aula não ficar tão cansativa.
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Por mais que o jogo traga barulho, movimentos e alegria não podemos deixar que isto seja

apenas uma diversão aos alunos, pois ele permite ao aluno corrigir seus erros, assim como rever

suas respostas, que descubra em que está falhando e faz com que pense em uma nova estratégia.

Algo que nos chama a atenção no jogo também, é que quando o aluno erra, ele não é criticado

pelos demais e nem por si mesmo, os colegas se ajudam e dão dicas ao longo de sua execução.

Além disso, o aluno não tem medo de perguntar, nem de se expor.

De acordo com Borin (apud Groenwald e Timm, p. 9. 2002),

Outro motivo para a introdução de jogos nas aulas de matemática é a possi-
bilidade de diminuir bloqueios apresentados por muitos de nossos alunos que
temem a Matemática e sentem-se incapacitados para aprendê-la. Dentro da si-
tuação de jogo, onde é imposśıvel uma atitude passiva e a motivação é grande,
notamos que, ao mesmo tempo em que estes alunos falam Matemática, apresen-
tam também um melhor desempenho e atitudes positivas frente a seus processos
de aprendizagem.

Segundo Smole e Diniz, o jogador não aprende a pensar sobre jogo quando o joga apenas

uma vez. Assim podemos afirmar que realmente o aluno precise jogar algumas vezes para

aprender as regras e ter a aprendizagem desejada pelos professores, o que com certeza toma

algum tempo da aula, por isso precisamos sempre estar preparados para todos os tipos de

ocorrências.

Outro fato importante que o professor precisa ter em mente, qual jogo pode levar e

utilizar em sala de aula. Ele deve conhecer bem o material que quer utilizar e saber auxiliar

os alunos para que haja aprendizagem. Além disso é necessária uma socialização para que as

dúvidas que haviam durante a realização do jogo sejam tiradas e também que os alunos coloquem

as suas opiniões e sugestões, mostrando o que aprenderam o que poderia mudar para tornar o

jogo mais atrativo e proveitoso.

O jogo por sua vez também pode frustrar os alunos, ser incompreenśıvel, obrigatório, um

passatempo, ou algo em que simplesmente, quem tem sorte vence. Uma forma de proporcionar

uma aprendizagem significativa é proporcionar após a sua realização uma discussão sobre o jogo,

indagando os alunos com relação às estratégias utilizadas e aos novos conhecimentos adquiridos.

No nosso caso, com a Torre de Hanói, pretend́ıamos motivar os alunos a aprender algo

novo, como por exemplo, o jogo em si, o qual era novidade para todos os alunos e também

aprender sobre função exponencial, que era o nosso objetivo principal. Por meio do racioćınio

lógico-matemático, incentivamos os alunos de maneira a descrever uma lei de formação para a

função exponencial, observando as jogadas feitas por eles nos fornecesse uma fórmula para que

pudéssemos prever a movimentação necessária caso possúıssem n peças.
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2 Torre de Hanói

A Torre de Hanói é um jogo muito antigo e conhecido pela maioria dos professores de

Matemática. Ele nos possibilita construir uma fórmula matemática que relaciona o número de

discos com o número de seus movimentos para serem transportados entre três pinos.

Tradicionalmente a Torre de Hanói é feita de madeira e é composta por três pinos e sete

discos, com diâmetros diferentes. Mas, para fins didáticos é comum encontrarmos variações com

menos ou mais discos, ou estudos com mais pinos. Além disso, elas podem ser confeccionadas

com diversos materiais como emborrachados, isopor e materiais recicláveis.

Sobre o jogo, conta-se a seguinte lenda:

“No começo dos tempos, Deus criou a Torre de Brahma com três pinos de diamante

alinhados e colocou, no primeiro, 64 discos de ouro maciço em ordem decrescente de tamanho.

Deus, então, chamou seus Sacerdotes e ordenou a eles que transferissem todos os discos para o

terceiro pino, movendo apenas um disco de cada vez e nunca colocando um disco maior sobre

um menor. Os sacerdotes, então, obedeceram e começaram o seu trabalho, dia e noite. Quando

eles terminarem, a Torre de Brahma irá ruir e o mundo acabará”.

3 Atividade desenvolvida na escola

Elaboramos e desenvolvemos juntamente com o professor supervisor um jogo que ti-

nha como objetivo introduzir o conceito de função exponencial. A prinćıpio, apresentaremos a

descrição da atividade desenvolvida e na sequência apresentamos os resultados e reflexões.

A atividade que desenvolvemos na sala de aula foi realizada em 2015 e para a sua execução

foi necessário que os alunos ficassem em duplas ou trios. Após formarem as duplas ou trios,

apresentamos o jogo a eles, contamos a lenda do mesmo e entregamos as torres às duplas,

juntamente com uma tabela impressa, para que eles pudessem registrar os números de discos e

jogadas feitas.

Explicamos as regras do jogo, em que o jogador deve transferir os discos do pino A

para o pino C e contabilizar o número de jogadas realizadas, lembrando que o disco de maior

diâmetro nunca deve ficar sobre o de menor diâmetro e que só é permitido mover um disco

por vez. Pedimos que os alunos tentassem resolver o problema da torre com 2, 3, 4 e 5 discos,

respectivamente, registrando o número de movimentos feitos para cada número de discos na

tabela.
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Após a manipulação, perguntamos aos alunos se eles poderiam predizer qual seria o

menor número de movimentos necessários para mover n discos do primeiro para o último pino.

Fizemos outras perguntas a eles como, qual será o próximo número mı́nimo? Como

determinar uma lei que relacione os termos n e o número mı́nimo J(n) de movimentos, para

qualquer número natural n?

Posteriormente pedimos que preenchessem uma tabela para que fizéssemos a construção

do gráfico, o qual é diferente do que estão acostumados, pois até o momento haviam estudado

apenas as funções afins e quadráticas. Portanto, mostramos uma nova função chamada função

exponencial.

4 O desenvolvimento

No primeiro momento contamos aos alunos que nós iriamos trabalhar com eles aquele

dia e que hav́ıamos trazido um material diferente, chamado “Torre de Hanói”, neste momento

os alunos ficaram agitados, pois queriam pegar e começar a mexer. Com a explicação do que

faŕıamos os alunos ficaram impressionados com o tamanho do número de movimentos que teria

que acontecer para o “fim do mundo”.

Após entregamos as torres aos alunos se mostraram muito interessados em manuseá-

las, até porque os mesmos não conheciam o material. De ińıcio tentaram mover todos os seis

discos, porém não obtiveram êxito, por ser algo complexo. Então pedimos que fizessem os

movimentos com um número menor de discos e registrassem a quantidade de movimentos feitos.

Eles deveriam repetir o processo três vezes para cada quantidade de discos, por exemplo, com

três discos deveriam jogar três vezes e então marcar o número de movimentos a cada vez, para

conseguirem diferenciar qual era o número mı́nimo de movimentos feitos.

Ao observar os grupos, percebemos que algumas alunas fizeram apenas uma movi-

mentação e replicaram para as próximas colunas, então falamos a elas que cada um tem uma

forma de jogar diferente e, elas falaram que não. Por isso pedimos para cada uma jogar. A

primeira jogou e executou quatorze movimentos, a segunda jogou e também obteve o mesmo

número de movimentos, porém, quando a terceira jogou deu a metade de movimentos feitos

(sete). Por conta disso começaram a jogar as três vezes solicitadas. Muito dos grupos consegui-

ram chegar ao número mı́nimo de jogadas posśıveis.

Como possúıamos aulas geminadas, optou-se em deixar que os alunos jogassem na pri-

meira aula várias vezes. Ao término desta, fomos ao quadro e reproduzimos a tabela que eles
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possúıam em mãos, perguntando quais eram os movimentos mı́nimos que haviam encontrado

para cada quantidade de discos. Em seguida, mostramos os movimentos mı́nimos que poderiam

ser feitos, no caso para um disco é feito um movimento; dois discos são três movimentos; três

discos são sete movimentos; quatro discos são quinze movimentos; e assim por diante até n

discos. O objetivo aqui era discutir sobre o jogo em si, se eles perceberam alguma estratégia

para fazer o mı́nimo de movimentos posśıveis, entre outras coisas.

Quando chegassem a n discos os alunos deveriam enunciar a lei de formação para saberem

quantos movimentos deveriam ser feitos para esta quantidade de discos, generalizando a situação.

Neste momento notamos que os alunos estavam dispersos com a possibilidade de movimentar os

n discos, portanto se fez necessário chamar a atenção dos mesmos.

Com a atenção deles, questionamos se haveria uma relação entre a quantidade de mo-

vimentos e o número de discos. Um dos alunos falou que pod́ıamos usar a seguinte expressão

2 · 3 + 1 = 7, na qual ele se baseou no resultado do movimento anterior para calcular o próximo

movimento. Assim, no caso em que tivéssemos 50 discos seria necessário saber quantos movi-

mentos foram utilizados para movimentar 49 discos, portanto não seria posśıvel “prever” os n

movimentos sem saber qual foi a movimentação anterior.

Todos os casos expressos pelos alunos foram generalizados, deste modo o caso acima

citado tem a forma f(x) = 2x + 1. Os alunos concordaram que esta função não “funcionaria”

quando não soubéssemos o que havia acontecido anteriormente. Questionamos se possúıam

outra ideia de como fazer esta função de modo que fosse válida para qualquer quantidade de

discos.

Os alunos não perceberam a lei de formação. Dessa maneira indicamos que deveriam

utilizar a potência no meio da lei de formação. Mostramos também a forma geral da função

exponencial f(x) = ax, onde a variável é o x e o a é um número real fixo. A partir disto os

alunos começaram a discutir a função exponencial e observando a função anterior eles disseram

que x = 2 e que a iria variar de acordo com a quantidade de discos que possúıamos e somaŕıamos

1, ficando da seguinte forma: f(x) = a2 + 1.

Assim, substitúımos o a pelos posśıveis números de discos, mas a função não “funcionou”

para todos os casos, logo essa função também estava “descartada”. Falamos para eles que se

olhássemos para a função geral sab́ıamos que a incógnita variável sempre é o x, com isso eles

conclúıram que x dependia da quantidade de discos. Mas, e o valor do a?

Os alunos pensaram um pouco, analisando as duas funções feitas anteriormente. Uma

das alunas disse que pod́ıamos usar a função f(x) = 2x− 1, perguntamos se todos concordavam



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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com esta função e alguns alunos concordaram. Fizemos então a substituição de x por valores

reais e os alunos perceberam que esta lei de formação era válida.

Notamos que todos os alunos estavam pensando em grupo, pois para encontrarem a

função muitos iam falando o que deveria ser feito e ao final um deles juntou tudo. A cada

pergunta feita e respondida corretamente o aluno ganhava um chocolate, o que o incentivava a

fazer as relações.

Em seguida fizemos a construção do gráfico no quadro, para que analisássemos o mesmo.

Perguntamos-lhes o que podiam perceber com relação a este e algumas alunas disseram que ele

era crescente. Nos questionaram, devido ao formato, se era uma reta ou uma parábola. Lhes

devolvemos a pergunta, mas não souberam a resposta. Por isso utilizamos os números negativos

para calcular os valores menores e iguais a zero, isso nos deu uma reta asśıntota ao gráfico,

ou seja, quando x tende a 0 (zero). Explicamos que este “pedaço” da reta iria se aproximar o

máximo posśıvel de 0, mas nunca seria este valor. Com isso perceberam que não era nem uma

parábola nem uma reta, mas uma curva, que tende ao infinito.

Ao traçar a parte negativa da reta, destacamos aos alunos que neste problema isso não

“seria correto”, pois não temos um número negativo de discos. Outra condição deste exerćıcio é

do gráfico ser feito de pontos, ou seja, não desenhaŕıamos uma reta, pois não nos é posśıvel ter

um número fracionário de discos, como por exemplo, 4,7 discos.

Destacamos aos alunos que a partir daquele momento, eles estudariam a função expo-

nencial e deixamos para que o Professor da turma pudesse continuar com a aula, pois o nosso

objetivo era que eles entendessem um pouco sobre o que iriam estudar a partir deste momento.

5 Conclusão

Durante o peŕıodo que estávamos na escola, tivemos a oportunidade de observar os

alunos e de realizar algumas atividades com eles. A turma que trabalhamos foi o primeiro ano

do Ensino Médio, a qual tinha pouco mais de trinta alunos. Dessa maneira, pensamos em várias

atividades diferentes para contribuir no conhecimento dos alunos e, consequentemente, ajudar o

professor em suas aulas e também para nosso aprendizado enquanto acadêmicas de licenciatura

em Matemática.

Nós percebemos que os alunos aprendem mais quando aquilo que está sendo ensinado está

ao mesmo tempo sendo experimentado por eles, seja por materiais manipulativos, experimentos

ou até mesmo no dia a dia, e foi com esse propósito que levamos esta atividade a eles. E
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enquanto pibidianas, pretendemos sempre estar experimentando e vivenciando as práticas que

nos permitam entender melhor como se dá a relação de ensino-aprendizagem junto aos alunos.

A atividade em si, foi significativa para nós e também para os alunos, pois durante as

outras observações que fizemos, percebemos a facilidade com que os alunos estavam entendendo

a nova função estudada, a função exponencial. Eles mostraram interesse pelo conteúdo e inte-

ragiam durante as aulas. Entendemos que alcançamos nosso objetivo de motivar a aprender e

sempre buscar conhecer algo novo.
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aula. Campinas: Universidade Estadual de Campinas Faculdade de Educação, 2000.

GROENWALD, Claudia Lisete Oliveira; TIMM, Ursula Tatiana. Utilizando
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Resumo: Estudos recentes sobre mecânica de fluidos, finanças, biologia mo-
lecular e em muitos outros campos, detectaram que a influência de fatores
aleatórios pode trazer muitos aspectos interessantes para o modelo, os quais
fazem necessária a inclusão de operadores de ordem arbitrária na construção
dos modelos matemáticos que descrevem tais fenômenos. Esses problemas en-
volvendo derivadas fracionárias tornam-se mais complexos, entretanto, com
alguns ajustes, as técnicas desenvolvidas para modelos clássicos de problemas
de valor inicial envolvendo equações diferenciais de ordem inteira, como por
exemplo, a Transformada de Laplace podem ser aplicadas diretamente a eles.
Desta forma, este trabalho de pesquisa tem como principal interesse estudar
as funções de Mittag-Leffler de um, dois e três parâmetros e sua aplicação na
determinação da solução de equações diferenciais de ordem arbitrária.

Palavras-chave: Equações diferenciais de ordem arbitrária; Função de
Mittag-Leffler; Transformada de Laplace.

1 A Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace mostra-se eficaz na resolução de problemas de valor inicial

envolvendo equações gerais de segunda ordem com coeficientes constantes. Uma das vantagens

deste método é que ele pode ser utilizado na resolução de problemas envolvendo agentes des-

cont́ınuos ou impulsivos, para os quais outros métodos não seriam adequados. Caso seja de

interesse do leitor, os resultados dessa seção podem ser verificados mais detalhadamente em

Boyce (2009).

Definição 1. Dada uma função f(t), definimos sua Transformada de Laplace pela equação

F (s) = L{f(t)} =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt,

desde que a integral imprópria exista e seja convergente.

É importante destacar que a Transformada de Laplace da função f , denotada por

L{f(t)} existe se as condições a seguir forem cumpridas:



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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1. f for seccionalmente cont́ınua no intervalo 0 ≤ t ≤ A para todo A > 0;

2. |f(t)| ≤ Keat quando t ≥M , com K,M, a ∈ R e K,M > 0.

Adota-se a notação L−1 {F (s)} para indicar a Transformada Inversa de F (s), ou seja,

a função f(t) cuja Transformada de Laplace é dada por F (s). Segue abaixo uma tabela de

Transformadas de Laplace e suas respectivas transformadas inversas.

Tabela 1: Tabela Transformada de Laplace

F (s) F (s)−1

1

s
1

1

s2
t

1

s− a
eat

1

(s+ a)2
te−at

n!

sn+1
tn

s

s2 + a2
cos at

a

s2 + a2
sin at

s

s2 − a2
cosh at

a

s2 − a2
sinh at

s2 − a2

(s2 + a2)2
t cos t

2as

(s2 + a2)2
t sin t

Uma propriedade importante desta transformada é o fato de ela ser um operador linear.

Sendo assim, temos que,

L{c1f1(t) + c2f2(t)} = c1L{f1(t)}+ c2L{f2(t)} ,

com c1 e c2 constantes.

Além disto, se f é uma função cont́ınua e, suponha que f ′ seja seccionalmente cont́ınua

em um determinado intervalo, então temos que

L{f ′} = sL{f} − f(0).
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 151
2 A Função Gama

Definição 2. A função Gama é a função que a cada número real positivo x > 0 associa o

número real representado por Γ(x) determinado pela integral imprópria

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−tt(x−1)dt.

Vejamos uma propriedade muito interessante da função Gama.

Proposição 3. Se x > 0, então

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Prova. Esta propriedade pode ser verificada facilmente por meio de integração por partes. De

fato, tomando u = tx e
dv

dt
= e−t, temos que

du

dt
= xtx−1 e v = −e−t. Assim, temos que

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

e−ttxdt

=

[
−e−ttx

∣∣∣∣∞
t=0

]
+ x

∫ ∞
0

e−ttx−1dt.

Sabemos que lim
t→∞

e−tat = 0, donde

Γ(x+ 1) = (0 + 0) + x

∫ ∞
0

e−ttx−1dt = xΓ(x).

Outro resultado importante acerca da Função Gama é que, em particular, se x = n com

n ∈ N∗, interpretamos a função gama como uma generalização do conceito de fatorial. Deste

modo, temos que,

Γ(n+ 1) = n!

ou ainda,

Γ(n) = (n− 1)!.

De fato, para n = 1 temos,

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−tdt = −e−t
∣∣∣∣∞
t=0

= 1 = 0!.

Vamos agora supor, por um momento, que seja válido para k ∈ N, ou seja, Γ(k) = (k−1)!.

Assim, para k + 1, da proposição anterior, segue que

Γ(k + 1) = kΓ(k) = k(k − 1)! = k! (1)

e desta forma, segue por indução que Γ(n + 1) = n! para todo n ∈ N∗. Mais detalhes sobre a

função Gama podem ser encontrados em Grigoletto (2014).
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 152
3 As Funções de Mittag-Leffler

Nesta seção introduzimos a clássica função de Mittag-Leffler, denotada por Eα(x) que é

a função de Mittag-Leffler de um parâmetro α, dada por

Eα(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
.

É relevante notar que no caso em que α = 1 e da equação (1) temos que

E1(x) =

∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

xk

x!
= ex,

o que nos permite dizer que a função de Mittag-Leffler pode ser interpretada como uma genera-

lização da função exponencial.

A função de Mittag-Leffler de dois parâmetros tem papel importante no desenvolvimento

do cálculo fracionário. Assim, a mesma consiste na função que depende de dois parâmetros reais,

α e β com α, β > 0 e dada por

Eα,β(x) =

∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
.

Observe que quando β = 1, temos que

Eα,1(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
= Eα(x)

e se reduz portanto à função de Mittag-Leffler de um parâmetro.

4 A Transformada de Laplace da Função de Mittag-Leffler

Nesta seção, faremos uso da generalização da função de Mittag-Leffler em termos da

função exponencial para obter sua Transformada de Laplace. Deste modo, nos preocuparemos

primeiramente em obter a Transformada de Laplace da função tkeat. Estes resultados podem

ser verificados mais detalhadamente em Camargo (2006).

Utilizando a representação em série para ex, temos que∫ ∞
0

e−textdt =
∞∑
k=0

xk

k!

∫ ∞
0

e−ttkdt.

Pela definição da Função Gama, da existência da integral acima e da convergência da

série obtida, resultados que podem ser verificados em livros de Cálculo I, segue que

∞∑
k=0

xk

k!

∫ ∞
0

e−ttkdt =

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
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donde ∫ ∞

0
e−textdt =

1

1− x
, se |x| < 1.

Derivando a expressão anterior k vezes, com relação a x, temos∫ ∞
0

e−ttkektdt =
k!

(1− x)k+1
.

Lembre-se de que nosso objetivo inicial é encontrar uma expressão para a Transformada de

Laplace da função tkeat. Desta forma, convenientemente faremos uma mudança de variáveis na

equação anterior, tomando a, s ∈ R tais que 1 − x = s − a. Assim, substituindo na equação,

temos ∫ ∞
0

e−sttkeatdt =
k!

(s− a)k+1

e portanto, segue que

L(tkeat) =

∫ ∞
0

e−sttkeatdt =
k!

(s− a)k+1
.

Procedendo da mesma forma para encontrar a Transformada de Laplace da função

tβ−1Eα,β(atα) obtemos

L(tβ−1Eα,β(atα)) =

∫ ∞
0

e−sttβ−1Eα,β(atα)dt

=
∞∑
k=0

ak

Γ(αk + β)

∫ ∞
0

e−sttαk+β−1dt

=
k!sα−β

(sα − a)k+1
.

5 Aplicação

Apresenta-se aqui a solução de um problema de valor inicial envolvendo uma equação

de ordem arbitrária. Assim, o problema em questão é delimitado pelas seguintes condições e

equação,

Dα
∗ y(t)− λy(t) = 0, t > 0, n− 1 < α < n

y(k)(0) = bk, bk ∈ R, k = 0, · · · , n− 1,

sendo Dα
∗ y(t) a derivada fracionária segundo a definição de Caputo, a qual é descrita por Oliveira

(2014).

Para resolver o problema, tomaremos a Transformada de Laplace da equação acima,

obtendo

L{Dα
∗ y(t)− λy(t)} = L{0}
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⇔L{Dα

∗ y(t)} − λL{y(t)} = 0.

Precisamos agora da Transformada de Laplace de Dα
∗ y(t), ou seja, da Transformada de

Laplace da derivada de ordem arbitrária da função y(t). Assim, utilizaremos a Transformada de

Laplace para derivada fracionária segundo Caputo, a qual também é descrita com mais detalhes

por Oliveira (2014), temos que

L(Dα
∗ f(t)) = sαL[f(t)]−

n−1∑
k=0

sn−1−kf (k)(0).

Aplicando o resultado anterior na equação e escrevendo L(y(t)) = Y (s), temos

sαY (s)−
n−1∑
k=0

sn−1−ky(k)(0)− λY (s) = 0,

e, resolvendo a equação com respetio a Y (s), segue que

Y (s) =
n−1∑
k=0

sα−k−1

sα − λ
y(k)(0),

que, com pequenos ajustes, pode ser vista como a Transformada de Laplace da função de Mittag-

Leffler, como visto na seção 4. Assim temos

Y (s) =
n−1∑
k=0

sα−k−1

sα − λ
y(k)(0)

=

n−1∑
k=0

L(tkEα,k+1(λt
α)bk)

= L

{
n−1∑
k=0

tkEα,k+1(λt
α)

}
.

Usando a transformada inversa, obtemos a solução da equação pretendida, dada por

y(t) = y(t, α) =

n−1∑
k=0

tkEα,k+1(λt
α).
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Resumo: Nesse trabalho apresentamos brevemente um dos métodos mais
utilizados de criptografia de chave pública, o RSA, bem como um pouco da
matemática requerida para a compreensão do mesmo. Descrevemos aqui,
sucintamente, o funcionamento do método da Criptografia RSA, que nada
mais é que um método para codificar mensagens, nas quais apenas o desti-
natário leǵıtimo conseguirá decodificar. Neste artigo apresentamos também
uma breve explicação de como funciona o método de codificação, assim como
o de decodificação e uma discussão, em linhas gerais, do porquê que tal
método sempre funciona.

Palavras-chave: Criptografia; Codificação; Decodificação.

1 Introdução

Atualmente, as pessoas cada vez mais vem usando a internet para realizar transações

bancárias ou comerciais. Para que essas transações sejam seguras é preciso bons métodos de

criptografia, pois é relativamente fácil interceptar mensagens enviadas por linha telefônica ou

de internet, tornando-se necessário codificar essas mensagens de forma que só o seu destinatário

possa decodifica-la.

Um dos métodos de criptografia de chave pública mais utilizados comercialmente é o

RSA, e foi inventado em 1978 por R. L. Rivest, A. Shamir e L. Andleman. O método consiste

basicamente em dois processos, o primeiro de codificar a mensagem e posteriormente decodificar.

Mais especificamente, o método RSA consiste na escolha de dois números primos grandes (de

150 algarismos ou mais).

Para decodificar uma mensagem precisamos conhecer esses dois números primos, que

chamaremos de p e q. A chave de codificação do RSA é a multiplicação deles n = p.q e esse

número é conhecido como a ‘chave pública’, pois n pode ser tornado público. Já a chave de

decodificação é constitúıda pelos números p e q que são mantidos em segredo pelo usuário.

Então, para decifrar o RSA basta fatorar o número n e encontrar p e q. Porém isso se torna

muito trabalhoso e até mesmo praticamente imposśıvel, pois no método RSA os números que

devem ser fatorados são muito grandes, com mais de 150 algarismos. Podemos dizer então que
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é disso que a segurança do RSA depende, da ineficiência dos métodos de fatoração atualmente

conhecidos.

1.1 Aritmética Modular

Nesta seção apresentamos algumas definições e propriedades que nos serão úteis para a

compreensão do método RSA. A Aritmética dos Restos, nada mais é que o estudo dos restos na

divisão de números de inteiros por um inteiro n fixado. Em vista disso, podemos dizer que os

restos das divisões desses inteiros repetem-se com peŕıodo exatamente igual a n. As definição e

propriedades de Aritmética Modular foram extráıdas de COUTINHO (2013).

Definição 1. Diremos que dois inteiros a e b são congruentes módulo n se, e somente se, n | b− a

e escrevemos,

a ≡ b mod n.

Um outro modo de definir congruência modular é a seguinte: seja n ∈ Z e n > 1. Diremos

que dois inteiros a e b são congruentes módulo n se, e somente se, a e b possúırem mesmo resto

quando divididos por n. Simbolicamente,

a ≡ b mod n.

Proposição 2. Tem-se que a ≡ b mod n se, e somente se, n | b− a.

Proposição 3. Se a ≡ b mod n e x ≡ y mod n, então:

(i) a+ x ≡ b+ y mod n.

(ii) a · x ≡ b · y mod n.

Em particular,

ak ≡ (b)k mod n, para qualquer k ≥ 0.

1.2 Potências

Uma outra aplicação das congruências é no cálculo de restos da divisão de uma potência

por um número qualquer. Esse método é muito importante na implementação do RSA, pois

reduz o problema de calcular o resto da divisão de um número muito grande, para valores

menores, pois números menores são mais fáceis de serem trabalhados. Iremos ilustrar esse

método através de dois exemplos.
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Queremos calcular o resto da divisão de 10135 por 7. Observemos que 135 = 6 · 22 + 3 e

106 ≡ 1 (mod 7). Temos então as seguintes congruências módulo 7

10135 ≡ (106)22 · 103 ≡ (1)22 · 103 ≡ 6 mod 7.

Logo, como 0 ≤ 6 < 7 , o resto da divisão de 10135 por 7 é 6.

Agora queremos encontrar o resto da divisão de 2124 512 por 31. A verdade é que o maior

problema é encontrar o quociente dessa divisão, pelo motivo do dividendo ser um número muito

grande. Já que, para o resto podemos utilizar congruências. Calculemos as potências de 2

módulo 31,

22 ≡ 4 mod 31

23 ≡ 8 mod 31

24 ≡ 16 mod 31

25 ≡ 32 ≡ 1 mod 31.

Dividindo 124 512 por 5 obtemos, 124 512 = 5 · 24 902 + 2. Portanto,

2124 512 ≡ (25)24 902 · 22 mod 31

Como 25 ≡ 1 mod 31, temos

2124 512 ≡ (1)24 902 · 22 ⇒ 2124 512 ≡ 4 mod 31.

Portanto, como 0 ≤ 4 < 31, podemos concluir que o resto da divisão de 2124 512 por 31

é 4.

Definição 4. Sejam a, a′, n ∈ Z e n > 1. Diremos que a e a′ são inversos módulo n se, se

somente se,

a · a′ ≡ 1 mod n.

Também dizemos que a′ é o inverso de a módulo n, e vice-versa. Contudo nem todos os

inteiros admitem inverso módulo n. Temos um teorema que nos garante que se dado um inteiro

a quando que ele possuirá inverso módulo n.

Teorema 5. Sejam a < n inteiros positivos, a possui inverso módulo n se, e somente se, a e n

não têm fatores primos em comum.
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Então temos que se, a admite inverso módulo n, em outras palavras, mdc(a, n) = 1 e

b, c ∈ Z tais que

a · b ≡ a · c mod n

então a pode ser cancelado e podemos concluir que b ≡ c mod n.

Podemos utilizar o resultado desse teorema para resolver congruências lineares, que é

uma equação do tipo

ax ≡ b mod n, para b ∈ Z (1)

Se mdc(a, n) = 1 então existe um a′ ∈ Z tal que a · a′ ≡ 1 mod n. Multiplicando a

equação (1) por a′, obtemos

a′ · a · x ≡ a′ · b mod n ⇒ x ≡ a′ · b mod n.

1.3 O Pequeno Teorema de Fermat

Teorema 6 (Teorema de Fermat). Se p é primo e a ∈ Z que não é diviśıvel por p, então

ap−1 ≡ 1 mod p.

Esse teorema, facilita muito a resolução de problemas que envolvem congruências, é

considerado a base para a criação dos Testes de Primalidade atuais. Uma prova desse teorema

pode ser encontrado em Coutinho (2008).

2 Criptografia

Nesta seção, trataremos da descrição do método RSA. O texto é baseado na referência

Coutinho (2013), bem como os exemplos citados foram retidados desta obra.

2.1 Pré-codificação

Para usar o método RSA para codificar uma mensagem, primeiramente, devemos trans-

formar o texto em uma sequência de números, essa etapa é chamada de pré-codificação. Suponha

que a mensagem a ser codificada seja um texto composto somente por letras, a primeira etapa

do processo é converter o texto em números, usando a seguinte ideia

A = 10, B = 11, C = 12, ..., Z = 35.
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Onde o espaço entre duas palavras é representado pelo número 99. Após essa etapa, o

que vamos obter é um grande número inteiro, e para continuar o método devemos determinar os

parâmetros fundamentais do RSA, que são os dois números primos, que denotamos por p e q e,

chamando n=p.q. A última fase de pré-codificação consiste em quebrar o número inicialmente

encontrado em blocos menores que o tal número n e a escolha desses blocos não é única, devemos

apenas tomar alguns cuidados, como exemplo, para que não iniciem em zero.

Para ilustrar tal ideia, digamos que queremos pré-codificar a frase Paraty é linda que é

convertida no número

2510271029349914992118231310.

Precisamos determinar os parâmetros do sistema RSA que vamos usar, que são os dois primos

distintos. A próxima etapa do processo é quebrar em blocos o longo número produzido ante-

riormente, os quais devem ser menores que n. Por exemplo, tomando p = 11 e q = 13, então

n = 143. Para esse caso, a mensagem, pode ser quebrada nos seguintes blocos:

25− 102− 7− 93− 49− 91− 49− 92− 118− 23− 13− 10.

Essa é a primeira etapa do método, em que apenas é feito a conversão da mensagem,

neste caso um texto, para uma mensagem formada por blocos de números. A próxima etapa é

a codificação.

2.2 Codificando e Decodificando

Para codificar uma mensagem precisamos do número n, que é o produto dos primos p e

q e de um inteiro positivo e, de modo que

mdc(e, ϕ(n)) = 1

donde ϕ(n) = (p−1)(q−1). Chamamos o par ordenado (n, e) de chave de codificação do sistema

RSA que estamos usando. Então, é necessário codificar cada bloco, obtido da pré-codificação, e

a mensagem codificada será dada pela sequência de blocos codificados. Para codificar um bloco

b < n e b ∈ Z+, vamos denotar por C(b), devemos fazer

C(b) = resto da divisão de be por n

que em termos de aritmética modular, é equivalente a

be ≡ C(b) mod n.
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Levando em consideração o exemplo dado anteriormente, temos p = 11 e q = 13, e n = 143 e

ϕ(n) = 120, precisamos escolher e, para esse caso, o menor valor posśıvel para e é 7, o qual é o

menor primo que não divide 120. Assim o bloco 102 da mensagem anterior é codificado como

C(102) = o resto da divisão de 1027 por 143 ,

desenvolvendo os cálculos, obtemos que

C(102) = 119

pois,

1027 ≡ (−41)7 ≡ −417 ≡ −81 · 138 ≡ −24 ≡ 119 mod(143).

Fazendo o mesmo para toda a mensagem, obtemos a seguinte sequência de blocos:

64− 119− 6− 119− 102− 36− 130− 36− 27− 79− 23− 117− 10.

Agora para decodificar um bloco de mensagem codificada, precisamos ter em mãos dois

números que são, n e o inverso de e em ϕ(n), que denotamos por d,

d = inverso de e módulo ϕ(n).

É muito fácil calcular d, desde que ϕ(n) e e sejam conhecidos, basta aplicar o algoritmo

euclidiano estendido, que nada mais é que dados a, b ∈ Z+ e digamos que d = mdc(a, b), então

existem α e β tais que

α · a+ β · b = d (2)

sendo que α e β podem não ser únicos.

Podemos afirmar que (2) sempre admite solução, pois ela é um tipo de equação bem

particular, que nada mais é que um tipo de equação diofantina, pois a, b, d ∈ Z e α, β também

são inteiros a serem determinados e temos um resultado acerca desse tipo de equação, que nos

garante que, toda equação diofantina do tipo a · α + b · β = d admite solução se, e somente se,

mdc(a, b) divide d. Mas, como em (2), d = mdc(a, b) e d | d, portanto a equação admite uma

famı́lia de soluções, por isso dizemos que α e β não são únicos.

No exemplo que estamos seguindo, temos que n = 143 e e = 7. Aplicando o algoritmo

euclidiano estendido para calcular d, dessa forma, dividindo ϕ(143) = 120 por 7 obtemos

120 = 7 · 17 + 1⇒ 1 = 120 + (−17) · 7.
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logo, o inverso de 7 módulo 120 é -17. Como precisamos que d seja positivo, temos que d =

120 − 17 = 103 que é o menor inteiro positivo congruente a -17 módulo 120. Assim para

decodificar o bloco 119 da mensagem codificada, calculamos a forma reduzida de

119103 ≡ 102 mod 143.

Vamos chamar o par (n, d) de chave de decodificação. Logo, seja a um bloco de mensagem

codificada, no processo anterior, então iremos chamar de D(a) como o resultado da decodificação,

onde D(a) é obtido da seguinte maneira,

D(a) = resto da divisão de ad por n

o que em termos de aritmética modular é equivalente a

ad ≡ D(a) mod n.

Observemos que chamamos de a um bloco de mensagem codificada, ou seja,

a = C(b) para algum b, que é um bloco de n

Assim, para que o código seja útil deve ocorrer que

D(a) = D(C(b)) = b.

Portanto, para decodificar uma mensagem precisamos, além do próprio n, conhecer o

inverso d de e módulo ϕ(n).

2.3 Explicando o funcinamento do RSA

Dissemos anteriormente que se b é um bloco da mensagem original, só será leǵıtimo

chamar o processo acima de decodificação se

D(a) = D(C(b)) = b,

com 1 ≤ b ≤ n− 1.

Para isso devemos nos convencer que isso, de fato, sempre acontece. Sendo assim, basta

apenas provar que D(C(b)) ≡ b (mod n), isso é suficiente pois tanto b quanto D(C(b)) estão

no intervalo que vai de 1 a n − 1, logo como os dois estão em um mesmo intervalo e deixam o

mesmo resto na divisão por n isso implica que tais números são iguais. Isso justifica o fato que
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precisamos escolher b < n, e também manter os blocos separados, mesmo depois da codificação.

Assim, temos por definição que

D(C(b)) ≡ (be)d ≡ bed (mod n) (3)

mas como d é o inverso de e módulo ϕ(n), logo

ed = 1 + k · ϕ(n)

para algum k ∈ Z. Notemos que tanto e quanto d são inteiros maiores de 2 e ϕ(n) > 0,então

k > 0. Substituindo em (3)

bed ≡ b1+k·ϕ(n) ≡ (bϕ(n))
k · b mod n. (4)

Lembremos que n = p.q, onde p e q são primos distintos. Calculando a forma reduzida

de bed módulo p e módulo q, que é análogo para ambos, assim faremos apenas para um deles.

Digamos que queremos calcular a forma reduzida de bed módulo p, assim como temos que

ed = 1 + k · ϕ(n) = 1 + k(p− 1) · (q − 1)

logo,

bed ≡ b · (bp−1)k(q−1) (mod p)

Para que possamos usar o Teorema de Fermat, precisamos ter que p não divide b. Pri-

meiramente, considerando o caso em que p divide b, nesses termos temos

b ≡ 0 (mod p)

e assim a congruência é imediatamente verificada e consequentemente

be·d ≡ b (mod p),

para qualquer que seja b.

Caso contrário, p não divide b então bp−1 ≡ 1 (modp) pelo Teorema de Fermat, e obtemos

bed ≡ b (mod p) e anteriormente vimos que be·d ≡ b (mod p), para quando p | b e analagomente

podemos mostrar que bed ≡ b (mod q), ou seja, bed − b é diviśıvel por p e q que são primos

distintos e como temos que mdc(p, q) = 1, donde , pq | bed − b e como n = pq, conclúımos que

bed ≡ b (mod n).

Mostrados os dois casos, encerra-se nossa demonstração.
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2.4 Segurança do RSA

Um ponto crucial do método RSA é a escolha dos primos p e q, pois se tais números

forem pequenos, o sistema seria fácil de quebrar, porém não basta escolhê-los grandes. Digamos

que queremos implementar o RSA com chave pública (n, e), de modo que n seja um inteiro com

aproximadamente r algarismos, sendo assim para construirmos n, devemos escolher um primo

p que satisfaça
4r

10
< p <

45r

100

no qual esse intervalo, representa o número de algarismos de p. Em seguida, deve-se escolher q

próximo de
10r

p
.

Para construir um tal número n precisamos de dois primos, suponha que tenham 104

e 127 algarimos, respectivamente, podemos perceber que esses primos estão longe bastante um

do outro, o que acaba se tornando impraticável fatorar n pelo teorema de Fermat. Outro fator

que deve-se tomar cuidado é que os números p− 1, q − 1, p+ 1 e q + 1 não têm fatores primos

pequenos, pois dessa forma seria de facilmente fatorado por alguns dos algoritmos de fatoração

conhecidos.

Lembrando que a chave n é igual ao produto de dois primos p e q, que foram escolhidos

conforme os critérios acima descritos, assim somos levados a pensar que tendo posse de n, basta-

ria fatorá-lo, descobrir p e q e usá-los para encontrar e, assim teŕıamos a chave de decodificação

(n, d) e assim podeŕıamos reconstituir a mensagem original. Entretanto, tudo isso pode parecer

muito simples, em prinćıpio, mas na prática é totalmente inviável pois, não existem computado-

res rápidos o suficiente, nem algoritmos eficientes, que nos permitam fatorar um número inteiro

muito grande que não tenham fatores relativamente pequenos, em suma podemos afirmar que

não existe algoritmo conhecido capaz de fatorar inteiros grandes de modo realmente eficientes.

3 Consideraçõs Finais

Podemos concluir que apesar do RSA ser um método de criptografia de chave-pública,

ou seja, qualquer usuário pode ter acesso a mensagem criptografada, apenas o destinatário

leǵıtimo consegue ler a mensagem, isso por que ele é o único que possui a chave para decodificar

a mensagem. A segurança do método é pautada na impossibilidade de se fatorar números

inteiros, em outras palavras, não existem métodos de fatoração eficientes a fim de tornar viável

a tentativa de decifrar mensagens criptografadas usando o RSA.
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Resumo: A Programação Linear Sequencial (PLS) é destinada à solução de
problemas de otimização não lineares. O método PLS é baseado em teoria
de aproximações lineares, e consiste em resolver uma sequência de problemas
de otimização lineares. Neste trabalho apresentamos um algoritmo de PLS e
resolvemos um exemplo numérico. Foi introduzida a teoria de convergência
deste algoritmo PLS, em que, a função de mérito, fundamental no estudo
de convergência, é uma combinação convexa entre a função objetivo e uma
medida de viabilidade.

Palavras-chave: Convergência; Otimização não Linear; PLS.

1 Introdução

A Otimização é a área da Programação Matemática que consiste em minimizar ou

maximizar uma determinada função, f , denominada função objetivo, sujeita a determinadas

condições, Ω, denominadas restrições (RIBEIRO e KARAS, 2013). Um problema de otimização

é usualmente escrito na forma

minimizar f(x)

sujeito a x ∈ Ω,
(1)

com Ω = {x ∈ Rn | h(x) = 0, g(x) ≤ 0}, h : Rn → Rp, g : Rn → Rq e f : Rn −→ R funções

diferenciáveis.

Programação Linear Sequencial consiste em uma técnica de aproximação linear, em que,

em cada iteração, é resolvido um problema de otimização linear. A linearização é feita a partir da

fórmula de Taylor. Várias vertentes para a PLS estão dispońıveis na literatura (SENNE, 2009)

e os citados neste. Estas vertentes alteram a forma de como a função de mérito (fundamental no

estudo de convergência) é definida para garantir a convergência. Este trabalho foi embasado na

dissertação de mestrado de Senne (2009), sobre Otimização Topológica de Mecanismos Flex́ıveis

e no artigo resultado desta dissertação (GOMES e SENNE, 2011).
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2 Um algoritmo de Programação Linear Sequencial

Com a introdução de variáveis de folga, um problema de otimização não linear geral (com

desigualdades) como em (1) pode ser transformado em um problema com somente restrições de

igualdade. Neste trabalho temos interesse no problema não linear

min f(x)

s.a. hi(x) = 0 i = 1, . . . ,m

xmin ≤ x ≤ xmax,

(2)

onde x = (x1 . . . xn)T ∈ Rn é o vetor para as n variáveis do problema; f : Rn → R e

hi : Rn → R (i = 1, . . . ,m) são funções com derivadas parciais primeiras Lipschitz cont́ınua,

de modo que f é a função objetivo e hi com i = 1, . . . ,m são as m restrições de igualdade do

problema; xmin = (xmin
1 . . . xmin

n )T e xmax = (xmax
1 . . . xmax

n )T são os vetores que contêm as

restrições que limitam, respectivamente, inferiormente e superiormente as variáveis de x.

Um ponto x̄ ∈ Rn é um ponto dito fact́ıvel ou viável se todas as suas restrições forem

satisfeitas.

As aproximações lineares de f e hi, que são feitas a partir da fórmula de Taylor, são

dadas por

f(x+ s) ≈ f(x) +∇f(x)T s e hi(x+ s) ≈ hi(x) +∇hi(x)T s, i = 1, . . . ,m. (3)

Denotamos

A(x) = [∇h1(x) . . . ∇hm(x)]T (4)

a matriz Jacobiana das restrições, e

C(x) = [h1(x) . . . hm(x)]T (5)

o vetor que possui os valores de cada uma das restrições no ponto x. Definimos também o

conjunto X que representa as restrições canalizadas

X = {x ∈ Rn | xmin ≤ x ≤ xmax}.

Usando os itens (4) e (5), podemos reescrever (3). Assim, para a função objetivo

f(x+ s) ≈ f(x) +∇f(x)T s ≡ L(x, s)

e para as funções de restrição

C(x+ s) ≈ C(x) +A(x)s.
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É posśıvel obter a solução aproximada de um problema não linear como (2) com o

aux́ılio da Programação Linear Sequencial (PLS), que consiste num método iterativo que se

utiliza de uma sequência de problemas de programação linear, nos quais tanto a função objetivo

quanto as restrições são aproximações lineares das funções envolvidas no problema (2). Assim,

o subproblema linearizado em cada iteração k fica

min ∇f(xk)T s

s.a. A(xk)s+ C(xk) = 0

max{−δk, xmin − xk} ≤ s ≤ min{δk, xmax − xk},

(6)

onde δk é a região de confiança do subproblema na iteração k, cuja função é evitar que este

problema seja ilimitado e também ajudar a garantir a convergência global do algoritmo. Essa

região indica que a linearização (6) do problema (2) o representa suficientemente bem.

Como outros métodos iterativos, partindo de xk buscamos obter xk+1, que neste caso é

calculado com sc, que é a solução ótima para o subproblema da iteração k. Assim

xk+1 = xk + sc.

É posśıvel que as restrições para o problema principal (2) não sejam satisfeitas, tendo

assim uma inviabilidade no ponto. Para medir o quão inviável é um ponto, utilizamos a função

ϕ : Rm → R, dada por

ϕ(x) =
1

2
‖C(x)‖22.

Para o problema linearizado utilizamos a função M : Rm → R para medir a inviabilidade,

sendo

M(x, s) =
1

2
‖A(x)s+ C(x)‖22.

Ainda sobre a inviabilidade, um ponto é dito ϕ-estacionário se x é um ponto que atende

as condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), descritas por Kuhn e Tucker (1951), do problema

min ϕ(x)

s.a. x ∈ X.
(7)

Quando se resolve o problema original (2) de maneira aproximada, devemos tentar mi-

nimizar tanto a função objetivo quanto a sua inviabilidade. Contudo, nem sempre isso será

posśıvel, assim é necessário estabelecer uma função de mérito para priorizar o decrescimento de

uma das duas funções (objetivo ou inviabilidade). Através de uma combinação convexa entre

f(x) e ϕ(x), estabelecemos uma função de mérito ψ : Rn × R→ R dada por

ψ(x, θ) = θf(x) + (1− θ)ϕ(x), θ ∈ [0, 1]. (8)
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O critério de aceitação ou rejeição do passo sc é estipulado através das reduções reais

(Ared) e prevista (Pred), de maneira que

Aoptred = f(x)− f(x+ s) e Afctred = ϕ(x)− ϕ(x+ s) (9)

são respectivamente as reduções reais para a função objetivo e para a inviabilidade do problema

(2). Seja também

P optred = −∇f(x)T s e P fctred = M(x, 0)−M(x, s) =
1

2
‖C(x)‖22 −

1

2
‖A(x)s+ C(x)‖22 , (10)

respectivamente, as reduções previstas para a função objetivo e inviabilidade do subproblema

linearizado (6).

Finalmente, por meio dos itens (9) e (10), definimos Ared e Pred que são, respectivamente,

as reduções reais e previstas pela função de mérito de maneira que

Ared = θAoptred + (1− θ)Afctred e Pred = θP optred + (1− θ)P fctred .

O parâmetro θ é recalculado para cada iteração. Para determiná-lo utilizamos, em cada

iteração k,

θmink = min {1, θ0, . . . , θk−1} e θlargek =

[
1 +

N

(k + 1)1.1

]
θmink , (11)

sendo N ≥ 0 um parâmetro que garante que θ tenha um decréscimo não monótono no decorrer

das iterações. Esta propriedade será utilizada adiante para garantir a convergência do algoritmo.

Definimos também

θsupk = sup
{
θ ∈ [0, 1] |Pred ≥ 0.5P fctred

}

=


0.5

(
P fctred

P fctred − P
opt
red

)
, se P optred ≤

1

2
P fctred

1, caso contrário.

(12)

Por fim, θk é determinado através de

θk = min
{
θsupk , θlargek

}
. (13)

Agora será apresentado o Algoritmo PLS, que resolve o problema (2) de maneira apro-

ximada.

Algoritmo PLS

Dado um ponto inicial x0 ∈ X, um raio de confiança δ0, tal que δ0 ≥ δmin ≥ 0, um θ0

inicial tal que θ0 = θmax = 1, e k = 0.
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1. Tentar encontrar um sn que satisfaça

A(xk)sn = −C(xk)

max{−0.8δk, x
min − xk} ≤ sn ≤ min{0.8δk, xmax − xk}

2. Caso não seja posśıvel encontrar sn

(a) dn ← −∇ϕ(xk)

(b) Determinar ᾱ, solução de

min M(xk, αdn)

s.a. max{−0.8δk, x
min − xk} ≤ αdn ≤ min{0.8δk, xmax − xk} e α ≤ 0

(c) sdn ← ᾱdn

(d) Determinar sc tal que M(xk, sc) ≤M(xk, sdn).

3. Caso contrário, partindo de sn, encontrar sc, solução de

min ∇f(xk)T s

s.a. A(xk)s = −C(xk)

max{−δk, xmin − xk} ≤ αdn ≤ min{δk, xmax − xk}

4. Determinar θk ∈ [0, θmax]

5. Se Ared ≥ 0.1Pred, então xk+1 ← xk + sc

(a) Se Ared ≥ 0.5Pred, então δk+1 = min{2.5δk, ‖xmax − xmin‖∞}

(b) Senão δk+1 ← δmin

(c) θmax ← 1

6. Senão δk+1 ← 0.25‖sc‖∞, xk+1 ← xk, θmax ← θk.

O algoritmo está apresentado em 6 etapas. Partindo das condições iniciais previamente

estabelecidas, a primeira dessas etapas consiste em procurar por um ponto viável para o problema

dentro de uma região de confiança para qual a linearização seja uma boa representação do

problema não-linear. Em outras palavras, achar um ponto que satisfaça todas as suas restrições

e esteja dentro da região delimitada por um raio de 0.8δk.

A segunda etapa é empregada caso não seja posśıvel determinar um ponto viável dentro

da região de confiança. É definido dn, como a direção de descida para a função ϕ(x). Assim,
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conhecida essa direção o algoritmo minimiza a função de inviabilidade para o problema lineari-

zado sujeita a restrição do conjunto X e de uma região de confiança de 0.8δk, de maneira que os

pontos definidos pela restrição sejam apenas os que se encontram ao longo da direção dn.

Se através da etapa 1 for posśıvel encontrar um ponto viável o algoritmo vai para a etapa

3, resolvendo o subproblema apresentado em (6).

Na etapa 4 é calculado o parâmetro θk através de (11) a (13), de maneira que este seja

um valor entre 0 e θmax.

A quinta etapa se refere aos procedimentos quanto à aceitação do passo sc encontrado.

A condição inicial Ared ≥ 0.1Pred determina se o passo é aceito. Se a desigualdade se verifica, o

passo sc é aceito e o valor de xk é atualizado para xk+1. Além disso, se Ared for suficientemente

maior que uma fração de Pred (neste caso 0.5Pred), δk é aumentado, sendo este definido pelo

menor valor entre 2.5δk e a norma máxima entre xmax e xmin. Caso a diferença entre Ared e Pred

não seja suficientemente grande, δk continua o mesmo para a próxima iteração. Finalmente, o

parâmetro θmax recebe 1 como seu valor.

Caso não seja satisfeito o critério de aceitação do passo sc, o algoritmo entra na sexta

etapa, em que o raio da região de confiança da próxima iteração, δk+1, é definido por 0.25 ‖sc‖∞,

enquanto que os valores de xk permanecem os mesmos e o parâmetro θmax recebe o valor de θk.

3 Estudo de convergência do algoritmo

Apesar de não ser demonstrado neste trabalho, o algoritmo pode encerrar suas iterações

de três maneiras diferentes (SENNE, 2009). Partindo disso, será demonstrado que todo ponto

de acumulação (ou ponto limite) da sequência de {xk} é ϕ-estacionário, ou seja, que atende as

condições de KKT para o problema (7). Ao longo desta seção são utilizados alguns conceitos e

propriedades de Lima (1976).

O Lema a seguir demonstra que, se uma sequência gerada pelo Algoritmo PLS admite

um ponto limite não ϕ-estacionário, Ared está afastado de zero.

Lema 1. Suponha que x∗ não seja ϕ-estacionário e que K1 seja um conjunto infinito de ı́ndices

tal que lim
k∈K1

xk = x∗. Então, as componentes do conjunto {δk | k ∈ K1} estão afastadas do zero.

Além disso, existe c2 ≥ 0 tal que, para k ∈ K1 suficientemente grande, temos que Ared ≥ c2.

Prova. Vide a prova do Lema 3.5 em Gomes e Senne (2011).

Hipótese H1. A sequência
{
xk
}∞
k=1

gerada pelo Algoritmo PLS é limitada.
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 173
Utilizando o Lema 1 e a Hipótese H1, o Teorema a seguir demonstra que todo ponto

limite de uma sequência
{
xk
}∞
k=1

gerada pelo Algoritmo PLS é ϕ-estacionário.

Teorema 2. Seja
{
xk
}∞
k=1

a sequência (infinita) gerada pelo algoritmo PLS. Suponha que a

Hipótese H1 seja atendida. Então, todo ponto limite de
{
xk
}∞
k=1

é ϕ-estacionário.

Prova. Suponha que x∗ ∈ X é um ponto de acumulação de
{
xk
}

e que não seja ϕ-estacionário.

Seja também Lk = L(xk, s), ϕk = ϕ(xk), ψk = ψ(xk, θk), para todo k ∈ N. Assim, para todo

k ∈ N temos de (8) que

ψk+1 = θk+1Lk+1 + (1− θk+1)ϕk+1

= θk+1Lk+1 + (1− θk+1)ϕk+1 − [θkLk+1 + (1− θk)ϕk+1] + [θkLk+1 + (1− θk)ϕk+1]

= (θk+1 − θk)Lk+1 + (θk − θk+1)ϕk+1 + [θkLk+1 + (1− θk)ϕk+1]. (14)

Seja βk ≡ Ared(xk, s, θk) ≥ 0, ou seja,

βk ≡ θk(Lk − Lk+1) + (1− θk)(ϕk − ϕk+1).

Assim, aplicando a distributiva e subtraindo βk de (14)

ψk+1 = (θk − θk+1)(ϕk+1 − Lk+1) + [θkLk + (1− θk)ϕk]− βk

= (θk − θk+1)(ϕk+1 − Lk+1) + ψk − βk. (15)

Pelo Lema 1, βk ≥ c2 ≥ 0 para um conjunto infinito de ı́ndices. Utilizando k = k + 1

para θmin e θlarge definidos em (11), temos

θmink+1 = θlargek+1 (1 +
N

(k + 2)1.1
)−1 ≤ θk

=⇒ θlargek+1 ≤ θk(1 +
N

(k + 2)1.1
). (16)

Sabemos também que

θk+1 = min
{
θlargek+1 , θ

sup
k+1

}
. (17)

Por (16) e (17)

θk+1 ≤ θk(1 +
N

(k + 2)1.1
) =⇒ θk +

θkN

(k + 2)1.1
− θk+1 ≥ 0 (18)

para todo k ∈ N. Então, por (15) e (18),

ψk+1 = (θk − θk+1 +
θkN

(k + 2)1.1
)(ϕk+1 − Lk+1) + ψk − βk −

θkN

(k + 2)1.1
(ϕk+1 − Lk+1)

≤ (θk − θk+1 +
θkN

(k + 2)1.1
)c+ ψk − βk +

θkN

(k + 2)1.1
c = (θk − θk+1)c+ ψk − βk + 2

θkN

(k + 2)1.1
c.
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Escrevendo a inequação acima para k = 1, 2, . . ., e adicionando-as entre si, temos que

k−1∑
j=0

ψj+1 ≤
k−1∑
j=0

(θj − θj+1)c+
k−1∑
j=0

ψj −
k−1∑
j=0

βj +
k−1∑
j=0

θjN

(j + 2)1.1
c

=⇒ ψk ≤ (θ0 − θk)c+ ψ0 −
k−1∑
j=0

βj +
k−1∑
j=0

2θjN

(j + 2)1.1
c ≤ 2c+ ψ0 −

k−1∑
j=0

βj +
k−1∑
j=0

2cN

(j + 2)1.1
(19)

para todo k ∈ N. Como
∑∞

j=0
2cN

(j+2)1.1
é convergente e βk ≥ 0 para todo k, (19) implica que ψk

é ilimitada abaixo, contradizendo a Hipótese H1.

A partir deste momento apresentaremos os resultados que mostram que o algoritmo

encontra um ponto estacionário do tipo KKT. Os Lemas de 3 a 5 servirão de base para a

demonstração do Lema 6. Finalmente, o Teorema 7 condensará os resultados obtidos pelo

Teorema 2 e pelo Lema 6.

Hipótese H2. Seja s̃n o vetor obtido no passo 2c do Algoritmo PLS. Neste caso, devemos ter

‖s̃n‖2 ≤ O(‖C(xk)‖2).

Essa hipótese pode ser atendida conforme exemplificado na página 59 de Senne (2009).

Lema 3. Seja {xk}∞k=1 uma sequência gerada pelo algoritmo PLS. Suponha que a subsequência

{xk}k∈K1 convirja para o ponto viável e regular x∗, que não é estacionário para o problema (2).

Então, existem c1, k1, δ
′ ≥ 0 tais que, para x ∈ {xk | k ∈ K1, k ≥ k1}, temos

L(x, sn)− L(x, sc) ≥ c1 min{δ, δ′}.

Prova. Vide a prova do Lema 3.8 de Gomes e Senne (2011).

Lema 4. Suponha que a Hipótese H2 seja satisfeita e que sejam válidas as hipóteses do Lema

3. Então, existem β, c2, k2 ≥ 0 tais que, se x ∈ {xk | k ∈ K1, k ≥ k2} e ‖C(x)‖2 ≤ βδk, então

L(x, 0)− L(x, sc) ≥ c2 min{δ, δ′} e θsup(x, δ) = 1,

onde θsup é definido em (12) e δ′ é definido no Lema 3.

Prova. Vide a prova do Lema 3.9 de Gomes e Senne (2011).

O Lema a seguir ilustra outra consequência da existência de um ponto viável e regular

que não é estacionário para o problema (2). A ideia geral é que se θk estivesse afastado de zero,

seria posśıvel gerar uma sequência de Ared também afastada de zero, contradizendo a Hipótese

H1.
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Lema 5. Suponha que as hipóteses dos Lemas 3 e 4, e a Hipótese H1 são antedidas. Então

lim
k→∞

θk = 0.

Prova. Vide a prova do Lema 3.10 de Gomes e Senne (2011).

O Lema a seguir mostrará que se todos os pontos limites da sequência gerada pelo

Algoritmo PLS são viáveis e regulares, então um deles será necessariamente estacionário para o

problema 2.

Lema 6. Seja {xk}∞k=1 uma sequência infinita gerada pelo algoritmo PLS. Suponha que todos os

pontos limite de {xk}∞k=1 sejam fact́ıveis e regulares e que as Hipóteses H1 e H2 sejam válidas.

Então, existe um ponto limite da sequência {xk}∞k=1 que é estacionário para o problema (2).

Prova. Vide a prova do Lema 3.13 de Gomes e Senne (2011).

Teorema 7. Seja {xk}∞k=1 uma sequência infinita gerada pelo Algoritmo PLS. Suponha que

as Hipóteses H1 e H2 sejam válidas. Então, todos os pontos de acumulação de {xk}∞k=1 são

ϕ-estacionários. Além disso, se todos os pontos de acumulação {xk}∞k=1 são viáveis e regulares,

existe um ponto de acumulação x∗ que é estacionário para o problema (2). Em particular, se

todos os pontos ϕ-estacionários são viáveis e regulares, existe uma subsequência de {xk}∞k=1 que

converge para um ponto estacionário regular de (2).

Prova. Este teorema é consequência direta do Lema 6 e do Teorema 2.

4 Um teste numérico

Para exemplificar a aplicação do Algoritmo PLS, buscamos resolver o seguinte problema

min f(x1, x2) = 100(x2 − x21)2 + (1− x1)2

s.a. x21 + x2 − 1

− 2 ≤ x1 ≤ 2

− 3 ≤ x2 ≤ 3.

O Algoritmo PLS foi implementado em Matlab e os subproblemas foram resolvidos com o

método dos Pontos Interiores. Os parâmetros iniciais foram x0 = [1 1.5]T , δ0 = 1, δmin = 10−8

e N = 1. A Figura 1 apresenta as curvas de ńıvel da função objetivo, a restrição dada pelo

ćırculo de raio 1, o ponto [0.787 0.617]T que é a solução aproximada para o problema e o ponto

inicial representado pelo asterisco. O eixo horizontal representa a variável x1 e o vertical x2.

O valor da função para a solução aproximada é f(0.787, 0.617) = 0.046. Consideramos como

critério de parada que dois pontos aceitos pelo algoritmo possuam uma diferença menor que

10−7 e a inviabilidade deve ser menor que 10−5.
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As demais figuras mostram a evolução do algoritmo ao longo de suas iterações.

Figura 1: Curvas de ńıvel da função objetivo, restrição e evolução das iterações

Assim, conclúımos que com teorias não muito avançadas é posśıvel demonstrar que o

algoritmo converge para uma solução, ficando evidenciado com o teste numérico acima. No

teste, os critérios de parada são atingidos na iteração k = 50, sendo que o algoritmo encontra

como solução para o problema o ponto x50 = [0.789 0.614]T , que é uma boa aproximação da

solução real, visto que quando aplicado à função temos que f(0.789, 0.614) = 0.052.
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Resumo: Esse texto tem por objetivo apresentar alguns dos processos que
têm sido realizados com os livros didáticos antigos de Matemática existentes
no Laboratório de Ensino de Matemática (LEM), do curso de Matemática
do campus de Cascavel. O acervo de livros antigos do LEM é constitúıdo por
obras que já existiam nesse local, como por outras recebidas de doações da bi-
blioteca do campus de Cascavel, de professores da Universidade e de colégios
da cidade. Estão descritos o processo de higienização dos livros, algumas
formas utilizadas para o reparo dos exemplares que apresentam problemas
nas capas ou miolo, bem como, o modo como foram classificados, de acordo
com os ńıveis e séries de ensino, com os conteúdos abordados, com as diferen-
tes épocas e denominações do ensino brasileiro, entre outros aspectos. Por
fim são apresentados alguns resultados já alcançados depois dos processos de
higienização, reparação e catalogação dos livros.

Palavras-chave: História do livro didático; levantamento e classificação de
livros; restauração de livros.

1 Introdução

Ao se realizar pesquisas acerca da História da Educação, o livro didático apresenta-se

como um objeto de estudo de suma importância, em consequência de fazer parte do universo da

cultura escolar, revelando-se áı a importância da sua utilização para a compreensão das práticas

escolares ao longo da história da educação.

Todavia, com o passar das décadas os livros didáticos sofrem alterações resultantes de

agentes tais como microrganismos, insetos, roedores e até mesmo por meio da poluição. A

umidade, a temperatura e a luminosidade inadequadas também causam a sua degeneração. Mas

os maiores danos que podem ser ocasionados aos livros e aos documentos são aqueles de acidentes

e dos maus tratos que recebem por parte das pessoas que se utilizam deles. Desta forma, os

1À Fundação Araucária, pelo apoio financeiro para o desenvolvimento do projeto.
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agentes exteriores que por vezes os danificam, podem ser classificados em quatro categorias: os

f́ısicos, que englobam a luminosidade, a temperatura e a umidade; os qúımicos, dentre os quais

estão a acidez do papel e a poluição atmosférica; os biológicos, insetos, fungos e roedores; e,

ainda os ambientais, como má ventilação, poeira e agentes humanos (MARTINI, 2007).

Sabendo disso e compreendendo a relevância dos livros didáticos para as pesquisas ou

investigações no ensino, a partir de arrecadações vindas da biblioteca do campus, de professores,

estudantes e escolas da cidade montou-se o acervo e, na sequência, realizou-se a higienização e a

catalogação de 100% dos exemplares. Além disso, os exemplares que se encontravam em estado

de conservação débil estão passando por um processo de restauração.

2 Os livros didáticos como objeto de pesquisa

Os livros carregam em si muito mais do que apenas o conteúdo didático. Trazem aspectos

que nos ajudam a estudar e compreender sobre a história do peŕıodo de sua publicação, seu autor,

editora, além de fazer parte e contribuir para a história do próprio local onde se encontravam.

Dessa forma, alinha-se com Carvalho:

O livro-texto tem história e o papel que desempenha e sua influência estão
sempre ligados à sociedade de sua época, talvez até para tentar modificar alguns
de seus aspectos, à maneira como essa sociedade, e não somente o autor do livro,
vê a ciência, a cultura e o ensino (CARVALHO, 2003, p. 1-2).

Sob mesma óptica temos a interpretação de Oliveira:

Concebemos, portanto, o livro didático de matemática como uma forma
simbólica que exerce grande influência nas salas de aula de matemática, mas,
como toda forma simbólica, se abre a uma pluralidade incontrolável de in-
terpretações e possibilidades de usos, conforme nossas próprias concepções de
Educação Matemática Escolar, o que nos orienta, por exemplo, na análise des-
sas obras, a verificar, na medida do posśıvel, alguns desses usos (OLIVEIRA,
2008, p. 60).

Conforme ressaltado por Antonio Vicente Marafioti Garnica em uma entrevista que

compõe o trabalho de Hirata (2009), esse olhar para os livros didáticos é um dos elementos

que compõe uma forma de se escrever a História da Educação Matemática no Brasil. Assim,

não apenas a formação do professor, as poĺıticas educacionais, o comportamento dos alunos,

a origem das famı́lias e a infraestrutura da escola servem como elementos de elaboração dessa

história posśıvel.

Para ser posśıvel a realização de estudos sobre esses livros didáticos antigos e de elaborar

considerações acerca da História da Educação Matemática brasileira, almeja-se a realização

de um levantamento dos livros didáticos antigos de Matemática do Laboratório de Ensino de
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Matemática (LEM) e da Biblioteca da Unioeste do campus de Cascavel. Para tanto, na sequência

discorre-se sobre a origem dos livros didáticos existentes no acervo e sobre os processos para

melhor conservação e preservação que estes necessitam.

3 A constituição do acervo e os processos de higienização e re-

paros

O LEM possui uma grande quantidade de livros que abrangem várias áreas do conheci-

mento. Dentre eles, alguns estavam separados com a alcunha de “livros antigos”, por serem obras

anteriores à década de 1990. Sabendo que na biblioteca do campus de Cascavel também exis-

tiam livros antigos, mas desconhecidos, os professores Dulcyene Maria Ribeiro e Jean Sebastian

Toillier, resolveram desenvolver um projeto com esses livros didáticos antigos.

Para a ampliação do acervo que existia no LEM, foi elaborada e executada uma proposta

de campanha para doação de livros didáticos de Matemática antigos. A campanha se propagou

pelo contato pessoal e via internet, por meio de redes sociais e o site da própria universidade.

Como resultado, foi recebido um total de 367 livros doados, vindos do Colégio Estadual Wil-

son Joffre, do Colégio Estadual Padre Pedro Cańısio Henz, da Biblioteca Central da Unioeste,

campus Cascavel, e de doações de professores do curso de matemática da Unioeste. Além destes

exemplares, o acervo contempla os 76 livros antigos pré-existentes no Laboratório de Ensino de

Matemática.

Os livros recebidos precisavam passar por um processo de higienização, para isso, fomos

instrúıdos pelo pessoal do departamento de Restauração na biblioteca da Unioeste a manusear

os livros corretamente e os materiais necessários para tal.

Foi necessário lixar todos os livros, além de fazer a higiene da capa com sabonete neutro e

esponja, colocando capas de plástico embaixo da capa do exemplar que estava sendo higienizado,

para que elas evitassem que as folhas do livro molhassem. Em seguida as capas eram secadas

com pano. Para finalizar a higiene, algumas folhas do exemplar eram limpas com pano levemente

umedecido.

A limpeza dos livros doados foi conclúıda, bem como, a limpeza dos livros antigos, estes

que já pertenciam ao acervo do LEM. Os que se encontravam em estado mais delicado foram

separados para reparação e os livros que encontravam mais de um exemplar foram destinados à

doação para o uso dos alunos do curso de Matemática.
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Após a etapa de higienização, iniciamos o processo de reparação2 dos livros que apresen-

tavam algum dano, que, possivelmente, foram causados por estocagem ou manuseio inadequado.

Além disso, a ação do tempo, também, fragiliza a estrutura do livro e pode levar à necessidade

de recuperação.

Para melhor compreensão dos processos de reparação, deve-se antes conhecer a estrutura

de um livro, como mostra a figura a seguir:

Figura 1: Livro de capa dura3

A imagem mostra um livro de capa dura, contudo, os livros com capa flex́ıvel (brochura)

apresentam estrutura semelhante.

O objetivo de reparar um livro é prolongar a vida útil da obra. Nesse contexto, busca-se

conservar as condições de uso do exemplar, assim pode-se dizer que o processo de reparação é

um

conjunto de medidas destinadas à correção de danos causados às obras. Na
Biblioteca Nacional, a conservação é entendida como um conjunto de proce-
dimentos que tem por objetivo melhorar o estado f́ısico do suporte, aumentar
sua permanência e prolongar-lhe a vida útil, possibilitando, desta forma, o seu
acesso por parte das futuras gerações. (ANTUNES, 2010, p. 16)

Ainda sobre o significado de reparar um livro, segundo Milevsky (2001, p. 45) reparo é

uma maneira de remediar dano feito a um item, normalmente acrescentando novo material para

2Essa etapa do processo foi conduzida por um dos autores desse texto, Edevaldo das Neves Marques, a partir

dos seus conhecimentos e experiências anteriores com reparação e restauração de livros.
3OLIVEIRA, Gilberto. Encadernação e restauração de livros. 2014. Dispońıvel em:

<http://tingcultura.blogspot.com.br/2014 01 24 archive.html> Acessado em: 13 set. 2016.
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substituir o material estragado ou deteriorado.

Assim, conclui-se que o processo de reparação visa manter o máximo posśıvel da origi-

nalidade do livro, permitindo a substituição de algumas de suas partes, como a lombada e as

folhas de guardas, por novos materiais, preservando a obra e possibilitando seu manuseio. Esse

processo é recomendado para livros que serão manuseados com alguma frequência.

Já o processo de restauração é muito mais complexo, pois necessita de um especialista

em restauração de papel e exige tempo superior ao procedimento anterior e, além disso, é mais

custoso. Esse procedimento é recomendado para obras raras com valor histórico insubstitúıvel.

As obras que passam por processos de restauração devem ser armazenadas em locais espećıficos

e o manuseio deve ser controlado. Nesse sentido, Antunes (2010, p. 16) afirma que restauração

é o conjunto de intervenções, em obras que sofreram danos, para recuperar seu estado original,

o máximo posśıvel.

O trabalho envolvendo reparação de livros exige inicialmente a seleção dos exemplares a

serem consertados, sendo posśıvel a partir de então organizar as obras de acordo com os processos

que serão realizados posteriormente, visto que, há livros apenas com as capas danificadas e outros

exemplares com a capa e o corpo com algum dano.

Após a classificação dos livros a serem reparados, por ordem de complexidade do trabalho

a ser efetuado, foi iniciado o processo de reparação. Para esse processo foram utilizadas as se-

guintes ferramentas: estilete, tesoura, bisturi, “peso”, placas de madeira, régua, pincéis, agulha,

recipientes de vidro e plástico para preparo e conservação da cola, clips de metal, entre outros.

Também foram utilizados os materiais a seguir: papel toalha, linha de algodão, cola poliacetato

de vinila (PVA), cola carbox metil celulose (CMC), água filtrada, papel cartão, papel percalux,

papelão NR28, papel colorplus 80 gramas e 120 gramas, papel colorplus TX 180 gramas, papel

japonês 10 gramas, papel kraft, viés, tecido mourim, entre outros.

No processo de reparação, primeiramente foram desmontados alguns livros, utilizando

estilete e bisturi, para separar a capa e contracapa do corpo do livro. Assim foi posśıvel verificar

se o lombo/dorso do livro estava em boas condições para ser reutilizado, visto que em alguns

livros devido ao estado de conservação não foi posśıvel reutilizar. Contudo as capas e contracapas

foram reutilizadas com o intuito de manter o máximo posśıvel a originalidade do livro.

Após a desmontagem de alguns exemplares, foi necessário a preparação da cola para a

próxima etapa da reparação. Para isso utilizamos uma mistura de CMC e PVA, sendo 70% e

30% respectivamente, podendo variar a porcentagem devido a especificidade de cada caso.

Na sequência, medimos e recortamos de acordo com as medidas espećıficas de cada livro,
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o papel color plus, deixando alguns cent́ımetros de sobra em cada lado do mesmo, estes serviram

como novas folhas de guarda e a falsa folha de rosto. Estas foram coladas na frente e no verso do

livro e então foi posto um peso em cima deste para a melhor fixação, utilizando papel toalha para

absorção da umidade. O peso é feito de paver, revestido de papel kraft para melhor manuseio

do mesmo.

Para reforçar a lombada e as folhas de guarda, utilizou-se papel kraft, o qual foi fixado

com cola e, para otimização do trabalho foi destinado novamente um peŕıodo para a secagem

da cola, utilizando novamente o peso e o papel toalha com a mesma finalidade anterior. Depois

da secagem, realizamos o corte das sobras que foram deixadas nas folhas de guarda e na falsa

folha de rosto.

Posteriormente, utilizamos o papel cartão, este já adequado para servir como suporte

da capa e da contracapa do livro. Fixamos neste um novo lombo feito com o papel color plus

TX 180 gramas, para então colocarmos a capa retirada anteriormente. A capa original antes de

ser colada novamente, foi adaptada, isto é, foram feitos reparos necessários, como cortar alguns

cent́ımetros desta, para então ocupar o novo espaço reestruturado, sendo fixada com cola. Para

conclusão do trabalho, o livro foi posto novamente para secar, com o peso em cima e com o

papel toalha para absorção da umidade.

De modo geral, os passos descritos anteriormente são utilizados para a todos os livros

que foram, estão sendo ou serão reparados, sendo que durante a separação dos exemplares, a

serem consertados, busca-se não desmontar livros com poucos dados. Para essas obras menos

danificadas, muitas vezes, basta apenas o procedimento de colagem de algumas de suas par-

tes. Lembrado que um livro só deve passar pelo processo de reparação, ou em caso extremo

restauração, se esse for o último caso, ou seja, não tiver outra solução.

4 A catalogação

O trabalho de Hirata (2009) Catalogação de Livros Antigos: Um Exerćıcio em Educação

Matemática foi nosso alicerce para adotarmos os prinćıpios de catalogação. Segundo Hirata, o

acervo do Grupo de História Oral e Educação Matemática (GHOEM4) se baseou no método

Classificação Decimal de Dewel (CDD), o qual associa os livros às categorias de acordo com os

4O Grupo “História Oral e Educação Matemática” – GHOEM foi criado no ano de 2002. Sua intenção inicial

foi reunir pesquisadores em Educação Matemática interessados na possibilidade de usar a História Oral como

recurso metodológico. Desde então, essa configuração foi alterada, ampliando-se, de modo a incorporar discussões

sobre outros temas e outras abordagens teórico-metodológicas. Pode-se dizer, hoje, que o interesse central do

grupo é o estudo da cultura escolar e o papel da Educação Matemática nessa cultura.
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conteúdos neles abordados. Mas eles não adotaram esse método em sua forma original, o qual foi

adequado de acordo com as necessidades do material que o grupo tinha na época. Logo, partimos

do modelo desenvolvido pelo GHOEM e acrescentamos categorias que consideramos pertinentes,

por causa de quantidade de livros que t́ınhamos dessas áreas que não apareciam na classificação

do GHOEM. As categorias acrescentadas são: trigonometria, matemática financeira, estat́ıstica

e a subcategoria “outros” dentro dos “diversos”.

Portanto, os livros foram separados por área, sendo elas: 1 – conteúdo matemático

(contempla mais de um conteúdo, por exemplo: álgebra e geometria, geometria e aritmética,

etc.); 2 – Teoria dos Conjuntos e Lógica; 3 – Álgebra; 4- Aritmética; 5 – Topologia; 6 – Análise; 7

– Geometria; 8 – Probabilidade; 9 – Trigonometria; 10 – Matemática Financeira; 11 – Estat́ıstica;

12 – Diversos (que contempla Anais, Atas e Relatórios, Curiosidades, Paradidáticos e de Apoio

Pedagógico, História da Matemática, Dicionários, Exemplares “para o ensino”, Preparatório e

Outros); 13. – Didáticos de Outras Disciplinas e 14. – Literatura de Referência.

Levando em consideração esses dados, foi elaborado um formulário online para possibili-

tar a catalogação dos livros. Tal formulário especifica o assunto abordado pelo livro (categoria

da obra de acordo com a classificação acima), o ńıvel de destinação da obra (que contempla o

ginasial; colegial; técnico; normal; Primeiro Grau; Segundo Grau; Ensino Fundamental; Ensino

Médio e Ensino Superior); Numeração da obra (de acordo com o método de catalogação ado-

tado); Numeração do autor (de acordo com a tabela P.H.A5); Tombo (Sequenciação do acervo);

Autor(es) da obra; T́ıtulo da obra; Edição do exemplar; Local da edição; Editora da obra; Local

de impressão; Impressor da obra; Tradutor da obra; Número de páginas; Volume do exemplar;

Observações (exemplos: dedicatórias, anotações, local da doação); Ex-libris6; Coleção a qual

a obra pertence; Idioma da obra; Gênero (exemplos: livro do professor, manual); e Preço do

exemplar.

5 Algumas considerações até o momento

A catalogação foi conclúıda e obtivemos 190 exemplares (42,9%) pertencentes à catego-

ria de Conteúdo Matemático, 57 exemplares (12,9%) pertencentes aos Diversos, 53 exemplares

(12%) pertencentes à Análise, 39 exemplares (8,8%) pertencentes à Álgebra, 29 exemplares

5Tabela PHA (Prado, Helóısa de Almeida) é uma tabela para catalogação de livros em bibliotecas, que permite

que sejam consideradas mais de três letras no sobrenome do autor e evita a formação de conjuntos estranhos de

letras.
6Consideramos como Ex-Libris todas as peças encontradas dentro dos livros, como cartas, papeis, fotos, con-

vites, entre outros.
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(6,5%) pertencentes à Geometria, 21 exemplares (4,7%) pertencentes à Matemática Financeira,

15 exemplares (3,4%) à Estat́ıstica, 11 exemplares (2,5%) pertencentes à Didáticos de Outras

Disciplinas, 9 exemplares (2%) pertencentes à Aritmética, 7 exemplares (1,6%) pertencentes

à Trigonometria, 6 exemplares (1,4%) pertencentes à Literatura de Referência, 3 exemplares

(0,7%) pertencentes à Topologia, 2 exemplares (0,5%) pertencentes à Teoria dos Conjuntos e

Lógica e 1 exemplar (0,2%) pertencente à Probabilidade. Então geramos uma etiqueta para

cada exemplar, contendo a categoria da obra, número do autor, edição, volume e número do

exemplar, tal como é feito para a maioria das bibliotecas.

Para as categorias “Conteúdo Matemático”, “Álgebra”, “Aritmética” e “Geometria”

tivemos uma subcategoria chamada “Nı́vel de destinação da obra”, com a intenção de facilitar

a organização do acervo. Dessa categoria 5 exemplares (1,9%) são pertencentes ao Ensino

Primário, 54 exemplares (20,2%) ao Ensino Secundário, 79 exemplares (29,6%) ao Primeiro

Grau, 56 exemplares (21%) ao Segundo Grau, 19 exemplares (7,1%) ao Ensino Fundamental, 5

exemplares (1,9%) ao Ensino Médio e 49 exemplares (18,4%) ao Ensino Superior. Dos exemplares

que entraram em ensino secundário obtivemos o “Subńıvel de destinação da obra” no qual 6

exemplares (11,1%) pertencem ao Secundário (contemplam conteúdos matemáticos tanto para

os cursos ginasiais quanto para os cursos colegiais), 33 exemplares (61,1%) ao Ginasial, 12

exemplares (22,2%) ao Colegial, nenhum exemplar (0%) pertence ao Técnico e 3 exemplares

(5,6%) pertencem ao Normal.

Durante a campanha de doação de livros foram recebidos 110 livros da Biblioteca Central

da Unioeste, campus Cascavel; 88 do Colégio Estadual Padre Pedro Cańısio Henz; 135 do Colégio

Estadual Wilson Joffre; e 34 livros doados por professores do curso de matemática. 76 livros

já existiam coma alcunha de livros antigos no acervo do Laboratório de Ensino de Matemática

Profa Silvia Gomes Vieira Fabro - Unioeste, Campus Cascavel.

Do total de 443, 72 livros datam sua publicação até o ano de 1970, 226 livros datam sua

publicação de 1970 a 1990, 66 livros datam sua publicação a partir do ano de 1990 e 79 livros

não apresentam data de publicação da obra. No quadro abaixo, esses dados estão divididos entre

os doadores.
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Quadro 1: Análise referente ao ano de publicação das obras

Quantidade Quantidade Quantidade Quantidade Quantidade

de livros que de livros que de livros que de livros que total de

Doador datam até datam entre datam a não apresentam livros

1970 1970 e 1990 partir de 1990 data

Biblioteca Central da Uni-

oeste, campus Cascavel

13 85 06 06 110

Colégio Estadual Padre Pe-

dro Cańısio Henz

03 21 38 26 88

Colégio Estadual Wilson

Joffre

26 67 16 26 135

Laboratório de Ensino

de Matemática, Unioeste,

campus Cascavel

21 40 04 11 76

Professores 09 13 02 10 34

Diante disso, podemos observar que a maior parte dos livros do acervo foi publicada

entre os anos de 1970 e 1990.

Inclúıdos na categoria “Diversos”, 4 exemplares (7%) pertencem à sua subcategoria

Anais, Atas e Relatórios, 20 exemplares (35,1%) à Curiosidades, Paradidáticos e de Apoio Pe-

dagógico, 2 exemplares (3,5%) à História da Matemática, 2 exemplares (3,5%) à Dicionários,

15 exemplares (26,3%) à Exemplares “para o ensino”, 9 exemplares (15,8%) à Preparatórios

(Admissão) e 5 exemplares (8,8%) à Outros.

Muitos exemplares não possúıam respostas para todas as perguntas do catálogo. Dos

livros que têm data de publicação o mais antigo é Dı́eTurnftundéın der Rnabenfchule, de Dr.

Edmund Neuendorff, publicado em 1927 e o mais atual é Novo Olhar da Matemática, de Joamir

Roberto de Souza, publicado 2013.

6 Considerações finais

Em relação aos procedimentos de reparação dos livros, pode-se dizer que está sendo

satisfatório o rendimento do trabalho realizado, visto que, inicialmente foi necessário adquirir os

materiais e as ferramentas necessárias, sendo que nem todos os itens utilizados nos procedimentos

foram encontrados na região, exigindo sua compra em outras localidades.
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Ainda há muitas obras que deverão passar pelo processo de reparação, uma vez que o

trabalho realizado até o momento visou apenas os livros de capa flex́ıveis, portanto, há ainda

todos os livros de capa dura e os restantes de capas flex́ıveis a serem reparados. Contudo,

estamos com o estoque de materiais e ferramentas supridos. Portanto, acreditamos que, a partir

da prática já realizada, é posśıvel melhorar qualidade e a produtividade do trabalho de reparação

de livros.

Dessa forma, esperamos compreender aspectos acerca da História da Educação Ma-

temática e entendemos que os livros didáticos que compõe o nosso acervo podem ser funda-

mentais para esse processo.
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Resumo: O aumento da violência em todo o mundo está se tornando um
problema que acarreta vários danos à sociedade tais como danos materiais,
sociais, psicológicos e f́ısicos. Devido à importância do estado do Paraná no
cenário nacional, torna-se relevante conhecer o perfil da violência nos mu-
nićıpios do estado do Paraná. Este trabalho tem como objetivo delinear o
perfil da violência nos munićıpios do Estado do Paraná, por meio do Pro-
cesso de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados. O Agrupamento
de Dados foi a tarefa de Mineração de Dados utilizada neste trabalho. Os
dados para o desenvolvimento deste trabalho foram coletados no Instituto
de Desenvolvimento Econômico e Social – IPARDES, referentes ao ano de
2013. Para aplicação da análise de agrupamentos foi escolhido o método de
k-Médias, utilizando-se o o software WEKA. Utilizando o algoritmo k-Médias
para a base de dados criada, considerando como critério o SQE, obteve-se três
grupos. O primeiro grupo foi caracterizado como o mais violento, o segundo
grupo foi caracterizado como o menos violento e o terceiro grupo foi carac-
terizado por ser o grupo com violência moderada. Os resultados mostram
que a maioria dos munićıpios paranaenses está num grupo com os menores
indicadores de violência.

Palavras-chave: Mineração de Dados; Agrupamento de Dados; k-Médias.

1 Introdução

Todos os dias os meios de comunicação divulgam casos de violência remetendo-nos a

pensar que esse tipo de atitude seja algo banal, o que não é o caso. O aumento da violência em

todo o mundo está se tornando um problema que acarreta vários danos à sociedade tais como

danos materiais, sociais, psicológicos e f́ısicos. Devido à importância do estado do Paraná no

cenário nacional, torna-se relevante conhecer o perfil da violência nos munićıpios neste estado.

A evolução dos homićıdios no Paraná possui três peŕıodos distintos. No primeiro, entre

1980 e 1992, o ı́ndice no estado cresceu menos que a média nacional. Enquanto os homićıdios no

páıs aumentaram 63,3% no peŕıodo, no Paraná a elevação foi de 18,7%. De 1992 a 2000, houve

um primeiro ”boom”dos assassinatos no estado: as taxas passaram a aumentar acima da média

1Os autores agradecem ao CNPq por bolsa de iniciação cient́ıfica concedida ao primeiro autor e à Fundação
Araucária pelo apoio financeiro ao projeto de pesquisa “Identificação do Perfil dos Munićıpios do Estado do
Paraná por meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados”.
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nacional, impulsionadas principalmente pela região metropolitana de Curitiba (RMC). Neste

peŕıodo, a média de aumento dos casos em todo o páıs foi de 39,9%; no Paraná, de 44,6% e só

na RMC, de 77,7%. No terceiro peŕıodo, de 2000 até os dias atuais, os ı́ndices se acentuaram

ainda mais no Paraná, enquanto houve a estagnação das taxas em todo o páıs. É como se

o Paraná tivesse corrido na contramão no que diz respeito à segurança pública. Esse último

aumento mais incisivo é puxado tanto pela RMC, quanto pelo interior do estado (Geron, 2011).

O Estado do Paraná fechou o ano de 2014 com uma taxa de homićıdios de 22,6 para

cada 100 mil habitantes (AGÊNCIA DE NOTÍCIAS DO PARANÁ, 2015), enquanto a taxa de

homićıdios do Brasil no ano de 2014 foi de 25,8 para cada 100 mil habitantes (STOCHERO,

2015). O ı́ndice é utilizado mundialmente para medir eficiência e eficácia nas poĺıticas públicas

adotadas pelos governos. Visando uma melhor alocação dos recursos investidos em segurança

para precaver o acontecimento de novos crimes, é de suma importância conhecer o perfil de cada

munićıpio do estado. Para a análise minuciosa dos dados serão utilizadas técnicas e ferramentas

computacionais para auxiliar na tomada de decisões. Os resultados que serão obtidos podem

ser utilizados como subśıdio para elaboração de projetos adaptados aos perfis encontrados, bem

como identificação de mudanças necessárias, servindo de instrumento para tomadas de decisão

mais acertadas.

Assim, este trabalho tem como objetivo delinear o perfil da violência nos munićıpios do

estado do Paraná, por meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados ou

“Knowledge Discovery in Databases – KDD”.

Dentre as muitas definições existentes para KDD, pode-se citar a de Fayyad et al. (1996),

que define KDD como “o processo, não trivial, de extração de informações impĺıcitas, previa-

mente desconhecidas e potencialmente úteis, a partir dos dados armazenados em um banco de

dados”. Segundo estes autores, a principal vantagem do processo de descoberta é que não são

necessárias hipóteses, sendo que o conhecimento é extráıdo dos dados sem conhecimento prévio

(FAYYAD, 1996).

As tarefas de Mineração de Dados podem ser preditivas ou descritivas. As preditivas

usam variáveis para predizer valores futuros ou desconhecidos, enquanto que as descritivas en-

contram padrões para descrever os dados. As principais tarefas de Mineração de Dados estão

relacionadas à Classificação, Associação e Agrupamento de padrões (FAYYAD, 1996). O Agru-

pamento de Dados foi a tarefa utilizada neste trabalho.

O Agrupamento de dados (Clustering) procura grupos de padrões tal que padrões per-

tencentes a um mesmo grupo são mais parecidos uns com os outros e divergentes a padrões em
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outros grupos. A análise de agrupamentos é uma técnica anaĺıtica para desenvolver subgrupos

significativos de objetos. Seu objetivo é classificar os objetos em um pequeno número de grupos

mutuamente excludentes (HAIR JR, 2005).

Os algoritmos de agrupamento podem ser divididos em categorias de diversas formas de

acordo com suas caracteŕısticas. As duas principais classes de algoritmos de agrupamento são:

os métodos hierárquicos e os métodos de particionamento (VILLWOCK, 2009). Os métodos

hierárquicos abrangem técnicas que buscam de forma hierárquica os grupos e, por isso, admitem

obter vários ńıveis de agrupamento. Métodos não-hierárquicos ou de particionamento procuram

uma partição sem a necessidade de associações hierárquicas. Seleciona-se uma partição dos

elementos em k grupos, otimizando algum critério (DINIZ, 2000). O método mais conhecido

entre os métodos de particionamento é o das k-médias. Geralmente os k grupos encontrados são

de melhor qualidade do que os k grupos gerados pelos métodos hierárquicos (JOHNSON, 2007).

2 Metodologia

Os dados para o desenvolvimento deste trabalho foram coletados no Instituto de Desen-

volvimento Econômico e Social – IPARDES (IPARDES). Foram consideradas 15 variáveis para

cada um dos 399 munićıpios paranaenses, referentes ao ano de 2013. São elas: Produto Interno

Bruto per Capita (R$ 1,00); Vı́timas em Acidentes de Trânsito Mortos no Local (100 mil habi-

tantes); Vı́timas em Acidentes de Trânsito com Morte Posterior (100 mil habitantes); Vı́timas de

Homićıdio Doloso (100 mil habitantes); Vı́timas de Roubo com Resultado de Morte – Latroćınio

(100 mil habitantes); Vı́timas de Lesão Corporal com Resultado de Morte (100 mil habitantes);

Vı́timas de Homićıdio Culposo no Trânsito (100 mil habitantes); Taxa de Mortalidade Causas

Externas – Acidentes de Trânsito (100 mil habitantes); Taxa de Mortalidade Causas Externas –

Agressões (100 mil habitantes); Despesas Municipais por Função – Segurança Pública (R$ 1,00

por mil habitantes); Taxa de Reprovação no Ensino Fundamental (%); Taxa de Reprovação no

Ensino Médio (%); Taxa de Abandono no Ensino Fundamental (%) e Taxa de Abandono no

Ensino Médio (%).

Para aplicação da análise de agrupamentos foi escolhido o método de k-Médias. O k-

Médias possui um parâmetro de entrada k, que corresponde à quantidade de grupos. Inicialmente

o método atribui como centroides iniciais, por exemplo, k pontos do conjunto de dados. Em

seguida, para cada ponto, calcula-se a distância do ponto para cada um dos centroides. Atribui-

se cada ponto ao grupo representado pelo centroide cuja distância for menor. Desta forma, cada

ponto do conjunto de dados fica associado a um e apenas um dos k grupos. Após a alocação
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inicial, o método segue iterativamente, por meio da atualização dos centroides de cada grupo

e da realocação dos pontos aos grupos cujo centroide seja mais próximo. O novo centroide de

cada grupo é calculado a cada iteração, sendo o vetor de médias dos pontos alocados ao grupo.

O processo iterativo termina quando os centroides dos grupos param de se modificar ou após

um número preestabelecido de iterações ter sido realizado (GOLDSCHIMIDT, 2015).

Para aplicação do k-Médias foi utilizado o Weka (dispońıvel em http://www.cs.waikato.

ac.nz/ml/weka/). Foram utilizados os parâmetros padrão da ferramenta. A definição do número

de grupos foi feita pela avaliação do SQE – Soma do Quadrado do Erro.

3 Resultados e Discussão

Utilizando o algoritmo k-Médias para a base de dados criada, considerando como critério

o SQE, obteve-se três grupos. O primeiro grupo é caracterizado como o mais violento dado que

apresenta maior número médio de v́ıtimas de acidente de trânsito com mortes no local, de v́ıtimas

de homićıdio doloso, de v́ıtimas de roubo com resultado de morte (latroćınio), de v́ıtimas de

lesão corporal com resultado de morte e maior taxa média de mortalidade em homićıdios. Além

disso, este grupo tem valores intermediários para número médio de v́ıtimas em acidentes de

trânsito com morte posterior, número médio de v́ıtimas de homićıdio culposo no trânsito e taxa

média de mortalidade em acidentes de trânsito.

Este grupo tem o maior PIB per capita médio, a maior taxa média de reprovação no

ensino fundamental e médio e a maior taxa média de abandono no ensino fundamental e médio.

Além disso, as despesas municipais com segurança pública, em média, não foram as maiores no

estado. Neste grupo há 99 munićıpios.

Já o segundo grupo é caracterizado como o menos violento dado que apresenta menor

número médio de v́ıtimas de acidente de trânsito com mortes no local, de v́ıtimas em acidentes de

trânsito com morte posterior, de v́ıtimas de homićıdio doloso, de v́ıtimas de lesão corporal com

resultado de morte, de v́ıtimas de homićıdio culposo no trânsito, de mortalidade em acidentes

de trânsito e menor taxa média de mortalidade em homićıdios. Além disso, este grupo é o

intermediário em número médio de v́ıtimas de roubo com resultado de morte (latroćınio).

Este grupo também tem o menor PIB per capita médio, é o intermediário em taxa média

de reprovação no ensino fundamental e médio, em taxa média de abandono no ensino médio

e também possui a menor taxa média de abandono no ensino fundamental. Além disso, as

despesas municipais para segurança pública, em média, são as menores. Neste grupo há 233



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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munićıpios.

O terceiro grupo é caracterizado por ser o grupo com violência moderada dentre os três

grupos dado que apresenta valores médios intermediários de v́ıtimas de acidente de trânsito com

mortes no local, de v́ıtimas de homićıdio doloso, de v́ıtimas de lesão corporal com resultado

de morte e de taxa de mortalidade em homićıdios. Além disso, possui o maior número médio

de v́ıtimas em acidentes de trânsito com morte posterior, de v́ıtimas de homićıdio culposo no

trânsito e de taxa de mortalidade em acidentes de trânsito. Também é o menor em número

médio de v́ıtimas de roubo com resultado de morte (latroćınio).

Este grupo também é o intermediário no PIB per capita médio e em taxa média de

abandono no ensino fundamental. Além disso, possui a menor taxa média de reprovação no

ensino fundamental e médio e a menor taxa média de abandono no ensino médio. Este grupo

tem a maior despesa média municipal em segurança pública. Neste grupo há 67 munićıpios.

4 Considerações Finais

O objetivo do presente trabalho foi delinear o perfil da violência nos munićıpios do Estado

do Paraná, por meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados.

Os resultados mostram que a maioria dos munićıpios paranaenses está num grupo com

os menores indicadores de violência. Alguns dos munićıpios deste grupo são: Iguatu, Nova Prata

do Iguaçu, Toledo, Marechal Cândido Rondon, Londrina, Ponta Grossa e Pato Branco.

Sugere-se como trabalhos futuros a investigação de outras caracteŕısticas dos munićıpios

que fazem parte de um mesmo grupo, como por exemplo, São munićıpios de fronteira?, Qual o

porte dos munićıpios?, entre outras.
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Dispońıvel em: http://www.gazetadopovo.com.br/especiais/paz-tem-voz/em-11-anos-taxa-

de-homicidios-no-parana-aumenta-86-aoz7f741e8bfzevqxgngp96q6. Acesso em: 18/01/2016.
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Resumo: O critério para analisar a qualidade de vida de um determinado
local é o Índice de Desenvolvimento Humano (IDH), que consiste na média
obtida entre três aspectos: Renda Nacional Bruta (RNB) per capita, grau
de escolaridade e saúde. O Índice de Desenvolvimento Humano Municipal
(IDHM) também considera essas dimensões, porém alguns indicadores são
diferentes. No entanto, podem haver outros fatores relevantes na melhoria
do bem-estar econômico e social, que não são levados em conta no cálculo do
IDHM. Com base em dados atuais e caracteŕısticas que podem proporcionar
melhoria da qualidade de vida, buscou-se a identificação de fatores relevan-
tes, que poderiam ser considerados no cálculo do IDHM, bem como identificar
áreas de investimentos para aumentar esse ı́ndice. Para análise de dados dos
399 munićıpios do Paraná utilizou-se o processo de descoberta do conheci-
mento em base de dados (KDD), sendo que a tarefa de mineração de dados
foi a classificação. O trabalho foi realizado no software Weka (Waikato Envi-
ronment for Knowledge Analysis), aplicando-se o algoritmo J48, criando-se
árvore de decisão. Os resultados mostraram que fatores como renda média
domiciliar (utilizado no cálculo) e proporção da população com dez anos ou
mais podem estar relacionados a um bom ı́ndice.

Palavras-chave: Mineração de Dados; Classificação; Árvore de decisão.

1 Introdução

Havendo uma busca constante por medidas sociais abrangentes que incluam fatores fun-

damentais na qualidade de vida, não necessariamente pela dimensão econômica, criou-se no

ińıcio da década de 1990 o Índice de Desenvolvimento Humano − IDH (Torres, Ferreira e Dini,

2003).

O IDH propõe verificar o grau de desenvolvimento de um páıs utilizando como indicadores

de desempenho: a longevidade (condições de saúde e esperança de vida ao nascer, dentre outros);

a Renda Nacional Bruta (RNB) per capita (expressa em poder de paridade de compra (PPC) que

exclui diferenças entre a valorização de diferentes moedas dos páıses); e o grau de escolaridade

(taxa de alfabetização de adultos e a expectativa de anos de escolaridade medida pela taxa de

matŕıcula nos ńıveis de ensino fundamental, médio e superior) (PNUD, 2010).
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O IDHM também considera educação, longevidade e renda, porém alguns indicadores

são diferentes, como mostra o quadro 1. Embora meçam os mesmos fenômenos, os indicadores

levados em conta são mais adequados para avaliar as condições de núcleos sociais menores

(PNUD, 2016).

Sub́ındices Indicador IDH IDHM

Renda Renda Nacional Bruta (per capita) x

Renda Média Domiciliar (per capita) x

Longevidade Esperança de Vida ao Nascer x x

Taxa de Alfabetização x x

Educação Taxa de Matŕıcula x

Taxa de Frequência à Escola x

Quadro 1: Indicadores de Desempenho (IDH e IDHM).

Mas serão apenas essas variáveis importantes para se considerar no cálculo desse ı́ndice?

O IDHM é um bom indicador para avaliar o desenvolvimento de diferentes e diversas comunida-

des? É claro que o IDH e o IDHM são ı́ndices importantes para se identificar algumas situações

semelhantes em diferentes lugares ou, por outro lado, opulência e ótimas condições de vida em

alguns locais e péssima qualidade de vida e situações humanas inaceitáveis em outros. Porém,

para considerar um ı́ndice mais abrangente, indicando ńıveis precisos de desenvolvimento, é

necessário, no mı́nimo, que este seja questionado.

Neste trabalho, teve-se o objetivo de investigar outras caracteŕısticas relevantes para

melhoria do IDHM. Com análise de dados dos munićıpios do Paraná, referente ao ano de 2010, no

Instituto de Desenvolvimento Econômico e Social − IPARDES. Foram consideradas 22 variáveis

para cada munićıpio, obtendo-se um grande volume de dados. Para isso foi necessário o uso de

tecnologias para o processamento dos dados e extrair informações.

Para atender as necessidades, vem se destacando o KDD - Knowledge Discovery in

Databases (Descoberta do Conhecimento em Bases de Dados) e o Data Mining (Mineração de

Dados) sendo uma tarefa do KDD (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

Segundo Fayyad et al. (1996) o KDD “é um processo não trivial de descoberta de padrões

válidos, novos, úteis e acesśıveis. A principal vantagem do processo é que não são necessárias

hipóteses, sendo que o conhecimento é extráıdo dos dados sem conhecimento prévio”.

Ainda segundo Fayyad et al. (1996), o KDD refere-se ao processo global de descoberta de

conhecimento útil a partir dos dados, e mineração de dados refere-se a uma etapa espećıfica neste
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processo. A mineração de dados é a aplicação de algoritmos espećıficos para extrair padrões a

partir de dados. Os passos adicionais no processo KDD, tais como preparação de dados, seleção

de dados, limpeza de dados, incorporação de conhecimento prévio adequado, e uma interpretação

correta dos resultados na mineração, são essenciais para garantir se o conhecimento derivado a

partir dos dados pode ser útil.

Com análise de dados dos munićıpios do Paraná, tem-se o objetivo de investigar carac-

teŕısticas relevantes para melhoria do IDHM por meio de Árvores e Regras da Classificação.

Na Classificação, cada padrão contém um conjunto de atributos e um dos atributos é

denominado classe. Dado um conjunto de registros, seja o registro Xi e seu rótulo categórico

Yi, o objetivo é descobrir uma função que mapeie um conjunto de registros Xi em um conjunto

de dados a um único rótulo categórico Yi, denominada classe (GOLDSCHIMIDT; PASSOS;

BEZERRA, 2015).

Ao remeter uma concepção impĺıcita ao aprendizado supervisionado, considera-se um

conjunto de pares ordenados da forma (x, f(x)), onde x é a entrada e f(x) a sáıda de uma

função f , desconhecida, aplicada a x. Um dos grupos contém os atributos de predição e o outro

o atributo para o qual se deve fazer a predição de um valor. O aprendizado ocorre a partir de

vários exemplos de f , obtendo uma função (hipótese) h que se aproxime de f (GOLDSCHIMIDT;

PASSOS; BEZERRA, 2015).

O aprendizado da função h ocorre no conjunto de treinamento, que é representado por

registros cujos rótulos sejam conhecidos e devem ser fornecidos. Então, a função h é aplicada ao

conjunto de dados com rótulos de classe omitida, sendo denominado conjunto de teste (TAN;

STEINBACH; KUMAR, 2009).

Há muitas técnicas para a construção de classificadores, como classificadores baseados

em regras, árvore de decisão, classificadores Bayesianos, Redes Neurais, entre outros. Segundo

Tan; Steinbach; Kumar (2009) a árvore de decisão é uma técnica simples, porém muito utilizada.

Segundo Rodrigues (2005) uma das principais caracteŕısticas da árvore de decisão é sua

representação, em que há uma estrutura hierárquica composta de raiz e nós de decisão, em

que se tomam decisões acerca da estrutura do ńıvel seguinte. Ao final do processo, cada classe

será rotulada de acordo com os nós terminais (nós folha). Trata-se de uma pesquisa que se

desenvolve do geral para o particular, em que a cada nó de decisão se particulariza o valor de

mais um atributo explicativo.

São exemplos de tarefa de classificação a detecção de mensagens de spam em e-mails

(baseada no cabeçalho e conteúdo da mensagem), a categorização de células como malignas
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ou benignas (baseada nos resultados de varreduras MRI), dentre outros (TAN; STEINBACH;

KUMAR, 2009).

A classificação, por ser uma generalização das informações constantes em um aconte-

cimento, necessita de uma avaliação para expressar sua veracidade. Segundo Tan, Steinbach,

Kumar (2009), o modelo gerado pelo algoritmo de aprendizagem deve se adaptar bem aos dados

de entrada e prever corretamente os rótulos de classes de registros do conjunto de teste.

Uma medida de desempenho muito utilizada é a acurácia, que mostra os conflitos que

existem entre as classes, que ocorre em função de decisões inadequadas do algoritmo de apren-

dizado. Outra medida de desempenho é a completude, que avalia a capacidade em classificar

(apresentar uma resposta) a todos os exemplos do conjunto de dados. Também existe a Matriz

de Confusão, uma avaliação detalhada, em que as classificações correspondem às variáveis as-

sumidas como acertos quando i = j e erro se i 6= j (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA,

2015).

2 Metodologia

Inicialmente realizou-se a coleta de dados, referente ao ano de 2010, considerando-se 22

variáveis: Abastecimento de água (unidades atendidas); PIB (per capita); distância da sede

municipal à capital (em km); atendimento de esgoto (unidades atendidas); renda média domi-

ciliar per capita; despesas de capitais municipais; população com dez anos ou mais e despesas

municipais por função de: Assistência social, previdência social, saúde, trabalho, educação, cul-

tura, direitos da cidadania, urbanismo, habitação, saneamento, agricultura, indústria, comércio

e serviços, comunicações, desporto e lazer.

Algumas variáveis foram ajustadas de modo a facilitar sua interpretação bem como

permitir a comparação de munićıpios de diferentes portes: As variáveis “Abastecimento de

água”, “Atendimento de esgoto” e “População com 10 anos ou mais” foram relativizadas à

população; as variáveis relativas à despesa foram relativizadas ao PIB; e o valor 0 foi atribúıdo

às informações não apresentadas.

Foi então constrúıda a matriz D de ordem 399 × 22, consistindo pelos 399 munićıpios e

por 22 variáveis. Em seguida foi aplicada a normalização por desvio padrão de acordo com a

equação:

A′ =
A− µ
σ

. (1)

Nessa equação, A′ é o valor padronizado; A é o valor da entrada; µ é a média do atributo
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de entrada; e σ é o desvio padrão do atributo de entrada.

Para atribuir a classe correspondente a cada munićıpio, utilizou-se somente o IDHM

já estabelecido para cada munićıpio. Houve classes divididas por meio da distância do desvio

padrão em relação à média ou dividida por intervalos de mesmo tamanho.

Para esse trabalho foi utilizado o algoritmo J48 que é uma implementação do algoritmo

C4.5 no Weka e é considerado o mais popular.

O algoritmo C4.5 é um método baseado na indução de árvore de decisão a partir de uma

abordagem recursiva de particionamento do conjunto de dados. O conjunto de treinamento é

separado em diferentes conjuntos quando é definido algum predicado em relação aos valores de

cada atributo preditor. Essa divisão ocorre até que todos ou a maioria dos exemplos de um

subconjunto pertençam a uma classe (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

Durante o processo de utilização do algoritmo é interessante conhecer alguns parâmetros

que podem ser modificado como, por exemplo, o uso ou não de podas na árvore e o número

mı́nimo de instâncias por folha.

Para explicar esse algoritmo, consideremos um conjunto X cuja a representação é dada

porX (A1, A2, A3, ..., An, C) em que cada atributo Ai é um atributo previsor e C é o atributo alvo

que assume valores do domı́nio {C1, C2, ..., Ck} que são as classes definidas (GOLDSCHIMIDT;

PASSOS; BEZERRA, 2015).

No ińıcio da classificação, a raiz da árvore contém todo o conjunto de dados com vários

exemplos das várias classes. Em seguida, um ponto de separação é escolhido como sendo a

melhor condição para separação de classes. Um predicado envolve um dos atributos previsores e

induz uma divisão do conjunto de dados em dois ou mais subconjuntos disjuntos, particionado

até que cada subconjunto associado a cada nó folha consista predominantemente de registros de

uma mesma classe (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

Há duas operações principais durante a construção das árvores: a avaliação para escolher

o melhor ponto de separação e a criação das partições usando o melhor ponto de separação. Uma

vez determinado o ponto de separação de um nó, as partições podem ser facilmente escolhidas,

aplicando o critério de separação identificado (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

Para identificar o melhor ponto de separação para um determinado nó da árvore, consi-

dere um conjunto T de registros em que o algoritmo C4.5 calcula H(T ), denominada a entropia

de T por meio da equação:

H(T ) =

k∑
j=1

freq cjT

|T |
· log2

freq cjT

|T |
(2)
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Nesta equação, T representa o conjunto de entrada; freq cjT corresponde à quantidade

de registros da classe em T ; |T | denota o total de registros do conjunto T ; k indica o número de

classes distintas que ocorrem em registros de T .

A entropia de um conjunto de dados é um valor entre 0 e 1. Por exemplo, se todos os

registros são de uma mesma classe, então a entropia será igual à zero; e se todos os registros são

de classes diferentes, a entropia será igual a 1 (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

O próximo passo é determinar InfoAi(T ), o valor esperado pela entropia (já que T é

dividido pelos valores de Ai). Considerando os valores no domı́nio Ai (valores de uma variável

Ai) que conduz uma partição sobre T , o que resulta em subconjuntos {Ti}, o cálculo é dado por:

InfoAi(T ) =
n∑
j=1

|Tj |
|T |
·H(Tj) (3)

Nesta equação, T representa o conjunto de registros de entrada; Tj é cada subconjunto

da partição induzida por Ai sobre T ; |Tj | representa a quantidade de registros em Tj .

Por fim, calcula-se o ganho de informação de um atributo previsor Ai com relação a uma

coleção de exemplos T , dado por:

GInfo(Ai, T ) = H(T )− infoAi(T ) (4)

O ganho de informação de um atributo Ai em relação a um conjunto T representa a

redução da impureza na situação em que os valores de Ai são usados para dividir T (GOLDS-

CHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

3 Resultados e discussões

A fim de encontrar regras com uma boa precisão foram testadas diferentes quantidades

de classes (4, 5, 6, 8 e 10). As classes foram definidas por meio da distância em relação à média

ou por intervalos de mesmo tamanho. Nos diferentes ensaios as variáveis renda média domiciliar

per capita e população com 10 anos ou mais foram relevantes. Deve-se considerar aqui que a

renda média é utilizada no cálculo do IDHM.

As árvores de decisão analisadas foram as que apresentaram as melhores precisões. As

divisões das classes foram feitas de duas formas: na Árvore 1 foram atribúıdas quatro classes,

sendo que a definição das classes ocorreu a partir da média e do desvio padrão; na Árvore 2,

com cinco classes, a definição das mesmas se deu a partir de intervalos de mesmo tamanho.
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As classes referentes à Árvores 1 foram as seguintes: Classe 4: IDHM muito acima da

média; Classe 3: IDHM intermediário, porém acima da média; Classe 2: IDHM intermediário,

porém abaixo da média e Classe 1: IDHM muito abaixo da média. E para a Árvore 2 foram:

Classe 5: IDHM muito alto; Classe 4: IDHM alto; Classe 3: IDHM intermediário; Classe 2:

IDHM baixo e Classe 1: IDHM muito baixo, sempre relativamente ao Estado do Paraná.

Para a Árvore 1, a precisão da árvore foi de 69, 7%, sendo que a poda considerou a

restrição de 15 objetos para cada folha. Devido à impossibilidade de apresentação da árvore

(pela limitação no tamanho da figura) são apresentadas as regras de classificação:

Se a renda média domiciliar é maior então Classe 4, classificando 45 munićıpios, sendo

classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior então Classe 3, classificando 96 mu-

nićıpios, sendo 17 deles, classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior e a população for maior, então Classe

3, classificando 80 munićıpios, sendo 21 deles errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior, a população for maior e a despesa em

saneamento for maior então Classe 3, obtendo 18 munićıpios, sendo 6 deles, classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a terceira maior, a distância entre a sede do munićıpio e

a capital for maior e o PIB for maior então Classe 3, classificando 21 munićıpios, sendo 7 deles

classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior, a população for maior e a despesa

em saneamento for menor então Classe 2, obtendo 19 munićıpios, sendo 6 deles, classificados

errados;

Se a renda média domiciliar for a terceira maior, a distância entre a sede do munićıpio e a

capital for menor então Classe 2, classificando 18 munićıpios, sendo 4 deles classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a terceira maior, a distância entre a sede do munićıpio e

a capital for maior e o PIB for menor então Classe 2, classificando 35 munićıpios, sendo 6 deles

classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a quarta maior e a população for maior então Classe 2,

classificando 15 munićıpios, sendo 3 deles classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a quarta maior e a população for menor então Classe 1,

classificando 29 munićıpios, sendo 7 deles classificados errados;
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Se a renda média domiciliar for a menor então classe 1, com 23 munićıpios classificados

corretamente.

Para a Árvore 2, a precisão da árvore foi de 75, 6%, sendo que a poda considerou a

restrição de 10 objetos para cada folha. Abaixo são apresentadas as regras de classificação:

Se a renda média domiciliar for a maior então Classe 5, classificando 14 munićıpios, sendo

6 deles classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior então Classe 4, classificando 53 mu-

nićıpios corretamente;

Se a população com dez anos e mais for menor e a renda média domiciliar for a terceira

maior então Classe 4, classificando 19 munićıpios e destes, 4 deles classificados errados;

Se a população com dez anos e mais for maior a despesa com agricultura for menor então

Classe 4, classificando 20 munićıpios corretamente;

Se a população com dez anos e mais for maior, a despesa com agricultura for maior e a

despesa com cultura for menor então Classe 4, obtendo 64 munićıpios, sendo 12 mal classificados;

Se a renda média domiciliar for a quinta maior, o PIB for maior e a população com dez

anos e mais for maior então Classe 4, classificando 20 munićıpios e destes, 3 classificados errados;

Se a população com dez anos e mais for maior e a despesa com agricultura e cultura for

maior então Classe 3, classificando 11 munićıpios e destes, 4 classificados errados;

Se a população com dez anos e mais for menor e a renda média domiciliar for a quarta

maior então Classe 3, classificando 27 munićıpios, sendo 7 deles classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a quinta maior e o PIB for menor então Classe 3,

classificando 25 munićıpios corretamente;

Se a renda média domiciliar for a quinta maior, o PIB for maior e a população com dez

anos e mais for menor então Classe 3, classificando 88 munićıpios, com 16 mal classificados;

Se a renda média domiciliar for a sexta maior e a população com dez anos e mais for

maior então Classe 3, classificando 13 munićıpios, com 2 mal classificados;

Se a renda média domiciliar for a sexta maior e a população com dez anos e mais for

menor então Classe 2, classificando 31 munićıpios, com 8 mal classificados;

Se a renda média domiciliar for a sétima maior então Classe 2, classificando 23 munićıpios,

com 4 mal classificados;
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Se a renda média domiciliar for menor e a despesa com agricultura for menor então

Classe 1, sendo 4 munićıpios classificados nessa regra.

Na árvore 2, a Classe 1 não foi identificada pois haviam somente dois objetos atribúıdos.

Para simplificar a apresentação dos atributos relevantes para cada classe são apresentados

os quadros abaixo.

RMD - Renda População Distância à Capital PIB Saneamento

Classe 1 Baixa Baixa − − −

Classe 2 Baixa Mediana Baixa Baixa Baixa

Classe 3 Mediana Alta Alta Alta Alta

Classe 4 Alta − − − −

Quadro 2: Resumo − Árvore 1

Os atributos distância à capital, PIB e saneamento (despesas municipais) são previsores

somente das classes 2 e 3, sendo que, da mesma forma, todos se mostraram diretamente rela-

cionados ao IDHM. Cabe observar que a distância à capital, portanto, não foi relevante para

garantir melhor IDHM (já que quanto menor a distância, mais baixo em relação à média do

estado está o IDHM e vice-versa).

O quadro 02 apresenta um resumo das variáveis relevantes na predição de cada classe

para a árvore 2. Os atributos que predizem a classe 1 são a renda e a agricultura (despesas

municipais), a classe 2 foi predita somente pela renda e pela população e a classe 5 foi predita

somente pela renda.

RMD - Renda População Agricultura PIB Cultura

Classe 1 Baixa − Baixa − −

Classe 2 Baixa Baixa − − −

Classe 3 Mediana Mediana Alta Baixa Alta

Classe 4 Mediana Alta Baixa Alta Baixa

Classe 5 Alta − − − −

Quadro 3: Resumo − Árvore 2

O atributo população é previsor somente das classes 2, 3 e 4, sendo diretamente rela-

cionado ao IDHM. O atributo PIB é previsor somente das classes 2 e 3, sendo que, da mesma

forma, se mostrou diretamente relacionados ao IDHM.
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O atributo cultura (despesas municipais) é previsor somente das classes 3 e 4, sendo este

relacionado, porém inversamente, ao IDHM, ou seja, quanto maior o investimento em cultura,

menor o IDHM e vice-versa. Isso pode indicar não retorno imediato do investimento ou mau in-

vestimento, entre outros motivos. O atributo agricultura não se revelou relacionado (diretamente

ou inversamente) ao IDHM.

Considerações Finais

Considerando que o objetivo era contribuir para a identificação de fatores relevantes, que

poderiam ser considerados no cálculo do IDHM ou sugerir investimentos para aumentar o ı́ndice,

observaram-se como fatores relacionados ao IDHM a renda média domiciliar, o percentual da

população com 10 anos ou mais, o PIB per capita, as despesas municipais com saneamento e a

distância entre a sede municipal e a capital (esta inversamente).

Fatores como renda média domiciliar e PIB já eram esperados já que estas variáveis estão

inseridas no cálculo do IDHM.

Espera-se que os resultados apresentados neste trabalho possam servir como auxilio na

melhoria dos ı́ndices relativos à qualidade de vida e como replanejamento de investimentos feitos

em cada munićıpio.
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Resumo: Teuvo Kohonen desenvolveu em 1982 o método de mapas de ca-
racteŕıstica auto-organizáveis que faz uso de uma estrutura topológica para
agrupar as unidades (padrões). ”Self Organizing Map”(SOM ; ou ”Mapas
auto-organizáveis”) é baseado no aprendizado competitivo, onde os neurônios
de sáıda da grade competem entre si para serem ativados. O objetivo deste
trabalho foi melhorar a eficácia do algoritmo SOM para a tarefa de agrupa-
mento de dados, pela configuração de seus parâmetros. Os parâmetros estu-
dados neste trabalho foram o tamanho da grade, o raio de vizinhança inicial,
a taxa de aprendizagem inicial e o número de iterações. As bases de da-
dos utilizadas foram: Pima Indians Diabetes, Iris e Wine. Com a realização
deste trabalho foi posśıvel melhorar a eficácia do algoritmo, apresentando
propostas de configurações para as bases de dados estudadas.

Palavras-chave: Agrupamento de Dados; Mapas Auto-Organizáveis; Redes
Neurais Artificiais.

1 Introdução

Dentre as muitas definições existentes para KDD, pode-se citar a de Fayyad et al. (1996),

que define KDD como “o processo, não trivial, de extração de informações impĺıcitas, previa-

mente desconhecidas e potencialmente úteis, a partir dos dados armazenados em um banco de

dados”. Segundo estes autores, a principal vantagem do processo de descoberta é que não são

necessárias hipóteses, sendo que o conhecimento é extráıdo dos dados sem conhecimento prévio.

O processo KDD é um conjunto de atividades cont́ınuas que são compostas, basica-

mente, por cinco etapas: seleção dos dados, pré-processamento, formatação ou transformação,

Mineração de Dados e interpretação e avaliação do conhecimento, que tem como objetivo a

1O autor agradece o apoio financeiro oferecido pelo CNPq através da bolsa de inicição cient́ıfica.
2Os autores agradecem à Fundação Araucária pelo apoio financeiro ao projeto de pesquisa “Identificação do

Perfil dos Munićıpios do Estado do Paraná por meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de
Dados”.
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 204
descoberta de padrões válidos, novos, úteis e acesśıveis, como ilustrado na figura 1. Cada fase

possui uma ligação com as demais, melhorando assim a cada resultado.

Figura 1: Etapas do processo KDD, adaptada de Fayyad et al. (1996).

Primeiramente deve-se ter domı́nio da aplicação e objetivos claros. Na primeira etapa

são selecionados e coletados os dados necessários. Na etapa de pré-processamento, esta fase

determina a qualidade dos dados, verificam-se os dados faltantes ou inconsistentes. Na etapa de

transformação/formatação há uma preparação dos dados visando à aplicação da Mineração de

Dados, usando métodos de redução de dimensionalidade dos dados, por exemplo. A etapa de

Mineração de Dados é o núcleo do processo, onde são aplicados os algoritmos para extrair padrões

dos dados. Nesta etapa deve-se escolher o método a ser utilizado. A etapa de Interpretação dos

resultados consiste em validar o conhecimento extráıdo (FAYYAD et al., 1996).

As tarefas de Mineração de Dados podem ser preditivas ou descritivas. As preditivas

usam variáveis para predizer valores futuros ou desconhecidos, enquanto que as descritivas en-

contram padrões para descrever os dados. As principais tarefas de Mineração de Dados estão

relacionadas à Classificação, Associação e Agrupamento de padrões (FAYYAD et al., 1996).

Na Classificação, cada padrão contém um conjunto de atributos e um dos atributos é

denominado classe. O objetivo da classificação é encontrar um modelo para predição da classe

como função dos outros atributos (TAN; STEINBACH; KUMAR, 2005).

Já na Associação, o objetivo é produzir regras de dependência que irão predizer a

ocorrência de um atributo baseado na ocorrência de outros atributos (TAN; STEINBACH;

KUMAR, 2005).

O Agrupamento ou Segmentação (Clustering) procura grupos de padrões tal que padrões
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pertencentes a um mesmo grupo são mais parecidos uns com os outros e divergentes a padrões em

outros grupos. Segundo Hair Jr et al. (2005), a análise de agrupamentos é uma técnica anaĺıtica

para desenvolver subgrupos significativos de objetos. Seu objetivo é classificar os objetos em um

pequeno número de grupos mutuamente excludentes.

Os algoritmos de agrupamento podem ser divididos em categorias de diversas formas de

acordo com suas caracteŕısticas. As duas principais classes de algoritmos de agrupamento são:

os métodos hierárquicos e os métodos de particionamento (VILLWOCK, 2009).

Os métodos hierárquicos abrangem técnicas que buscam de forma hierárquica os grupos

e, por isso, admitem auferir vários ńıveis de agrupamento (DINIZ; LOUZADA-NETO, 2000).

Métodos não-hierárquicos ou de particionamento procuram uma partição sem a necessi-

dade de associações hierárquicas. Seleciona-se uma partição dos elementos em k grupos, otimi-

zando algum critério (DINIZ; LOUZADA-NETO, 2000).

Outros autores utilizam ainda outras classes os algoritmos de Agrupamento de Dados.

Tan, Steinbach e Kumar (2005) classificam os diversos algoritmos de Agrupamento de Dados em

Método de Partição, Método Hierárquico, Método Baseado em Densidade e Método Baseado

em Malhas. Neste trabalho o algoritmo SOM foi utilizado.

A metodologia de agrupamento de dados a partir do SOM consiste em métodos de

visualização e de agrupamentos. Como métodos de visualização podemos citar a Matriz de Den-

sidade. Para agrupamento de dados a partir do SOM uma metodologia utilizada é denominada

Agrupamento por Matriz de Densidade (Xu & Li, 2002). Esta metodologia foi utilizada neste

trabalho.

O objetivo deste trabalho foi melhorar a eficácia do algoritmo SOM para a tarefa de

agrupamento de dados, pela configuração de seus parâmetros.

2 Mapas Auto-Organizáveis - SOM

Segundo Fausett (1994), Teuvo Kohonen, em 1982, desenvolveu o método de mapas

de caracteŕıstica auto-organizáveis que faz uso de uma estrutura topológica para agrupar as

unidades (padrões). ”Self Organizing Map” (SOM ; ou “Mapas auto-organizáveis”), também

conhecidos por Redes Neurais de Kohonen, formam uma classe de Redes Neurais Artificiais em

que a aprendizagem é não supervisionada.

Segundo Haykin (2001) o principal objetivo do SOM é transformar padrões de entrada de
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dimensão arbitrária em um mapa discreto. Os neurônios são colocados nos nós de uma grade,

que pode ter qualquer dimensionalidade. Normalmente são utilizadas grades bidimensionais

(chamado de 2D-SOM).

Há três passos essenciais envolvidos na formatação do mapa auto-organizável, com-

petição, cooperação e adaptação. Na competição, os neurônios da grade calculam seus res-

pectivos valores de uma função discriminante. Esta função discriminante fornece a base para

a competição entre os neurônios. O neurônio particular com o maior valor da função discri-

minante é declarado vencedor da competição. Na cooperação, o neurônio vencedor determina

a localização espacial de uma vizinhança topológica de neurônios excitados, fornecendo assim

a base para a cooperação entre os neurônios vizinhos. A adaptação permite que os neurônios

excitados aumentem seus valores individuais da função discriminante em relação ao padrão de

entrada através de ajustes adequados aplicados a seus pesos sinápticos. A descrição dos proces-

sos, baseada em Haykin (2001), é dada a seguir.

2.1 O processo competitivo

Considere um objeto (vetor de entrada) selecionado aleatoriamente do espaço de entrada,

representado por:

x = [x1, x2, . . . , xm]T (1)

onde m é o número de variaveis.

Considere que o vetor peso sináptico do neurônio j seja representado por:

wj = [wj1, wj2, . . . , wjm]T , j = 1, 2, 3, . . . , l (2)

onde l é o número total de neurônios da grade.

Para cada um dos n indiv́ıduos, encontra-se o neurônio com o melhor casamento (ven-

cedor) i(x) para determinar a localização onde a vizinhança topológica dos neurônios excitados

deve ser centrada, usando o critério da mı́nima distância euclidiana:

i(x) = arg minj ||x − wj ||, j = 1, 2, 3, . . . , l (3)
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Figura 2: Modelo de Kohonen

2.2 O processo Cooperativo

O neurônio vencedor i(x) localiza o centro de uma vizinhança topológica de neurônios

cooperativos. Considere a função de vizinhança topológica variável no tempo hj,i(x)(n).

hj,i(x)(n) = exp

(
−

d2j,i
2σ2(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (4)

onde dj,i representa a distância lateral entre o neurônio vencedor i e o neurônio excitado j. O

parâmetro σ é a “largura efetiva” da vizinhança topológica, ele mede o grau com o qual neurônios

excitados na vizinhança do neurônio vencedor participam do processo de aprendizagem, n re-

presenta o tempo discreto.

Para que a cooperação entre neurônios vizinhos se mantenha, é necessário que a vizi-

nhança topológica hj,i seja dependente da distância lateral dj,i entre o neurônio vencedor i e o

neurônio excitado j no espaço de sáıda. No caso de uma grade bidimensional, ela é definida por:

d2j,i = ||rj − ri||2 (5)

onde o vetor discreto rj define a posição do neurônio excitado j e ri define a posição discreta

do neurônio vencedor i, sendo ambos medidos no espaço de sáıda discreto.

Outra exigência é que o tamanho da vizinhança topológica diminua com o tempo, ou

seja, a largura σ da função de vizinhança topológica diminua com o tempo, onde τ1 é uma
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constante de tempo e σ0 é o raio de vizinhança inicial.

σ(n) = σ0 exp

(
− n
τ1

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (6)

Assim, quando o tempo n aumenta, a largura σ(n) decresce a uma taxa exponencial e a

vizinhança topológica diminui de uma maneira correspondente.

2.3 O processo Adaptativo

Para que o mapa seja auto-organizável, é necessário que o vetor de peso sináptico wj do

neurônio j da grade se modifique em relação ao vetor de entrada x. Ajustam-se os vetores de

peso sináptico de todos os neurônios usando a fórmula de atualização

wj(n+ 1) = wj(n) + η(n)hj,i(x)(n)(x − wj(n)) (7)

onde η(n) é o parâmetro da taxa de aprendizagem e hj,i(x)(n) é a função de vizinhança centrada

em torno do neurônio vencedor i(x); ambos η(n) e hj,i(x) são variados dinamicamente durante a

aprendizagem para obter melhores resultados. Essa equação tem o efeito de mover o vetor peso

sináptico wi do neurônio vencedor i em direção ao vetor de entrada x. Através da apresentação

repetida dos dados de treinamento, os vetores de peso sináptico tendem a seguir a distribuição

dos vetores de entrada devido à atualização da vizinhança.

O parâmetro taxa de aprendizagem η(n) começa em um valor inicial η0 e então diminui

gradualmente com o tempo, n, mas nunca vai a zero.

η(n) = η0 exp

(
− n
τ2

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (8)

onde n representa o tempo discreto e τ2 é uma constante de tempo do algoritmo SOM. Os valores

de η0 e τ2 utilizados por Haykin (2001) são η0 = 0, 1 e τ2 = 1000.

3 Metodologia

Inicialmente foi realizado um estudo sobre o algoritmo e uma pesquisa na literatura por

valores utilizados nos parâmetros do algoritmo. Os parâmetros estudados neste trabalho foram

o tamanho da grade, o raio de vizinhança inicial, a taxa de aprendizagem inicial e o número de

iterações.

Foram escolhidos alguns valores para cada parâmetro e foram feitas composições com

os valores definidos. Estas composições foram avaliadas em bases de dados reais e públicas já
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rotuladas. As bases de dados utilizadas foram: Pima Indians Diabetes, Iris e Wine, retiradas do

repositório da UCI, no endereço: http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html. O fato das bases

de dados já serem rotuladas permitiu avaliar a qualidade do agrupamento obtido, utilizando a

porcentagem de acerto como métrica.

Com relação ao parâmetro taxa de aprendizagem inicial, foram avaliados os valores 0.1;

0.5 e 0.8. Para o tamanho da grade foram avaliadas as grades 5x5, 10x10, 15x15 e 20x20. Para

os valores do raio de vizinhança inicial foram avaliados os raios 2, 3 e 5. Referente ao número

de iterações, foram avaliadas 200, 500 e 1000 iterações.

A ferramenta utilizada para o trabalho foi a YADMT – Yet Another Data Mining Tool

(Benfatti et al., 2010), em desenvolvimento na Universidade Estadual do Oeste do Paraná desde

2010. Foram efetuadas dez execuções do algoritmo em cada base de dados. No caso de di-

vergências entre os resultados executou-se o cálculo da média das medidas de avaliação (porcen-

tagem de acerto, considerando que cada base de dados já é rotulada).

4 Resultados e Discussão

Para a base de dados Iris, os melhores resultados, tendo como base a porcentagem de

acerto, foram obtidos com a utilização dos seguintes parâmetros: aprendizagem inicial: 0.1;

grade 10x10; raio inicial: 5; número de iterações: 1000. Com esta configuração, a porcentagem

de acerto média foi de 82,9 %. Com a configuração padrão apresentada na ferramenta, a por-

centagem de acerto média para esta base de dados foi de 74,5 %. Observa-se um aumento de

8,4% na porcentagem de acerto, melhorando a eficácia do algoritmo.

Para a base de dados Pima, os melhores resultados, tendo como base a porcentagem de

acerto, foram obtidos com a utilização dos seguintes parâmetros: aprendizagem inicial: 0.5; grade

5x5; raio inicial: 3; número de iterações: 200. Com esta configuração, a porcentagem de acerto

média foi de 71,1 %. Com a configuração padrão apresentada na ferramenta, a porcentagem

de acerto média para esta base de dados foi de 65,3 %. Observa-se um aumento de 5,8% na

porcentagem de acerto, melhorando a eficácia do algoritmo.

Para a base de dados Wine, os melhores resultados, tendo como base a porcentagem de

acerto, foram obtidos com a utilização dos seguintes parâmetros: aprendizagem inicial: 0.8; grade

5x5; raio inicial: 2; número de iterações: 500. Com esta configuração, a porcentagem de acerto

média foi de 80,3 %. Com a configuração padrão apresentada na ferramenta, a porcentagem

de acerto média para esta base de dados foi de 66,6 %. Observa-se um aumento de 13,7% na
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porcentagem de acerto, melhorando a eficácia do algoritmo.

Observando os melhores resultados, a melhor configuração considerando a média das

porcentagens de acerto para as três bases de dados, foi obtida com a utilização dos seguintes

parâmetros: aprendizagem inicial: 0.1; grade 10x10; raio inicial: 5; número de iterações: 1000.

Para cada parâmetro foi fixado cada valor atribúıdo a ele e calculada a média das por-

centagens de acerto considerando todas as combinações nos parâmetros restantes, isto é, para

os demais parâmetros foram considerados todos os valores atribúıdos a eles. Assim, a melhor

configuração para a base de dados Iris foi: aprendizagem inicial: 0.1; grade 10x10; raio inicial: 2;

número de iterações: 500. Com esta configuração, a porcentagem de acerto média foi de 76,5%.

Já a melhor configuração para a base de dados Pima foi: aprendizagem inicial: 0.8; grade

5x5; raio inicial: 2; número de iterações: 200. Com esta configuração, a porcentagem de acerto

média foi de 67,1 %. A melhor configuração para a base de dados Wine foi: aprendizagem

inicial: 0.5; grade 5x5; raio inicial: 5; número de iterações: 500. Com esta configuração, a

porcentagem de acerto média foi de 78,1 %. Observa-se que esta estratégia também melhora a

eficácia do algoritmo relativamente à configuração padrão apresentada na ferramenta. Como era

de se esperar, o desempenho desta estratégia foi inferior ao da primeira, porém com diminuição

máxima de 8% na porcentagem de acerto.

Observando os resultados considerando os parâmetros globalmente, fixado cada valor no

parâmetro e combinados os demais, a melhor configuração, considerando os maiores percentuais

de acerto para as três bases de dados, foi: aprendizagem inicial: 0.5; grade 5x5; raio inicial: 5;

número de iterações: 500. Com esta configuração, a porcentagem de acerto média para as bases

de dados analisadas foram de 69,7 % (Iris), 78,1 % (Wine) e 66,7 % (Pima). Observa-se que esta

estratégia melhora a eficácia do algoritmo relativamente à configuração padrão apresentada na

ferramenta para duas das três bases de dados.

5 Conclusões

Com a realização deste trabalho foi posśıvel melhorar a eficácia do algoritmo, apresen-

tando propostas de configurações para as bases de dados estudadas, bem como uma configuração

global. Sugere-se como trabalhos futuros ampliar o estudo utilizando bases de dados diferentes

para avaliar a configuração global.
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Resumo: Otimização irrestrita consiste em minimizar ou maximizar uma
função sem nenhuma restrição sobre as variáveis. Neste trabalho, estamos
interessados em minimizar uma função utilizando o método de Região de
Confiança com Gradientes Conjugados. Este algoritmo consiste em aproxi-
mar a função objetivo por um modelo quadrático e minimizá-lo dentro de uma
região chamada região de confiança. Para minimizar o modelo, é utilizada a
estratégia de gradientes conjugados. O método de região de confiança irres-
trita com a estratégia de gradientes conjugados modificado foi implementada
em Scilab e um teste foi realizado.

Palavras-chave: Região de confiança; gradientes conjugados; otimização
irrestrita.

1 Introdução

Neste trabalho consideramos o problema de minimização irrestrita

minimizar f(x)

sujeita a x ∈ Rn,
(1)

onde f : Rn → R é limitada e duas vezes continuamente diferenciável em Rn.

Usaremos o método de regiões de confiança para resolver o problema (1), definindo a

cada iteração o modelo quadrático mk(p), que é uma aproximação aceitável da função objetivo

f na região em torno do ponto corrente xk, sendo essa chamada de região de confiança. Então

minimizamos o modelo sujeito à região de confiança para encontrar o minimizador p. Se o ponto

encontrado fornece uma boa redução na função objetivo dentro da região de confiança, então

este ponto é aceito pelo método e a região pode ser aumentada na próxima iteração; por outro

lado, se a aproximação é ruim, a região é diminúıda e o modelo é minimizado dentro da nova

região de confiança.

Cada subproblema consiste em

minimizar mk (p) = f
(
xk
)

+∇f
(
xk
)T
p+ 1

2(p)T∇2f
(
xk
)
p

sujeita a ‖p‖ ≤ ∆k,
(2)

1Agradeço ao CNPq pela bolsa concedida durante este projeto.
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onde ∆k é o raio da região de confiança, ∇f(xk) ∈ Rn é o vetor gradiente, ∇2f(xk) ∈ Rn×n é a

matriz Hessiana da função objetivo avaliada no ponto xk e ‖p‖ é a norma euclidiana no ponto

p. A estratégia utilizada para resolver (2) será o Método de Gradientes Conjugados Modificado,

que minimiza o modelo em, no máximo, n passos. O minimizador p obtido em (2) será o passo

para obter o próximo ponto para o problema (1), xk+1 = xk + p.

2 Método de Região de Confiança

O método de região de confiança utiliza um modelo que aproxima a função objetivo,

e então define uma região em torno do ponto corrente na qual é posśıvel confiar no modelo.

Com o raio da região definido, calculamos um minimizador aproximado do modelo nesta região.

Verificamos, então, se o ponto também fornece um decréscimo na função objetivo. Caso forneça,

o ponto é aceito e o processo é repetido, definindo uma região de confiança em torno deste

novo ponto corrente. Caso contrário, o raio da região de confiança é reduzido, pois é posśıvel

que o modelo não represente adequadamente a função objetivo. Então, procuramos um novo

minimizador para o modelo nesta região (RIBEIRO; KARAS, 2013).

Vamos considerar uma função f : Rn → R de classe C2. Dado um ponto xk ∈ Rn, o

modelo quadrático de f em torno de xk é definido por

qk (x) = f
(
xk
)

+∇f
(
xk
)T (

x− xk
)

+
1

2

(
x− xk

)T
Bk

(
x− xk

)
, (3)

onde Bk ∈ Rn×n pode ser a Hessiana ∇2f(xk) ou qualquer outra matriz simétrica tal que

‖Bk‖ ≤ β, para alguma constante β > 0. A importância de f ser de classe C2 é para a prova de

convergência do método de região de confiança que não apresentaremos neste trabalho e pode

ser encontrada em Ribeiro e Karas (2013).

O modelo definido em (3) aproxima a função f em uma vizinhança de xk. Sendo ∆k > 0

o raio da região de confiança, a região em que confiamos no modelo é{
x ∈ Rn |

∣∣∣x− xk∣∣∣ ≤ ∆k

}
.

Agora, considere p = x− xk e mk (p) = qk
(
xk + p

)
. Temos, então, o subproblema

minimizar mk (p) = f
(
xk
)

+∇f
(
xk
)T
p+ 1

2p
TBkp

sujeito a ‖p‖ ≤ ∆k.
(4)

No entanto, a solução p de (4) deve ser avaliada. O ponto xk + p deve fornecer uma boa

redução na função objetivo. Para verificar se houve boa redução, utilizamos a redução real na
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função objetivo deniminada ared e a redução do modelo, pred, por

ared = f
(
xk
)
− f

(
xk + p

)
e pred = mk (0)−mk (p) . (5)

A razão entre a redução na função objetivo e a redução do modelo é dada por

ρk =
ared

pred
. (6)

Assim, p será aceito quando ρk for maior que uma constante η ≥ 0, o que significa

que a redução real na função objetivo corresponde à pelo menos uma fração da redução no

modelo. Neste caso, o processo é repetido com o próximo ponto corrente, xk+1 = xk + p. Além

disso, se p está na fronteira da região de confiança e a redução na função objetivo é grande,

podemos aumentar o tamanho do raio ∆k para a próxima iteração. Se p está dentro da região,

consideramos que o raio atual ∆k pode ser mantido na próxima iteração. Observe ainda que caso

a função objetivo seja quadrática, o modelo que melhor a aproxima é a própria função, então

neste caso teremos ρk = 1 e o raio da região de confiança será aumentado. Caso ρk ≤ η, a redução

na função objetivo não foi boa o suficiente e p é recusado. O processo é repetido resolvendo o

subproblema (4) com o raio da região de confiança ∆k reduzido (RIBEIRO; KARAS, 2013).

Algoritmo do método de Região de Confiança (RC)

Dados: x0 ∈ Rn, ∆ > 0, ∆0 ∈
(
0,∆

)
, η ∈ [0, 14) e ε > 0

k = 0

REPITA enquanto
∥∥∇f (xk)∥∥ 6= 0

Obtenha p, solução do subproblema (4)

Calcule ρk usando (6)

SE ρk > η então xk+1 = xk + p e ∆k+1 = ∆k

SENÃO xk+1 = xk e ∆k+1 =
∆k

2

k = k + 1

Definido o algoritmo do método de região de confiança, nos deparamos com um novo pro-

blema: solucionar o subproblema (4) para encontrar p, ou seja, minimizar o modelo quadrático

definido em torno do ponto corrente xk. Podemos utilizar um algoritmo interno para soluci-

onar o subproblema e o algoritmo anterior como um algoritmo externo, apenas para definir o

modelo quadrático, controlar o raio da região de confiança e verificar se a solução obtida pelo

algoritmo interno pode ser aceita. Como algoritmo interno, utilizaremos o método de gradientes

conjugados, apresentado na seção a seguir (GARDENGHI; SANTOS, 2012).
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3 Método de Direções Conjugadas

Nesta seção apresentaremos o método interno que resolve os subproblemas em n passos,

com n a dimensão do subproblema. O texto segue o artigo de Gardenghi e Santos (2012).

Definição 1. Seja A ∈ Rn×n uma matriz definida positiva. Dizemos que os vetores

d0, d1, ..., dk ∈ Rn\{0} são A-conjugados se (di)TAdj = 0, para todos i, j = 0, 1, ..., k, com

i 6= j.

Definição 2. Um subconjunto S de um espaço vetorial V é linearmente independente (L.I.) se,

para qualquer subconjunto finito F de S e constantes λv tais que v ∈ F , tem-se
∑
v∈F

λvv = 0 se,

e somente se, λv = 0 ∀ v ∈ F .

Lema 3. Seja A ∈ Rn×n uma matriz definida positiva. Um conjunto qualquer de vetores A-

conjugados é linearmente independente.

A prova do Lema 3 pode ser encontrada em Gardenghi e Santos (2012).

Considere agora uma função quadrática g : Rn −→ R dada por

g (x) =
1

2
xTAx+ bTx+ c, (7)

com A ∈ Rn×n definida positiva, b ∈ Rn e c ∈ R. Veremos que o conhecimento de direções

conjugadas permite encontrar o minimizador de g.

A função g é convexa e portanto possui apenas um minimizador x, que é global e satisfaz

Ax+ b = ∇g (x) = 0. (8)

Dado um conjunto {d0, d1, ..., dn−1} de direções A-conjugadas, definimos uma sequência

tomando x0 ∈ Rn arbitrário e, para k = 0, 1, ..., n− 1,

xk+1 = xk + tkd
k, (9)

onde tk = arg min
t∈R

{
g
(
xk + tdk

)}
.

Como dk pode não ser uma direção de descida para a função no ponto xk, a minimização

é calculada sobre toda a reta e não apenas para valores positivos de t. É posśıvel obter uma

fórmula expĺıcita para tk, já que g é uma função quadrática. Seja a função ϕ : Rn −→ R dada

por ϕ (t) = f
(
xk + tdk

)
. Assim,

∇g
(
xk+1

)T
dk = ∇g

(
xk + tkd

d
)T

dk = ϕ′ (tk) = 0. (10)



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Agora, de (8), temos

∇g
(
xk+1

)
= A(xk + tkd

k) + b = ∇g
(
xk
)

+ tkAd
k. (11)

Substituindo (11) em (10), obtemos
(
∇f

(
xk
)

+ tkAd
k
)T
dk = 0, de onde tiramos a

fórmula para tk

tk = −
∇g
(
xk
)T
dk

(dk)
T
Adk

. (12)

O teorema a seguir mostra que o algoritmo do método de direções conjugadas em (9)

minimiza a quadrática definida em (7) com no máximo n passos.

Teorema 4. Considere a função quadrática dada por (7) e seu minimizador x, definido em (8).

Dado x0 ∈ Rn, a sequência finita definida em (9) cumpre xn = x.

Prova. Pelo Lema 3, o conjunto {d0, d1, ..., dn−1} é uma base de Rn, pois um conjunto com

n vetores linearmente independentes forma uma base de Rn. Logo, existem escalares ai ∈ R,

i = 0, 1, ..., n− 1, tais que

x− x0 =

n−1∑
i=0

aid
i. (13)

Multiplicando a igualdade acima por
(
dk
)T
A, sendo k ∈ {0, 1, ..., n− 1} arbitrário, temos

(
dk
)T

A(x− x0) =
n−1∑
i=0

ai

(
dk
)T

Adi.

Como as direções são A-conjugadas,
(
dk
)T
Adi = 0, para k 6= i. Portanto,(

dk
)T

A(x− x0) = ak

(
dk
)T

Adk.

Isolando ak, obtemos

ak =

(
dk
)T
A(x− x0)

(dk)
T
Adk

. (14)

No entanto, de (9), temos

xk = x0 + t0d
0 + t1d

1 + ...+ tk−1d
k−1.

Multiplicando por
(
dk
)T
A novamente e sabendo que as direções são A-conjugadas,(

dk
)T

Axk =
(
dk
)T

Ax0.

Substituindo em (14) e usando (8) e a fórmula para tk em (12),

ak =
(dk)T (Ax−Ax0)

(dk)
T
Adk

= −(dk)T (b+Axk)

(dk)
T
Adk

= −
(dk)T∇g

(
xk
)

(dk)
T
Adk

= tk. (15)
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Substituindo (15) em (13), temos

x− x0 =
n−1∑
i=0

tid
i = xn.

Dado x0 ∈ Rn, vamos definir d0 = −∇g(x0) e, para k = 0.1, ..., n− 2,

dk+1 = −∇g
(
xk+1

)
+ βkd

k, (16)

onde xk+1 é dado por (9) e βk é calculado de modo que dk e dk+1 sejam A-conjugadas, logo(
dk
)T

Adk+1 =
(
dk
)T

A
(
−∇g

(
xk+1

)
+ βkd

k
)

= 0. (17)

Portanto,

βk =

(
dk
)T
A∇f(xk+1)

(dk)
T
Adk

.

O algoritmo de Gradientes Conjugados (GC) é apresentado a seguir

Dado x0 ∈ Rn, faça dk = −∇g
(
x0
)

k = 0

REPITA enquanto ∇g
(
xk
)
6= 0

tk = −
∇g
(
xk
)T
dk

(dk)
T
Adk

xk+1 = xk + tkd
k

βk =

(
dk
)T
A∇f(xk+1)

(dk)
T
Adk

dk+1 = −∇g(xk+1) + βkd
k

k = k + 1

Caso ∇g
(
xk
)
6= 0, o novo ponto pode ser calculado pois teremos dk 6= 0. Utilizando (10)

e a definição de dk, temos

∇g
(
xk
)T

dk = ∇g
(
xk
)T

(−∇g
(
xk
)

+ βk−1d
k−1) = −

∥∥∥∇g (xk)∥∥∥2 ,

onde vemos que o Algoritmo de GC gera direções de descida, caracteŕıstica que não é válida

para todos os métodos de direções conjugadas. Logo, o algoritmo está bem definido.

Além disso, as direções dk geradas pelo algoritmo são A-conjugadas (GARDENGHI;

SANTOS, 2012).
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4 Método de Gradientes Conjugados e a Estratégia da Região

de Confiança

O Algoritmo de GC deve passar por algumas modificações para resolver o subproblema

(4). Isto porque a estratégia do método de gradientes conjugados minimiza uma função como a

definida em (7), na qual a matriz A, que é a Hessiana da função, é uma matriz definida positiva.

Porém, o método não soluciona o subproblema (4) quando a Hessiana da matriz quadrática

não for definida positiva. Também há outros critérios de parada que devem ser adicionados ao

algoritmo para que ele esteja de acordo com o algoritmo externo, que utiliza o método de região

de confiança.

Se a norma do passo p for maior que a região de confiança, temos uma solução na borda.

Segundo este critério, se na k-ésima iteração tivermos
∥∥pk+1

∥∥ ≥ ∆k, basta encontrar τ

de forma que ∥∥∥pk + τdk
∥∥∥ = ∆k,

e a solução de (4) será

p = pk + τdk.

Se a curvatura do modelo quadrático for negativa, temos uma solução na borda.

Sabemos que o algoritmo de gradientes conjugados minimiza o modelo apenas quando

a direção de curvatura for positiva. Se a Hessiana ∇2f
(
xk
)

não for definida positiva, ou seja,(
dk
)T ∇2f

(
xk
)
dk ≤ 0, o algoritmo irá encontrar uma direção de curvatura negativa ao longo

da qual a função decresce. Neste caso, o minimizador dentro da região de confiança estará na

borda da região. Portanto, basta calcular τ , tal que∥∥∥pk + τdk
∥∥∥ = ∆k,

e a solução de (4) será

p = pk + τdk.

Se a norma do reśıduo rk+1 (ver algoritmo a seguir) estiver muito próxima de zero, temos

uma solução interna.

O reśıduo corresponde ao valor de quão longe estamos de encontrar a solução de um

problema e, nesse caso, equivale ao oposto do gradiente da função objetivo. Portanto, para

um dado ε > 0, se na k-ésima iteração tivemos
∥∥rk+1

∥∥ ≤ ε, então o valor obtido já está muito

próximo do minimizador real da função e a solução de (4) será

pk+1.
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Com estas modificações, podemos definir o algoritmo do método dos gradientes conju-

gados modificado.

Algoritmo do Método de Gradientes Conjugados Modificado com Estratégia de Região

de Confiança (GCMRC)

Consideramos a Hessiana ∇2f
(
xk
)
∈ Rn×n e o gradiente ∇f

(
xk
)
∈ Rn da função

objetivo f , avaliados no ponto corrente xk e uma tolerância ε > 0,

Dados: x0 ∈ Rn, ∆ > 0, ∆0 ∈
(
0,∆

)
, η ∈ [0, 14) e ε > 0

k = 0

REPITA enquanto
∥∥∇f (xk)∥∥ ≥ ε

Defina p0 = 0, r = −∇f
(
xk
)
, d0 = r0 e δ0 =

(
r0
)T
r0

para i = 0, ..., n faça

hi = ∇2f
(
xk
)
di

λi =
(
di
)T
hi

SE λi ≤ 0 então

Encontre τ tal que
∥∥pi + τdi

∥∥ = ∆k

retorna p = pi + τdi

ti =
δ0
ηi

pi+1 = pi + tid
i

SE
∥∥pi+1

∥∥ > ∆k então

Encontre τ tal que
∥∥pi + τdi

∥∥ = ∆k

retorna p = pi + τdi

ri+1 = ri + tihi

δ1 =
(
ri+1

)T
ri+1

SE
√
δi < ε então retorna pi+1

βi =
δ1
δ0

di+1 = ri+1 + βid
i

δ0 = δ1
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Calcule ared e pred usando (5)

SE ared > ηpred

xk+1 = xk + dk

SE ρk >
3

4
e
∥∥dk∥∥ = ∆k então ∆k+1 = 2∆k

SENÃO ∆k+1 = ∆k

SENÃO

xk+1 = xk

∆k+1 =
∆k

2

k = k + 1

5 Implementação do algoritmo

O GCMRC foi implementado em Scilab, para minimizar a função de Beale através do

método de região de confiança, resolvendo o subproblema com a estratégia de gradientes conju-

gados.

Seja a função de Beale f : R2 −→ R dada por f (x1, x2) = T 2
1 + T 2

2 + T 2
3 , sendo T1 =

1, 5E0−x1S1, T2 = 2, 25E0−x1S2, T3 = 2, 625E0−x1S3, S1 = (1, 0E0 − x2), S2 =
(
1, 0E0 − x22

)
e S3 =

(
1, 0E0 − x32

)
. Este exemplo é um clássico na literatura e a solução é (3; 0, 5). O gradiente

é

∇f (x1, x2) =

(
2T1 (−x1 + x2) + 2T2

(
−x1 + x22

)
+ 2T3

(
−x1 + x32

)
2T1(x1) + 2T2 (2x1x2) + 2T3

(
3x1x22

) )
,

e a Hessiana é dada por

∇2f (x1, x2) =

∇2f (x1, x2)11 ∇2f (x1, x2)12

∇2f (x1, x2)21 ∇2f (x1, x2)22

 ,

com

∇2f (x1, x2)11 = 2E0

(
(S1)

2 + (S2)
2 + (S3)

2
)

∇2f (x1, x2)12 = 2E0 (T1 − x1S1) + 4E0x2(T2 − x1 (S2)) + 6E0 (T3 − x1S3)x22

∇2f (x1, x2)21 = 2E0 (T1 − x1S1) + 4E0x2(T2 − x1 (S2)) + 6E0 (T3 − x1S3)x22

∇2f (x1, x2)22 = 2E0x1
(
x1 + 2E0T2 + 4E0x1x

2
2 + 6E0T3x2 + 9E0x1x

4
2

)
.

Sendo x0 =

(
1

1

)
, ∆0 = 1, η = 0, 2 e ε = 10−6, o algoritmo executa 251 iterações,
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encontrando

x251 =

(
2, 999967

0, 499992

)
e f
(
x251

)
= 0.

Os pontos encontrados a cada iteração estão ilustrados na figura abaixo.

Figura 1: Curvas de ńıvel da função de Beale com os pontos obtidos a cada iteração

Os resultados obtidos foram comparados pelos obtidos por Gardenghi e Santos (2012),

que utilizaram o CAS Maxima para minimizar a função de Beale. A semelhança entre os

resultados obtidos nos faz ver que o Algoritmo GCMRC converge e que sua implementação foi

boa, já que o número de iterações realizadas foi bem próximo ao número de iterações necessários

no trabalho de Gardenghi e Santos (2012).

Referências

GARDENGHI, John Lenon C.; SANTOS, Sandra Augusta. Minimização irrestrita usando

gradientes conjugados e regiões de confiança. Campinas, 2012.

RIBEIRO, Ademir Alves; KARAS, Elizabeth Wegner. Otimização Cont́ınua: Aspectos
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Resumo: Durante a disciplina de Tópico de Ensino de Matemática na
Educação Infantil e Anos Iniciais, cursado no ano de 2015 na Unio-
este/Cascavel, com o objetivo de conhecer tanto o desenvolvimento da
criança, quanto os métodos utilizados para estimulá-la a aprender ma-
temática. O trabalho foi fundamentado sobre a metodologia do constru-
tivismo. Foram realizados estudos e pesquisas nos curŕıculos da educação
infantil de Cascavel e da AMOP, feitas discussões sobre leituras de artigos e
livros, uma entrevista com professora dos anos iniciais, além de desenvolvi-
mento de atividade na Rede Municipal de Educação. Com os resultados ob-
tidos, foi desenvolvido o artigo que apresenta de forma geral os conceitos que
devem ser trabalhados durante os primeiros anos de escolarização da criança
e cuidados que o educador deve ter durante o processo de ensino-aprendizado,
assim como as especificidades da criança desta faixa etária. Contém também
o relato de uma atividade ministrada na rede pública de educação, colocando
em prática os conhecimentos obtidos, relacionando a teoria com a prática
educativa.

Palavras-chave: Matemática; educação infantil; anos iniciais.

1 Introdução

Todos estão sujeitos a ações educacionais seja, em casa, na rua, na igreja ou nas escolas,

de muitos modos utilizamos prinćıpios dela em momentos da nossa vida. Não há uma forma ou

um modelo único de educação. Ela existe no imaginário e na ideologia dos grupos sociais e a

sua missão é transformar sujeitos capazes de viver e compartilhar o ambiente em que vivem.

Alguns autores defendem que a Matemática é uma ciência que tem a potencialidade de

gerar sujeitos com capacidade cŕıtica, e por isso devemos ter certeza de que essa ciência está

sendo aprendida com essa finalidade. Assim, surge a necessidade de transmitir esse conhecimento

às futuras gerações e a escola é onde o conhecimento constrúıdo historicamente pelo homem é

formalizado, caracterizando-se como saber cient́ıfico. Para que esse objetivo de construir o saber

cient́ıfico seja alcançado, a escola sofre mudanças constantes em seus métodos de ensino. Sendo
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assim independentemente da idade dos estudantes, os conceitos matemáticos devem ser cons-

trúıdos pelo próprio sujeito e não ensinados, já que quando são ensinados apenas memorizam,

sem que atribuam um real significado a eles. Para que o aluno construa o próprio conhecimento,

o papel do professor é proporcionar situações que possibilitem essa construção. É essa ideia

de “ensinar” que torna a Matemática uma disciplina complicada para a maioria das pessoas,

pois o que aprendem são apenas amontoados de fórmulas e procedimentos que são utilizados em

situações abstratas e desvinculados da vida real, procedimentos que aparentemente só resolvem

problemas dentro da própria Matemática, fazendo com que os estudantes a vejam como uma

ciência sem utilidade social e sem envolvimento com as demais áreas do conhecimento. Esses

problemas com a matemática podem ser vistos em todos os ńıveis de escolaridade, mas ficam

evidentes a partir dos anos finais do ensino fundamental, quando o aluno tem um professor

com formação espećıfica em matemática, e que compreende a Matemática de um ponto de vista

diferente dos professores dos anos iniciais.

Porém as lacunas na construção do conhecimento matemático podem começar muito

antes das primeiras incursões nos anos iniciais, isso se deve a muitos fatores, mas principalmente

a visão social distorcida que se tem da matemática.

2 A importância na Matemática e considerações sobre seu en-

sino na infância.

A infância é um peŕıodo de curiosidades, de exploração e de descoberta. A criança

que tem possibilidades de contato com brinquedos, jogos de montar, quebra-cabeça, jogo da

memória, dentre outros, tem ao brincar, um pensamento em ação, favorecendo o estabeleci-

mento de relações cada vez mais complexas. Como não “sabe” contar, ela precisa, inicialmente,

construir noções de “bastante, nada, muito, pouco, igual, mais, menos, maior, menor”, entre

outros significados que são constrúıdos a partir das comparações que estabelece. Essas com-

parações também contribuem para a construção do conhecimento lógico-matemático. Assim,

quanto mais o educador e o meio oportunizarem ações e recursos que possibilitem maiores serão

as oportunidades de desenvolvimento.

A importância da Matemática é reconhecida como essencial ao desenvolvimento do su-

jeito, desde a mais tenra idade, como é descrito no curŕıculo da educação infantil de Cascavel: “A

Matemática, como parte do conjunto de conhecimentos cient́ıficos, constitui-se como uma disci-

plina fundamental, indispensável na construção dos curŕıculos escolares” (CASCAVEL, 2008).

E, além disso, os curŕıculos descrevem que a Matemática deve ser mostrada ao aluno como uma
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necessidade humana, constrúıda ao longo da história, e ainda deve-se dar a esta ciência um

caráter sociocultural, que a aproxime da realidade dos alunos.

Mas durante o processo de ensino da Matemática para crianças, tanto na educação

infantil quanto nos anos iniciais, deve-se levar em consideração que elas ainda estão em desen-

volvimento e possuem especificidades que devem ser consideradas para que realmente exista essa

proximidade da ciência Matemática com a realidade do aluno.

Sendo assim é importante considerar que entre os 2 e 7 anos a criança está desenvolvendo

a linguagem e construindo seu racioćınio. Por esse motivo, costumam pedir o nome dos objetos

e suas funções, além dos rotineiros “porquês?”, t́ıpicos da idade. Esse comportamento deve ser

incentivado ao máximo, para que a criança tenha um desenvolvimento pleno, com seu racioćınio

lógico em construção apresenta ideias equivocadas e constantemente se contradiz. A criança é

extremamente criativa e gosta de brincar, em geral são muito ativas e dominam os movimentos

do corpo, porém sua concentração nas atividades é de curta duração, além disso, é egocêntrica

e por esse motivo pode apresentar dificuldade em interagir com grupos. Também é comum que

tenham um ou dois amigos com quem interajam com mais facilidade geralmente do mesmo sexo.

De acordo com Piaget, a criança adquire o conhecimento ao constrúı-lo a partir de seu

interior, em vez de internalizá-lo diretamente de seu meio ambiente, elas podem pensar sobre o

conhecimento ensinado por um momento, mas elas não conseguem reter o que e entronado em

suas cabeças, a criança em fase de desenvolvimento escolar aprende modificando as velhas ideias,

incorporando a uma nova, fazendo assim uma ponte entre o conhecimento passado e presente.

Para que o aprendizado realmente aconteça o professor deve utilizar essas caracteŕısticas próprias

da criança a seu favor e atividades extensas devem ser evitadas. Deixar os alunos exporem

suas ideias, principalmente durante atividades lúdicas e incentivá-los a propor soluções para os

problemas que surgem ao decorrer das atividades é uma forma de estimular o racioćınio deles.

Além disso, o educador deve ter em mente que a Matemática não se reduz a manipulações

numéricas, ela envolve um racioćınio esquematizado, percepção de relações, domı́nio e compre-

ensão do espaço, entre outras caracteŕısticas que segundo Lorenzato (2007) são mais facilmente

desenvolvidas, mesmo antes da criança ser capaz de contar objetos, o que em muitas ocasiões,

de forma errônea, é compreendido como o primeiro passo para utilizar a Matemática.

O ensino da matemática contempla situações que estimulam o desenvolvimento de sete

processos mentais, que são fundamentais para a concepção do sistema de numeração e posteri-

ormente outros conteúdos matemáticos, pois elas facilitam a compreensão dos conceitos básicos

e das relações numéricas. Sendo assim é importante que o professor proponha situações diversas
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 226
nas quais os alunos possam desenvolver esse tipo de racioćınio. Segundo Lorenzato (2007) esses

processos são:

A correspondência é a capacidade de relacionar, por exemplo, para cada aluno uma mo-

chila, para cada criança um, nenhum ou muitos irmãos, posteriormente que para cada quantidade

existe um śımbolo.

A comparação permite estabelecer relações como maior, menor, igual, diferente, seme-

lhante.

A classificação consiste em organizar objetos através de caracteŕısticas comuns ou dife-

renças dos mesmos.

Na sequenciação estabelece-se uma ordem onde um objeto sucede o outro, sem considerar

caracteŕısticas próprias do objeto. É como ordenar os alunos em ordem de chegada, nesse ato

não se considera, por exemplo, a altura dos mesmos, mas sim um fator externo as caracteŕısticas

dos alunos.

Já na seriação a disposição dos elementos é preestabelecida, e em geral estão relacionadas

com as diferenças entre eles.

A inclusão é a ideia que um objeto ou conjunto está contido em outro maior que o

primeiro.

A conservação é a concepção de que a disposição espacial do objeto não altera carac-

teŕısticas como peso, tamanho e quantidade.

Além de indicados por vários autores como a melhor forma de iniciar o estudo da Ma-

temática, esses conteúdos também são indicados pelos curŕıculos como conteúdos a serem tra-

balhados desde o maternal. Porém esses conteúdos não devem ser trabalhados dissociados de

contextos, da mesma forma que a Matemática não precisa ser trabalhada como uma disciplina

isolada, pois nessa fase as disciplinas são integradas.

3 Entrevista com professora de anos iniciais

Durante a disciplina de Tópico de Ensino de Matemática na Educação Infantil e Anos

Iniciais, houve um momento em que se realizou entrevista com uma professora da educação

infantil. O objetivo era analisar e investigar se os objetivos do curŕıculo infantil de Cascavel

estavam sendo desenvolvidos e alcançados, além de conhecer caracteŕısticas da prática educativa

dos anos iniciais. Nessa entrevista, percebeu-se como a interdisciplinaridade é presente nessa
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prática, pois a professora apresentou extrema dificuldade em nos falar apenas sobre os aspectos

relacionados à forma como trabalha os conteúdos de Matemática que estão previstos no curŕıculo.

Temos o melhor exemplo disso considerando o trabalho que ela descreveu para o qual utiliza

uma história infantil para trabalhar português, simultaneamente conta e ordena os personagens,

para trabalhar Matemática e utiliza-se de outros aspectos para trabalhar as demais disciplinas.

Porém ao decorrer da entrevista foi posśıvel constatar que a professora compreende a

Matemática como basicamente aplicação de algoritmos, ou como visto no exemplo citado a

realização de contagem. Em momento algum falou sobre construção do conceito de número,

mas sim sobre contagem de objetos, realização de cálculos. Quando questionada sobre como

as crianças reagiam a problemas sem palavras que pudessem ser relacionadas diretamente com

algoritmos, tais como: ganhar, perder, pagar, entre outras, ela falou que essas palavras devem

obrigatoriamente aparecer nos problemas.

Sobre as dificuldades no ensino-aprendizagem de Matemática não apresentou um

conteúdo que fosse dif́ıcil de ser compreendido pelos alunos. Segundo a professora a maior

dificuldade dos alunos é na disciplina de português.

Porém se pensarmos na forma como a professora compreende a matemática os alunos

dificilmente terão dificuldades, pois eles apenas deverão repetir procedimentos apresentados pela

professora, raramente tendo que refletir sobre eles. Sendo assim realmente não há dificuldades,

pois, os alunos simplesmente decoram os conteúdos. O que a afasta do ensino pensado por

Fiorentini (1995, p. 31):

A Matemática, sob uma visão histórico-cŕıtica, não pode ser concebida como
um saber pronto e acabado, mas, ao contrário, como um saber vivo, dinâmico
e que, historicamente, vem sendo constrúıdo, atendendo a est́ımulos externos
(necessidades sociais) e internos (necessidades teóricas de ampliação dos con-
ceitos).

A proposta da professora se afasta dessa ideia, pois, em geral, esses problemas por ela

citados não são interessantes aos alunos, já que narram situações que estão distantes da realidade

dos mesmos, sendo assim não tornam viśıvel à utilização da Matemática no cotidiano, dando

aos alunos a falsa impressão de que não precisam dela. Mesmo que nessa fase essa ideia não seja

tão clara para os alunos, com o passar do tempo à distância entre a matemática aprendida na

escola e a utilizada por ele durante situações cotidianas fica cada vez mais evidente.
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4 Relato de aplicação em sala de aula

A aula foi ministrada na rede pública de ensino do munićıpio de Cascavel, na sala de

pré-escola, com dezessete alunos de aproximadamente cinco anos. O objetivo da aula aplicada

é ampliar os conceitos de comparação e correspondência, a partir da história dos números. O

conteúdo foi trabalhado a partir do cordel: “Contando a história dos números” de Ana Raquel

Campos. Segundo Smole, Rocha, Cândido e Stancanelli (2007, p.2):

Integrar literatura nas aulas de matemática representa uma substancial mu-
dança no ensino tradicional da matemática, pois em atividades deste tipo, os
alunos não aprendem primeiro a matemática para depois aplicar na história,
mas exploram a matemática e a história ao mesmo tempo.

Antes mesmo de qualquer atividade feita com os alunos nota-se a curiosidade nos novos

objetos e professores na sala, essa curiosidade deve ser usada como ferramenta de interiorização

do objetivo da atividade, desde que trabalhada de forma correta.

A aula iniciou apresentando os ministrantes e o cenário utilizado para a contação da

história, os cubos do material dourado, representando as pedras, e o saquinho.

Figura 1: Cenário

Os alunos sentaram-se em ćırculo no chão, durante leitura as ovelhas eram movimentas

para fora e para do curral e as pedrinhas colocadas e tiradas do saquinho, como narra a história.

E as após o término da leitura questionou-se sobre o que significava se sobrava uma pedra depois

que as ovelhas entrassem no curral e o que o pastor deveria fazer, eles não responderam. Então
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foi feita a simulação. Primeiramente tirando as ovelhas do curral e para cada uma colocando uma

pedra no saquinho, depois se colocava cada ovelha no curral tirando uma “pedra” do saquinho

para cada uma, e no processo escondeu-se uma ovelha, portanto sobrou uma “pedra”, então os

alunos responderam que uma ovelha estava faltando e o pastor tinha que procurá-la.

Em seguida foi proposto que cada aluno colorisse e montasse uma ovelha, para ser usada

na atividade seguinte, onde novamente os alunos sentaram em ćırculo, então um aluno foi es-

colhido como pastor e para cada ovelha que os colegas colocassem no centro do ćırculo ele

deveria colocar uma “pedra” no saquinho, logo após os alunos retiram, cada um sua ovelha, e

juntamente retiraram uma “pedra” do saquinho, ao fim sobraram duas “pedras”, cujas ovelhas

correspondentes foram retiradas sem que os alunos notassem, novamente pediu-se aos alunos o

que deveriam fazer, sugeriram que deviam procurá-las e assim o fizeram.

Figura 2: Modelo de ovelha montada pelos alunos

O tempo não foi suficiente para que se realizasse a outra atividade planejada, que envol-

veria o mesmo conceito de correspondência, juntamente com a ideia de mudança de base. Mas

as atividades realizadas envolveram os alunos, e aparentemente eles compreenderam os conceitos

envolvidos, sabendo aplicá-los nas situações que surgiram.

Nesse caso mesmo não envolvendo situações que os alunos vivem, foi criada uma atmos-

fera que os submeteu a uma situação que no momento foi interessante para eles, pois por um

tempo fizeram parte da história, como descrito por Smole, Rocha, Cândido e Stancanelli (2007,

p. 3):
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Sendo assim, através da conexão entre literatura e matemática, o professor
pode criar situações na sala de aula que encorajem os alunos a compreenderem
e se familiarizarem mais com a linguagem matemática, estabelecendo ligações
cognitivas entre a linguagem materna, conceitos da vida real e a linguagem
matemática formal, dando oportunidades para eles escreverem e falarem sobre
o vocabulário matemático, além de desenvolverem habilidades de formulação e
resolução de problemas enquanto desenvolvem noções e conceitos matemáticos.

5 Conclusão

A criança é dotada de capacidades desconhecidas, que podem levar a um futuro de sucesso

e felicidade. Caso o objetivo seja mesmo uma escolarização adequada, devemos primeiramente

desenvolver essas capacidades para que o desenvolvimento da criança não deva ser entregue ao

acaso ou a métodos de ensino que não atinjam os objetivos propostos.

Devemos saber que não somos nós professores os construtores do conhecimento da criança

e sim os colaboradores desse processo. Os curŕıculos apresentam-se como um material base para

conhecer os conteúdos e suas peculiaridades, técnicos como o professor Sergio Lorenzatto, con-

tribuem na formação de professores, porém isso não é suficiente. É dever do professor conhecer

processos de esses materiais e com eles produzir momentos didáticos. Sabemos que cada escola

tem sua própria realidade, o que faz com que os conhecimentos necessários para os alunos de

cada uma difiram. Não há como garantir o sucesso de uma aula planejada. Para isso um apoio ao

professor bem como a necessidade de uma formação continuada pode contribuir para o sucesso

da aprendizagem. Trabalhar com a educação infantil, fase da aprendizagem é importante, requer

que o professor deva estar em dia com o desenvolvimento das propostas de ensino e atualizado

profissionalmente.
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Resumo: O texto “Conteúdos de Matemática e o “desinteresse” dos alunos:
reflexões sobre a nossa experiência” apresenta ideias a serem discutidas com
relação ao ensino da Matemática e o efeito de nossas práticas. Discutimos
alguns fatores que influenciam na prática pedagógica e no ensino de determi-
nados conteúdos considerados com pouca aplicação no cotidiano dos nossos
alunos. A substituição do método tradicional – no qual o professor é o agente
transmissor e o aluno o passivo – por práticas mais criativas e eficientes em
termos da relação entre ensino e aprendizagem não é fácil. Então nunca de-
vemos utilizar aulas tradicionais? Será que os alunos não aprendem nada
desse modo? Todos os conteúdos podem ser abordados por uma metodologia
diferenciada? Será que o desinteresse dos alunos é culpa do professor? Essas
e mais perguntas nos deixaram preocupadas com relação ao que é realmente
ensinar e se existe uma forma “correta” disso ser feito. Por isso, esse texto é
composto mais de perguntas do que de respostas. São as nossas reflexões ini-
ciais sobre a ação docente, sobre os papéis desempenhados pelos professores,
em especial, o de matemática.

Palavras-chave: Educação Matemática; desinteresse dos alunos; prática
escolar.

1 Introdução

Durante o estágio realizado nesse ano na disciplina de Metodologia e Prática de Ensino

- Estágio Supervisionado II, ministramos aulas na turma do 2o ano “A” durante 20 horas-aulas.

As aulas aconteceram no peŕıodo da manhã, na Escola Estadual Jardim de Santa Felicidade.

Durante essa experiência tivemos várias oportunidades de refletirmos.

Estávamos diante de um conteúdo que é visto como tendo pouca aplicação prática no

cotidiano dos alunos, determinantes. Com isso não tivemos oportunidade de ministrar aulas

mais dinâmicas, envolvendo jogos, atividades práticas e nem um material manipulável para que

esse estudo fosse de uma melhor forma concretizado.
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Num primeiro momento, pensamos em trocar de turma. Estagiar, por exemplo, em uma

turma de primeiro ano do Ensino Médio, seria mais fácil, pois de modo geral, em boa parte do

ano, nessa série se é trabalhado com o conteúdo de funções, que em nossa opinião é bem mais

fácil de adequar às diferentes metodologias, como resolução de problemas, o uso de mı́dias e

teconologias, etc. Mas, quando se define uma turma para realizar o estágio, vários fatores são

levados em consideração, como o horário das aulas, que precisa ser adequado para o orientador

e para os estagiários, as conversas e os acordos estabelecidos com os professores e coordenadores

da escola, etc. Isso quer dizer que não é o conteúdo o fator determinante.

Além disso, mesmo que durante o ano letivo vários conteúdos sejam ensinados, é estabele-

cido a priori, pelos professores da escola, uma ordem para eles, o que não nos permitiu trabalhar

com sistemas sineares, antes de determinantes, nem escolher trabalhar com Análise Combi-

natória ou Trigonometria, por exemplo, conteúdos que a nosso ver favoreceriam a utilização de

atividades práticas e a utilização de várias formas de encaminhamentos metodológicos.

Então durante o peŕıodo do estágio começamos a sentir que nossas aulas não estavam

sendo atraentes e não sent́ıamos que os alunos estavam realmente interessados nas aulas. Logo

começamos a conversar com a nossa orientadora para analisar o que estávamos fazendo de errado

e começamos a ver que as coisas não têm uma única resposta. Foi então que começamos uma

reflexão a respeito do desinteresse dos alunos com a disciplina de Matemática e os métodos

utilizados por nós professores de matemática e licenciados, em conteúdos que consideramos com

pouca aplicação no dia a dia da maioria dos alunos da Educação Básica.

Por isso, esse texto é composto mais de perguntas do que de respostas. São as nossas

reflexões iniciais sobre a ação docente, sobre os papeis desempenhados pelos professores, em

especial, o de matemática, para as quais, em sua maioria, ainda não temos respostas.

2 Aulas tradicionais e o ensino de determinantes

Nas atividades do estágio aconteceram aulas expositivas e dialogadas, nas quais buscamos

criar uma situação para expor o conceito pretendido utilizando exemplos ou definições. Além

disso, os alunos resolviam exerćıcios, em sala, contando com a nossa ajuda, em explicações

diretamente a eles nas carteiras e também no quadro, quando as explicações eram a todos

eles. Esse tipo de aula (tradicional) pôde ser evidenciado durante a maioria das aulas, quando

ensinamos determinantes e sistemas lineares.

Segundo Machado (2013), aula tradicional é uma aula em que o professor passa o tempo
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todo - ou quase todo - expondo oralmente a matéria, cabendo ao aluno um papel passivo na

relação entre ensino e aprendizagem. Sabemos que nem sempre esse método funciona, afinal o

professor passa a maior parte do tempo falando e o aluno, passivamente, escutando ou fingindo

escutar, o que não é nada satisfatório.

Mas nunca devemos utilizar aulas tradicionais? Será que os alunos não aprendem nada

desse modo? E os conteúdos, todos podem ser abordados por meio de uma metodologia dife-

renciada? Essas e mais perguntas começaram a nos deixar preocupadas com relação ao que é

realmente ensinar e se existe uma forma “correta” disso ser feito.

Determinantes é um conteúdo matemático diretamente relacionado ao estudo de matri-

zes. Por isso, é dif́ıcil encontrar alguma referência a eles sem que junto apareçam reflexões sobre

o ensino de matrizes, como nas Diretrizes Curriculares Paranaenses, documento que orienta o

que deve ser ensinado de Matemática no Estado do Paraná. Determinantes e matrizes, são

posśıveis de serem ensinados no Ensino Médio de modo que tenha sentido para os alunos?

De fato, as matrizes são importantes não apenas como forma de organizar da-
dos numéricos (tabelas), mas também pelas diversas propriedades das operações
que definem a álgebra matricial. Todavia, na forma tradicional de ensinar ma-
trizes e determinantes no ensino médio, como tabelas de números e um número
associado a uma matriz, respectivamente, as definições das operações matri-
ciais e determinantes, assim como as suas propriedades, tornam-se bastante
artificiais. (JAHN, 2013, p. 4).

A autora sugere que o uso da Geometria pode ajudar a tornar estes conceitos mais natu-

rais, como também desenvolver a intuição sobre o assunto. Justifica que os aspectos geométricos

das matrizes e determinantes estão presentes em aplicações tecnológicas tais como em Com-

putação Gráfica, por exemplo. Mas essas aplicações práticas estão distantes da realidade dos

alunos do Ensino Médio, o que de certa forma, continua a não lhes fazer qualquer sentido.

Nas Diretrizes Curriculares da Educação Básica da Secretaria do Estado da Educação

do Paraná (DCE), matrizes e determinantes são citados no conteúdo estruturante Números e

Álgebra, que segundo as diretrizes, deve ser aprofundado no Ensino Médio:

[...] de modo a ampliar o conhecimento e domı́nio deste conteúdo para que o
aluno: conceitue e interprete matrizes e suas operações, conheça e domine o
conceito e as soluções de problemas que se realizam por meio de determinantes.
(PARANÁ, 2008, p.52).

No texto dos Parâmetros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCN 1997), não há

uma menção direta do conteúdo das matrizes e determinantes. Seria a intenção de eliminar esse

conteúdo do curŕıculo?

Há quem defenda que o aluno se sente motivado a aprender quando ele percebe que o

conteúdo a ser ensinado é necessário para a resolução de uma situação problema. Há autores
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que defendem que a situação problema precisa ser algo da realidade do aluno. Outros dirão

que esses problemas podem ser da própria Matemática. Nesse caso, uma das aplicações dos

determinantes, seria em possibilitar o cálculo da área de uma região triangular. Mas isso seria

uma motivação para os alunos?

3 O desinteresse e algumas estratégias para o professor

Um fator observado por nós estagiárias foi o fato dos alunos não demonstrarem muito

interesse com o estudo da disciplina de Matemática. Num primeiro momento atribúımos isso

somente às nossas aulas, mas pudemos verificar que não eram só com elas. As suas atitudes já

aconteciam quando ainda não éramos as responsáveis pelas aulas. A maioria dos alunos não se

importavam com as tarefas e faltavam bastante às aulas, inclusive em dias de avaliações. No

dia da avaliação que realizamos, dos 34 alunos da turma, apenas 14 compareceram à escola e

realizaram a avaliação.

Os PCNs (BRASIL, 1997) enfatizam que a Matemática costuma provocar duas sensações

contraditórias, tanto por parte de quem ensina como por parte de quem aprende: de um lado, a

comprovação de que se trata de uma área de conhecimento importante; de outro, a insatisfação

diante dos resultados negativos obtidos com muita frequência em relação à sua aprendizagem.

De acordo com o censo comum, sempre escutamos que uma das grandes dificuldades

na educação do nosso páıs é o desinteresse por parte de muitos alunos, por qualquer atividade

escolar. Alunos que frequentam às aulas por obrigação, sem, contudo, se preocupar com as

atividades básicas, como tarefas e avaliações.

Portanto, perante este problema, o que restaria ao professor, nos casos em que o aluno

apresenta-se desinteressado quanto ao saber? Ao refletirmos nessa pergunta começamos a ana-

lisar algumas coisas que ocorrem durantes às aulas de Matemática e recordamos de algumas

falas dos alunos. Na sequência, estão algumas delas: “A Matemática é importante para o fu-

turo, para conseguir um bom emprego”; “A Matemática ajuda a raciocinar”; “Nós precisamos

da matemática no nosso dia-a-dia”; “Tudo é Matemática”; “Eu gosto de Matemática porque

eu entendo”; “As aulas de Matemática são chatas”; “Aulas de Matemática são cansativas”;

“Quando eu gosto do professor eu gosto da matéria”; “Não sei pra quê tantas aulas de Ma-

temática na semana”. Por essas frases, é posśıvel observarmos diversos pontos de vista com

relação à Matemática que é ensinada na escola.

Pezzini e Szymanski (s/d) citando Kupfer (1995, p. 79), afirmam que “o processo de



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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aprendizagem depende da razão que motiva a busca de conhecimento”. Para as autoras:

Os alunos precisam ser provocados, para que sintam a necessidade de aprender,
e não os professores “despejarem” sobre suas cabeças noções que, aparente-
mente, não lhes dizem respeito. A forma de apresentar o conteúdo, portanto,
pode agir em sentido contrário, provocando a falta de desejo de aprender que
seria, para os alunos, o distanciamento que se coloca entre o conteúdo e a
realidade de suas vidas. Quando o aluno não percebe de que modo o conheci-
mento poderá ajudá-lo, como desejará algo que lhe parece inútil? (PEZZINI;
SZYMANSKI, s/d., p.2).

A Matemática é, de certo modo, rigorosa em suas aplicações e demonstrações, ela precisa

chegar bem próxima da exatidão para dar confiabilidade ao fenômeno estudado e isso com certeza

dificulta a ideia de provocar a necessidade de aprendê-la para a maioria dos alunos. Talvez por ser

tão ŕıgida provoca certo medo aos alunos que a acham dif́ıcil criando assim uma relação ŕıspida,

às vezes, até traumática que pode resultar em dificuldade, falta de interesse ou a rejeição. Isso

influencia o processo de ensinar.

Sem dúvida, ensinar é algo muito dif́ıcil e trabalhoso. E mais dif́ıcil se torna
quando as condições atrapalham. Mas é preciso que [...] o exerćıcio de ensinar
permaneça vinculado ao intento de promover as condições necessárias para,
transcendendo o instruir e o adestrar, auxiliar o encontro da inteligência do
educando com a vida, o encontro de sua sensibilidade com a pluralidade rica
do viver. (MORAIS, 1986, p. 6).

Entendemos que é preciso adotar métodos que nos auxiliem a mudar o ponto de vista

dos alunos com relação à Matemática. Alguns deles estão relacionados à postura e atitudes do

professor e não diretamente a alguma metodologia espećıfica.

Sabemos que os alunos gostam de professores que explicam bem a matéria, que os tratam

bem e com respeito. Alguns alunos gostam do atendimento individual (na carteira) dado por

alguns professores. Com esse atendimento individual o aluno cria a coragem necessária para

fazer perguntas e tirar dúvidas, que ele não faria em público, por medo de perguntar (PEZZINI;

SZYMANSKI). Isso deve ser aproveitado pelos professores.

Segundo Freire e Faundez, (1985, p. 46) a pergunta é o ińıcio da aprendizagem. “[...] o

que o professor deveria ensinar [...] seria, antes de tudo, ensinar a perguntar. Porque o ińıcio

do conhecimento, repito, é perguntar. E somente a partir de perguntas é que se deve sair em

busca de respostas.” Sendo assim, é necessário que se incentive o aluno a fazer perguntas e,

deste modo, podemos tentar sanar algumas dúvidas e preencher algumas lacunas que acabam

ficando no processo de ensino e aprendizagem.

De todo modo, precisamos ver os nossos erros e saber que boa parte do desinteresse dos

alunos pode ser reflexo de aulas desconexas com a realidade, de conteúdos sem ligações práticas

ao dia a dia, que muitas vezes proporcionamos aos alunos.
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Lógico que mudar isso não é uma tarefa fácil e que isso nem sempre é posśıvel atender

(como ocorrido durante nossa regência). Porém oportunidades de aplicações matemáticas podem

surgir naturalmente de observações de situações e ambientes que envolvem o cotidiano de todas

as pessoas. Nós como professores e licenciados atentos devemos reunir condições básicas de

estabelecer relações e desenvolver aplicações, afinal é nossa função apresentar na escola uma

Matemática como uma ferramenta útil e por mais que a tarefa seja ardua não podemos desisitir.

Talvez num primeiro momento, essas aplicações pareçam dif́ıceis de serem percebi-

das, mas a prática continuada levará ao nosso aperfeiçoamento e das atividades propos-

tas. Acreditamos que isso leve à diminuição do desinteresse, uma vez que estabelecida as

relações curŕıculo/realidade, logo os alunos tendem a compreender a importância da Matemática

aceitando-a mais facilmente, mesmo que continuem não “gostando” da disciplina.

4 Mais algumas reflexões

Consideramos que os alunos percebem que, nem sempre, seus mestres agem como es-

perado e que isso interfere em seu aprendizado. Muitas vezes não demonstramos aos nossos

alunos o interesse em ensinar, o interesse de estar ali junto com eles aprendendo coisas novas e

crescendo.

Com isso aprendemos que o desinteresse dos alunos nem sempre é “culpa” do conteúdo

a ser ensinado ou mesmo da própria Matemática, sabemos que nem todos os conteúdos nos

permite criar aulas diferenciadas (como determinantes), porém devemos fazer o posśıvel para

que os alunos estejam em contato com a matemática/realidade.

Num primeiro momento achávamos que o desinteresse dos alunos era devido ao conteúdo,

mas pudemos notar que haviam outros fatores envolvidos nessa problemática e que isso ocorre

em outras disciplinas também. Nossas aulas não tiveram muito sucesso -digamos não atraiu os

nossos alunos - não somente por conta da metodologia utilizada ou mesmo do conteúdo a ser

ensinado. Contudo em alguns casos esse desinteresse pode ser o resultado de anos em contato

com o ensino da matemática como algo sem significado e sem aplicação.

Percebemos que ser educador não é somente expor conhecimentos, não é apenas passar

informações, ensinar tabuadas, expor definições, apresentar o mundo sem significados.

Segundo Sanches ser educador é ter o sabor cuidadoso do afeto, é construir um ambiente

de discussões, de curiosidade e reflexão sobre o mundo, é abrir espaço para o criar, fazer e refazer,

é aprender a pensar, para aprender a ser o aprendiz/educador que ainda não somos.
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Sanches (2005) observa:

Para desvelar e recuperar a escola é preciso [...] buscar respostas nas teorias,
nas pesquisas, nas experiências bem sucedidas, [...] para ajudar na construção
de caminhos para a superação, transformação e construção da qualidade edu-
cacional. (SANCHES, 2005, p.81).

Aprendemos que devemos estar em constante reflexão acerca de nossa prática pedagógica

e assim melhorar a cada dia e estar em constante processo de desconstrução e construção da

prática educativa, das teorias e saberes que fundamentam o trabalho educativo.
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<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf>. Acesso em: 01 ago. 2016.

FREIRE, Paulo; FAUNDEZ, Antonio. Por uma pedagogia da pergunta. Rio de Janeiro:

Paz e Terra, 1985.

JAHN, Marta Lena. A geometria de matrizes e determinantes. Dissertação (Mestrado Pro-
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Resumo: Neste trabalho realizamos estudos acerca de equações diferenci-
ais, especialmente sobre o uso da Transformada de Laplace na resolução de
equações diferenciais com coeficientes não constantes. Direcionamos nosso
foco para duas equações espećıficas, a equação de Bessel, em que obtivemos
sucesso a partir da transformada e apresentemos a solução, e a equação de
Legendre, em que houve êxito a partir da técnica desenvolvida por Pierre
Simon Laplace.

Palavras-chave: Transformada de Laplace; Transformada de Laplace In-
versa; Equação de Bessel.

1 A Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace, ferramenta muito útil na resolução de equações diferenciais,

é o foco principal de nosso trabalho. Desenvolvida pelo matemático francês Pierre Simon Laplace

há aproximadamente 200 anos, esse método batizado com o sobrenome de Pierre nada mais é

do que uma transformada integral com algumas propriedades interessant́ıssimas que auxiliam

na resolução de equações diferenciais.

Definição 1. Seja uma função f definida para t ≥ 0. A integral

L{f(t)}(s) = F (s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt

será chamada de Trasnformada de Laplace de f , desde que a integral convirja.

Uma de suas principais propriedades é a linearidade pois∫ ∞
0

e−st[αf(t) + βg(t)]dt = α

∫ ∞
0

e−stf(t)dt+ β

∫ ∞
0

e−stg(t)dt,

segue que

L{αf(t) + βg(t)} = αL{f(t)}+ βL{g(t)}

Dessa forma podemos determinar a função f(t) tal que L{f(t)} = F (s) através da

Transformada de Laplace Inversa, outra transformação linear útil na resolução de equações

diferenciais.
1Rodrigo Luiz Langaro foi bolsista de Iniciação Cient́ıfica da Fundação Araucária.
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Definição 2. Se F (s) representa a Transformada de Laplace de uma função f(t), isto é,

L{f(t)} = F (s), dizemos então que f(t) é a Transformada de Laplace Inversa de F (s) e es-

crevemos f(t) = L−1{F (s)}(t).

Tanto para a Transformada de Laplace quanto para a Transformada Inversa de Laplace

apresentamos uma tabela de Transformadas e Transformadas Inversas das funções básicas, que

segue abaixo.

Tabela de Transformadas

(a)L{1} =
1

s

(b)L{tn} =
n!

sn+1
, n = 1, 2, 3, · · ·

(c)L{eat} =
1

s− a

(d)L{sen kt} =
k

s2 + k2

(e)L{cos kt} =
s

s2 + k2

(f)L{senh kt} =
k

s2 − k2

(g)L{cosh kt} =
s

s2 − k2

Tabela de Transformadas Inversas

(a)1 = L−1
{

1

s

}
(b)tn = L−1

{
n!

sn+1

}
(c)eat = L−1

{
1

s− a

}
(d) sen kt = L−1

{
k

s2 + k2

}
(e) cos kt = L−1

{
s

s2 + k2

}
(f) senh kt = L−1

{
k

s2 − k2

}
(g) cosh kt = L−1

{
s

s2 − k2

}

Nosso objetivo é usar a Transformada de Laplace na resolução de equações diferenciais.

Para isso, apresentamos dois resultados que podem ser obtidos através de uma construção re-

cursiva. O primeiro trata-se de uma potência n de t, em que a Trasnformada de Laplace de um
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 241
produto de uma função t pode ser obtida diferenciando-se a Transformada de Laplace de f(t).

Se F (s) = L{f(t)}, então

d

ds
F (s) =

d

ds

∫ ∞
0

e−stf(t)dt

=

∫ ∞
0

∂

∂s
[e−stf(t)]dt

= −
∫ ∞
0

e−sttf(t)dt = −L{tf(t)},

isto é

L{tf(t)} = − d

ds
L{f(t)}.

Em decorrência disso, temos

L{t2f(t)} = L{t.tf(t)} = − d

ds
L{tf(t)} = − d

ds

(
− d

ds
L{f(t)}

)
=

d2

ds2
L{f(t)}.

Dessa forma, podemos sugerir:

Teorema 3. Se F (s) = L{f(t)} e n = 1, 2, 3, · · · , então

L{tnf(t)} = (−1)n
dn

dsn
F (s).

O segundo resultado é de suma importância para nossos estudos, pois envolve a trans-

formada da derivada de ordem n, algo natural para quem busca resolver equações diferenciais

utilizando a Transformada de Laplace. Começando pela derivada de ordem 1 e integrando por

partes, temos

L{f ′(t)} =

∫ ∞
0

e−stf ′(t)dt

= e−stf(t)|∞0 + s

∫ ∞
0

e−stf(t)dt

= −f(0) + sL{f(t)} = sF (s)− f(0).

Levando em consideração que e−stf(t) → 0 quando t → ∞ (desde que s > 0) e com a

ajuda do que acabamos de concluir podemos encontrar uma expressão para Transformada de

uma derivada segunda, sendo

L{f ′′(t)} =

∫ ∞
0

e−stf ′′(t)dt

= e−stf ′(t)
∣∣∞
0

+ s

∫ ∞
0

e−stf ′(t)dt

= sL{f ′(t)} − f ′(0)

= s[sF (s)− f(0)]− f ′(0),



Anais da XXX Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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ou seja

L{f ′′(t)} = s2F (s)− sf(0)− f ′(0).

De forma análogam podemos mostrar que

L{f ′′′(t)} = s3F (s)− s2f(0)− sf ′(0)− f ′′(0),

o que nos leva a sugerir que

Teorema 4. Se f, f ′, · · · , f (n−1) forem cont́ınuas em [0,∞) e de ordem exponencial, e se f (n)(t)

for cont́ınua por partes em [0,∞), então

L{f (n)(t)} = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0),

onde F (s) = L{f(t)}(s).

A definição de função de ordem exponencial pode ser encontrada em Zill (2011), bem

como mais resultados acerca do tema em estudo.

Com essas ferramentas em mãos escolhemos duas equações espećıficas para aplicarmos a

Transformada de Laplace em sua resolução. Essas equações são a equação de Bessel e a equação

de Legendre, sendo que a segunda não é satisfeita utilizando tal método.

2 A equação de Bessel

A equação de Bessel é do tipo

ty′′ + y′ + ty = 0.

Aplicando a Transformada de Laplace e isolando Y (s) = L{y(t)}(s), temos que

L{ty′′}+ L{y′}+ L{ty} = 0

− d

ds
L{y′′}+ sY (s)− y(0)− d

ds
L{y} = 0

− d

ds
L{y′′}+ sY (s)− y(0)− Y ′(s) = 0

− d

ds
(s2Y (s)− sy(0)− y′(0)) + sY (s)− y(0)− Y ′(s) = 0

−2sY (s)− s2Y ′(s) + sY (s)− Y ′(s) = 0

−(1 + s2)Y ′(s)− sY (s) = 0

(1 + s2)Y ′(s) + sY (s) = 0
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(1 + s2)

1
2Y ′(s) +

1

2

2s

(1 + s2)
1
2

Y (s) = 0

((1 + s2)
1
2Y (s))′ = 0

(1 + s2)
1
2Y (s) = C

Y (s) = C(1 + s2)−
1
2 .

Podemos reescrever Y (s) como sendo Y (s) = Cs−1(1+s−2)−
1
2 . Vamos expandir o termo

(1 + s−2)−
1
2 em uma série binomial válida para s > 1. Sendo a série binomial um somatório

representado pela expressão

(1 + x)k =
∞∑
n=0

(
k

n

)
xn,

onde

x = s−2, k = −1

2
e

(
k

n

)
=
k(k − 1)(k − 2) · · · (k − n+ 1)

n!
.

Então,

(1 + s−2)−
1
2 =

∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(s−2)n,

sendo (
−1

2

n

)
=

(−1
2)(−3

2) · · · (1−2n2 )

n!

=
(−1)n

n!

(1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1))

2n

=
(−1)n

n!

1 · 2 · 3 · · · · · (2n− 1) · (2n)

2n(2 · 4 · 6 · · · · · 2n)

=
(−1)n

n!

(2n)!

2n2n(1 · 2 · 3 · · · · · n)

=
(−1)n

n!

(2n)!

22nn!
.

Substituindo isto, temos

(1 + s−2)−
1
2 =

∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(s−2)n =

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(2n)!

22nn!
(s−2)n,

e desta forma,

Y (s) = Cs−1
∞∑
n=0

(s−2n)
(−1)n(2n)!

(n!)2(22n)

= C

∞∑
n=0

(s−2n)(s−1)(−1)n(2n)!

(n!)2(22n)

= C
∞∑
n=0

(s−(2n+1))(−1)n(2n)!

(n!)2(22n)
.
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Curso de Matemática - UNIOESTE Campus de Cascavel 244
Aplicando a Transformada Inversa temos que

(L−1{Y (s)})(t) = L−1
{
C

∞∑
n=0

(s−(2n+1))(−1)n(2n)!

(n!)2(22n)

}
.

Podemos comutar a Transformada Inversa com o somatório (infinito), obtendo

(L−1{Y (s)})(t) = C
∞∑
n=0

L−1
{

(s−(2n+1))(−1)n(2n)!

(n!)2(22n)

}

= C

∞∑
n=0

(−1)n

(n!)2(22n)
L−1

{
(2n)!

s2n+1

}

Olhando para a tabela de Transformadas Inversas, temos que

L−1 (2n)!

s2n+1
= t2n,

e portanto,

y(t) = C

∞∑
n=0

(−1)n

(n!)2(22n)
L−1

{
(2n)!

s2n+1

}

= C
∞∑
n=0

(−1)n

(n!)2(22n)
t2n = C

∞∑
n=0

(−1)nt2n

(n!)2(22n)
.

3 A Equação de Legendre

A equação de Legendre de ordem α, com α > −1 é uma equação linear de segunda ordem

definida por

(1− t2)y′′ − 2ty′ + α(α+ 1)y = 0,

pode ser reescrita da seguinte forma,

y′′ − t2y′′ − 2ty′ + α2y + αy = 0,

com as condições iniciais, y(0) = 0 e y′(0) = 1.

Aplicando a Transformada de Laplace, temos que

L{y′′} − L{t2y′′} − L{2ty′}+ L{α2y}+ L{αy} = 0,

donde

[s2Y (s)− sy(0)− y′(0)]−
[
d2

ds2
(s2Y (s)− sy(0)− y′(0))

]
− 2

[
d

ds
(sY (s)− y(0))

]
+ α2Y (s) + αY (s) = 0.
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Substituindo nas condições iniciais, temos

s2Y (s)− 1− d2

ds2
(s2Y (s)− 1)− 2

d

ds
(sY (s)) + α2Y (s) + αY (s) = 0.

Resolvendo d2

ds2
(s2Y (s)− 1) separadamente, obtemos

d2

ds2
(s2Y (s)− 1) =

d

ds

(
d

ds
s2Y (s)

)
=

d

ds
(2sY (s) + s2Y ′(s))

= 2Y (s) + 2sY ′(s) + 2sY ′(s) + s2Y ′′(s).

Resolvendo a derivada da segunda, encontramos novamente o termo s2Y ′′(s). Se olhar-

mos para a equação de Legendre, veremos que sáımos de uma expressão desse tipo, na variável t,

e quando aplicamos a Transformada de Laplace voltamos a uma expressão assim. Logo, podemos

verificar que a Transformada de Laplace nem sempre é útil para se resolver equações diferenciais

com coeficientes variáveis, a menos que todos os coeficientes sejam, no máximo, funções lineares

da variável independente.
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