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Apresentacao

A Semana Académica da Matemadtica estd na sua XXX edicao. Este é o evento de
extensao mais tradicional promovido pelo Curso de Matematica, da UNIOESTE campus de

Cascavel. E um evento com periodicidade anual.

Na programagao da XXX Semana Académica de Matemaética figuram palestras, mini-
cursos e comunicagoes orais. As comunicacOes orais resultam da inscricdo dos participantes na

modalidade de apresentadores de trabalhos.

Nesta edi¢do da Semana Académica de Matemdtica, 26 trabalhos foram inscritos. Séo
em geral trabalhos resultados das pesquisas de Iniciagao Cientifica e de Monografia desenvolvi-
dos por alunos do curso de Matematica. Registramos também alguns trabalhos realizados por
professores do Curso de Matematica da UNIOESTE - Cascavel, e de alunos de outros cursos
que desenvolveram suas pesquisas com teor matemédtico. A apresentacdo destes trabalhos no
evento tem o objetivo de compartilhar com os colegas os conhecimentos adquiridos pelos alunos
e professores nos seus respectivos projetos. O registro destes trabalhos nestes anais servird para

que os futuros alunos possam também fazer uso deste conhecimento.

A comissdo organizadora agradece aos autores pelo envio dos trabalhos e também &
comissao cientifica pelas contribuicoes dadas durante o processo de avaliacdo e correcao dos

trabalhos.

A comissao organizadora.

Cascavel, Setembro de 2016.
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Modelo de otimizacao multiobjetivo em planejamento

radioterapico

Andressa Aparecida de Lima
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Discente do Curso de Matematica
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Simone Aparecida Miloca
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Resumo: Neste trabalho apresentamos conceitos introdutérios de oti-
mizagao multiobjetivo e um métodos de busca de solugao, denominado
Método da Soma Ponderada (Método dos Pesos). Apresentamos também
uma aplicacao envolvendo um problema da area da saude, relacionado ao
planejamento de tratamento radioterapico, mostrando sua formulacao ma-
tematica e testes numéricos.

Palavras-chave: Otimizagao; Método dos Pesos; Radioterapia.

1 Introducao

Em diversas areas do conhecimento, existe a necessidade de se fazer a leitura de um de-
terminado problema utilizando-se de estruturas que permitam auxiliar a busca de sua solugao.
A literatura apresenta varias técnicas e algoritmos que podem ser destinados a estruturar e solu-
cionar tais problemas, fazendo parte destas, as técnicas de Pesquisa Operacional (GOLDBARG;

LUNA, 2005).

Segundo Lopes, Rodrigues e Steiner (2013), a Pesquisa Operacional é uma area voltada
ao desenvolvimento de modelos matematicos e algoritmos para resolugao de problemas, como
planejamento florestal, avaliacdao genética de espécies, apoio a decisao para planejamento de em-
presas, alocagao de recursos, planejamento de produgao, roteamento de veiculos, planejamento
hidrelétrico, planejamento de redes elétricas, planejamento de tratamento em &reas da satude,
problemas de transporte, dentre outros. Os métodos desenvolvidos tem sido utilizados com
sucesso na obtencao de solugoes em problemas de otimizacao, destacando-se os algoritmos do
campo da Programagao Matematica (GOLDBARG; LUNA, 2005; TAHA, 2008; ZIONTS, 2006;
HILLIER F. S. ; LIEBERMAN, 2005).

A ideia geral em um problema de otimizacao é construir uma funcgao denominada fungao

objetivo, que serd maximizada (ou minimizada) e estd sujeita a restrigdes de igualdade ou
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desigualdade. Matematicamente escreve-se:

Mazx f(x) (1)
sujeitoa  hi(z) =0, i=1,..,m 2)
gi(z) <0, j=1,...,n (3)

z e R" (4)

onde, f: R" - R, g : R" - R, h: R" — R sao fungoes continuas, geralmente diferencidveis

(RIBEIRO; KARAS, 2013).

Conforme as caracteristicas do conjunto de restrigdes e as propriedades das fungdes ob-
jetivo, teremos os diferentes problemas de otimizagdao. Por exemplo, as fung¢oes envolvidas no
problema podem ser continuas ou nao, diferencidveis ou nao, lineares ou nao. O caso particular
em que a funcdo objetivo e as fungoes que definem o conjunto de restrigoes sao fungoes lineares é
conhecido como um Problema de Programacao Linear (PPL) e pode ser resolvido por métodos

especificos, como o Método Simplez (RIBEIRO; KARAS, 2013).

Por outro lado, um problema de otimizagao multiobjetivo é caracterizado por um vetor
p-dimensional de funcoes objetivo (7) e uma regiao vidvel X, como em (6). No entanto, ao invés
de buscar uma unica solugao, procura-se um conjunto S de solugoes, denominadas solugoes

nao-dominadas (ou Pareto-Otimas).

z(x) = [21 (), 22 (2) 55 2p (2)] ()

e X.

Aborda-se neste trabalho, problemas da natureza da Programacao Linear. Fazemos
uma introducao a conceitos de otimizacao multiobjetivo e um dos métodos de busca de solucao
denominado Método dos Pesos é descrito. Um modelo de otimizagao multiobjetivo é apresentado

considerando um problema sobre planejamento de tratamento radioterapico, apresentado por

Craft(2014).

A técnica de radioterapia é uma alternativa para o tratamento de cancer. Este tipo
de tratamento se fundamenta no bloqueio ou destruicao da divisao celular das moléculas de
DNA que compoe o tumor e consiste em irradiar o tumor de forma a maximizar o efeito de
radiacao sobre os tecidos afetados, minimizando os impactos nocivos sobre os demais tecidos do
organismo. O problema é modelado com de otimizagao multiobjetivo e tem natureza conflitante
na tomada de decisao pois uma vez que se maximiza a intensidade de radiagao no tumor pode-
se afetar muitas células de tecidos saudaveis, mas minimizar a intensidade de dose em tecidos

sauddaveis pode nao destruir as células de tecido de tumor.
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2 Otimizagao Multiobjetivo

Um problema de otimizacao mono-objetivo é caracterizado pela procura de uma solugao
6tima (valor méximo ou minimo) de uma funcdo, chamada Fungao Objetivo como em (1), que

satisfaca a um conjunto de restri¢oes escrito na forma (2) e (3), apresentados na introdugao.

O conjunto X dado em (6), formado pelas restrigdes do problema, é denominado conjunto

vidvel (regido vidvel ou ainda regido factivel).

X={z:2eR" gi(z) <0,2; > 0para todo i e j}. (6)

Um problema de otimizacao procura um elemento z* na regiao vidvel X que é o maior

valor para z(z), ou seja, max z (z) = z (z*).

Dentre os algoritmos existentes para obtencao de solugao, estao os que pertencem ao
campo da Programagao Matemdtica. Os algoritmos sao desenvolvidos dependendo de carac-
teristicas dos modelos. Os da Programacao Linear (PL) s@o algoritmos utilizados em modelos
cujas varidveis sao continuas e apresentam comportamentos lineares tanto em relagao as res-
trigdes como & funcao objetivo. Os algoritmos de Programagao Nao Linear (PNL), destinam-se
a problemas que exibem qualquer tipo de nao linearidade, seja nas restricbes ou na funcao ob-
jetivo. Os da Programacao Inteira (PI), para modelos que consideram varidveis que nao podem
assumir valores continuos, ficando condicionadas a assumir valores discretos. Deixamos as re-
feréncias Goldbarg e Luna (2005), Taha (2008), Zionts (2006) e Hillier F. S. ; Lieberman (2005)

para maiores informacoes.

Por outro lado, um problema de otimizagao multiobjetivo é caracterizado por um vetor

p-dimensional de funcoes objetivo dado em (7) e uma regiao vidvel X, como em (6).

z(x) = [21(2), 22 (2) 5., 2p (2)] (7)

r e X.

No entanto, ao invés de buscar uma tinica solugao, procura-se um conjunto S de solucoes,
denominadas solugoes nao-dominadas, que é um subconjunto de X construido como na Definicao

1.

Definigao 1. Dado um conjunto de solugoes vidveis X, o conjunto de solugoes nao dominadas

¢é denotado por S e definido como

S ={x: 2z € X, onde ndo exista nenhum outro 2’ € X tal que

2q (2') > z4 (z) para algum g € {1,2,...,p} ez, (2') > 2z (x) Yk # q}.
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Uma das diferencas entre as fungdes mono-objetivo e multiobjetivo é que na otimizagao
multiobjetivo as fungoes objetivo constituem um espago multidimensional, que denominaremos
espago objetivo, Z. Para cada solugao vidvel x no espago de decisao X, existe um ponto no
espaco objetivo Z, denotado por f(z) = z = (21, 22, ..., zar)”. Os algoritmos nesta rea tem a

tarefa de encontrar as solucoes nao dominadas.

O conceito de solugoes nao dominadas aparece na literatura com os nomes Pareto Otima
ou Solucao Eficiente. A otimizagao multiobjetivo é, por vezes, chamada de otimizacao vetorial,

porque um vetor de objetivos é otimizado em vez de um tnico objetivo.

2.1 Método dos Pesos

O método dos pesos (ou soma ponderada) consiste em combinar as fungoes objetivos
em uma unica fungao objetivo por meio de um vetor de pesos w, e as suas restrigoes iniciais.
Em outras palavras, o problema multiobjetivo é transformado em um problema mono-objetivo.

Assim, um método de otimizagao mono-objetivo é utilizado para gerar solugoes.

Matematicamente, a funcao objetivo segundo o método dos pesos, pode ser apresentada

como em (8).

maz  z(zx) =Y, wiz () (8)

s.a. a r e X.

Em problemas com conjuntos convexos, o algoritmo gera diferentes retas suportes defi-
nidas pelos pesos w;. Ja em conjuntos nao-convexos, nem todos os pontos nao dominados as

admitiriam, e assim, nao geraria todas a solucdes nao dominadas.

3 Modelo Multiobjetivo de Planejamento Radioterapico

Um importante problema de aplicacao envolvendo multiplos objetivos é relacionado ao
tratamento radioterdpico, o qual consiste determinar a quantidade da dose de radiacao x, cuja
unidade de medida é o Gray (Gy), a ser emitida em um tumor de modo que seja a mais préxima

da prescrita pelo médico e que atinja minimamente os demais tecidos (Ehrgott; Holder, 2009).

O problema é modelado considerando uma regiao do corpo humano obtido de um corte
de imagem tomografica, que é segmentada e discretizada. As regioes sdo representadas por uma

rede de pixels, no caso de uma imagem bidimensional, ou uma grade de voxels, quando se tem
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uma imagem em 3D, onde cada pixel ou voxel é considerado parte de tecido saudavel, nobre ou

do tumor, como mostrado na Figura 1.

(a) Tomografia (b) Segmentagio (c) Discretizacéo

Figura 1: Segmentacao e Discretizacao (Goldbarg,2009)

Para a contrugdo do modelo parte-se do fato de que k angulos (feixes) de radia¢ao sao
previamente definidos, bem como alguns subangulos (subfeixes). Também assume-se conhe-
cida a matriz de dose (D), construida considerando cortes de imagens tomograficas, contendo

informacoes de atenuagao de radiacao nos tecidos, que é emitida pelos feixes.

Uma formulagao matematica genérica para o problema é apresentado por Craft et. al.
(2014). O modelo geral considera a matriz de absorcao de dose D, cujas linhas contem informagao
da absorcao de dose em cada voxel segundo um conjunto de subfeixes (colunas da matriz),
oriundo de todos os feixes considerados no problema. Ou seja, a matriz D é uma concatenacao
das matrizes individuais de cada feixe. Seja x o vetor das fluéncias de dose dos j subfeixes e d
o vetor de dose nos voxels. O conjunto C representa um conjunto de restrigoes relacionadas a

limites de dose para os diferentes tecidos. O problema escrito na forma matricial é dado em (9).

Min £ (d) (9)
s.a. Dz = (10)
deC
x>0

A funcao objetivo pode ser escrita de diversas maneiras, uma delas é apresentada por
Holder(2003) que considera a minimizagao de desvios de dose nos tecidos. Exemplos numéricos
foram estudados, elaborados e implementados usando os softwares Scilab e Lingo. Os resultados

apresentados em Lima (2015).

Um modelo especifico considerando uma fungao objetivo linear, poderia ser escrito esco-
lhendo f(d) como sendo a dose média para uma determinada estrutura (orgaos nobres, saudaveis

ou de tumor). Considere como funcao objetivo, a minimizagao da dose média que atingird os
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tecidos nobres (dy) e os tecidos sauddveis (dg) e maximizagdo da dose média recebida pelo

tumor (dr), o problema multiobjetivo poderia ser escrito, segundo o Método dos Pesos como:

Min dyx (11)
Min dsx (12)
Max drx (13)
s.a. Dpx > dy (14)
Dyz < dgp (15)
Dgx < dg; (16)

x>0

Onde,
(a) dy, dg e dp sao vetores que indica a atenuac¢ao média de dose nos pixels nobres, saudaveis
e de tumor, que sao atingidos por cada subfeixe.
(b) x é o vetor que quantifica a emissao de radiagao de cada subfeixe j.

(c) Dy, ; € a matriz de de atenuacao de dose para os tecidos nobres, Dy, ., ¢ a matriz de de

atenuacao de dose para os tecidos de tumor.

(d) dit é o vetor que indica os limites de dose inferior para tecidos de tumor, dg, é o vetor que
indica os limites de dose superior para tecidos nobres e dgs é 0 vetor que indica os limites

de dose superior para tecidos saudéveis.

As Restrigoes (14) indicam que os tecidos de tumor nao podem receber dose inferior a

dit. As Restrigoes 15 e 16 indicam os limites superior de dose para tecidos nobres e saudaveis.

Este tipo de problema pode admitir varias solugoes pareto-étimas e por isto, é necessario

a andlise do decisor que tera a opcao de escolher uma solugao que seja intermedidria.

4 Resultados Numeéricos

Os testes numéricos que apresentamos a seguir refere-se a um problema de planejamento
de tratamento radioterapico para um caso ficticio de cancer descrito por Craft et.al. (2014). Em

seu artigo, ele chama este caso de TG119.
O modelo implementado é apresentado em (17), ja escrito segundo o método dos pesos.

Min f(d) = widyz + wedsx — wadpx (17)
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s5.a. Drx > dy (18)

x>0

onde w;, 7 = 1,2, 3, indicam os pesos atribuidos para cada objetivo. Os valores minimos para

dose em tecidos de tumor foram d; = 1. Os dados para este caso constam na Tabela 1.

Tabela 1: Dados de entrada para o caso TG119

Numero de feixes 5
Numero de subfeixes 418
Numero de voxels de tumor 7429
Numero de voxels de tecidos nobres 1280
Numero de voxels de tecidos saudéaveis | 599440

Este modelo um total de 418 varidveis e 7429 restrigoes. A Fronteira de Pareto gerada
para diferentes vetores de peso, considerando os valores para as fungoes objetivo relacionada a
tecidos nobres (eixo x) e tecidos de tumor (eixo y) é mostrada na Figura 2. Observa-se o que
ocorre em problemas multiobjetivos, um ponto bom para um problema de minimizacao nao o
é para o problema de maximizacao. Dai a importancia do decisor no processo de escolha de
solucao.

Fronteira de Pareto - Caso Tz119
55 T T T T T

in
L+
Q
1

e L
n I n
T T T
o
| | |

i
T
1

Funcao objetivo - tecido tumor
— [
— o [ o
T T T Im‘
1 1 1 |

=
"
T
1

0 1 1 l l l
0 1 2 3 4 5

Funcéo objetivo - tecido nobre

Figura 2: Fronteira de Pareto
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A Figura 3 mostra a regiao tomogréafica (CT) para o problema otimizado segundo Teste
1, que considera pesos iguais na fungao objetivo, e a Figura 4 mostra a regiao tomografica (CT)
para o Teste 2, que considera peso igual a zero para a funcao objetivo relacionada a tecidos de
tumor e peso igual para os demais tecidos. Observe que quando se dd o mesmo peso para os trés
objetivos, a regiao de tumor é atingida e tecidos nobres e saudaveis procuram ser preservados,
mas quando se retira a fungao objetivo (nao hé prioridade) relacionada a tecidos de tumor, a

dose entregue nos voxels de tumor é bem menor.

Caso TG119 Caso TG119

40 40

G0 G0
s0 S0
100 100
120 120

140 140

160 180

40 G0 50 100 120 140 160 40 G0 50 100 120 140 160

Figura 3: Regiao CT - Teste 1 Figura 4: Regiao CT - Teste 2

5 Conclusoes

Devido o grande avancgo tecnoldgico, tornou-se possivel obter imagens em 3D do interior
do paciente com cancer e isto contribuiu significativamente para o avango de pesquisas sobre o

assunto incluindo a otimizacao matematica para o planejamento do tratamento do cancer.

O objetivo deste trabalho foi o estudo de otimizagao multiobjetivo, modelos e exemplos

de aplicagOes em areas promissoras de pesquisa, como em problemas de tratamento radioterapico.

Os testes computacionais realizados com dados apresentados na literatura (Craft, 2014),
é um caso préximo da realidade, pois se trabalhou com dados de imagens tomograficas reais e
permitiu observar a importancia da teoria estudada. Devido a localizagao da regiao tumoral,
percebemos a dificuldade de realizacao de planos de tratamento, principalmente planos otimi-
zados. No caso TG119 observamos que a mudanca do vetor de pesos modifica os resultados,

deixando para o decisor a escolha da opg¢ao a ser utilizada.

180
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Resumo: Neste trabalho estudaremos defini¢ées para derivadas fracionérias,
segundo Riemann-Liouville e Caputo; a definicao de integral fracionéria para
Riemann-Liouville e as versoes fracionarias do Teorema Fundamental do
Calculo, segundo Riemann-Liouville e Caputo. Para chegarmos ao Teorema
Fundamental do Célculo Fraciondrio, faremos um estudo preliminar sobre a
definicao de funcao gamma e do produto de convolugao. Também estudare-
mos a Lei dos Expoentes para derivadas e integrais de ordem fraciondria na
versao de Riemann-Liouville.

Palavras-chave: Riemann-Liouville; Calculo fracionario.

1 Funcao gamma

Definicao 1 (Funcao gamma). A integral imprépria abaixo é chamada de fungao gamma de x.
o0
I'(z) = / t@Detqs.
0

Essa definicao foi usada por Euler em seu texto Institutiones calculi integralis, em 1768.
Algo interessante a se destacar sobre a funcdo gamma é o seu comportamento fatorial quando

restrita ao conjunto dos naturais, motivo pelo qual é chamada de fatorial generalizado.

Proposicao 2 (Fatorial Generalizado). Considere a fung¢do gamma de x,entdo, VYn € R vale,
I'(n+1) =nl'(n).

Sen € N, entdo

I'(n)=(n-1).

Prova. Iniciaremos provando a primeira parte do teorema, em seguida usaremos o Principio da

Indugao Finita para demonstrar a segunda. Usando integragao por partes,

I‘(n—l—l):/ t"e~tdt
0

o0

o
= —t"e_t‘o +/ nt" e tdt
0

10O autor agradece o apoio financeiro oferecido pelo CNPq através da bolsa de iniciacio cientifica.
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I'(n+1)

Agora, mostraremos que a segunda parte do teorema é valida, mostrando primeiramente, que

vale para n = 1.

Agora, supomos que vale qualquer

I'(1) :/ e tdt
0
= —eit‘oo
0
= lim (—e_t)+l
t—o0
F(l) =1=0.

valor de n, ou seja, I'(n) = (n — 1)! e mostraremos que vale

para n + 1, usando o fato provado na primeira parte do teorema.

I'(n+1) =nl'(n)
=n(n—1)!

=nl!

2 Produto de convolucao

Defini¢ao 3 (Convolugao). Sejam

f e g duas fungoes, chamamos de produto de convolugao de

f e g, denotada por (f * g)(x), a integral abaixo,

(f*g

desde que ela exista.

)(z) = / " f(w) - 9z — u)du,

3 Integral fracionaria por Riemann-Liouville

Definicao 4 (Integral fracionaria por Riemann-Liouville). Sejam v um ndmero real maior que

zero, [ uma func¢ao continua por partes em (0,00) e integravel em qualquer subintervalo de



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 2 1

[0,00). Entao para t > 0 definimos a Integral de ordem v de Riemann-Liouville da fungao f,

denotada por J¥ f(t) como sendo:

1 t
JUf(t) = / t—s)"Lf(s)ds
=15 (5
Exemplo 1 Calcular J”t", com n > 0.

1 t
JU" = / (t—s)" " Ls"ds
I'(v) Jo
1 t v—1
= / {t(l — f)} s"ds,
L'(v) Jo t
s U
fazendo u = —, temos — = -~ = ds = tdu,
t ds t
J L / (- )
Vit = —— [t( —u)] ut) tdu
L'(v) Jo
L 1
= (1 —w)’ " u"du
f ),
tV-‘rTL 1 1
= (1 —uw)’ du,
/@) J, 0w
9 du
realizando outra mudancga de varidvel, u = sen“f, obtemos W= = 2senfcosb,
s 2n+1 2041
JU" = 2/ sen®"t1hcos* 1040
I'(v) Jo

Definiremos uma fungao B(a,b) = 2 fog sen??~10cos?~10df. Considere T'(p)T'(q):
I'(p)'(q) = / e “uP~ 1du/ e Yv?tdy

/ / —(utv) g p=1y,a- ldudo,

dv
trocando novamente as variaveis, u = z2 :> — =2rev=y’=> — =2,

dy

= 4/ / (@®+y?%) 2p—2y2q_2xydxdy
— 4/ / (z +y 2p—1y2q_1dxdy,

agora, introduzindo coordenadas polares x = rcosf, y = rsenf, temos:
= 4/ / e (rcosf)?P~ 1 (rsenf)?? 1rdrdf

2
= / / e T P21 0662 hsen?4 1 9drde
o Jo

= (2 /og sen2q*190082p*19d0> </000 e*r2r2p+2q*1dr>

oo
0
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dt
sendo t = r? = Ee 2r, temos
T

donde segue que

L'(p)L'(q)

I'(p)I'(q) = B(qg,p)I'(p+q) = B(g,p) = TpTq)

voltando ao ponto no qual definimos B(a, b)

v+n

t
l/tTL —
T =T

T (W) (n+1)
T T(v+n+1)

F(” + 1) tu—i—n
I'v+n+1) ’

B(n+1,v)

Jth —

4 Lei dos expoentes para integrais fracionarias de Riemann-

Liouville

No céalculo tradicional, onde as ordens de integracao sao inteiras, o operador integral

possui uma propriedade importante, sabemos que
JnJm = gntm

onde n, m € N. Essa equacao é chamada de Lei dos Expoentes para integrais, nesta se¢cao iremos
provar a Lei dos Expoentes para integrais fracionarias de Riemann-Liouville. Queremos mostrar
que para «, 8 > 0 vale

JoJP = Jots,

Proposicao 5 (Lei dos Expoentes para integrais fracionarias de Riemann- Liouville). Sejam

JOf(t), JBf(t), integrais de Riemann-Liouville de ordem o e § de f(t), entdo vale:

JUTPf(t) = JHBf(1).

Prova. Vimos anteriormente que:

JUf() =

entao, vamos definir a funcao auxiliar:
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com « > 0, onde ® é nula para ¢t < 0. Deste modo

T F() = Ba(t) = F(la)ta-l « f(8),

com « > 0, vamos mostrar que @ (t) * P5(t) = ®,43(t). Da definigao de produto de convolucao

temos
t Sa—l (t _ 5)6—1
D, (1) x gt :/ ds
&0 =), T T3
1 ' a—1,8-1 A
= F(a)F(ﬁ)/O (1 g) T ds
-1 t 1 s\B-1
= — a— 1 -
F(a)F(ﬂ)/o H1=3) s
. S du 1
fazendo a mudanca de varidavel u = " = =1 = tdu = ds,
-1 ! 1 8-1
O, (t) x Pg(t) = ———— ) (1 —w)”d
(0 85(0) = g . (01— 0
toz-i-ﬁ—l 1 o B
:F(a)f‘(ﬁ)/o u 1(1—u)5 Lu,

notemos que a integral acima é justamente a definigdo da funcao B(«, 3) usada no Exemplo 1,

du
apenas realizando a mudanca de varidveis u = sen?(t) = —— = 2sen(t)cos(t), visto que

dt

1 us
/ w1 — )P du = 2/2 sen®*"1hcos*~10do
0 0

entao usaremos o mesmo resultado obtido anteriormente,
rotB—1
L()I'(B)
_ P (o)D)
L()I'(B) T'(a+B)

ta-‘rﬂ—l
CEY)

= (I)orl-ﬁ (t)

Do (t) * p(t) = B(a, B)

Escrevendo J*JB f (t) como um produto de convolugao

JOTPf(t) = @ x JPf(2)
= 0o (t) * Pp(t) - f(2)
= Qapp(t) * f(2)
= J*MPf(t).
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5 Derivada fracionaria por Riemann-Liouville

Definicao 6 (Derivada fraciondria por Riemann-Liouville). Seja € R, m o menor inteiro
maior que e v = m — u, de modo que 0 < v < 1. A derivada fracionéria de ordem u por

Riemann-Liouville de f(z), com 2 > 0 é
Dy, = D™[J" f(x)],

onde D™ é a derivada de ordem m inteira e J¥ é a integral fracionaria de ordem v de Riemann-

Liouville.

1
Exemplo 2 Calcular D3, t.
1 1
D%t = D'Jzt,

como vimos no Exemplo 1, a integral acima vale

1
2 1
D3t =D

1 3-1 1
D}QBLt: 3 t2
23z
4
2 1
:7t2

6 Derivada fracionaria por Caputo

Definigao 7 (Derivada fraciondria por Caputo). Seja € R*, m o menor inteiro maior que p
ev=m—pu, de modo que 0 < v < 1. A derivada fracionaria de ordem p por Caputo de f(x),
com x >0 é

D¢ = J D™ f(x)]

novamente, D" é a derivada de ordem m inteira e J¥ é a integral fracionaria de ordem v de

Riemann-Liouville.

1
Exemplo 3 Calcular DAt.

1
D2t = J2D'
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= Jz1,

pelo Exemplo 1, temos

pelo fato provado na Proposigao 2,

7 Lei dos Expoentes para derivadas fracionarias de Riemann-

Liouville

Novamente do cédlculo tradicional, com ordens de derivagao inteiras, o operador derivada

possui a seguinte propriedade chamada de Lei dos expoentes para derivadas:
Dan — Dner

onde n,m € N. No entanto, para a derivada de ordem fraciondrio, esta igualdade nao se cumpre
em todos os casos. Podem ser dados alguns contra exemplos para mostrar isso, mas apenas

citaremos os casos que podem ocorrer na definicao dada por Riemann-Liouville:

D%LDJ%L = Df%LD%?L ' D?;LFB
D%LD}%L 7’é Df%LD?%L = D?%szﬁ

onde o, 8 > 0.

8 Riemann-Liouville

Proposicao 8 (Teorema fundamental do célculo fracionario por Riemann-Liouville). Sejam
a € RY en € N* tais que n — 1 < a < n. Suponha f uma fungdo continua em um intervalo
[a,b], entdo para t € |a,b], entdo

Dy [J2f ()] = f(2)
e se D%, f(t) existir e for integrdvel, entdo

" (t — )k

JDg )] = ft) = W(Dn_k(ﬂ_af))(a)-
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§

Prova. Para a primeira parte do teorema, pela Definicao 6 e a Proposicao 5, temos

Dy [Jf(6)] = D[ (Jf(1))]
= D"[J"TOT ()]
= DT f(#)]
= f(®).

Para a segunda igualdade, temos

JoDf(t)] = F(la) / (t — 571Dy f(5)ds

AR

Mas temos que

o |9 pteses = b [ o e o) as
Na+1) /, RL CT(a+1) /), dsm
integrando por partes, fazendo u(s) = (t—s)% e gg = ds” ~[J"* f(s)] e obtendo % = —a(t—s

ev(s) = ;;:1 [J"~%f(s)], usando também a Proposi¢ao 2 chegamos a

F(Oﬁ‘l)/a (t —8)* Dy f(s)ds = Tla+1) [(t —5) o1 [J f(S)L:a
o ¢ —1
+ 1“(a—|—1)/ (t — S)a [J"_O‘f(s)]ds

CT(a+1) dn—1
e [ 0 e s

Integrando por partes novamente, obtemos,

ds”
(t—a)® (d“ L= af)
1

F(a1+ 0 /at(t —5)*Dx f(s)ds = —Igt(;j)f) (dn_;gn;af])(a)
s [ s

foe (e )

- (W

1 ! a2dn2na
+F(a—1)/a(t_5) o2’ f(s)ds,

integrando por partes repetidamente até que nao hajam mais derivadas em s, temos
1 ! a Do (t — a)a dnil[Jniaf]
o J, 9 Phas s =~ (e @
(t _ a)afl d”fz[(]nfaf]
T T(a) < den—2 )(“)
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(t _ Oé)afnJrl

t
+P(a_n+1)/(t—s)o‘_"J”_o‘f(s)ds
(t_aa k+1 drn— kJn af

N I‘a—k+2( dtn—k
n t ak—i—l dn— kjn af
I S L e )

Voltando ao inicio de nossa prova, temos

)(a) + Joc—n-i-ljn—ocf(t)

s @) = [ [ -9 Dpsas]

dt
B d d n (t— a)afk+1 dnfkjnfaf
- &Jlf(t) At &= T(a-k+2) ( dtn—* >(a)
~(a—k+1)(t—a)*F dn R f]
_f(t)_; T(a—k+2) (T @
n —a a—k n—k
= 1) - F((Ifa - 13: 1) <c(lit”—k [‘]n_a'ﬂ) (a).

9 Caputo

Agora o teorema fundamental do célculo na versao de Caputo. Como na versao de
Riemann-Liouville também temos D[J*f(t)] = f(t) e portanto vamos nos concentrar na se-

gunda expressao. Esta difere do resultado da se¢do anterior.

Proposigao 9 (Teorema fundamental do célculo fraciondrio por Caputo). Sejam o € R e

n € N* tais quen — 1 < o < n. Se f possuir derivada de ordem n continua em |a,b], entdo

no Nk
rEse) = 10 - Y 0,
k=0
Prova. Temos que
dn
JADEFW)] = T L ()
= I )
_ 1 t 1 qn
= /a (t—s) T (s)ds.
Integrando por partes chegamos a
« «a _ 1 ! n—1 d"
PDEIO] = gy [ (= o ()
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1 P L t n—1 3 . qr—1
- m [(t - )" 1d3”_1 f(s)} s=a + ((n — 1))! /a (t—s) 2ds”_5f(s)ds
t— )L dn—l 1 t dn_l
- _((nil)l)! (dsn?f)(“)* CETN A gt/ ()ds
Integrando por partes novamente,
t —a)" dn—1f 1 t I L
reiogs) =~ (S @+ g [ e s
t —a)" dr—1f 1 g A2 t
TL — 1 ! ( dsn— 1 ) ( ) [(t B S) 2d8n_2 f(S)} s=a

n — t 2
+ ((n — 22))' /a (t =)™ 3:118"_2f( )ds
(t _ a)n—l dn—lf (t _ a)n—? dn—2f
T (n—1)! <ds”—1>(a) - (n—2)! (ds"—2><a)

1 t . dn—2
+ (n—3)'/a (t—s) 3ds"*2f(8)ds

Repetindo o processo até a tltima derivada em s, temos

—a n—1 dn—l —a n—2 dn—2
TIPS )] = = (t(n —)1)! (ds”‘JlC)(a) B <t(n —)2)! (ds”—g)(a)

@)@ g [ fren
—a n—1 n—1 —a n—2 n—2
T (t(n —)1)! (is”—{) (a) - (t(n —)2)! (((iis”—J;) (a)

- ;,a>(j§)< )+ 1(0) ~ f(a)

! tfa

n—

(a).

k=0
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Resumo: As Tendéncias em Educacao Matemética (Resolugdo de Proble-
mas, Modelagem Matematica, Tecnologias em Educacao Matematica, Etno-
matemadtica, Investigagdo Matemédtica e Histéria da Matematica) estao pre-
vistas nas Diretrizes Curriculares para o ensino de Matemaética do Estado
do Parand. Acredita-se que uma proposta metodoldgica, fundamentada nas
Tendéncias em Educagao Matematica faga a diferenca na compreensao, no
significado e aplicacao do conhecimento matematico, e seja capaz de tor-
nar a matematica uma disciplina agraddvel, mais facil de aprender e de ser
ensinada. Assim no presente trabalho argumentaremos sobre como essas
Tendéncias se relacionam e consequentemente como podem vir a contribuir
significativamente no processo ensino aprendizagem se utilizadas de forma
adequada. Ressaltamos em nosso trabalho que todas elas podem estao inter-
ligadas, ndo havendo necessidade que o professor as utilize separadamente,
mas sim ha a possibilidade de interligar essas Tendéncias, pois se acredita que
a educacao inovadora pode ser um caminho para alcancar a aprendizagem,
sendo a sala de aula o local estimulante para que aluno possa mostrar sua
criatividade e seu potencial.

Palavras-chave: Tendéncias em Educacao Matematica; processo ensino
aprendizagem.

1 Introducao

Podemos observar que a Matematica é a disciplina que mais faz “inimigos”, muitos
alunos do ensino bésico nao gostam dela justamente por nao terem aprendido conceitos basicos
dessa ciéncia, necessarios para a construgao de novos conceitos ou até mesmo nao entenderem
alguns procedimentos praticos utilizados na resolucao de problemas e exercicios. Na busca de
proporcionar um ensino de matematica mais significativo, surgem as Tendéncias em Educacao

Matematica. Elas estdo previstas nas Diretrizes Curriculares para o ensino de Matematica
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do Estado do Parana (DCE) (PARANA, 2008). Acredita-se que uma proposta metodolégica,
fundamentada nas Tendéncias em Educacao Matemadtica possibilite uma melhor compreensao
e torne a construcao do conhecimento matematico mais significativo e seja capaz de tornar a

matematica uma disciplina agradével, facil de aprender e de ser ensinada.

Apresentaremos neste trabalho como as Tendéncias da Educacao Matemaética se relacio-
nam e o que as mesmas apresentam em comum; os aspectos motivacionais, o papel do professor

e do aluno.

2 As Tendéncias em Educacao Matematica

FEm geral as aulas de Matematica sao trabalhadas da mesma forma como era no século
passado, a chamada metodologia Tradicional, de modo que torna dificil despertar no aluno,
o qual vivencia nessa sociedade tecnolégica, o interesse pelos contetidos programéticos desen-
volvidos em sala de aula. Assim faz-se necessaria uma atitude de mudanca. Nesse sentido,
as Tendéncias em Educacao Matemadtica, orientadas pelas DCEs, (Resolugao de Problemas,
Modelagem Matematica, Tecnologias em Educacdao Matemaética, Etnomatemaética, Investigacao

Matematica e Histéria da Matemética) propoem novas formas de ensinar e aprender Matemaética.

Na utilizacao destas Tendéncias vé-se a importancia de um bom planejamento por parte
do professor, pois é preciso sair de sua “zona de conforto”, o que gera uma “quebra de rotina”,
fugindo das metodologias tradicionais que sao baseadas na reproduc¢ao do conteddo presente no
livro didatico. Para isso faz-se necessario uma prévia preparacao de sua aula refletindo sobre as
diversas situacoes e duvidas que podem vir a surgir, buscando evitar imprevistos para propiciar

aos alunos uma aprendizagem significativa.

Vemos a importancia desse planejamento também na fala de Carneiro e Passos (2014, p.

104) quando falam da utilizagdo de Tecnologias em Educagao Matemética:

O professor deve estar preparado para enfrentar muitos imprevistos, questoes e
duvidas as quais podera nao saber responder, muito mais que em aulas sem as
tecnologias. [...]. Existe necessidade da formagao continua do professor, pois as
TIC permitem novas formas de abordar os conteidos, o que requer um maior
dominio da matéria, assim como o conhecimento técnico.

Ainda segundo Fernando Carneiro e Carmen Liicia Brancaglion Passos (2014) a utilizacao
de tecnologias auxilia na formacao do cidadao, ou seja, levando o estudante a refletir sobre
aspectos sociais, politicos, culturais, entre outros. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais

(PCN) (1998, p. 140, apud CARNEIRO, PASSOS, 2014, p. 102) “a tecnologia deve servir para

enriquecer o ambiente educacional, propiciando a construcao de conhecimentos por meio de uma
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atuacao ativa, critica e criativa por parte de alunos e professores”.

Além disso, em todas as Tendéncias faz-se necessario um papel ativo do aluno, pois, por
exemplo, em uma aula que se faz uso de Tecnologias de Informagao e Comunicagao (TIC), se-
gundo Carneiro e Passos (2014) a dinamica da sala é alterada, os alunos trabalham em equipes e
“as possibilidades de elaboragao de conhecimentos sao muito diferentes das produzidas em aulas
sem as TIC, porque o estudante é um participante ativo desse processo”. Dessa forma, professor
e aluno tornam-se atores cooperativos, desenvolvem-se e constroem novos conhecimentos. A
relagao professor-aluno toma uma dimensao diferente daquela que ocorre normalmente na sala
de aula, em que o professor é a autoridade e o detentor do conhecimento, pois a construgao do
conhecimento se d&4 por meio do trabalho em conjunto, ambos sao responsaveis pela aprendiza-
gem. O professor precisa participar de forma ativa do processo de construcao do conhecimento

do aluno, sendo um mediador, motivador e orientador da aprendizagem.

Do ponto de vista da Histéria da Matematica, um fator positivo acerca da abordagem
histérica dos contelidos mateméticos, segundo Silva e Ferreira (2011, apud LOPES, FERREIRA,
2013), é permitir ao docente a previsao dos possiveis erros dos alunos. De acordo com Berlinghoff
e Gouvéa (2008, apud LOPES, FERREIRA, 2013), entender que muitas pessoas tinham dificul-
dades em lidar com certos assuntos matematicos, mesmo depois de um tempo de divulgagao de
suas ideias béasicas, “nos ajuda a compreender as dificuldades que os estudantes possam ter. Sa-
ber como foram superadas essas dificuldades historicamente também pode indicar um modo de
ajudar os estudantes a superarem tais obstdculos” (p. 3). Assim, estratégias e questionamentos
podem ser preparados antecipadamente pelo professor, promovendo sua postura como mediador

entre o saber e o aluno.

O resgate da histéria dos saberes matematicos ensinados no espago escolar, proporcio-
nado pela Histéoria da Matematica traz a construcao de um olhar critico sobre o assunto em
questao, proporcionando reflexdes acerca do conhecimento matematico e sua relacao com a rea-
lidade ja que podemos associar o surgimento de grande parte dos conhecimentos matematicos as
necessidades do ser humano. Como recurso em sala de aula, os PCN afirmam que a Histéria da

Matematica contribui para a construcao de um olhar mais critico aos objetos de conhecimento.

Além disso, conceitos abordados em conexao com sua histéria constituem-se veiculos
de informagao cultural, sociolégica e antropoldgica de grande valor formativo. “A Histéria
da Matemaética é, nesse sentido, um instrumento de resgate da prépria identidade cultural”.
(BRASIL, 1997, p.34 apud LOPES, FERREIRA, 2013). Lopes e Ferreira afirmam que a Histéria
da Matematica motiva os alunos no estudo, uma vez que eles podem comparar processos do

passado com os do presente, apontando sobre a evolucao de um determinado contetido, o que
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contribui para quebrar o mito de uma matematica pronta e acabada, que nao depende dos

esforcos humanos.

Também cabe ao professor a formacao critica dos seus alunos e as Tendéncias podem
vir a auxiliar para que eles entendam seu papel na sociedade podendo exercer sua cidadania.
Ubiratan D’ Ambrésio enfatiza isso quando fala do papel do Programa Etnomatemética, pois
ele cumpre o papel de formar jovens e adultos nos aspectos tanto criticos como de exercer a sua
cidadania. Dessa forma, o autor salienta que deve ser pensado um novo curriculo voltado para
o desenvolvimento da criatividade e da curiosidade para que exista uma postura critica e de
questionamento constante. Dessa forma, a matematica ensinada nas escolas deixaria de ter um
cardter perverso e alienante (D’AMBROSIO, 2008) e passaria a ser mais acessivel, mostrando a

sua importancia nos aspectos social, politico, econdémico e ideoldgico.

A etnomatematica defende que cabe ao professor se preparar para agir com novas
dinamicas, buscando aproximar a Matemaética a realidade dos alunos, com um olhar mais amplo
e com praticas que acolham os saberes e fazeres em todo contexto sociocultural dos alunos. Pois
assim podera caminhar lado a lado com seu educando, ajudando-o na construcdao do conheci-

mento.

Referindo-se & Modelagem Matemadtica os seguintes autores afirmam:

No ambiente de Modelagem, o aluno é incentivado a trabalhar em grupo, pos-
sibilitando o convivio social e o desenvolvimento do senso de cooperacao, res-
ponsabilidade, criticidade e comunicagao oral entre os membros do grupo. (SO-
NEGO, 2009, p. 21 apud QUARTIERI; KNIJNIK, 2012).
Caldeira (2005, apud KLUBER, BURAK, 2008) em sua proposta, diz que hé, enquanto
aprendizagem e uso de Modelagem, uma abrangéncia maior do que o simples ensino de contetidos

de matematica. Incitam-se decisoes concernentes a participacao dos alunos e professores como

cidadaos e agentes de mudancga da comunidade em que estao inseridos.

Biembengut (1999, p. 36 apud KLUBER, BURAK, p. 24, 2008) defende que a mode-
lagem é “um caminho para despertar no aluno o interesse por tépicos matemdticos que ainda

desconhece, ao mesmo tempo que aprende a arte de modelar, matematicamente”.

A Modelagem, proporciona ao aluno ser co-construtor do seu conhecimento, pois apre-
senta problemas didrios dos estudantes onde estes sao convidados a investigar por meio da
Matematica a solucao para os problemas, permitindo que o conhecimento matematico se torne

mais interessante e estimulante.

Acerca da Resolucao de problemas e da Investigacdo matematica, pode-se despertar a

criticidade de alunos, partindo de problemas sociais, politicos e econémicos que envolvam a
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Matematica.

A estratégia de Resolugao de Problemas, no ensino da Matemaética, deve voltar-se para
o desenvolvimento do pensamento criador, visto atualmente a sociedade vem exigindo cada
vez mais do ser humano sua capacidade criativa, buscando novos caminhos matematicos para
solucionar os problemas com que possam se deparar em seu cotidiano. E preciso tornar os alunos,
pessoas capazes de enfrentar situagoes e contextos varidveis, que exijam deles a aprendizagem
de novos conhecimentos e habilidades. Nesse sentido, um dos veiculos mais acessiveis pode vir

a ser a resolucao de problemas.

O professor deve ser capaz de estabelecer um espaco de discussao oral, onde o educando
seja levado a elaborar estratégias, apresentar hipéteses, fazendo o registro das solugoes encon-
tradas. Isto vem favorecer o pensamento matematico, passando a ser uma agao criativa. O
aluno pode resolver o problema através da oralidade, do desenho até chegar a possibilidade de

utilizacao dos critérios formais impostos pelas regras matematicas.

Investigar é descobrir o que nao se sabe. E esse o espirito de uma proposta pedagdgica de
Investigacao Matematica. Nesse processo o aluno é conduzido a investigar, a fazer conjecturas,
a realizar provas e refutagoes, discutindo os seus argumentos com colegas e professor. Nessa
proposta, a investigagao é encaminhada na resolucao de problemas ou exercicios. Na investigacao
o aluno é conduzido ao prazer da descoberta, motivado por um problema em aberto que podera

apresentar diferentes formas de resolugao.

Na Resolugdo de Problemas e na Investigagao Matematica, o professor tem o papel
de encaminhar as atividades e certificar-se de que os alunos entenderam o que foi proposto
e acompanhar o desenvolvimento do trabalho, nao dando respostas imediatas em relacao as
davidas que surgirem, mas colocar outras questoes fazendo com que os alunos reflitam, também
o professor precisa estar atento ao desenvolvimento das atividades para que os alunos possam

evoluir e se necessario intervir direcionando-os para que o objetivo da aula seja alcangado.

3 Relacgoes entre as Tendéncias em Educagao Matematica

As seis Tendéncias da Educagao Matematica analisadas estao todas interligadas. Perce-
bemos que hd um forte vinculo entre Resolugao de Problemas, Modelagem e Investigacao Ma-
tematica. Segundo Bassanezi (2002 apud QUARTIEI, KNIJNIK, 2012) a Modelagem apresenta
como caracteristica partir de uma situagao-problema da realidade ou de um recorte dela e a par-

tir destes desenvolver questionamentos que possibilitam ao aluno uma atitude de investigacao.
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Portanto est4 intimamente ligado a Resolugao de Problemas e a Investigagao Matemdtica. Ainda
vale ressaltar que esta pode ter vinculo com a Etnomatemaética, assim como destaca Caldeira
(2009, p.38 apud QUARTIERI; KNIJNIK, 2012, p.12) a Modelagem proporciona que os conheci-
mentos possam ser “construidos de acordo com os interesses sociais, politicos culturais, estando
profundamente relacionado a realidade do estudante”. Esse entendimento sobre modelagem é
pautado na indagacao, que nao é uma simples explicitagao do problema, mas uma atitude que
acompanha todo o processo de resolucdo. A indagacao conduz a investigacdo, sendo essa a

busca, selecao, organizacao e manipulacao de informagoes.

A Modelagem Matemaética é a arte de expressar por meio da linguagem Matematica si-
tuagoes-problema do dia-a-dia, sendo que tem estado presente desde os tempos mais primitivos.
Ou seja, a Modelagem ¢é tao antiga quanto a propria Matematica, surgindo de aplicagoes na
rotina didria dos povos antigos. A Modelagem Matemé&tica apresenta como caracteristica partir
de uma situacao-problema da realidade ou de um recorte da realidade e, sobre este, desenvolver
questionamentos que possibilitam ao aluno uma atitude de investigacao e uso de seus conheci-
mentos matemaéaticos para resolver as questoes propostas. Dessa forma, a Modelagem pode estar
estritamente ligada com a Historia da Matematica, Investigagao Matematica, Etnomatematica e
Resolucao de Problemas. A Modelagem Matematica, bem como a Resolucao de Problemas, po-
dem ser aliadas as Tecnologias em Educacao Matematica utilizando-se ferramentas no contexto

da informa&tica que podem vir a proporcionar aos alunos novas formas de aprender.

Na verdade, assim como a Modelagem, a Resolucao de Problemas também pode ser
articulada a Historia da Matematica tendo visto que as regras utilizadas para resolver os pro-
blemas eram apenas ferramentas para a obtencao do resultado correto. Os problemas mais
interessantes sao aqueles que nasceram no seio das necessidades de grupos sociais e culturais

(etnomatematica).

Assim, o professor pode trabalhar com Resolucao de problemas buscando contribuigoes

em outras Tendéncias como a Histéria da Matemaética e a Etnomatematica, pois:

Resolver problemas é uma parte integrante de toda a aprendizagem matematica
e, assim, ela nao deveria ser uma parte isolada do programa de Matematica.
[...] Os contextos dos problemas podem variar desde experiéncias familiares
envolvendo as vidas dos estudantes ou seu dia-a-dia na escola, até aplicagoes
envolvendo as ciéncias ou o mundo do trabalho. [...] Bons problemas dao aos
estudantes a oportunidade de solidificar e estender sua compreensao e estimular
nova aprendizagem. [...] Muitos conceitos mateméticos podem ser introduzidos
através de problemas baseados nas experiéncias familiares vividas pelos estu-
dantes ou de contextos matematicos (STANDARDS, 2000, p. 52 apud Nunes,
2010, p. 82).

E ainda Carlos Vianna (2000, p. 3-4) também afirma que:
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A Histéria da Matemadtica pode ser uma fonte relevante de problemas para
serem trabalhados na Resolugao de Problemas, o estudo da solugao dada aos
problemas reais que foram enfrentados em épocas diversas pode fornecer con-
tribuicoes relevantes para o desenvolvimento de técnicas de modelagem e para
o aprimoramento de modelos ja elaborados, o conhecimento da Histéria da Ma-
temdtica dos diversos povos entrelaca-se inevitavelmente com os trabalhos de
Etnomatematica...

A Etnomatematica também estd intimamente ligada a outras Tendéncias entre elas a
Histéria da Matematica, pois procura investigar o fazer matematico de diversos povos, fazendo
essa relagao com a Histéria, traz a matematica mais proxima do aluno e dessa maneira o edu-
cando entendendo como se deu a construgao do conhecimento encontrard sentido no que esta
aprendendo, compreendendo assim a evolucao dos conceitos matemaéticos ao longo dos tem-
pos. Além disso, proporcionar que os estudantes conhegam diferentes matematicas (ou etno-
matematicas), de povos desfavorecidos economicamente e politicamente, constitui-se como um
caminho para a valorizagdo do conhecimento que o préprio aluno traz consigo. Afinal, (re) co-
nhecer as contribuigdes de diferentes povos, fugindo de uma visao tnica da (etno) matemética
eurocentrista, possibilita atribuir valor & prépria cultura ao perceber-se inserido no contexto do

conhecimento escolar.

E de extrema importancia que em situagoes de ensino sejam consideradas as
contribuicoes significativas de culturas que nao tiveram hegemonia politica e,
também, que seja realizado um trabalho que busca explicar, entender e convi-
ver com procedimentos, técnicas e habilidades matematicas desenvolvidas no
entorno sociocultural préprio a certos grupos culturais. (MIGUEL; MIORIM,
2011, p.54 apud Lopes e Ferreira, 2013).

A Etnomatemadtica ajuda a compreender a Histéria da Matemaética e seus diferentes
caminhos de construgao fazendo o educando entender o mundo em que vive, propondo um
carater interdisciplinar. Nesse sentido, observa-se que a Etnomatemaéatica também estd ligada a
Historia da Matematica, assim como a Modelagem e a resolucao de problemas, de forma que o
educando possa realmente entender a aplicacao dos conteidos matematicos e ainda questionar

se os mesmos serao de fato uteis para a sociedade em que vive.

Ainda podemos buscar ajuda nas Tecnologias em Educagao Matemadtica, pois esta am-
plia a possibilidade de incorporar a Etnomatema&tica na educacao matematica, os recursos tec-
noldgicos facilitam experimentacoes mateméticas, contribuindo para o raciocinio légico e ainda

permite a circulacao e divulgacao de conhecimentos de diversos locais e diferentes povos.

Pode parecer contraditério falarmos em uma matematica sofisticada quando falamos de
Etnomatemadtica, mas justamente o essencial da Etnomatematica é incorporar a matematica
cultural, contextualizada, na Educacao Matemaética e o uso de midias amplia essa possibili-
dade, pois os recursos tecnolégicos tém favorecido as experimentacoes matematicas, visto que

o raciocinio l6gico com qualidade é essencial para situar-se no mundo moderno e chegar a uma
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nova organizacao de sociedade, que permita exercer a critica e andlise do mundo moderno que

vivemos.

Portanto, é possivel ensinar Matematica utilizando as Tendéncias da Educacao Ma-
tematica de forma articulada, por exemplo, a partir de um problema de uma situacao real,
pode-se buscar a sua solugao construindo um modelo matematico, o qual permite que o edu-
cando entenda que a Matematica nao é uma ciéncia pronta e acabada, mas que se desenvolve ao
longo do tempo, conforme visto pela Historia da Matematica, que aproveita os conhecimentos
que o educando tem de suas experiéncias fora do contexto escolar, mostrando caracteristicas
da Etnomatematica, e, ao solucionar o problema o educando pode realmente verificar se essa
solucao trouxe uma vantagem para a sociedade que ele vivencia, levando também nessa busca,

aspectos de investigacao, podendo-se também haver auxilio das tecnologias.

Enfim as Tendéncias em Educagao Matematica podem estar todas interligadas, sendo
que nao hé necessidade do professor seguir uma unica tendéncia, mas sim, trabalhar de forma

articulada entre elas.

4 Consideracgoes Finais

A Educacao Matematica precisa ser continuamente repensada de forma critica e reflexiva,
mediante aos avancos tecnologicos faz-se necessario a adequacao, a melhoria e a inovacao na
forma de lecionar. Sendo assim, o profissional de Educacao precisa conhecer as varias Tendéncias
para reconstruir sua pratica de ensino, transformando sua aula mais atrativa e interessante, vindo
a proporcionar ao educando a oportunidade de analisar, investigar e participar ativamente na
construgao do conhecimento. Trabalhar com as Tendéncias pode contribuir para o ensino e
aprendizagem, bem como abrir caminhos para uma aprendizagem significativa, onde o aluno

consegue visualizar a Matemaética em situacoes da sua vida didria.

Como ressaltamos em nosso trabalho que todas as Tendéncias estao interligadas, nao
havendo necessidade que o professor aborde cada uma delas separadamente, mas sim hé a
possibilidade de interliga-las, pois se acredita que a educagao inovadora e interdisciplinar pode ser
um caminho para alcancar a melhoria na aprendizagem, sendo a sala de aula o local estimulante

para que aluno possa mostrar sua criatividade e seu potencial.

Ademais se tem observado que varios professores ao trabalharem com as Tendéncias em
Educagao Matematica destacam o fator motivacional que elas tém. Elas proporcionam ao aluno

conhecer verdadeiramente a matematica, pois os conhecimentos mateméticos ensinados na escola
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aparecem descontextualizados e sem funcionalidade. Conforme D’Ambrésio (2012) apud Lopes
e Ferreira (2013) “do ponto de vista de motivacao contextualizada, a matematica que se ensina
hoje nas escolas é morta”. Desta maneira, os alunos pensam que todos os assuntos tratados
em sala de aula estao em sua forma mais acabada, mais pronta e, além disso, nao é permitido
questionar tal perfeicdo. As Tendéncias permitem que o aluno perceba que a Matemética nao
se reduz apenas a resolver problemas através de algoritmos memorizados como geralmente ela é
apresentada aos alunos, porém ao abordar essas Tendéncias o professor faz com que o educando

deixe de ser passivo, tenha curiosidade e perceba a beleza da Matematica.
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Resumo: O objetivo deste trabalho é mostrar a existéncia de uma solugao
para um Problema Variacional. Um Problema Variacional consiste em ob-
ter pontos criticos para uma funcao real, definida em um subconjunto de
um espaco de fungoes, que esteja associada ao problema diferencial. Assim,
procuramos uma formulacao variacional de um problema inicial dado, cujo
ponto critico deste funcional remete a resolugao do problema inicial.

Palavras-chave: Pontos criticos; métodos variacionais; equacoes diferenci-
ais.

1 Introducao

A resolusao de uma Equagao diferencial usando a Teoria dos Pontos Criticos, também
conhecida como Método Variacional, serd abordada neste trabalho. A importancia de estudar
este assunto se deve a necessidade de tratar um Problema Variacional de maneira elegante
e simples. O Método Direto de Calculo das Variacoes supre a necessidade de fazer apelo a
equacao de Euler-Lagrange, procurando apenas obter o ponto critico de um funcional associado
a Equacao Diferencial proposta. Em meados do século XIX Hilbert foi o pioneiro a usar este
método empregando-o para provar a existéncia de solugao para o problema de Dirichlet. Hoje
este método ¢ eficaz e de grande importancia para os estudos referentes a resolucao de Equagoes

Diferenciais Ordinarias.

Assim, procura-se explanar, de maneira sucinta, a resolucao de um problema de valor de

contorno linear através de métodos variacionais.

2 Teoria dos Pontos Criticos

O principal objetivo é mostrar a existéncia de uma solucao para o seguinte problema
de contorno linear utilizando a teoria dos pontos criticos. A base para os estudos feitos neste
trabalho é encontrada no artigo do (Figueiredo, 1988). E importante destacar que as integrais

deste trabalho sao limitadas de a até b, porém serdo denotadas apenas como [ ao invés de ff
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Segue o problema de contorno
_<pu/)/ +qu = f, u(a) - u(b) =0, (1)

Tomaremos as seguintes condi¢oes nos coeficientes
p € C'a,b],q € C%a,b]; p(t) > 0,¢(t) >0, (2)

para qualquer ¢ no intervalo [a, b].

Vamos supor que a funcio f é dada tal que f € C%[a,b]. Uma funcio u € C?[a,b] que
satisfaz a equacao (1) e que se anula na extremidade do intervalo dado é chamada de solugao
classica do problema 1. Assim, serd mostrada a existéncia de uma solucéo u e seréd provado que

essa solucdo pertence a C?[a, b].

Tomando entdo a equacgdo (1), multiplica-se a equacdo por uma fungio v € C[a,b], de

modo que v(a) = v(b) = 0, assim segue que

—v(pt)u’) + q(t)uv = fo,

integrando por partes temos

/p(t)u’v'dt—l—/q(t)uvdt— /fvdt =0, (3)

para qualquer v € C}[a, b], de forma que a notagao C} indica que v(a) = v(b) = 0 sio satisfeitas.

Inicia-se de forma a procurar uma func¢ao limitada e mensuravel que seja véalida para
todo conjunto de fungoes ® € Clla,b], este funcional serd denominado como solugio fraca para

a equacao (1). Nesse sentido consideremos o funcional a seguir

1 1
d(v) = Q/p‘v'lzdt+ 2/q02dt—/fvdt, (4)
com v € Cila,b].

Dado ug € Col [a, b] segue que a derivada direcional de ®, em g, na dire¢ao de v é dada

por

&' (ug)v = %L“%% {®(ug +tv) — (uo)}

11 1
:lim{Q/p‘(uo—i-tv)"?dt—i—2/q(uo+tu)2dt—/f(uo+tv)dt

t—0 ¢

_ ;/ |(u0)’}2dt—;/qugdt—l—/fuodt}

1(1 1 1
= lim — {2 /p(u6 + v+ U/t)th + 3 /qugdt + /quotvdt + 5 /qt2212dt
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1 1
— /fuodt—/ftvdt—2/pu(2)dt—2/qu%dt+/fuodt}
:/pubv'dt+/qu0vdt/fvdt

para v € C’& [a,b] qualquer. No Calculo de Variagbes a expressao acima é conhecida como a

primeira variagao do funcional ®.

Considerando os resultados acima e tomando ug como um minimo do funcional ® em
Cila,b] temos que

D (up) < P(up +tv)vt € R,

para qualquer v em C{[a, b] e também
& (ug)v =0

ou seja, ug é uma solucao fraca para o problema em questao. Assim, basta que provemos agora
que o funcional ® tem um minimo em C(% [a, b]. Se isto for provado, tem-se a existéncia de uma

solucao fraca de (1).

Para provarmos que o funcional ® tem um minimo teremos que provar que este é limitado
inferiormente e que assume o ponto de minimo. Inicia-se com a demonstracdo de que este

funcional é limitado inferiormente em C¢[a,b]. Tomando ®(v) podemos observar que

() zpo/}v’]th— </f2dt); : </v2dt>é, (5)

para todo v € C¢[a,b], de forma que 0 < py = min{p(t) : t € [a,b]} e das condigdes citadas na

equacao (2) e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que é descrita em (Lima, 2003) como

[z, y)| < lz] - |y,

ou ainda neste caso especifico

fras(fra) (fou)

Dando continuidade, considera-se também a desigualdade abaixo

/‘v’fdt > c/vzdt, (6)

para qualquer v € C}[a, b] e ¢ > 0 uma constante independente de v. A desigualdade (6) é conhe-
cida como a desigualdade de Wirtinger e pode ser demonstrada usando o Teorema Fundamental

do Célculo. De (5) e (6) segue que

P(v) > ]320/|v"2dt— <(1:/szdt)é _ (/ \U’fdt)%’ (7)
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(/hwug2zx
o (v) > %xQ — (i/fzdt)2

1 1
>y [ far
2p0 C

1 2
= [ fPat
2¢cpo /f

tomando neste caso

segue que

8

para todo v em C}[a, b].

Assim, observa-se que o funcional ® é limitado inferiormente. Basta agora que mostremos
que o infimo de ® é assumido. Para este préximo passo, deve-se considerar o teorema de Bolzano-
Weierstrass da Andlise que afirma que toda funcao real continua definida em um intervalo
fechado e limitado da reta assume seu infimo nesse intervalo. Este teorema estd relacionado
com a parte topoldgica do funcional, logo, pode-se notar que é conveniente introduzir uma
topologia em C}[a,b]. Segue abaixo um resultado da Topologia que generaliza o teorema de

Bolzano-Weierstrass e que servird de ferramenta para a resolugao do problema 1.

Teorema 1. Seja X um espago topoldgico compacto e seja ® : X — R uma fungao real semi-
continua inferiormente definida em X. Entdo o infimo de ® existe e € assumido em um ponto

ug € X.

Sabe-se que o espago C’é [a,b], com suas defini¢des usuais de soma e produto por um
escalar, é um espaco vetorial sobre R. Busca-se agora que este seja um espago normado, e para

isto vamos muni-lo com a seguinte norma

o= ( / \v’ﬁdt);- ®)

Para verificar que (8) define uma norma basta usarmos a desigualdade (6) e a desigual-

dade de Minkowski para integrais.

Entende-se que ® é continuo em X, de fato podemos observar que se v, — v € X entao

pela desigualdade (6) v, — v € L?, e assim concluimos que

‘/p‘v%ﬁdt—/p‘v'ﬁdt‘ Sﬁ/
‘/qvnzdt—/qUth' §§/’vi—v2‘dt—>0
3 3

’/fvndt—/fvdt‘ < </fdt> </\Un—v\2dt> -0

[on]* = v/ [?| dt — 0
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onde p = max{p(t) : t € [a,b]} e ¢ = max{q(t) : t € [a,b]}. Assim, mostramos que o funcional ¢

é continuo e, portanto, é semicontinuo inferiormente.

Considerando agora um real R > 0 escolhido de forma conveniente, temos que

i§f¢> =inf{®(v) : v € X, ||v|| < R}.

Como consequéncia disso, podemos restringir nossas andlises a bola Br = {v € X' ||v]| <
R}, e assim tentar aplicar o teorema citado acima ao funcional ® restrito & Bg. Porém, para
isto, teremos que lidar com algumas dificuldades, como por exemplo: Br nao é compacta e um
dos motivos para isso é o fato de X nao ser completo. Com isso, o préximo passo na resolucao

deste problema é completar o espago X.

Vamos completar o espaco X na norma (8). Considerando, inicialmente, o espaco L?[a, b]
das fungoes reais mensurédveis a Lebesgue, definidas no intervalo [a,b] e tais que [ f2dt < .
Tomando o produto interno (f,g);> = [ fgdt, teremos este espago como sendo o espago de
Hilbert denotado por Hi[a,b], de modo que este é um subespaco de L?[a,b] das funcdes u que

possuem derivada fraca em L?[a,b] e de modo que u(a) = u(b) = 0.

Seguindo o conceito de derivada fraca temos que: u tem derivada fraca em L?[a,b] se

/ vpdt = — / ' dt (9)

para todo ¢ em C![a,b], no qual o subindice ¢ tem por objetivo indicar que a funcdo ¢ se anula

existir v € L?[a, b] tal que

fora de um intervalo fechado contido em (a, b).

Denotamos por ' a tinica derivada fraca de u, logo, pode ser ratificado que u é continua

em [a,b]. No espago H[a,b] define-se a norma

|| = (/u2dt+/\u’\2dt>é (10)

e pode-se provar que Cj[a,b] é denso em Hi[a,b]. Disto e por continuidade segue que a de-

sigualdade de Wirtinger é vdlida u € Hg[a,b]. Logo segue que a norma (10) é equivalente

| g = (/}u’fdt)é. (11)

Logo, a partir disso pode-se considerar Hi[a,b] munido da norma (11), de modo que

a

este é completo. Assim o complemento do espa¢o X na norma (8) pode ser identificado como o

espago de fungoes H}l[a, b].

Agora, o funcional ® estd definido em H}[a,b], de modo que este é continuo, porém

Br = {v € H}[a,b] - |[v]| ;1 < R} persiste ndo sendo compacta. Isto se deve ao fato de H[a, b]
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ser um espaco de dimensao infinita e uma bola unitdria em um espago normado é compacta se,

e somente se, o espaco for de dimensao finita.

Neste caso, sabe-se que o espaco H& [a, b] é um espaco de Hilbert definido com o seguinte

produto interno
(u,v) 1 = /u’v'dt,

ou seja, a norma desse produto interno é exatamente a norma (11). Dentre as caracteristicas de

um espaco de Hilbert, deve-se citar que as bolas deste espago sao fracamente compactas.

Para conseguirmos aplicar o teorema 1 com X sendo a bola Br em H{[a,b] munido
da topologia fraca, resta verificar que ® seja semicontinua inferiormente na topologia fraca de

H¢[a,b]. Para isto, necessitamos do teorema a seguir:

Teorema 2. Seja E um espaco de Banach e ® : E — R um funcional semicontinuo inferi-
ormente (na norma) e convexo. Entdo ® € semicontinuo inferiormente na topologia fraca de

E.

Lembremos que uma funcao convexa é uma funcao que satisfaz

af(u)+ (1 —a)f(v) = flau+ (1 —a)y),

para quaisquer u e v no dominio da fungao e o € [0, 1]. Desta forma ® é claramente convexa pois
¢ uma combinacao de fungdes convexas (quadritica e modular) e operadores lineares (derivada

e integral).

Observa-se entao, que o teorema 2 s6 serd valido se usarmos a semicontinuidade inferior.
Assim, usando o teorema 1 pode—se concluir que ® assume seu infimo em ug € Bg. Tomando R
tal que ®(v) > ®(0) = 0, para ||v||;1 = R, conclui-se que ug estd no interior de Br. Podemos

observar que o funcional ® em H}a,b] é diferencidvel a Fréchet. Assim seja
Vo : Hila,b] — H}a,b]

a diferencial do funcional, de forma que se usou o teorema de Riesz-Fréchet para identificar o

espago dos funcionais lineares continuos em H¢[a,b] com o préprio Hi[a,b]. Logo
(V®ug,v) 1 = @' (uo)v,

em que ®’(ug) ja foi definida anteriormente no inicio desta se¢do. Portanto, dado ug € H}|a, b,

este satisfaz a seguinte relagao

/pu'ov'dt—l—/quovdt—/fvdt, (12)
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para qualquer v € H¢[a,b].

Assim, pode-se concluir que um determinado ug é a solucdo fraca do problema 1. A
primeira condicao para a existéncia de uma solucdo para o problema estd concluida, em que
provou-se que este problema possui uma solugao fraca. O préximo passo é provar a unicidade
desta solugdo. Para isto, suponha que existam duas solugdes u1,us € H}la,b]. Com base na

equagao (12) segue que
/p(u’l — ub)v'dt + /q(u1 — ug)vdt = 0,
para qualquer v em H& [a, b].
Usando a hipétese citada na equacao (2) e tomando v = u; — ug temos
JECRIRE
implicando em u} = u),. Tomando a seguinte expressao
/u/igodt = —/uigoldt,
para todo ¢ € Cl[a,b]. Utilizando a igualdade acima citada obtemos
/(ul — ug)p'dt = 0V,
para todo ¢ € Cl[a, b).

Pela igualdade acima e como (u1 —uz) € L?[a, b], segue que u; —ug = constante. Portanto

utilizando (2) segue que u; = us.
Assim, mostramos que um determinado ug é solucao fraca do problema 1 e este é unico.

Em seguida, vamos provar que uy € C?. Tomando entdo a equacio (12) e reescrevendo-a,

/pugv'dt = /[quo — flvdt,

Esta expressao mostra que pu(, possui derivada fraca em L?[a,b] e ainda

temos

para todo v € H}[a,b).

(puo)' = quo — f. (13)
Conclui-se ent@o, que puyé continua, logo uj, também é continua. De (13) obtemos
pug = —p'ug + quo — f
mostrando que u também é continua.

Portanto, o problema 1 admite solugao.
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Resumo: O Laboratério de Ensino de Matematica pode ser um instrumento
eficaz tanto para propiciar ao aluno formas de conhecer, criar, manipular, le-
vantar hipéteses, discutir afirmacGes, desenvolver e construir instrumentos
matematicos que possam ser utilizados como facilitadores de sua aprendiza-
gem, como para proporcionar ao educador um local para pesquisa, reflexao e
trabalho. De modo a sanar, em primeiro lugar, as dificuldades dos proéprios
professores no que diz respeito a sua formacao. Seria fundamental, do ponto
de vista da aprendizagem dos alunos e dos préprios professores, a imple-
mentacao do Laboratério de Ensino de Matemaética em qualquer instituicao
de ensino. Conscientes da necessidade da construgao de um LEM, junta-
mente a direcao do Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer, do municipio de
Cascavel, Parand foi pedido um espaco para a implantagao do LEM, sendo
cedida uma sala, porém que necessita de reforma. Dessa forma impossibilita-
dos de organizar o espaco fisico, estamos empenhados em confeccionar jogos
e materiais manipuldveis e preparando sugestoes de atividades e orientacoes
para o uso dos mesmos, que irdo compor o futuro LEM do colégio. Também
desenvolvemos atividades referentes ao uso de jogos com alunos da sala de
apoio do 6° ano do Ensino Fundamental II na disciplina de Matemaética do
mesmo..

Palavras-chave: Laboratoério de Ensino de Matematica; jogos matemaéticos;
materiais manipuldveis.

1 Introducao

Em sala de aula, os alunos nem sempre sao colocados em situagoes em que tenham de
agir para se tornarem sujeitos de sua aprendizagem, por exemplo, para encontrar diferentes
solucoes para a mesma questao ou para argumentar sobre a validade ou nao de certa solucao.
Ensinar matematica exige do professor nao sé6 um conhecimento dos conteudos, como também
de métodos de ensino mais eficazes para promover a aprendizagem de seus alunos, métodos estes
que nao se reduzam somente a livros, quadro e giz. Um dos procedimentos que pode auxiliar o
professor a tornar os conhecimentos matematicos trabalhados na escola mais significativos e a

tornar suas aulas mais interessantes é o uso de jogos e materiais manipuldveis.
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Professores que querem realizar um trabalho com o uso de jogos e materiais manipulaveis
encontram dificuldades em fazé-lo, pois como a maioria das escolas publicas ndao possui um espaco
fisico para organizar e guardar esses materiais, os docentes nao tém a sua disposicao um local
apropriado para desenvolverem essas atividades pedagogicas, para pesquisa, reflexao e trabalho,
que auxiliaria neste desafio sobre as melhores formas de ensinar e aprender Matematica. O
espaco ao qual nos referimos e que defenderemos sua importancia é o Laboratério de Ensino de
Matematica (LEM). Embora sejam diversas as atividades pedagdgicas que podem ser trabalha-
das em um LEM, para efeito de estudo o enfoque serd dado para as que vivenciamos no Programa
Institucional de Bolsa de Iniciacao a Docéncia (PIBID), assim como as demais experiéncias tidas
no LEM da Universidade Estadual do Oeste do Parand (Unioeste) e a implementagao de um

LEM no Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer do municipio de Cascavel, Parana.

2 Importancia da criagao de um LEM nas escolas

De acordo com Lorenzato (2006), no decorrer da histéria varios educadores destacaram
a importancia do apoio visual ou visual tatil como facilitador para a aprendizagem. Relata que,
por volta de 1650 Comenius escreveu que o ensino deveria dar-se do concreto para o abstrato,
justificando que o conhecimento comeca pelos sentidos e que sé se aprende fazendo. Locke,
no século XVIII, dizia da necessidade da experiéncia sensivel para alcangar o conhecimento.
Atualmente, a tarefa dos educadores em geral ndo é mais a de transmitir, mas dar condigoes para
que a aprendizagem realmente aconteca. O interesse na aprendizagem depende das situagoes
estimuladoras criadas pelo educador para proporcionar ao educando o maior ntimero possivel de

descobertas e desafios, estimulando, assim, a curiosidade dos alunos.

Partindo disso, o principal objetivo do Laboratério de Ensino de Matematica (LEM) é
desenvolver e difundir atividades para o ensino de Matematica, de modo que os alunos apren-
dam a fazer fazendo. O Laboratério de Ensino de Matemaética pode ser ao mesmo tempo, um
instrumento eficaz tanto para propiciar ao aluno formas de conhecer, criar, manipular, levantar
hipéteses, discutir afirmacgoes, desenvolver e construir instrumentos matemaéaticos que possam
ser utilizados como facilitadores de sua aprendizagem, como para proporcionar ao educador um
local para pesquisa, reflexao e trabalho, auxiliando-o neste grande desafio sobre as melhores

formas de ensinar e aprender Matematica.

Segundo Lorenzato (2006), o Laboratério de Ensino da Matemética na escola é uma
sala-ambiente reservada para que as aulas de Matematica ai acontecam de maneira a estruturar,

organizar, planejar e construir o fazer matematico, facilitando tanto para o professor como para
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o aluno o questionamento, a procura, a experimentacao, a analise, a compreensao de conceitos
e a conclusao de uma determinada aprendizagem, inclusive com a producao de materiais que
possam facilitar o aprimoramento da pratica pedagdgica. Deve ser um local de referéncia para
as atividades matematicas, em que os professores possam se empenhar em tornar a matematica
mais compreensivel para seus alunos. Neste local, o professor podera também planejar aulas e

realizar outras atividades como exposicoes, olimpiadas, jogos, avaliagoes, entre outras.

Desta maneira, seria importante que os estabelecimentos de ensino tivessem um espaco
no qual os educadores pudessem realizar pesquisas, construir materiais didaticos diversos em
um processo de elaboracao de conceitos, de aplicagao dos mesmos em situagoes-problema, de
modo a sanar, em primeiro lugar, as dificuldades dos préprios professores no que diz respeito
a sua formacao. Porque s6 assim eles terdao condigoes para, depois, utilizar tais materiais com
os alunos, suscitando neles o interesse e a participagao desejada e auxiliando-os na elaboracao e
compreensao dos conhecimentos. Ou seja, seria fundamental, do ponto de vista da aprendizagem
dos alunos e dos préprios professores, a implementacao do Laboratorio de Ensino de Matematica

em qualquer instituicao de ensino.

Porém diferentemente dos laboratérios de Fisica e Quimica, o Laboratério de Ensino de
Matematica é pouco comum em escolas de Ensino Fundamental IT e Ensino Médio em razao da
inexisténcia de um espaco fisico, recursos para investimento no mesmo ou até desconhecimento
de sua importancia. Durante a nossa primeira vida escolar ouviamos dizer que havia na escola
laboratério de Quimica e Fisica e adordvamos quando as aulas eram em tais espagos. Mas
por que nao tinhamos um Laboratério de Ensino de Matematica? Sé fomos nos deparar com
tal laboratério no Ensino Superior. Além do fascinio que tinhamos ao entrar naquelas salas,
com todos aqueles aparelhos, mesas maiores, informativos pelas paredes, viamos por meio das
experiéncias vivenciadas nos laboratorios o conteiido e de maneira mais dinamica o compreendia,
obtendo uma aprendizagem mais significativa, relacionada a teoria trabalhada em sala de aula

nessas disciplinas.

O laboratoério, portanto, é um ambiente propicio para estimular no aluno o gosto pela
matematica, a perseveranca na busca de solugoes e a confianca em sua capacidade de apren-
der e fazer matematica. Além de contribuir para a construcdo de conceitos, procedimentos e
habilidades matematicas, pode propiciar também a busca de relagoes, propriedades e regula-
ridades, estimulando o espirito investigativo. Por isso, deve ser neste local da escola onde se
respire Matemadtica o tempo todo e possa ser também um ambiente permanente de busca e

redescoberta.

De acordo com Mendes (2009, apud IRINEU, SANTOS, RODRIGUES, 2015) os ma-
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teriais que sao fornecidos pelo LEM, contribuem para que o professor desenvolva um trabalho
melhor com seus alunos. As atividades que sdo feitas através desses materiais “[...] tem uma
estrutura matemadtica a ser redescoberta pelo aluno que, assim, se torna um agente ativo na

construgao de seu préprio conhecimento matemético.” (MENDES, 2009, p. 25).
Contudo segundo Antonio e Andrade (2011),

O LEM nao é uma pocao magica que resolvera todos os problemas da aprendi-
zagem da matematica, nem se configura em uma estratégia para ser usada em
todos os contetddos. Além do que, deve-se tomar cuidado com “uso pelo uso”
dele. Assim, o professor ao planejar sua aula, perceberd a necessidade ou nao
do uso dos materiais e jogos disponiveis no LEM, bem como se sua utilizagao
deve ser individual, em grupos ou de observacao apenas, cabendo ao professor
a sua manipulagao.

O uso do laboratério depende muito da atitude do professor e a sua busca pelo co-
nhecimento, pois mesmo que o laboratorio tenha uma infinidade de materiais, estes de nada
adiantarao se nao forem devidamente explorados ou se estes simplesmente forem mostrados ao

aluno.

3 Primeiros passos da implementagao do LEM no Colégio Es-

tadual Ieda Baggio Mayer

Conscientes da necessidade da construgao de um LEM, apoiados teoricamente por ar-
tigos que relatam os beneficios propiciados pelo Laboratério no Ensino da Matematica, pelas
experiéncias tidas no LEM da Universidade Estadual do Oeste do Parand (Unioeste) e por
discussoes feitas pelos bolsistas juntamente com os professores coordenadores e pelos professo-
res supervisores das escolas beneficiadas pelo Programa Institucional de Bolsa de Iniciacao &
Docéncia (PIBID), juntamente a diregao do Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer do municipio
de Cascavel, Parana foi pedido um espaco no colégio para a implantagao do LEM, sendo cedida
uma sala do colégio, porém que necessita de reforma. Dessa forma impossibilitados de organizar

o espagco fisico, estamos empenhados em confeccionar os materiais didaticos que irao compo-lo.

De acordo com Lorenzato (2006, apud OTTESBACH, PAVANELLO, 2007, p.7-8) um

Laboratorio de Ensino de Matematica, de modo geral, pode ter:

e revistas, jornais e artigos;
e livros didaticos, paradidaticos e outros;

® jogos;
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e quebra-cabecas;

e problemas desafiadores e de légica;

e questoes de olimpiadas, ENEM e vestibulares;
e textos sobre historia da matematica;

e cds, transparéncias, fotos;

o figuras;

e sélidos;

e modelos estaticos ou dinamicos;

e materiais didaticos industrializados;

e instrumentos de medidas;

e computadores, calculadoras;

e materiais didaticos construidos pelos alunos e professores;

e materiais e instrumentos necessarios a producgao de materiais didaticos e outros.

Faz-se importante, para a confeccao de jogos e materiais didaticos manipuldveis, a uti-
lizacdo de materiais reciclaveis, tanto pela facil aquisicdo de material como pelo universo de
criatividade que pode proporcionar e também é muito importante a participagao dos alunos no
processo de construcao e que haja material didatico suficiente para se trabalhar nas aulas. Os
aspectos visuais do laboratério de Matematica devem ser atraentes, os materiais devem estar
expostos e nao fechados em armaérios, para que despertem a curiosidade dos alunos. O docente

deve procurar meios para aumentar a motivacao para a aprendizagem.

Assim estamos confeccionando jogos e materiais diddticos manipuldveis e ainda prepa-
rando sugestoes de atividades e orientagoes para o uso dos jogos e materiais manipulativos.
Dentre os materiais confeccionados podemos destacar os jogos Hex Multiplicativo, Caixinha de
Sorteio, Divisao em Linha, Bingo de Tabuada e jogo do Positivo e Negativo e como material

didatico manipulavel temos os tangrans.
De acordo com Lorenzato (2006, p. 6).

Um LEM pode ser inicialmente um depésito/arquivo de instrumentos, livros,
materiais manipuldveis, transparéncias, filmes, matérias-primas, entre outros
e, posteriormente, se tornar um espago organizado com a colaboracao de edu-
candos e educadores.
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Segundo Lorenzato (2006, p. 11), a construcdo de um LEM nao é objetivo para ser
atingido a curto prazo, uma vez construido, ele demanda constante complementacao, a qual
por sua vez, exige que o professor se mantenha atualizado. Sabemos que estamos dando os
primeiros passos para a implementacao desse LEM, porém devemos agora, manter acesa a chama

de manutencao deste, sempre alimentando-a e encorajando e preparando os professores.

4 Experiéncias com jogos no ensino da Matematica

Durante o primeiro semestre do ano de 2016, desenvolvemos atividades com alunos da
sala de apoio' do 6° ano do Ensino Fundamental II na disciplina de Matemética do Colégio
Estadual Ieda Baggio Mayer, do municipio de Cascavel, no estado do Parana. Nesse periodo foi
privilegiado o trabalho com as quatro operagoes fundamentais da aritmética (adi¢do, subtragao,
multiplicacao e divisdo). A primeira atividade desenvolvida teve como objetivo as multiplicagoes,
principalmente as tabuadas. Para trabalhar esse contelido confeccionamos o Bingo de Tabuada.
Este jogo é similar ao bingo comum com o objetivo de fixagdo do contetido tabuada. O Ntumero
de jogadores € ilimitado, o professor faz o sorteio das fichas com as multiplicagoes e o jogador
deverd marcar em sua cartela as respostas que correspondem ao ntimero em seu cartao. O
professor determina o tempo que aguardara para resolucao do calculo e ganhara o jogador que
preencher primeiro toda a sua cartela. Além disso, o professor pode estabelecer ganhadores com

o preenchimento de apenas uma linha ou o “azarao” (tltimo a marcar).

Antes de iniciar a atividade, convém sempre esclarecer regras ou dificuldades com o
conceito envolvido no jogo. Assim, foi trabalhado anteriormente o conceito da tabuada, fazendo
os alunos entenderem que ela nao foi inventada, mas sim construida. Muitos alunos nao sabiam,
por exemplo, que o resultado de 5 x 4 era obtido por meio da adicdo 4 +4 +4 + 4+ 4. A partir
dai eles foram estimulados a ndo olhar uma tabuada pronta quando nao soubessem, mas sim,
calcular o seu resultado. Porém posteriormente para agilizar outros cédlculos é necessirio que

depois de compreendido o processo, o professor estimule o aluno para que este memorize-a.

Os alunos se envolveram bastante nesta atividade. Apds sorteada a multiplicagdo cada
aluno calculava-a em uma folha de registro para verificar se tinha em sua cartela. O trabalho com
o jogo durou duas aulas geminadas, baseado no fato de que o mesmo exige tempo para cédlculos
e registros. Na folha de registro, todas as operacoes sao escritas e esses registros nos permitem

avaliar os avancgos e as dificuldades dos alunos, mostrando se hé necessidade de retomada pelo

!Sala de apoio — Programa da Secretaria do Estado da Educacio do Parané que visa atender alunos de 6° ano

com defasagem de conteidos de Lingua Portuguesa e Matematica.
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professor.

Constatou-se com essa atividade que o jogo prendeu a atengao dos alunos, o que nao
acontecia nas atividades de resolugao de exercicios ou situagoes problemas, nas quais muitos
se distraiam e nao realizavam as atividades. Com o jogo, a maior parte deles participou e
mostraram-se mais interessados em saber quando voltariamos a trabalhar com eles. Esse pri-
meiro contato foi vélido e o ponto positivo que destacamos, é que alguns alunos no final da
aula disseram que gostaram da possibilidade de nao decorar a tabuada sem compreender o que
estavam fazendo. Acreditamos que assim eles terdo a oportunidade de decorar a tabuada pela

pratica constante, entendendo o processo e nao simplesmente pela obrigacao.

Um ponto negativo que destacamos é a de que os alunos que ja sabiam o resultado de
algumas multiplicagoes ou as faziam mais rapidamente que seus colegas queriam jogar rapida-
mente, por isso falavam os resultados para os colegas sem deixé-los pensar para jogar. Nesse
momento, se fez necessario uma intervencao sobre os objetivos do jogo na aula e o tempo ne-

cessario a cada um para o raciocinio e registro dos resultados.

A segunda atividade foi desenvolvida para o encerramento do semestre. Esta teve como
objetivo abordar todos os contetidos trabalhados durante o semestre, ou seja, as quatro operagoes
fundamentais da aritmética. O jogo utilizado foi Caixinha de Sorteio, o qual consiste em cai-
xinhas que contém os nimeros 1 a 99, em seu fundo, nos quais o jogador deve arremessar dois
graos de feijao, obtendo assim dois nimeros. Em seguida o jogador deve arremessar um dado
que contém os simbolos das quatro operacoes em suas faces (figura 1). Assim ele deverd fazer a
operacao sorteada com os dois numeros obtidos na caixinha. Faz-se isso para todos os jogadores
(sugere-se que seja jogado em dupla) pontua (um ponto) quem obtiver como resposta o maior
nimero, o jogador que obtiver um numero que nao € divisivel pelo outro nimero sorteado é

desclassificado da rodada. O jogo termina quando alguém obtiver dez pontos.
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Figura 1: Jogo Caixinha de Sorteio (Fonte: as autoras).

Por ainda nao terem alguns conhecimentos matematicos acerca dos niimeros negativos
e de como utilizar o algoritmo da divisao para quando o dividendo era menor que o divisor,
estipulamos mais algumas regras ao jogo, por exemplo, quando eles sorteassem a operacao de
divisdo (ou subtragao) eles deviam operar dividindo o maior nimero pelo menor (ou subtraindo
o menor do maior). Também pedimos a eles que registrassem seus cédlculos (a operagao sorteada

por seu oponente e a sua) em uma folha de registro.

Destacamos alguns pontos positivos dessa atividade. Os pares comparavam seus resul-
tados para as mesmas operagoes como uma forma de correcao e quando havia diferenca entre
os resultados revisavam suas contas a fim de encontrar um erro. Além disso, com a folha de
registro podemos detectar que apenas um aluno apresentou duvidas quanto ao algoritmo da

multiplicacao e assim pudemos planejar estratégias para ajudar esse aluno.

Os jogos nessas atividades foram usados como treinamento. Lara (2003, p. 25 apud

Strapason, 2011, p.38) trata os jogos de treinamento na seguinte perspectiva:

[...] é necessirio que o/a aluno/a utilize varias vezes o mesmo tipo de pen-
samento e conhecimento matemdtico, nao para memoriza-lo, mas, sim, para
abstrai-lo, estendé-lo, ou generalizd-lo, como também, para aumentar sua au-
toconfianca e sua familiarizacdo com o mesmo. O treinamento pode auxiliar
no desenvolvimento de um pensamento dedutivo ou 1égico mais rdpido. Muitas
vezes, é através de exercicios repetitivos que o/a aluno/a percebe a existéncia
de outro caminho de resolugao que poderia ser seguido aumentando, assim,
suas possibilidades de agéo e intervengdo. Além disso, o jogo de treinamento
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pode ser utilizado para verificar se o/a aluno/a construiu ou néao determinado
conhecimento, servindo como um “termoémetro” que medird o real entendi-
mento que o/a aluno/a obteve. Entretanto, com a participacdo do/a aluno/a
nos jogos e sua necessdria participagao ativa, o/a professor/a podera perceber
as suas reais dificuldades, auxiliando-o a sanéa-las.

Foi observado que ao trabalhar com jogos, é possivel encontrar motivacao para transpor
os paradigmas que envolvem a matemadtica. O uso dos jogos aliado aos materiais manipulaveis
mostraram ser alternativas para despertar o interesse dos alunos potencializando a aprendiza-
gem. A organizacao de um espaco para esses materiais traz praticidade as aulas, uma vez que

apds a confeccao dos mesmos, ele estard sempre a mao para ser usado. Ao professor cabe um

embasamento e uma preparacao prévia definindo os objetivos que almeja atingir.

5 Consideragoes finais

Para melhorar seu desempenho em sala de aula o professor necessita aprimorar seus
métodos e a pratica de ensino. No trabalho pedagogico, os desafios surgem a todo o momento
levando o professor a reflexao. Uma alternativa de trabalho é o Laboratério de Ensino da
Matematica que, embora nao seja a solucao para os problemas relacionados ao ensino da Ma-
tematica, é certamente um caminho que pode auxiliar os professores com novas possibilidades

de agao.

O professor pode também utilizar desse espaco para explorar atividades interdisciplinares,
construir e elaborar materiais didaticos. Faz-se importante, para a confeccao destes, a utilizacao
de materiais reciclaveis, tanto pela facil aquisicdo de material como pelo universo de criatividade
que pode proporcionar e também é muito importante a participagao dos alunos no processo de
construgao. Para uma aprendizagem significativa, a teoria e a pratica nao podem estar separadas,
a unido delas se faz necessdria. Sem o experimento sempre fica uma parte da teoria em que o

aluno acredita que se aceita, sem se convencer ou sem confirmar a verdade dos fatos.

Foi observado que ao trabalhar com jogos, era possivel encontrar motivagao para transpor
os modelos que envolvem a matematica. O uso dos jogos aliado aos materiais manipulaveis
mostraram ser alternativas para despertar o interesse dos alunos fortalecendo a aprendizagem.
A organizacao de um espaco para esses materiais traz praticidade as aulas, uma vez que apds a

confeccao dos mesmos, ele estard sempre & mao para ser usado.

O laboratério, portanto, é um ambiente propicio para estimular no aluno o gosto pela
matematica, a perseveranca na busca de solugoes e a confianga em sua capacidade de aprender

e fazer matematica. Pois o aluno contard com materiais, que se bem escolhidos pelo professor e



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 56

bem trabalhados lhe propiciardo um aprendizado significativo. Além de que, os alunos estarao
compartilhando suas descobertas e se comunicando com os colegas e com o professor, que é seu

companheiro na busca pelo conhecimento.

Segundo Lorenzato (2006, p. 11), a construcao de um LEM nao é objetivo para ser
atingido a curto prazo, uma vez construido, ele demanda constante complementacao, a qual por
sua vez, exige que o professor se mantenha atualizado. Sabemos que estamos dando os primeiros
passos para a implementacao do LEM do Colégio Estadual Ieda Baggio Mayer, porém devemos
agora, manter acesa a chama de manutencao deste, sempre alimentando-a e encorajando e

preparando os professores.
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Resumo: Neste trabalho apresentamos um breve estudo que tem como ob-
jetivo principal descrever a utilidade da Transformada de Laplace para en-
contrar solugoes de equagoes diferenciais ordindrias (EDOs). Este método é
extremamente util para resolver problemas de valor inicial para EDOs com co-
eficientes constantes, desta forma nos atentaremos a estes tipos de equagoes.

Palavras-chave: Transformada de Laplace; Equacoes Diferenciais Or-
dinarias.

1 Introducao

As equacoes diferenciais modelam problemas que descrevem o comportamento do mundo
fisico. Problemas envolvendo o movimento de fluidos, o fluxo de corrente elétrica em circuitos, a
dissipagao de calor em objetos sélidos, o aumento ou a diminuicao de populagoes, entre muitos

outros, muitas vezes envolvem equagoes diferenciais, que sdo equagoes que contém derivadas.

Neste trabalho, trataremos de um método muito eficaz para resolver equacoes diferen-
ciais usando a transformada de Laplace. Comecaremos defindo a transformada de Laplace e
estabelecendo as condi¢Ges para a sua existéncia. Apresentaremos alguns resultados que nos
permite usar a transformada de Laplace para resolver problemas de valor inicial para equagoes
diferenciais lineares com coeficientes constantes. O método da Transformada de Laplace permite
levar a resolucao de equacoes diferenciais a resolucao de equacgoes algébricas, que s@o muito mais

simples de resolver, e por este fato muitas vezes é mais conveniente optar por este método.

! Agradecimento ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) pelo auxilio finan-
ceiro.
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2 Transformada de Laplace

Sabemos que a diferenciacao e a integracao sao transformacoes que basicamente trans-
formam uma funcdo em outra. Essas tranformacoes possuem a propriedade de lineridade, ou
seja, a transformada de uma combinagao linear de fungoes é uma combinagao linear das trans-
formadas. Para o e 3 constantes %[af(m) + Bg(z)] = af' (z) + B¢ () e [|af(zx)+ Bg(z)] dx =
af f(z)dz+ B [ g(z)dx desde que as derivadas e as integrais existam.

Seja uma integral definida como fab K(s,t)f(t)dt que transforma uma funcao f da
varidvel ¢t na fungao F' da varidvel s, nosso interesse estd em uma transformada integral cujo

intervalo de integragao é [0, 00).

Se f(t) estiver definida para ¢t > 0, entao a relacao da forma

B
F(s):/ K(s,t)f(t)dt, (1)

é chamada de transformada integral, tal que K(s,t) é uma funcao dada, chamada de nicleo
da tranformagado e os limites de integracao também sao dados, sendo possivel que a = —oo
ou S = oo, ou ambos. A ideia é que a funcdo f é tranformada em outra funcdo F, a qual
a entendemos como a transformada de f. Especificamente, vamos estudar uma determinada

transformada, a qual é definida da seguinte maneira.

Definicao 1. Seja f uma fungao definida para todo t > 0. A integral

C{f(1)} = / T ety dr, (2)

serd chamada Transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja. Quando a

integral (2) convergir temos como resultado uma funcao de s.

O parametro s é complexo, no entanto, neste texto, consideraremos somente valores para
os quais s seja real. Detonaremos por L{f(t)} ou por F(s) a transformada de Laplace de f, ou
seja, usaremos letras minusculas para denotar a funcéo que estd sendo transformada e a letra

maiuscula correspondente para denotar sua transformada de Laplace, por exemplo,
L{f@)} = F(s) e L{y(t)} =Y (s).

A transformada de Laplace usa como niicleo a fun¢ao k(s,t) = e~*!. Uma vez que, as
solugoes das equacgoes diferenciais lineares com coeficientes constantes estao baseadas na fungao

exponencial, a transformada de Laplace é extremamente 1til para a resolucao dessas equagcoes.

O método de resolucao de uma equagao diferencial usando a transformada de Laplace,

consiste basicamente em trés etapas: na primeira, a equacao diferencial dada é transformada em
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uma equacao algébrica, em seguida, esta equacgao é resolvida por pura manipulacao algébrica.
Por fim, a solucao da equacao algébrica é transformada em sentido contrario de tal maneira que
fornece a solucao da equacao diferencial original. Nessa iltima etapa “invertemos”a transfor-

mada.

A transformada de Laplace de uma determinada funcao f vai existir se forem satisfeitas
algumas condigdes, ou seja, para que exista £{f(t)} é suficiente que f seja continua por partes e
de ordem exponencial para t > M. Uma fung¢ao é continua por partes em um intervaloa <t <b
se o intervalo puder ser dividido por um numero finito de pontos a = tg < t1 < ... < t, = b
tal que f é continua em cada subintervalo aberto t;_1 <t < t; e f tenda a um limite finito nos
extremos de cada subintervalo por pontos no interior do intervalo. Ou seja, f é continua por
partes em a < t < b se for continua ai, exceto por um numero finito de descontinuidades do tipo

salto. O conceito de ordem exponencial esta definido a seguir.

Definigao 2. Dizemos que uma funcao f é de ordem exponencial a se existem constantes a,

M >0e K >0 tal que |f(t)] < Ke® para todo t > M.

A fim de demonstrar o teorema que estabelece as condigoes para a existéncia da transfor-
mada de Laplace, precisamos enunciar um resultado sobre a convergéncia de integrais impréprias

que é o teorema da comparacao.

Teorema 3. Se f for continua por partes parat > a, se |f(t)] < g(t) quando t > M para alguma
constante positiva M e se [,; g(t)dt converge, entio [ f(t)dt também converge. Por outro

lado, se f(t) > g(t) > 0 para t > M e se [y g(t)dt diverge, entio [~ f(t)dt também diverge.

Teorema 4. Se f(t) é continua por partes no intervalo [0,00) e de ordem exponencial a, entdo

L{f(t)} existe para s > a.

Prova. Pela propriedade aditiva de intervalos de integrais definidas, podemos escrever

00 M %s)
L{f(t)} :/0 eStf(t)dt:/O e Stf(t)dt + / e Stf(t)dt = Iy + Is.

M

A integral I existe, pois pode ser escrita como uma soma de integrais sobre intervalos nos
quais e %' f(t) é continua. Agora, uma vez que f é de ordem exponencial, existem constantes

a, M > 0,K >0 de modo que |f(t)| < Ke™ para t > M. Podemos entao escrever
yefstf(t” < Ke steat — Ke(afs)a

e assim se | A(}O ela=s)tqy convergir, pelo teste da comparacao para integrais impréprias, Teorema
(3), entao I converge. De fato,

) (a—s)t |*° (a—s)M
et = -
M

a— S a— S
M
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Portanto, I existe para s > a. A existéncia de I; e Iy implica que L{f(t)} = fO e Stf(t)

existe para s > a. O

Vejamos alguns exemplos de transformadas de Laplace de algumas fungoes conhecidas.

Exemplo 5. Seja f(t) = a, entdo

00 b
L{a} = / e *(a)dt = a lim e st dt
0

b—oo 0
_e—st b
= a lim
b—o0 S 0
o —e P41 a
= a hm _— = —
b—oo S S

desde que s > 0. Em outras palavras, quando s > 0, entdo —sb < 0 o que garante que e~** — 0

quando b — oo. A integral diverge para s < 0.

Vamos adotar a notacao |3° como abreviagao de limy_, ( )|g7 ficando subentendido que,
no limite superior, e=** — 0 quando ¢ — oo para s > 0.
Exemplo 6. Seja f(t) = ¢, temos que [;* e *'tdt. Integrando por partes e usando

—b —sb
lim ¢

b—o0 S

=0, s > 0, com o resultado do exemplo 5 para a = 1 , obtemos

1 [ 1 1/1 1
e e =t (1) < 4
0 s Jo s 5\ s s

Exemplo 7. Seja f(t) = e“t, com a € R, para todo s > a temos

L{e"} = / e_Steatdt:/ @9t gy
0 0

—tB_St

Lty =

_ 1 e(a—s)t ~ — 1
a—s g Ss—a
desde que a — s < 0.
Exemplo 8. Calcule L{sen2t}. Temos que
—e 5t sen 2t

o
L{sen2t} = / e sen 2t dt =
0 S

o 2 o0
+ - / e % cos 2t dt
0 s Jo

2 o0
= / e Steos2tdt, s>0
0

s
[oe) 2 o0
—/ e_Stsen2tdt}
o SJo

- = E{sen 2t}.

g —5t cos 2t
s s

2

2

Temos uma equagao em L{sen 2t} que aparece nos dois lados da igualdade. Resolvendo

essa equacao obtemos

2
ﬁ{SCTL 2t} = m, s> 0.
S
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Teorema 9. (L € uma transformagdo linear) Suponha que as fungées f e g cujas transformadas
de Laplace existem para s > a1 e s > ag, respectivamente. Entdo, para s maior do que o mdximo

de a1 e az, e a e B mumeros reais quaisquer,
L{af(t) + Bg(t)} = aL{f(t)} + BL{g(1)}
Prova. Pela definicao,
£laf() + o) = [ e lar(e) + dato)
~ . /Oo et dt + B /Oo e~Stg(t) dt
0 0
= aL{f(t)} + BL{g(D)}.

O]

O seguinte teorema, retirado do Boyce (2012), explicita a relacao entre a transformada
de f’ e a transformada da f, e estabelece uma maneira de usar a transformada de Laplace para

resolver problemas de valor inicial para equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes.

Teorema 10. (Transformada de uma derivada). Suponha que f € continua e que f' €
continua por partes em qualquer intervalo 0 < t < A. Suponha, além disso, que f € de ordem
exponencial, ou seja, que existem constantes K, a e M tais que |f(t)] < Ke® para t > M.

Entao L{f(t)} existe para s > a e, além disso,
L)} = sL{f@®)} — f(0).
Prova. Consideremos a integral

A
/0 et f(t) dt, 3)

caso f’ tenha pontos de descontinuidade no intervalo 0 < ¢t < A, vamos denoté-la por t1, to, ..., 1,

entao de (3) temos

A t1 to A
—st g/ _ —st g/ —st g/ —st g/
/0 e f(t)dt_/o e f(t)dt+/t e f(t)dt+...+/tn e~ /(1) dt.

1

Integrando por partes cada parcela a direita do sinal de igualdade, obtemos
A
[oetrma = e o e s 01

31 to A
—st —st —st
8[/0 e f(t)dt—i—/t e S f(t)dt + ... +/tn e f(t)dt]

1

e f(t) = F(0) + e f(ta) — e f (1) + .
A
+ e f(A) — e f(t,) + s/ e St f(t)dt.
0

_l’_
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Como f é continua, as parcelas em t1, %9, ..., t, se cancelam,

A A
/ eStF(t)dt = e SAf(A) — f(0) + s / et £(t) dt.
0 0

Para A > M, temos |f(A)| < Ke®, consequentemente, e 54 f(A)| < Ke~ (=94, Portanto,

e *4f(A) — 0 quando A — oo, sempre que s > a. Logo para s > a,

L{f()} = sL{f(®)} — £(0)

e segue a prova do teorema. O

Se f" e f” satisfazem as mesmas condic¢oes f e f’ no teorema (10), entao para s > a
L{f")}r = sc{f'(®} - f(0)
= s[sL{f)} — f(O)] — f'(0),
isto é,
L{f")}y = sL{f(®)} — sf(0) — f(0).
Semelhantemente,
L{f")y = SL{ft)} - s2f(0) — sf'(0) — f"(0).
Desde que f e suas derivadas satisfacam condicoes adequadas, podemos obter a n-ésima

derivada f(™ e o resultado é dado pelo coroldrio a seguir.

Corolério 11. Sejan € N. Se f, f, ..., f™ Y forem continuas em [0,00) e de ordem exponen-
cial, e se fM(t) for continua por partes em [0,00), entdo L{f"™(t)} existe para s > a e é dado
por

L{fM @)} = s"F(s) — sV f0) — s f0) — ..o — f7(0),

onde F(s) = L{f(t)}.

Vamos ilustrar com os exemplos seguintes como a transformada de Laplace pode ser
usada para resolver problemas de valor inicial. Nestes exemplos as equagoes envolvidas sao
equacoes diferenciais homogéneas com coeficientes constantes, porém a transformada de Laplace
também é extremamente util para resolver problemas que envolvem equagoes diferencias nao

homogéneas. Também vamos supor que a solucao y = ¢(t) satisfaz as condigdes do corolério 11.

Exemplo 12. Vamos considerar a equacao diferencial

y' —y —6y=0 (4)
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com condicoes iniciais

Calculando a transformada de Laplace da equagao diferencial, obtemos

L{y"} = L{y'} — 6L{y} =0, (6)

onde usamos a linearidade da transformada de Laplace para escrever a soma das transformadas
separadamente. Usando o Coroldrio 11 para expressar £{y"} e L{y'} em funcao de L{y} a

eq.(6) fica
s?L{y} — sy(0) —y'(0) — [sL{y} — y(0)] — 6L{y} = 0.
Tomando L{y} =Y (s),

s”Y (s) — sy(0) — y/(0) — [sY (s) — y(0)] - 6Y(s) = 0

Y(s)(s* =5 = 6) + (1= 5)y(0) —y/(0) = 0 (7)

Substituindo os valores de y(0) e y'(0) dados pelas condigoes iniciais (5) na eq.(7) e

depois resolvendo para Y'(s),
Y(s)(s* =5 —6)+(1—s)+1=0

s—2 s—2
i Py R A TR 1) i

A eq.(8) expressa a transformada de Laplace Y (s) da solugao y = ¢(t) do problema de
valor inicial, e para determinar a funcao ¢ precisamos encontrar a funcao cuja transformada de

Laplace é Y(s).

Expandindo a expressao a direita do sinal de igualdade na eq.(8) em fragoes parciais

obtemos:

. s—=2 _ a b a(s+2)+b(s—3)
Yo = e " 6o T r2 . o312 )

Igualando os numeradores em (9), temos
s—2=ua(s+2)+b(s—3),

que deve satisfazer para todos os valores de s. Em particular se s = 3, temos a = 1/5, analoga-

mente se s = —2, entdo b = 4/5.
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Substituindo os valores para a e b em (9), obtemos

1/5 4/5
Y(s) = . 10
S Py Py (10)
1 3t 1 -1
Usando o resultado do exemplo 7, temos que —e®* tem transformada 5(3 —3)7 ", analo-

2t ¢ —(s+2)7! portanto pela linearidade da trans-

4
gamente a transformada de Laplace de Se* 5

formada de Laplace,

1 4
y=o(t) = g€3t + 56_%

tem transformada (10) e é a solugdo do problema de valor inicial.

2.1 Transformada de Laplace Inversa

Definicao 13. Se F(s) representa a transformada de Laplace de uma funcao f(t), isto é,
L{f(t)} = F(s), dizemos entdo que f(t) é a transformada inversa de Laplace de F(s)
e escrevemos f(t) = L7HF(s)}.

Notemos que £7! também é uma transformacao linear, ou seja, para as constantes o e

/87
L7HaF(t) + BG(t)} = aL™HF(s)} + BLTHG(s)},

onde F' e G sao as transformadas das funcoes f e g.
Exemplo 14. Considere a equacao diferencial

y” + 5y + 6y =0,
com condicoes iniciais

y(0)=1 e y'(0)=0.

Calculando a sua transformada, obtemos

L{y"} +5L{y"} +6L{y} =0
s?Y (s) — sy(0) — o/'(0) = 5[sY (s) — y(0)] + 6Y (s) = 0.

Utilizando as condigoes iniciais e resolvendo para Y (s) temos

s—=95 §—5
s2—-55+6 (s—2)(s—3)

Y(s) =
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e usando fracoes parciais para resolver a equacao acima encontramos

s—5H B A N B
(s —2)(s—3) - (s—2) (s—3)
A(s—3)+ B(s —2)

(s —2)(s—3)

Fazendo s = 3, obtemos que B = —2 e com s = 2 temos A = 3, assim

3 2 $—95

(s—2) (s—3) (s—2)(s—3)

Da linearidade da transformada inversa e utilizando o resultado do exemplo (7)

cHemes) = “Homm) o)

y = o(t)=3C" {(s—lm} e { <si3>}

y = ¢(t) =3 — 2%

que ¢é a solugao do problema de valor inicial.
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Resumo: Este trabalho apresenta um problema relacionado a um sistema
de transportes, que é objeto de estudo de uma empresa de informatizagao.
O problema consiste no planejamento de entrega de dinheiro a uma rede
de agéncias bancdrias, por meio de uma empresa de transporte de valores,
e tem por objetivos diminuir custos com esta tarefa de entrega bem como
reduzir riscos provenientes da estocagem do dinheiro. A fim de apresentar
uma solucao inicial para o sistema pretendido foi criado um modelo de pro-
gramacao linear mista e sua implementacao foi feita por meio da linguagem
utilizada pelo software livre Glpk. Testes diversos foram realizados através de
simulagoes com dados ficticios e as solugoes obtidas em cada caso satisfizeram
plenamente as expectativas geradas.

Palavras-chave: Minimizacao; programacao linear mista; problema de
transporte.

1 Introducao

O problema aqui tratado surgiu da necessidade de uma empresa de informatizagéao ao
implementar um sistema de transporte de dinheiro da sede de uma transportadora de valores
para diversas agéncias de uma rede bancédria. A empresa quer viabilizar uma possivel reducao
com estes transportes e também assegurar uma certa cautela com a guarda de dinheiro nos
cofres, o que traz sérios riscos ao patrimonio do seu cliente. Na modelagem do problema, que
serd descrita na secao 3, houve a necessidade de trabalhar com varidveis binarias a fim de
fazer manipulacoes em algumas restricoes. Esta técnica serd descrita brevemente na secao 2. O
modelo apresentado neste trabalho é um protétipo inicial que precisa ser aperfeicoado com dados
e informacoes ainda nao disponibilizadas. Todavia, para as simulacoes realizadas os resultados

obtidos foram bastante satisfatorios em relacao as expectativas iniciais.
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2 Embasamento Tedrico e Técnicas de Modelagem

Como se sabe da literatura de otimizacao, ver por exemplo Bradley et al. (1977), Gold-

barg e Luna (2005), todo problema de programagcao linear (PPL) pode ser escrito na forma

Maximizar 2z = > 7_; c;jz; (01)
sujeita a:

91(113175627 v 7:1:71) < b17

92(1'1, Zo, ... ,l’n) < b27

gm(.’El,xQ, o 7J"’n) S b’m7

szo, j=1,2,...,n,

sendo que g1, g2, ..., gm sao funcoes lineares de =1, s, ..., Ty.

Quando as variaveis do problema sao todas inteiras ele é chamado de problema de pro-
gramagcao linear inteira (PPLI) e quando o problema contém tanto varidveis continuas quanto
inteiras ele é chamado de problema de programacao linear mista (PPLM). Uma variedade muito
grande de problemas se enquadram nesta tltima categoria e muitos deles sao aplicagbes a area
de transportes, como pode ser visto por exemplo em Goldbarg e Luna (2005). E nesta érea que

o problema aqui proposto se aplica.

Dentre as varidveis inteiras destacam-se aquelas que assumem apenas os valores 0 ou 1,
chamadas de variaveis binarias. Elas sao empregadas na composi¢ao de modelos classicos como
o Problema do Caixeiro Viajante, o Problema do Carteiro Chinés, problemas de fluxo em rede,

etc., e também sao bastante uteis na manipulacao de restrigoes, que sera descrita na sequéncia.

Na resolucao de um PPL, a menos que algo seja dito em contrario, pressupoe-se que todas
as restricoes devam ser atendidas. De um ponto de vista da logica matematica o conjunto de
restrigoes em (01) forma uma proposicao composta conjuntiva da forma “ gy (x1, x2, ..., x,) < by
e ga(z1, 22, ..., xn) < bye... 7, E este fato que faz com que as restrigdoes determinem uma
regiao viavel convexa. Porém, ha situagoes em que a satisfagao de uma restricdao é condicionada
a satisfacao de outra. Em outras palavras, as vezes existe a necessidade de que, sendo uma
restrigao atendida, outra precisa deixar de ser atuante. No modelo (01), poderia ser de interesse
do programador que apenas uma das duas primeiras restrigoes fosse atendida, o que poderia
ser escrito do ponto de vista da légica como ¢1(z1,z2, ..., zn) < by ou ga(z1, 2, ..., Tpn) < b,
onde o conectivo “ou” é exclusivo. A fim de realizar esta tarefa torna-se necessario fazer uma
manipulacao com as restricoes, e é neste ponto que as variaveis binarias desempenham um papel

fundamental. Como ilustracao consideremos o PPL a seguir



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 69

Maximizar Z =z + y (02)
sujeita a

r+y <5 (a)

2z + 3y < 12 (b)

x>0,y >0.

A regido viavel neste caso, denominada R, estd apresentada na Figura 1.

Figura 1: Regiao vidvel para o modelo (02)

Vamos supor que, por algum motivo, deseja-se que apenas uma das duas restrigoes seja
atendida, ou seja, que £ +y < 5 ou 2z 4 3y < 12, onde o conectivo "ou” é do tipo exclusivo. A
seguir o modelo anterior sera reproduzido com um novo formato, no qual figura uma constante
M cujo papel serd explicado na sequéncia.

Maximizar Z = x + y (03)
sujeita a

r+y <54 Mt, (c)

204+ 3y <12+ M(1—1t), (d)

x>0,y>0,te{0,1}.

No tltimo modelo, quando ¢t = 1 a restrigao (d) se torna 2z + 3y < 12 | que é a restri¢ao
(b) do modelo (02) ja que, neste caso, 1 —t = 0. J4 a restricao (c) terd no seu lado direito o
acréscimo do valor M, que deverd ser positivo e grande o suficiente para que esta restricao seja
sempre atendida nao importando os valores de = e y que atendem a restri¢ao (d). Por outro lado,
quando ¢t = 0 a restrigao (c) se torna z+y < 5, ao passo que (d) passa a ter o acréscimo do valor
M do seu lado direito. Novamente, este valor de M deve ser positivo e grande o suficiente para

que esta restricao seja sempre atendida nao importando os valores de x e de y que atendem a
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restri¢ao (c¢). Este tipo de artificio converte um conjunto de duas restri¢oes da forma conjuntiva,
quando as duas precisam ser atendidas, para a forma disjuntiva exclusiva, quando apenas uma
deve ser atendida. Por exemplo, sendo M = 3 e t = 1 a regiao vidvel de (03) é representada
pelo triangulo da Figura 2. Neste caso a restrigao (c) fica desabilitada, ou seja, ndo tem mais

utilidade.

Outro recurso que pode ser utilizado diz respeito ao controle de custos fixos, que serd util
no modelo apresentado neste trabalho. Consideremos o PPLM a seguir, onde ¢ e ¢cg representam
custos fixos, sendo que ¢ s6 ocorre se x > 0 e co s6 ocorre se y > 0.

Minimizar Z = c1t1 + coto
Sujeita a

r < 10tq,

y < 1219,

2z +y > 4,
x>0,y>0,t,ts,€{0,1}.

Neste modelo, ocorrendo por exemplo t; = 0 e to = 1, obrigatoriamente deverd ocorrer
x = 0 enquanto y podera assumir qualquer valor de 4 a 12. Nesta situagao apenas o custo ¢y
serd computado em Z. Ha muito outros artificios que permitem manipular restrigdes, como
restricoes de multiplas escolhas, restricoes condicionais, entre outras. Maiores detalhes podem

ser vistos em Vicente (2012).

Figura 2: Regiao vidvel para o modelo (03)
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3 Descricao e Modelagem do Problema

O problema apresentado neste trabalho originou-se na necessidade de aperfeicoar o sis-
tema de abastecimento feito por uma empresa de informatizacao, destinado ao atendimento de
uma rede bancéria. Um veiculo de uma transportadora de valores deve deslocar periodicamente
de sua sede até as agéncias para fazer a reposicao de dinheiro. Estas entregas possuem um custo
que o banco deseja minimizar. Os custos podem ser divididos em duas categorias: a primeira
é um custo fixo ocorrido em cada viagem feita pela transportadora; a segunda é uma espécie
de custo de translado feito de uma agéncia para outra e que sé ocorre se houver mais de uma
entrega na mesma viagem. Nao estd prevista aqui a escolha da melhor rota em cada situacao
pois isto ja é conhecido pela transportadora. Por questoes de seguranca o banco estipulou um
limite maximo de dinheiro que pode permanecer em cada agéncia durante a noite. Este mon-
tante varia de uma agéncia para outra conforme o grau de risco. Além disso, a fim de garantir a
funcionalidade do banco o responsével quer que um limite minimo de dinheiro seja mantido em
cada agéncia, limite que também varia de uma agéncia para outra conforme a movimentacao.
Esta movimentacao se refere a retirada média de dinheiro feita diariamente por clientes. O
controle de estoque é feito diariamente e sempre que o limite minimo for atingido ao final do dia
uma nova remessa deverd envida no dia seguinte. Nao é vidvel para o banco que uma remessa
inferior a uma quantia K estipulada seja feita. A ideia é que o maior nimero possivel de agéncias
sejam abastecidas em um mesmo dia, aproveitando uma mesma viagem, o que corresponde a

diminuir o total de viagens necessarias.

O modelo para atender ao que foi exposto foi formulado como segue.
Constantes
m: Numero de agéncias a serem atendidas pela transportadora.
Cv: Custo fixo por viagem realizada.
C't: Custo de translado de uma agéncia para outra (entregas secundarias).
K: Quantidade minima transportada em uma viagem.
D: Total de dias estipulado para o planejamento.
Lmin;: Limite minimo em estoque na agéncia i.
Lmaz;: Limite maximo em estoque na agéncia i.
R;: Retiradas diarias, em média, ocorridas na ageéncia .

My, Ms, Ms: Constantes para manipulacao de restrigoes.

Variaveis

x;;: Quantidade transportada para a empresa i no j-ésimo dia.
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E;;: Estoque existente na empresa i no j-ésimo dia.

y;j: Varidvel bindria que assume valor 1 se for transportado dinheiro para a agéncia ¢ no j-ésimo
dia e 0 em caso contrario.

zj: Varidvel bindria que assume valor 1 se ocorrer alguma entrega no j-ésimo dia e 0 em caso
contrario.

t;: Variavel bindria que assume valor 1 se ocorrer mais de uma entrega no j-ésimo dia e 0 em
caso contrario.

w;: Total de translados, ou entregas secundarias, ocorridas no j-ésimo dia.

C': Custo total no periodo estipulado.

Em todas as constates e varidaveis indexadas o indice ¢ varia de 1 até m e j varia de 1

até D.

Modelo

Minimizar C' = Z]D:1 Cvxzj+ Z]D:1 Ct *x wj
sujeita a

1. Lmun; < E;; < Lmax;,

Ein =i — Ry,

Eij = xij — Ri + Eyj—1,

zij < My

Yij < 25,

zij > Ky,

Yoy < 14 Maty,

w; > Y Yy — 1= Mz(1—t),

w;j >0, 25 >0, Ej; >0, yi5,tjez; €{0,1},i=1,....,m, j=1,...,D.

® N oA W

As restrigoes que compoem o modelo tém as finalidades descritas a seguir.
1, 2 e 3: Dizem respeito as limitacoes e ao controle de estoque.
4 e 5: Sao restrigoes légicas e servem para controlar os dias em que houve entregas e quais
agéncias receberam dinheiro nestes dias.
6: Restricao logica que serve para controlar uma quantidade minima de dinheiro transportado
para uma determinada agéncia.
7 e 8: Sao restrigoes logicas de implicag@o e sevem para controlar se houve entregas secundarias
em um mesmo dia, ou seja, se houve mais de uma entrega em uma mesma viagem.
As constantes M7, Ms e M3 que aparecem no modelo devem ser positivas e ”grandes”, conforme

exposto da Secao 2.
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4 Validacao do Modelo

O modelo proposto foi implementado por meio do software livre Glpk. A fim de avaliar
seu desempenho foram feitas simulacbes com dados ficticios, ja que dados reais nao estao a
disposicao dos autores deste trabalho. Como ilustracao, consideremos uma situagao em que o
planejamento deve ser feito para um periodo de dez dias, D = 10, entre envolvendo quatro
agéncias, m = 4. Vamos supor que C'v = 2000, Ct = 500 e que K = 5000. Os demais dados se

encontram na Tabela 1 .

Tabela 1: Dados para simulagao do modelo

Agéncia Lmin; Lmax; R;

1 20000 80000 18000
2 15000 60000 14000
3 12000 50000 10000
4 30000 80000 28000

De acordo com a execucao do programa as remessas devem ser efetuadas conforme os

dados apresentados na Tabela 2. O custo total, nesta simulagao, deve ser C' = 12500.

Tabela 2: Resultado obtidos para os dados simulados

Agéncia 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 980000 O O 48000 0 O 0 54000 0 O
2 740000 O O 42000 O 0O 39000 0 0 O
3 60000 0 0O 30000 O O 22000 0 0 O
4 118000 0 0O 84000 0O O 24000 84000 O O

5 Analise dos Resultados e Conclusoes

Apesar de o modelo proposto apresentar varidveis bindrias, que normalmente gera difi-
culdades no processamento, para as simulagoes feitas as respostas foram atingidas em tempos
muito pequenos, plenamente viaveis. Tendo em vista a indisponibilidade de dados reais para
testes diversas simulagoes com dados ficticios foram feitas e em todos os casos os resultados
alcancados atingiram as expectativas. Apesar de ter apresentado um bom funcionamento o mo-
delo carece de aperfeicoamentos, o que s6 serd possivel apds a realizacdo de testes com dados

reais e com a insercao de novas informagoes que o aproxime melhor do problema real.
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Resumo: Este trabalho é o resultado de uma revisao bibliogréafica a respeito
do método de Newton e do método BFGS com busca linear para resolucao
de problemas de otimizacao irrestrita.
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1 Introducao

As ideias apresentadas nesse trabalho sdo baseadas nas obras de Martinez e Santos (1998),
Nocedal e Wright (2006), Luenberger e Ye (2008) e Bertsekas (1999) e foram utilizadas como

suporte tedrico para a dissertacao de mestrado Camargo (2015).

Sao apresentados aqui alguns resultados a cerca da otimizagao irrestrita, o método de
Newton e o método de quase-Newton conhecido como BFGS, ambos com busca linear. O
trabalho traz os algoritmos de ambos os métodos e a demonstracao da convergéncia global dos

algoritmos de busca linear com backtracking.

2 Otimizagao Irrestrita

O estudo de otimizagao é constituido pelo desenvolvimento de técnicas para localizar
em um determinado conjunto {2 um ponto x* que torne o valor funcional minimo ou maximo.
Usualmente tratamos apenas da minimizagao de fungoes, uma vez que maximizar uma funcao
f é equivalente a minimizar —f. Neste trabalho serd apresentada a teoria de otimizagao de
funcoes em que ) = R™, conhecida como otimizagao irrestrita. O contetido aqui apresentado ¢é
resultado do estudo de Martinez e Santos (1998) e Nocedal e Wright (2006), incluindo defini¢oes

e demonstragoes.

Para o desenvolvimento de tais teorias consideramos que sempre é possivel determinar

um minimo local para a funcio objetivo e que tal funcdo é de classe C1.
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3 Busca Linear

Ao estabelecer um algoritmo para minimizacdo irrestrita de uma funcéo, estamos, ge-
ralmente, desenvolvendo um processo iterativo de modo que dado um certo ponto x,, onde

Vf(xn) # 0, seja possivel determinar um ponto z,+1, tal que f(zp+1) < f(xy).

Na busca linear, dado zj procuramos o préximo ponto em uma direcao dg, que seja
direcdo de descida, isto é, existe um certo € > 0 tal que para todo t € (0,¢] temos f(xg +tdy) <
f(zx). Podemos ainda caracterizar tais diregoes utilizando o gradiente da fungao, conforme o

lema a seguir.

Lema 1. Se Vf(x)Td < 0 entdo para todo t > 0 suficientemente pequeno, f(x + td) < f(z).

f(z +td) — f(x)
t
0 entdo segue que para todo t > 0 suficientemente pequeno f(z + td) < f(x). O

Prova. Observe que V f(z)Td = PII(I) . Como na hipétese temos que V f(z)7d <
—

Observe que, usando a caracterizagdo dada pelo lema anterior temos que —V f(x) é uma
direcao de descida (chamada dire¢do de mdzima descida). Deste modo é assegurado que dado um
ponto zp que nao anula o gradiente, sempre é possivel obter uma direcdo de descida, lembrando

que estamos assumindo que a funcdo é de classe C*.

Infelizmente pedir somente que f(x+td) < f(z) nao é suficiente para garantir que depois
de um determinado nimero de iteragoes atinja-se um ponto estacionario, isso porque nao estamos
impondo um controle sobre o tamanho do passo definido por ¢t. Perceba que se tomarmos para
t escolhas ruins isso pode gerar uma convergéncia muito lenta, ou ainda, o método pode ficar
preso em um ponto nao estacionario. Assim precisamos fazer escolhas inteligentes, de modo que
t forneca um decréscimo suficiente. Para realizar essa escolha temos a chamada condigao de
Armijo que estabelece uma relacéo entre o tamanho do passo e a norma do vetor gradiente, esta

condicao é apresentada pelo teorema a seguir.
Teorema 2 (Condigdo de Armijo). Sejam z,d € R™ tais que Vf(x) # 0, Vf(z)'d < 0 e

a € (0,1). Existe um e(a) > 0 tal que

flz+td) < f(z) +atVf(z)'d vt € (0,¢]. (1)

Prova. Como V f(x) # 0 entao temos que

S td) (@)
t—0 t

= Vf(z)Td#o.

Deste modo podemos escrever

i L& td) — f(z) _
t»0  tVf(x)Td
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Assim existe um certo € > 0 tal que Vt € (0,¢] tem-se

fattd)~ 1)
tVf(x)Td 7

e portanto f(x +td) < f(x) + atV f(x)1d. O

Ainda que tenhamos agora determinado um controle sobre o tamanho do passo, esse
nao é completamente efetivo uma vez que a direcao d também pode se tornar demasiadamente
pequena, fazendo com que a sequéncia gerada na busca linear convirja novamente para um ponto
nao estaciondrio, este tipo de situacao é contornada por meio da condicao B que estabelece um

controle sobre a norma de dj a cada passo.

Dado um parametro 8 > 0 estabelecemos que a cada iteragao a direcao dj satisfaca

ldell = BIVf (). (2)
Assim, controlamos a norma de di em funcao do gradiente da funcdo no ponto x.

Essas duas condicoes sao suficientes para garantir o controle dos passos dados em cada
iteracdo. Como f(xz+td) < f(x) nao era uma condigao suficiente, também nao é suficiente pedir
somente que Vf(z)'d < 0. De fato, em algumas situacio as direcdes dj, escolhidas em cada
iteracdo podem gerar uma sequéncia convergindo para uma certa direcao d ortogonal a V f(x).

Como nao desejamos que isso aconteca, vamos impor a condi¢cdo do angulo.

Sabemos da geometria analitica que dados dois vetores V f(xy) e dj, vale a expressao

V f ()t dg
IV f(xp) ||| dg |l

onde ¢ representa o angulo formado entre tais vetores. Nesse sentido como desejamos afastar as

=cos¢

direcoes dj. de diregoes ortogonais ao gradiente no ponto xx, impomos por meio de um parametro

0 € (0,1) que a cada iteragao, a diregao usada satisfaga

flae) de < =0)|V ()|l || d |- (3)

Antes de estabelecermos um algoritmo conceitual, vamos destacar que embora tenhamos
definido o decréscimo suficiente para a funcao f pela equacao 1, nao foi estabelecido como fazer

a escolha de um ¢ apropriado. Entre os métodos que podem ser escolhidos, optamos por usar

11

backtracking, que consiste em, a cada passo, escolher o maior ¢ € {3, 3, -} satisfazendo a

condi¢ao de Armijo.

Algoritmo de busca linear com backtracking: Defina zy € R", o € (0,1),8 > 0¢

0 € (0,1). Dado xj, pela k-ésima iteracao, determine z,1 da seguinte forma:
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1. Se Vf(x) = 0, pare!
2. Escolha dj € R™ tal que
ldi|l = BIV f (@)l

V() diy < =0V £ ()il
3. Defina t = 1;
4. Enquanto f(xy, + tdy) > f(zx) + atV f(xy)Tdy tome t < £ € [0, 1¢,0.9¢] ;

5. Faga xpy1 = o + tdy.

Na prética escolhemos valores bem pequenos para a, em geral o = 1074 (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006), e § = 1076 (MARTfNEZ; SANTOS, 1998), entretanto a escolha de § é um
tanto mais complexa e deve ser avaliada conforme o problema empregado, é sugerido que 3
assuma o inverso de uma cota superior para a norma da matriz hessiana, pois isso nao inibe a

aceitacao das direcoes de Newton, que serao esclarecidas posteriormente.

Com base no desenvolvimento dado pelo texto acima, é facil verificar que o algoritmo

estd bem definido, além disso é possivel provar sua convergéncia global.

Teorema 3 (Convergéncia global). Se x* € ponto limite de uma sequéncia gerado pelo algoritmo

dado, entdo V f(z*) = 0.

Prova. Seja s = xpy1 — v = tdy Vk € N. Seja K7 um subconjunto infinito de N tal que

lim x; = z*, vamos dividir a demonstracao em dois casos:
keK1

1l = 0;
Jim {lse]] = 0;

2. Existe K3 subconjunto de K e € > 0 tal que para todo k € K» tem-se ||si|| > e.
Supondo que vale o item (1) temos ainda duas outras possibilidades:

1.1 Se existe uma subsequéncia de sg, com indices em K3 C K7 tal que s = d, entao

ldell _ . lsell

lim
keK3 5

o . |
V@) = lim V()| < lim 0

1.2 Se para todo k € K7 com k > kg temos t < 1, entao existe um s multiplo de s tal que

15kl < 10[skll e fzx +35k) > f(zx) + aV f(zx) " 55
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Sabemos que kliI[I(l |I5k|| = 0 e para todo k € Ki,k > ko temos
5161

V@) sk < —0lV f (@) |3kl (4)
Seja v um ponto de acumulagdo da sequéncia Hf—kH, entao temos que [[v|| = 1 e existe
Sk
uma subsequéncia com indice em K4 C K tal que lim 5 V.

skl
Portanto,

Vi) v =1lim Vf(zp)Tv = lim Vf(a:k)g—k

15kl
De (4) segue que
V(@) v < =0l | f ()] (5)
Agora para todo k € K,
ek +5%) — far) = Vf(@x + &5k) 5, &k € (0,1).

Veja que a condigdo de Armijo nao foi satisfeita para S, assim

Vi (@k+ &)t > aV f(ax) 5 Vk € Ky,

el
ou seja,

V fxy + gkgk’)Tfik > an(xk)Tfik.
13k 13k

Passando o limite temos

Vi) v >aVfa) v

ou

(1-— a)Vf(x*)Tv >0
Logo Vf(z*)Tv > 0 e por (5) segue que Vf(z*)Tv =0
Se Vf(xy) # 0, novamente por (5), para k suficientemente grande
0= V@) v <=0||Vf(z)] <0,
Contradicao, portanto temos que V f(z*) = 0

Vamos agora considerar que é valido o item (2).

Como ||si|| > ¢ Vk € K>, pela condigao de Armijo temos que

flae+sp) < flar) +aVif(ze) s
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IN

f(zr) — ab||V f(xp)|||sel
Fan) — abe|VF(zp)l| Yk € Ko,

IN

Portanto,
xg) — f(x
abe
Passando ao limite concluimos que V f(xy) = 0. O

O método de busca linear fornece um algoritmo com convergéncia global. No entanto
ele ndo define uma direcao de descida a ser usada, por este motivo precisamos recorrer a ou-
tros métodos que fornecam uma escolha inteligente para tal direcdo. Existem uma série de
métodos que podem ser utilizados nesse sentido. Aqui, conforme mencionado, apresentaremos

dois métodos, Newton e BFGS, ambos dentro do contexto de busca linear.

4 O método de Newton

Umas das dire¢gbes mais importantes, possivelmente, sao as chamadas direcoes de New-
ton. Tais diregoes s@o obtidas da expansao da série de Taylor de segunda ordem (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006) e sdo expressas pela seguinte equagio dp = —(V2f(zx)) 'V f(zk), onde es-
tamos assumindo que a hessiana V2f(z;) é definida positiva. O método de Newton é uma
variacao do método usado para encontrar raizes de funcoes. Para melhor compreendé-lo vamos

fazer algumas consideragoes acerca de funcoes quadraticas.

Dada uma fungdo quadrética da forma g(z) = 7Gxz + b"z + ¢ onde G é uma matriz
n X n definida positiva e x € R™, sabemos do calculo diferencial que esta funcao possui um
minimo global, mais que isso, partindo de qualquer ponto de R™ usando a direcao de Newton
em um passo atingimos esse minimo. De fato Vg(z) = Gz + b é o gradiente da fungao g(x)
assim, é facil ver que tomando a direcao dj zeramos o gradiente. Deste modo, temos direcoes
que funcionam muito bem para quadraticas e assim, para utilizar essa vantagem, tomamos uma
aproximacao local da funcao objetivo para uma forma quadrética, usando a férmula de Taylor

de segunda ordem.

E importante ressaltar que as diregoes fornecidas por Newton s6 podem ser assumidas
como direcao de descida se temos que a hessiana da fungao f é definida positiva (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006), entretanto para isso seria necessario pedir que a fungao f fosse convexa (ver
convexidade em Martinez e Santos (1998)), mas desejamos estabelecer um método de con-

vergéncia global, mantendo assim a principal caracteristica da busca linear. Assim usamos uma
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atualizacao da diagonal da matriz hessiana quando esta nao for definida positiva. Salvo essas

alteracoes temos o seguinte algoritmo.

Algoritmo de Newton com Busca Linear: Defina zp € R",a € (0,1),8 > 0 ¢

6 € (0,1). Dado xj, pela k-ésima iteracao determine xp,; da seguinte forma:

1. Se Vf(x) = 0, pare!
2. Obter a fatoracao de Cholesky: V2f(zy) = LDLT;

3. Se (2) falhar defina By, = V2 f () + pl para p > 0 de modo que By > 0, entdo obtenha a
fatoracdo Cholesky: By = LDL™;

4. Definir dj, resolvendo

Ly = ~V{(zx) e DL dy, = y;
5. Se Vf(zr)Tdy, > —0||Vf(x)||||dr] faca p + max{2u,10} e volte em (3);

6. Se [ldy|| < BV f (i)l faca

V()]

| .

7. Obter t por backtracking que satisfaca

fan +tdy) < f(zk) + otV f(ar) " di;
8. Defina zjy1 = i + tdj, e volte a (1).

Observe que a escolha das direcoes de Newton nao alteram a convergéncia global do

algoritmo.

5 A férmula BFGS

O método de Newton possui boas propriedades de convergéncia (BERTSEKAS, 1999).
Contudo, pode nao ser apropriado em alguns casos por fazer-se necessério o calculo da hessiana
da funcao. Este cédlculo pode ser um tanto quanto inconveniente por diversos motivos: custo
computacional, complexidade da funcao e mesmo a propensao a erros humanos. Assim, faz sen-
tido desenvolver métodos que conservam, de certo modo, as boas propriedades de convergéncia e
dispense o cédlculo da hessiana. Essa é a ideia primordial dos chamados métodos quase-Newton,

que buscam direcoes aproximadas das direcoes de Newton utilizando uma matriz By préxima
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de V2 f(x;) a cada iteracdo. Para fazer essas atualizacdes busca-se uma matriz By, que satisfaca

a equacao secante

Byt18k = yx onde sp = xp11 — 2k € yp = Vf(2r11) — Vf(2),
pois esta, em geral, fornece boas aproximacoes da hessiana (MARTfNEZ; SANTOS, 1998).

Existem muitas férmulas para a atualizagdo de Bg. A féormula que vamos tratar aqui
impoe que Bj seja simétrica, e é dada pela seguinte expressao:

T T
YrY Biy.sy sy, B

Bpy1 = By + 5k — ——F
Ui Sk sy, Brsk

Conhecida como formula BFGS, desenvolvida independentemente por Broyden, Fletcher,
Goldfarb e Shanno, em 1970 (LUENBERGER; YE, 2008), esta é uma atualizagdo de posto 2
que possui uma propriedade conveniente acerca da positividade da matriz B4 apresentada no

teorema a seguir.

Teorema 4. Na formula BFGS, se By € simétrica definida positiva e sgyk > 0, entdo By

também € simétrica e definida positiva.

Nao apresentaremos aqui a demonstracao deste teorema devido a sua simplicidade. Este
teorema é fundamental, pois um dos requisitos para se obter direcdes de descida apresentado
na secao anterior, era que a matriz hessiana fosse definida positiva. Deste modo temos controle
sobre a positividade em cada atualizacao. Uma vez que possa ser determinada a aproximacao
By, da hessiana de f(xy) simétrica e definida positiva, sabemos por meio de um célculo simples
de szyk se a matriz By, serd também definida positiva. Deste modo para obter uma diregao

de descida dj, basta resolver o sistema linear

Bkdk = —Vf(a:k)

Uma vez que temos By, definida positiva, o sistema acima possui solugao tnica, determi-
nada por d = —BI;IV f(x). Assim, seria conveniente que em vez de resolver o sistema linear,
encontremos uma atualizagao para By 1 Como a férmula BFGS é uma atualizacio de posto 2,
a inversa de By jé pode ser calculada como uma atualizagao da inversa de By. Isso é feito por

meio da seguinte formulagao
g1 g1, Be— B lyr)st + sk(se — B7ue)T (sk — By 'yk) Tursks)
k1= B+ T - T, 2
St Yk (55 k)

Por uma questao de simplicidade de notagao usaremos Hj, para representar B, L

Agora que definimos uma forma adequada de encontrar direcoes de descida, podemos

definir um algoritmo de busca linear usando as direcoes fornecidas com o célculo da férmula
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BFGS. Apenas faz-se necessario uma correcido para o caso em que dg nao satisfaga a condigao
3. Neste caso, simplesmente descartaremos a diregao fornecida por BFGS e usaremos a direcao

de méxima descida —V f(x), embora na prética tal situacao seja rara.

Algoritmo de busca linear com dire¢oes BFGS: Defina zp € R", o € (0,1),8 >0e
0 € (0,1) e uma matriz Hy € R™*" simétrica e definida positiva. Dado xj, pela k-ésima iteragao

determine xy,1 da seguinte forma:
1. Se Vf(x) =0, pare!

2. Defina dy, = —HV f(z);

3. Se Vf(x)"dy, > —0|V f(xx)]|l|dy]| entdo

Hk «— 1
dy, —Vf(:ck);
4. Se ||dg|| < BW entao corrija usando
k
a, gVl
e

5. Obter t por backtracking que satisfaca
flaw +tdy) < fag) + otV f(zr) " di;
6. Defina:
Tpy1 = T + tdy
Sk = Th41 — T
Yk = Vf(@r1) — Vf(zr);

7. Se Sgyk > () defina
(s — Hiyw)st + su(sy — Hiyr) ~ (se— Hyyi) yrsisy,
stk (sFyr)?

Hy1 = Hy +
caso contrario defina Hy1 = Hy;

8. Volte ao passo (1).



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 84

Referéncias

BERTSEKAS, Dimitri P.. Nonlinear programming. 2 ed. Belmont: Athena Scientific, 1999.

CAMARGO, Jesus Marcos. Detecgao de curvas em imagens com auxilio de funcgoes
ordenadas. 2015. 50 f. Dissertacdo (Mestrado) - Curso de Matematica, Universidade
Estadual de Maringa, Maringd, 2015.

LUENBERGER, David G.; YE, Yinyu. Linear and nonlinear programming. 3 ed. New
York: Springer, 2008.

MARTINEZ, José Maria; SANTOS, Sandra Augusta. Métodos computacionais de oti-
mizagao. 1 ed. Campinas: IMECC-UNICAMP, 1998.

NOCEDAL, Jorge; WRIGHT, Stephen J.. Numerical optimization. 2 ed. New York: Sprin-
ger, 2006.



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 85

Agrupamento de dados baseado em colonia de formigas

Carina Moreira Costal
Universidade Estadual do Oeste do Parana
carina.costa@unioeste.br

Rosangela Villwock
Universidade Estadual do Oeste do Parana
rosangela.villwock@unioeste.br

Resumo: Este trabalho tem o objetivo de apresentar uma revisao sobre o
Agrupamento de dados baseado em Colénia de Formigas, bem como das prin-
cipais modificacoes ja realizadas no algoritmo. Para isso, foi realizada uma
pesquisa na literatura e andlise das modificagoes propostas por alguns au-
tores, observando quais melhorias estas proporcionaram ao algoritmo. Este
estudo proporcionou maior entendimento sobre a dinamica do algoritmo, so-
bre as motivagoes envolvidas nas modificactes e quais aspectos deve-se levar
em consideragao para obter um bom agrupamento.

Palavras-chave: Mineracdo de Dados; Agrupamento de Dados; Me-
taheuristica.

1 Agrupamento de dados baseado em colénia de formigas

O agrupamento de dados ou clusterizacdo é uma das principais tarefas de mineracao de
dados e tem sido amplamente utilizado em muitas aplicacoes reais para a obtengao de informagoes
novas e uteis implicitas nos dados. Segundo Hair Jr et al. (2005) a andlise de agrupamento é
um conjunto de técnicas multivariadas que tem como objetivo agrupar objetos (individuos ou
varidveis) com base em suas caracteristicas. Na andlise de agrupamento o objetivo é dividir o
conjunto de objetos em dois ou mais grupos (clusters) de acordo com a similaridade dos objetos,

sendo que os grupos formados sao mutuamente excludentes.

H4 varios métodos de andlise de agrupamento na drea de mineracao de dados. Alguns
dos métodos requerem a definicdo de muitos parametros de entrada, sendo um destes parametros
o numero de grupos existente na base de dados. Porém, esta informacao nem sempre é conhecida

pelo usuério.

O algoritmo de agrupamento baseado em colonia de formigas — foco deste trabalho -
possui uma vantagem com relacao a maioria dos outros algoritmos de agrupamento, este nao

solicita que o usudrio informe a quantidade de grupos (LAURO, 2008; ESPENCHITT, 2008).

1Os autores agradecem & Fundacdo Araucéria por bolsa de iniciacdo cientifica concedida & primeira autora
e pelo apoio financeiro ao projeto de pesquisa “Identificacdo do Perfil dos Municipios do Estado do Parana por
meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados”.
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O agrupamento baseado em Formigas foi proposto inicialmente por Deneubourg et al.
(1991). Segundo Lauro (2008, p. 22), “o agrupamento de corpos mortos pela espécie de for-
miga Pheidole pallidula inspirou estes autores sobre o agrupamento por um grupo de agentes
homogéneos”. A formacao de cemitérios e organizacao da ninhada sao dois exemplos notaveis
de comportamento coletivo de insetos sociais. A formacgdo de montes, como por exemplo, o
cemitério (agrupamento de cadaveres), tem sido observado na espécie Pheidole pallidula. Con-
forme as formigas morrem, elas sdo carregadas para fora dos ninhos pelas formigas operarias. O
processo de formar montes (agrupamento) surge em fungao da atracdo entre corpos ja deposita-
dos e as operdrias que estao transportando outros corpos. Os pequenos montes formados atraem
as operarias para depositarem novos corpos e assim estes pequenos montes vao aumentando de

tamanho (HARTMANN, 2005).

No agrupamento baseado em formigas proposto por Deneubourg et al. (1991) as for-
migas foram representadas como agentes simples que se moviam aleatoriamente em uma grade
quadrada. Os padroes foram dispersos nesta grade e poderiam ser carregados, transportados
e descarregados pelos agentes (formigas). Estas operagoes sao baseadas na similaridade e na
densidade dos padroes distribuidos dentro da vizinhanga local dos agentes, padrdes isolados ou
cercados por dissimilares sao mais provaveis de serem carregados e entao descarregados numa

vizinhanca de similares.

Apo6s um numero estipulado de iteracoes, se obtém uma separacao espacial dos padroes

na grade, os grupos formados tendem a formar regioes densas na grade.

2 Funcoes e parametros envolvidos no algoritmo

As decisoes de carregar e descarregar padroes sao tomadas pelas probabilidades P e

Pyrop, descritas por Deneubourg et al., dadas a seguir pelas equagoes 1 e 2, respectivamente.

. 2
f(@) >
drop (kd+f(2) ( )
Nestas equagoes, f(i) é uma estimativa da fragdo de padroes na vizinhanga que s@o

semelhantes ao padrao atual 7 da formiga e k, e kq sao constantes reais. Os autores usaram k,=

0,1 e k= 0,3.
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Os parametros kj, e kq demonstram a influéncia que a funcdo densidade f(i) exerce
no calculo da probabilidade de um agente carregar ou descarregar um objeto em determinada
posicao. A probabilidade de carregar decresce com o aumento de f(i), de 1 quando f(i) = 0 para
% quando f(i) = kp = 0,1 e possui o menor valor quando f(i) tende para 1. A probabilidade de
descarregar aumenta com f(i), de 0 quando f(i) = 0 para i quando f(i) = kq = 0,3 e possui

maior valor quando f(i) tende para 1. Observa-se este comportamento na Figura 1 a seguir.

L=
[Fa]

o
=]

=]

]

o
[y

/ —F nick
| / — P drop
voll I W

e

D T T T T T T T %
0 0,1 g2 03 04 o5 46 07 08 09 1

¥ ¥ x ¥

li)

Probahilidades
o o
P

\
\

\

\
\
\

\

=]
w

Figura 1: Probabilidade de carregar e descarregar um objeto em funcao de f(i).

Desta forma, a fungao de vizinhanca f(i) tem grande influéncia nas decisoes de carregar
e descarregar padroes. Em Deneubourg et al. (1991) a estimativa f foi obtida por meio de
uma memoria de curto prazo de cada formiga, em que o conteido das ultimas células analisadas
¢ armazenado, sendo que o numero de células depende do tamanho de meméria escolhido.
A escolha da func@o de vizinhanga f(i) foi essencialmente motivada pela sua simplicidade e

facilidade de implementacao.

2.1 Principais modificagoes ja realizadas no algoritmo

De acordo com Lumer e Faieta (1994), Deneubourg et al. restringiram seus estudos
para ambientes com objetos idénticos ou com dois tipos de objetos e assim a tarefa dos agentes
era bastante trivial, somente para transportar objetos. Desta forma, Lumer e Faieta (1994)
incluiram modificagoes ao modelo que permitiram a manipulagao de dados numéricos com o uso

de diferentes tipos de objetos e melhoraram a qualidade da solucao e o tempo de convergéncia
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do algoritmo.

A decisao de carregar padroes ¢ baseada na probabilidade P, dada pela equacao 1
anterior e, a decisao de descarregar padroes é baseada na probabilidade Py, que foi adaptada,

dada pela equac@o 3 a seguir, em que kg é uma constante e f(7) é dada pela equacao 4.

Parey = 2f(i), se f(i) < kq @)
1, se f(i) > kq

£(i) = maz { 0, %Z [1 - d(;])} . (4)

JjeL
Na equagao 4 d(i,j) é uma fungao de dissimilaridade entre padrdes i e j pertencente ao

intervalo [0,1]. A métrica utilizada, neste caso, foi a distancia Euclidiana, dada por:

d(i, j) = \/\fﬂﬂ — 2 + [Tz — 2o + o+ | Tin — T (5)

em que i = (21, %i2,...,%in) € j = (Tj1,%52,...,%j,) representam pontos (ou objetos) n-
dimensionais. O parametro « vai escalar a dissimilaridade, ele é dependente dos dados e per-

tencente ao intervalo [0,1]. L é a vizinhanga local de tamanho igual a 0.

O termo o2

corresponde ao tamanho da vizinhanca da célula em que o agente estd e,
desta forma, f(7) é dependente da densidade. O agente se localiza no centro desta vizinhanga e
este percebe a vizinhanca pelo raio de percepgao, dado por r = ”7_1 A Figura 2 a seguir ilustra

o agente no centro e sua vizinhanca, com raio de percepcao igual a 1 e tamanho da vizinhanca

igual a 9.

8%{\4

716 |5

Figura 2: Representagao das células da vizinhanga de uma formiga (HARTMANN, 2005).

A funcdo f(i) atinge valor maximo se, e somente se, todos os itens na vizinhanga sao

similares, ou seja, d(i,j) = 0, qualquer que seja o item j pertencente a vizinhanca. Note que
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f(i) € [0,1]. Lumer e Faieta utilizaram em seu trabalho k, = 0,1, k4 = 0,15 e o =0, 5.

O objetivo de Lumer e Faieta (1994) era definir uma medida de similaridade ou dissimi-
laridade entre os padroes pois no algoritmo proposto inicialmente os objetos eram similaridades

se fossem idénticos e dissimilares se os objetos nao fossem idénticos.

Além destas modificagoes, Lumer e Faieta (1994) introduziram uma memodria de curto
prazo que acelerou significativamente o processo de agrupamento. A formiga poderia lembrar-
se dos ultimos itens que foram descarregados, bem como os locais onde foram descarregados.
Quando a formiga carrega um novo item, ela faz uma comparagao com os itens anteriormente
descarregados, que estdao na memoria, e transporta este item para o local onde estd o item mais

similar a esse.

Os algoritmos de agrupamento baseados em formigas estao principalmente apoiados nas
versoes propostas por Deneubourg et al. (1991) e Lumer e Faieta (1994). Varias modificagoes
foram introduzidas para melhorar a qualidade do agrupamento e, em particular, a separacao

espacial entre os grupos na grade (BORYCZKA, 2009).

Alteragoes que melhoram a separacao espacial dos grupos e permitem que o algoritmo seja
mais robusto foram introduzidas por Handl, Knowles e Dorigo (2005), numa versao melhorada
do algoritmo chamada ATTA. Uma das alteragoes é a inclusdo de uma restricdo na funcao de

vizinhanga f*(i), dada pela equagao 6 a seguir.

0}22{1—‘1(?)},% Vj(l—d(ia’j)> >0

0 , caso contrario.

(6)

d(i,j)

em que: a restricao Vj (1 — T) > 0 serve para penalizar dissimilaridades elevadas. Esta

restricao melhora a separacao espacial entre os grupos.

Os autores também modificaram o célculo das probabilidades de carregar e descarregar

padroes, obtidas experimentalmente, dadas pelas equacoes 7 e 8, respectivamente:

. 1, se fr(1) <1
pick(D) =4, o (7)
YEOLE caso contrario.

. 1, se f*(i) > 1
Pdrop(z) = ) (8)
f*(i)4, caso contrario.
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2.2 Parametros da Fungao de Vizinhanga

A definicao dos parametros da funcao de vizinhanca é um fator decisivo na qualidade do
agrupamento. Para o raio de percepcao r é mais atrativo empregar vizinhancas maiores para
melhorar a qualidade do agrupamento e da distribuicao na grade. Entretanto, este procedimento
é mais caro computacionalmente (pois o nimero de células a serem analisadas em cada agao

cresce quadraticamente com o aumento do raio de percepcao) e ainda inibe a formacao répida

dos grupos na fase inicial (HANDL; KNOWLES; DORIGO, 2005).

Um raio de percepcao que aumenta gradualmente com o tempo acelera a dissolucao de
grupos pequenos preliminares (HANDL; KNOWLES; DORIGO, 2005). No trabalho dos autores,
eles utilizaram um raio de percepgao inicial igual a 1 (¢ = 3) com um incremento linear até
chegar em 5 (¢ = 11). Enquanto ocorre este incremento, os autores mantiveram o parametro
escalar % inalterado na fungao de vizinhanca f*(i), de forma que, na fase inicial f*(i) estd

limitada ao intervalo [0,1], depois, o limite superior aumenta com cada aumento do raio de

percepcao.

A separacgao espacial dos grupos na grade é crucial para que grupos individuais sejam
bem definidos, possibilitando a sua recuperagao automatica. A proximidade espacial, quando
ocorrer, pode indicar a formagao prematura do agrupamento (HANDL; KNOWLES; DORIGO,
2005).

Desta forma, apds a fase inicial de agrupamento durante um curto intervalo de iteragoes,
entre os tempos tipiciat = 0,45.N € ting = 0,55.N em que N ¢é o nimero total de iteragoes, os
autores substituiram o parametro escalar 0% por ﬁ na equagao 6, em que Ny é 0 nimero de
células da grade ocupadas, observadas dentro da vizinhanca local. Assim, somente a semelhanca
e nao a densidade sera levada em consideragao. Isto acarreta no espalhamento dos dados na
grade, mas de uma forma ordenada, na qual cada grupo ocupa seu préprio lugar na grade.
Ap06s esse periodo, a fungdo vizinhanca volta a sua forma anterior. Entao novos grupos serao

formados, mas agora com maior probabilidade de serem gerados préximo aos centros destas

regioes, pelo fato das fronteiras de suas vizinhancas serem de baixa qualidade.

Este efeito ocorre pois nas equacgoes 7 e 8 propostas as decisoes de carregar e descarregar
padroes se tornam mais cautelosas, sendo determinadas exclusivamente pelo valor da funcao de

vizinhanga f*(7).

O parametro « é um limitante que vai “escalar” a dissimilaridade na fungao de vizinhanga
f(i), sendo que o funcionamento do algoritmo é crucialmente dependente deste parametro. A

escolha de um valor muito pequeno para « impede a formacao de grupos na grade, por outro
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lado, a escolha de um valor muito grande para « resulta na fusao de grupos. No caso limite,

a =1, todos os itens formariam um tnico grupo.

Fixar parametro o nao é simples e a sua escolha é altamente dependente da estrutura
do conjunto de dados. Um valor inadequado resulta em uma excessiva ou extremamente baixa
atividade na grade. Por conta disso, Handl, Knowles e Dorigo (2005) propuseram uma adaptagao
automdtica de o por meio da quantidade de atividade bem sucedida do agente, ou seja, se faz

o registro do sucesso e insucesso da operacao de descarregar os itens.

3 O algoritmo basico

Numa fase inicial, todos os padroes sao aleatoriamente espalhados na grade, na qual
cada célula deve conter apenas um padrao, assim, haverd células da grade ocupadas e outras
que estarao livres. Depois, cada formiga escolhe aleatoriamente um tnico padrao para carregar

e é colocada em uma posicao aleatoria na grade.

Na préxima fase, chamada de fase de distribuigdo, em um lago (loop) simples, cada
formiga é selecionada aleatoriamente. Esta formiga se desloca na grade executando um passo
de comprimento [ numa direcdo aleatéria. A formiga entdo decide, probabilisticamente, se

descarrega seu padrao nesta posicao.

Se a decisao for de nao descarregar o padrao, escolhe-se aleatoriamente outra formiga e
recomega-se o processo. Se a decisao for de descarregar, a formiga descarrega o padrao em sua
posicao atual na grade, se esta estiver livre. Se esta célula da grade estiver ocupada por outro
padrao, o mesmo deve ser descarregado numa célula imediatamente vizinha desta, que esteja

livre, por meio de uma procura aleatdria.

A formiga procura, entdo, por um novo padrao para carregar. Dentre os padroes livres
na grade, ou seja, dentre os padroes que nao estao sendo carregados por nenhuma formiga, a
formiga seleciona aleatoriamente um, vai para a sua posigdo na grade (posigdo em que o padrao
se encontra), faz a avaliagdo da funcdo de vizinhanga e decide probabilisticamente se carrega
este padrao. Este processo de escolha de um padrao livre na grade é executado até que a formiga

encontre um padrao que deva ser carregado.

S6 entao esta fase € reiniciada, escolhendo-se outra formiga até que um critério de parada
seja satisfeito. Uma iteragdo ocorre quando todas as formigas ja tenham sido selecionadas. Ao

final, um processo para recuperagao dos grupos é aplicado.
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Consideracoes Finais

A realizacdo do estudo bibliografico foi de extrema importancia para a compreensao
da dinadmica do algoritmo e das propostas de melhoria, visto que esta meta-heuristica ainda
exige muita investigacao para melhorar seu desempenho, estabilidade e outras caracteristicas,

consideradas “chaves”, que fariam de tal algoritmo uma ferramenta madura para mineracao de

dados.
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Resumo: O presente trabalho é resultado da iniciagao cientifica voluntaria
do discente Alexandre Batista de Souza. Aqui objetivamos apresentar a
construgao do corpo ordenado e completo dos niimeros reais, de um ponto de
vista da algebra. Para isso, utilizamos a abordagem classica conhecida como
cortes de Dedekind.

Palavras-chave: cortes de Dedekind; niimeros; construcgao.

1 Introducao

Nosso trabalho busca apresentar a construcao do corpo ordenado e completo dos niimeros
reais, por cortes de Dedekind. A motivagdo e/ou relevancia desse estudo, dé-se entre outras
coisas, pela importancia do conjunto dos ntimeros reais dentro da matematica e das ciéncias
exatas, nas quais é elemento fundamental para a formalizacao, por exemplo, do célculo diferencial

e integral. O conceito de completude, entre outros, é o que permite falar em calculo infinitesimal.

Com tal propésito, e tendo como elemento guia o caminho tragado por Deparis, (2009)
faz-se necessario inicialmente formalizar o conceito intuitivo de ntimero natural, por meio de
axiomas que garantam a existéncia e o comportamento usual do conjunto dos niimeros naturais
N. Em seguida, utiliza-se os elementos deste conjunto associado ao conceito de classes de equi-
valéncia, para construir ao anel de integridade dos nimeros inteiros Z, que contém uma cépia
algébrica N. Analogamente, utiliza este anel de integridade para construir um corpo ordenado
Q, no qual Z estd imerso, pela existéncia de um isomorfismo entre os anéis, Z e Q. Destaca-
mos que a construcao de N, Z e QQ, nao serd feita aqui e pode ser encontrada no trabalho da
autora supracitada bem como em Ferreira (2013). Neste artigo nos dedicaremos a apresentar
a construcao do corpo ordenado e completo dos nimeros reais R, assumindo a existéncia do
corpo ordenado dos nimeros racionais Q. Por ltimo, é importante lembrar que este trabalho se
utiliza de alguns conceitos cldssicos da algebra como; relacées de ordem, aplicagoes, operagoes,

anéis, corpos, isomorfismos que podem ser encontrados, por exemplo em Domingues (2003).
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2 O corpo ordenado e completo dos ntimeros reais

Considerando o corpo das fragoes do anel de integridade dos niimeros inteiros Q e a
relacdo <, definida sob o mesmo, construiremos subconjuntos deste que serao elementos de um
novo conjunto que também serd totalmente ordenado e terd estrutura de corpo. Ainda, além de

possuir essas propriedades, esse conjunto possuira também a completude.

2.1 O corte de Dedekind

Definigao 1. O corte de Dedekind é denotado por «, tal que o C Q, e satisfaz as seguintes

propriedades,

a)a# ey #Q;
b) Vp,q € Q,se p € a e ¢ < p, entdo q € «;

c)Vp € a,3 q € a, tal que p < q.

Definicao 2. Para todo r € Q, o conjunto « é definido por

a={peQ;p=<r}
Teorema 3. O conjunto «, dado pela definicao 2 satisfaz a definicao 1.
Prova. Temos que mostrar que « satifaz as condicoes a, b e ¢ da definigao 1.

Para tanto, note que para todo r € Q, existe s € Q, tal que s < r. Disso decorre que,
a # (). E fato também, que para todo r € Q, existe t € Q, tal que r < ¢, implicando que, a # Q.

Assim, « satisfaz a condicao (a).

Sejam p,q € Q, com p € a e ¢ < p. Sendo assim, temos da definicao de «, que g < r e,

portanto ¢ € a.. Logo, « satisfaz a condigao (b).

Finalmente, para todo p € «, existe ¢ = p—;r € «a. Pela construgdo ¢ < r e p <

q. Analogamente, existe q; = QTH, com p < ¢q;. Repetindo este processo encontramos ¢, =

W, para todo n € N*. Decorre entdo que a nao contém o supremo e a condigao (c) é
satisfeita.

O

Definigao 4. O conjunto dos cortes de Dedekind « é denotado por R e definido por

R = {a C Q; « é dado pela definicao 2 }



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 95

2.2 Operagoes em R

Com o intuito de que R tenha estrutura de corpo, vamos definir duas operacoes neste

conjunto, que irdo satisfazer as propriedades desejadas.

Definigao 5. Sejam «,3 € R. O conjunto denotado por v é definido por

vy={a+bacaebef}

Lema 6. Sejam a € R ez ¢ a. Entao p < z,Vp € .

Prova. Sejam o € R e x ¢ a. Suponha que exista p € «, com = < p. Disso, pela propriedade

(b), da definigao 1, temos que x € «, contradizendo a hipétese. O

Teorema 7. O conjunto vy, dado pela definicdo 5 € um corte de Dedekind.

Prova. Novamente, temos que verificar as trés condicGes da definicao 1.

Note que, sendo «a, § € R, existem a € o e b € 3, tal que a + b € ~, implicando que
v # (. Pelo mesmo motivo, existem ¢ € a e d € 3, tal que ¢ ¢ « e d ¢ 3. Pelo lema 6, para
todoa € aebe f,a~<ceb~<dimplicando que a+b # c+d. Logo, c+d ¢ v e~y # Q. Temos

portanto, que « atende a condicao (a).

Agora sejam z € vy e y < x. Assim x = a + b, para algum a € « e b € 3. Disso decorre
que y —a < b esendo § € Q, temos que y — a € B. Portanto, tomando y = a + (y — a), para

alguma € ey —a € B,y € v, e a condigao (b) é satisfeita.

Para comprovar a condigao (c) da referida defini¢do, tome x € . Pela definigdo do
conjunto v, x = a + b, para algum a € a e b € 5. Sendo «, 5 € R, existem ¢ € a e d € 3, tais
que a < c e b < d, para quaisquer a € o ¢ b € 8. Em decorréncia disso temos que a +b < c+d

para todo a € a e b € 3, e portanto para qualquer x € vy existe y € v tal que = < .

Definigao 8. A adig@o em R é denotada por + e definida por

+: RxR — R
(@, f0) = +((e,8) =7

Definigao 9. O zero é denotado por 0* e definido por

0 ={peQ;p=<0,com0 € Q}.
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Este conjunto é o elemento neutro para a operacao de adigao, fato que serd demonstrado

no teorema 17.

Definicao 10. A relagdo menor que em R é denotada por < e definida por

a<pB<s aCp.

Definicao 11. Sejam o, 5 € R, com 0* < o e 0* < 8. O conjunto denotado por ~ é definido

por

fy:Q_U{a-b;aEOzebeﬂcom0<a60-<b}.

Teorema 12. O conjunto v, dado pela definicao 11 € um corte de Dedekind.

Prova. E um argumento andlogo ao caso da operacao de adicdo e pode ser encontrado em

Deparis, (2009), ou mesmo em Ferreira, (2013). O

Definigao 13. A multiplicacdo em R é denotada por - e definida por

RxR — R
(@.0) = (&0) =7

tais que,
a- B =0%sea=0"ouf=0%
a-B=v,sea<0% e <0"ouse 0*<aeld*<g;

a-B=—y,50"<aef <0"ousea<0"e0* <g.

Observamos que o conjunto —y é o elemento simétrico de v com respeito a operacao de

adicao, como sera provado no teorema 17.

2.3 Relacao de ordem em R

Objetivamos agora, definir uma relacao de ordem total no conjunto dos cortes de De-
dekind, para que este possa ter estrutura de corpo ordenado, munido das operagoes que foram

definidas na subsegao 2.2.
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Definicao 14. A relacido menor ou igual em R é denotada por < e definida por

aXpfe alp.

Proposicao 15. A relagao < € relagio de ordem em R.

Prova. Precisamos mostrar que a relacao < é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
De fato,como o é um conjunto temos que o C «, o que implica em = ser reflexiva.

Tome quaisquer v e 5 € R com @ = § e =< «a. Assim, pela definicao desta relagao,

a C B e Cae pelaigualdade de conjuntos o = 3. Logo, = é anti-simétrica.

Também, para todo «, 8 e v € R, tais que « < S e § <X, observe que o C e  C v~
temos as respectivas inclusoes que satisfazem a propriedade transitiva, e portanto a relagao

menor ou igual é transitiva. O

Proposicao 16 (Tricotomia). Va, 8 € R, temos que

a=xfoupfa

Prova. Suponhamos sem perda de generalidade que, a € 3. Assim existe z € Q, tal que z € a e
x ¢ (. Pelo lema 6, p < x para qualquer p € 3. Como x € a e p € «, para todo p € 8. Decorre

entao que, 8 C «a e logo 5 = a. O

As proposigdes 15 e 16 mostram que relagdo menor ou igual é uma relagao de ordem

total sob o conjunto R (Domingues, 2003).

2.4 O corpo ordenado e completo dos nimeros reais

Teorema 17. O conjunto R munido das operagoes - e + possui estrutura de corpo.

Prova. Ver Deparis, (2009). O

Proposigao 18. Para todo a,fev€R, se a<pf=>a+v=<L+7.

Prova. Seja a4+ ¢ € a4+ para algum a € o e ¢ € 7. Temos da hipétese que a = 5, entao,
a C B. Logo a+c € B+ v para algum a € a e ¢ € 7. Logo a+ v C 8 + v e portanto, pela

definicdo da relacdo menor ou igual, a +v < 5+ 7. O

Proposicao 19. Para todo o, 5 e v € R, com 0" <v,s¢ a <X entio o -v=X [ -7
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Prova. Sejaa-c € a-v, para algum a € a e b € 8. Como supoe-se que o = 3 temos que o C 3,
e disso decorre que a - ¢ € 3 -7, para algum a € S e ¢ € . Logo a -~ C - e portanto, pela

defini¢do da relagao menor ou igual oo -y =< 3 - . O

As proposicoes 15, 16, 18 e 19, juntamente com o teorema 17, garantem, segundo Do-
mingues (2003) que R possui estrutura de corpo ordenado. Sendo assim, a partir de agora

caminharemos para mostrar que R é um corpo ordenado e completo.

Definigao 20. O corte racional é denotado por 7* e definido por

r*={peQ;p=<rvreQ}.

Definigao 21. O conjunto cortes racionais é denotado por Q' e definido por

Q ={r*;r e Q}.
Teorema 22. O conjunto Q' dotado das operagoes + e - € um subcorpo em R.
Prova. Teremos que verificar que 0* e 1* € @', e além disso se este conjunto é fechado para as
operacoes + e - definidas sobre R.
Como 0,1 € Q, pela definicao do conjunto dos cortes racionais, 0* e 1* € Q.

Tome r*,s* € Q. Pela defini¢ao de adi¢ao temos que r* + s* = (r + s)* e pela definicao

do conjunto Q" ocorre que (r + s)* € Q'.

Analogamente, pela definicdo de multiplicagao temos que r* - s* = (r + s)* e logo pela
definicao do conjunto Q' este é fechado para multiplicacao. Portanto, o conjunto dos cortes

racionais possuem estrutura de subcorpo em R. O

Teorema 23. Os anéis Q e Q' sdo isomorfos.

Prova. Defina a fungao
fr Q -

ro— f(r)=r%

Tome f(r) = f(s) e note que pela definicao da fungao f que r* = s*. Logo pela defini¢ao

de corte r = s e a fungao f é injetora.
Tome r* € Q' e note que sempre existe r tal que f(r) = r*, indicando que f é sobrejetora.

Observe que pela defini¢ao da funcao f, f(r +s) = (r + s)* e pela definigao de adicao
(r+s)*=r"+s*=f(r)+ f(s).
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Também pela definigdo da funcao f, f(r-s) = (r - s)*. Da definigao de multiplicacao

temos que(r - s)* =71*-s* = f(r) - f(s).

Portanto concluimos que f é um isomorfismo entre os andis Q e Q'. O

O teorema 23 nos diz que Q estd imerso em R, ou seja, que o conjunto dos nimeros
racionais estd contido no conjunto dos cortes de Dedekind, e juntamente com o teorema 22,
sugere que Q' # R ou seja, que existe « € R e a ¢ Q. Isso é o que comprova o préximo

resultado.

Teorema 24. Eriste a € R, tal que, a ¢ Q'.

Prova. Defina o = Q_|J{zr € Q;z -2 < 2, com 2 € Q}. Vamos mostrar apenas que este
conjunto é um corte de Dedekind. O argumento para o fato de que o ¢ Q' pode ser observado

em Ferreira (2013).

E imediato que « # 0, pois Q_ C a. Note também que, 4 € Q, mas 4 ¢ «a, pois 2 < 4.

Logo, o # Q e consequentemente « satisfaz a condigao (a).

Agora sejam p,g € Q, tal que p € a e ¢ < p. Sep € Q_, entao ¢ € Q_, entao q € a.
Se0 <peqg=0,entao g € Q_. Logo g € a. Se 0 < pel < ¢, temos disso e da hipétese que
q-q < p-p. Assim como p € o temos que p-p < 2. Decorre portanto que, ¢q- ¢ < 2 e a condicao
(b) esta atendida.

Seja p € a. Temos que para todo n € N*,

S |-
+
S =

(p+3)-(PHy)=p-p+2p- g+ 2p-p+2p:
Note que para % < n temos,
p-p+2p-%+%<2€disso, (p—i—%)-(p—i—%) €«
Como p < (p+ 2) - (p+ 1), a condigdo (c) estd verificada. O
Definigao 25. O elemento « dado pelo teorema 24 é denominado corte irracional.

Definigao 26. Seja K um corpo ordenado e A C K. O subconjunto A é limitado superiormente
se existe k € K tal que a < k, para qualquer a € A. Assim k é denominado cota superior do
conjunto A. A menor das cotas superiores de A - quando existe - é denominado supremo do

conjunto A.
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Definicao 27. Seja A C K com A um conjunto limitado superiormente e K um corpo ordenado.

Definimos que K é um corpo ordenado e completo se e somente se,
VACK,3dk € K;a <Xk, Vae A

Proposicao 28. Se o, € R, com a < 3, existe um corte racional r* tal que a < 1r* < .

Prova. Sendo a < 3, existe p € (3 tal que p ¢ . Segue pela condicdo (c) da definicdo 1 que
existe r € 5 tal que p < r. Como temos que r € /3, mas pela defini¢ao de 7*,r ¢ *, segue disso
que r* < B. Pela condi¢ao (b) da defini¢ao 1, p € r* mas da maneira que foi tomado, p ¢ «, o

que implica em o < r*. O

O proéximo resultado mostra que R possui a completude (Dedekind, 1901), e muitas vezes

é conhecido como o teorema de Dedekind ou teorema do completamento (Rudin, 1971).
Teorema 29. Sejam A e B subconjuntos de R tais que,
i)R=AUB;
ii) AN B = {);
iii) A# D e B # 0;
i) se a €A e e B, entio o< f.

Entao,

ArveRaxvy=<pBVaeAe fEB.

Prova. Primeiro provaremos a existéncia 7.

Considere o conjunto v = {r € Q|r € a para algum « € A }. Vamos mostrar que vy

satisfaz a definicao 1, ou seja, é um corte de Dedekind.

Com efeito, como A # () temos que a # (), implicando imediatamente que v # (). Por
outro lado, a C 3, para todo o € A e para todo 8 € B, existe p € § talque p ¢ a. Logo, p ¢ -,

pela defini¢ao deste conjunto e decorre que v # Q. Portanto a condi¢do (a) esta satisfeita.

Sejam r € v e s < r. Disso, temos que r € « para algum a € A. Sendo a € R, temos

que s € « e segue disso que s € . Logo ~ satisfaz a condigao (b).

Seja r € v, 0 que implica que r € a, para algum o € A. Como a € R, existe s € « tal

que r < s e portanto s € 7. mostrando que v cumpre a condigao (c).
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Agora tendo que v € R devemos mostrar ainda que o < § < f§ para todo a € A e para
todo 8 € B. De fato, pela definicdo do conjunto v temos que a =< -, para todo a € A. Suponha
por absurdo que exista § € B com 3 < . Disso temos que existe r € v e r ¢ 3, e portanto

r € a para algum o € A. Logo 8 < «, contrariando a hipotese.

Por fim suponha que existam 1 e 2, com y; < 72 tais que a =< 1 < v2 < 8 para todo
«a € A e para todo 8 € B. Pela proposicao 28, existe v3 tal que 71 < 3 < 2. Disso temos que,
v3 < [ para todo 5 € B e como A|JB = R, entdo 73 € A. Analogamente temos que, o < 3

implicando que 3 € B. Mas 73 € A() B contradiz a hipdtese e portanto, v é tinico.

Corolério 30. O corpo ordenado R é completo (satisfaz a defini¢ao 27).

Prova. Seja M C R um conjunto limitado superiormente e considere o conjunto das cotas
superiores de M denotado por S, bem como seu complementar denotado por S¢. Note que para

S¢ e S as hipdteses do teorema anterior se verificam e temos que,
dyveRa=y=2p,VaeSefeS
Com o objetivo de mostrar que v é o supremo do conjunto M ,devemos considerar dois

Casos;

1° caso: Se ocorre que,
dvyeRa<y=2p,VaeSefeS
obtemos que v = 3,V € S, ou seja, v é a menor das cotas superiores de M, e sendo assim seu

0 supremo.

2° caso: Por outro lado, aceitando como verdadeiro que,

dvyeRaxv<8,Vae Sefes.

e supondo que y nao é o supremo de M - ou seja, existe u € M tal que v < u - obtemos que,
w € M. Pela proposicao 28, ocorre que existe n € M tal que v < n < u, e isso implica que
n ¢ S. Logo n € S¢resultando que 1 é o supremo de S, contradizendo entao, o fato de «y ser o
supremo. Diante disso nao podemos admitir como verdadeiro o segundo caso e temos que s6 o

primeiro pode ocorrer, o que prova o coroldrio. ]
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Definicao 31. A estrutura denotada por (R,+,-) ou simplesmente por R, é o corpo ordenado

e completo dos niimeros reais.

3 Consideracoes finais

Este trabalho buscou apresentar a formalizagao para o conceito de niimero real, baseada
na abordagem dos cortes de Dedekind. Assumindo a existéncia do corpo ordenado dos nimeros
racionais, construimos um conjunto dotado de duas operagoes, - e 4+, e de uma relacao de ordem

total <, que lhe conferem estrutura de corpo ordenado que é também dotado de completude.
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Resumo: Na geoestatistica existe um método de interpolacao chamado kri-
gagem, que possibilita estimar valores de uma varidvel georreferenciada em
qualquer localizacao nao amostrada dentro da area em estudo, sem tendéncia
e com variancia minima. Essa estimacao espacial de localizacdes nao amos-
tradas é feita considerando a estrutura de dependéncia espacial da variavel,
expressa pela funcao semivariancia. Além disso, espera-se que os valores
dentro da &drea de interesse nao apresentem tendéncia que possam afetar
os resultados quanto a suposicao de estacionaridade. Entretanto, isso nem
sempre ocorre, pois hé situacoes em que a variavel exibe uma variagao sis-
tematica, sendo necessario entao sua incorporacao no estudo de dependéncia
espacial. Objetiva-se nesse trabalho testar a influéncia da tendéncia direci-
onal na predicao de valores em um conjunto de dados e com isso testar se
essa tendéncia pode afetar na andlise de uma determinada varidvel. Para
isso foram realizadas simulacoes onde foram criados diferentes ambientes nas
quais havia a presenca ou nao desta tendéncia e avaliar a sua influéncia na
predicao dos dados. Os resultados mostraram diferencas significativas nos va-
lores preditos nos casos estudados o que mostra que a presenga de tendéncia
direcional no conjunto de dados pode influenciar na predicao de valores em
locais nao amostrados.

Palavras-chave: Covariavel; estacionaridade; simulacao de dados..

1 Introducao

Na estatistica classica geralmente se supoe que realizagoes vizinhas de varidveis aleatérias
sao independentes entre si, ou seja, uma nao exerce influéncia sobre a outra. Normalmente
fendmenos naturais apresentam alguma relagado nas variacoes entre valores de uma variavel ob-
servadas em localizacoes vizinhas o que nos permite dizer que existe algum grau de dependéncia
espacial. A andlise espacial de dados surge como alternativa e/ou complemento a anélise cldssica

da estatistica, pois este tipo de andlise considera as correlacoes entre os dados observados em
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distintas localizagoes. Dentre os procedimentos que a literatura nos apresenta para se trabalhar
com esses tipos de dados a que ganhou mais énfase nos ltimos tempos foi a Geoestatistica

(GUIMARAES, 2004).

Para Landim e Sturaro (2002), a geoestatistica calcula estimativas dentro de um con-
texto regido por um fendémeno natural com distribuicdo no espago. Sendo assim, ela supoe
que os valores das varidveis regionalizadas sao espacialmente correlacionadas e, portanto, tendo
grande aplicagao principalmente para realizar estimativas e/ou simulagées em locais nao amos-
trados. De maneira geral esta técnica procura extrair de uma aparente aleatoriedade de dados

as caracteristicas estruturais probabilisticas do fenémeno regionalizado.

Segundo Garcia (2015), uma varidvel regionalizada Z(s) é expressa por um modelo linear
espacial gaussiano, que consiste na soma dos seguintes termos: p(s) que representa a componente
deterministica estrutural de Z(s), ou seja, um valor médio ou uma tendéncia; ’(s) que representa
um termo estocastico correlacionado, que varia localmente, em que s identifica uma posicao em
duas dimensodes representadas pelos pares coordenados (z,y); e €’ que representa um ruido

aleatério nao correlacionado, com distribuicdo normal com média zero e variancia o2.

Segundo Uribe-Opazo, et al. (2012) a funcao u(s) pode ser decomposta numa combinagao
linear de covaridveis x;(s;) (funcoes conhecidas associadas as coordenadas) e 3; (parametro des-
conhecido a ser estimado), em que os coeficientes associados a essas covaridveis sao considerados

parametros do modelo linear espacial gaussiano, que devem ser estimados.

Dessa forma quando essa média ou tendéncia é constante, na regiao do estudo, e a
variancia é constante, dentro dos limites de continuidade espacial (estacionariedade), podemos
utilizar as técnicas geoestatisticas de Krigagem Ordinaria e Simples. No entanto, existem si-
tuacoes nas quais essa tendéncia nao é constante, ou seja, diz-se que os dados sao tendenciosos.
Nesse caso, segundo Andriotti (1988), as semivariancias, que sdo medidas de variabilidade con-
dicionada pela distancia, crescerao mais rapidamente que a distancia h - o que indica presenca
de deriva - e, assim, o semivariograma experimental ird superestimar o semivariograma real.
Para Bohling (2005), os valores da semivariancia apresentados no semivariograma continuam
aumentando, mesmo além da variancia global, o que é um forte indicativo de tendéncia dire-
cional espacial na varidvel. A presenca de tendéncia direcional em um conjunto de dados de
uma determinada varidvel pode afetar consideravelmente a construcao do semivariograma, po-
dendo induzir, dependendo da extensao e da intensidade de amostragem, a conclusoes totalmente
equivocadas (STARKS e FANG, 1982). Assim existem na literatura ao menos duas opgoes reco-
mendadas para trabalhar em casos nos quais os dados sao tendenciosos: a) Ignorar o problema

e seguir as andlises utilizando uma modelagem linear ou potencial; b) Modelar a superficie de
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tendéncia no termo u(s), sendo que esse termo nao serd explicado por uma constante. Dessa
forma os valores do residuo obtidos pela diferenca entre Z(s) e u(s) serd estaciondrio, ou seja,

sem tendéncia direcional (BOHLING, 2005).

Objetiva-se, portanto, nesse trabalho realizar um estudo comparativo da andlise geoes-
tatistica de varidveis simuladas com diferentes valores de tendéncia direcional, quanto a incor-
poracao ou nao dessa tendéncia. A importancia desse trabalho se justifica ao se supor que a
tendéncia nos dados pode alterar os resultados da andlise geoestatistica e interferir na confecgao

do mapa tematico.

2 Material e Métodos

Nesse trabalho realizou-se a simulagao de dados por meio software livre R (R DEVELOP-
MENT CORE TEAM, 2008) e o pacote geoR (RIBEIRO JUNIOR e DIGGLE, 2001). Para a
simulacao uma variavel georreferenciada com estrutura de dependéncia espacial e com tendéncia
direcional foi considerada. Para essa varidvel foi fixado o modelo exponencial para a fungao se-
mivariancia. Também foram fixados os parametros do modelo exponencial: efeito pepita igual
a 0, patamar igual a 10, e alcance igual a 20 equivalente a % do alcance pratico. Considerou-se
uma area quadrada, sendo a amplitude dos eixos x e y de 0 a 100. Nessa area, os dados foram
simulados considerando uma amostragem aleatéria. Foi pré-definida também a diregao de 90°
(eixo Y') para a ocorréncia de tendéncia direcional em Z(s). Para a ocorréncia dessa tendéncia
direcional, foram pré determinados os valores dos termos referentes a fungao deterministica pu(s),
Bo e B1. Para By o valor fixado é igual a 10 e para i1, os valores foram fixados em 0,03, 0,06
e 0,6. Dessa forma classificaram-se cada um desses casos como Caso 1 (8y = 10 e 51 = 0,03),
Caso 2 (Bp =10 e 1 = 0,06) e Caso 3 (Sp = 10 e 51 = 0,6) respectivamente. Os valores de [y
e f1 foram escolhidos de forma que a correlacao entre a varidavel Z(s) e as coordenadas do eixo
Y fossem, fraca, média e forte respectivamente, para que assim se pudesse verificar o comporta-
mento da varidvel simulada em cada um desses cenarios. Foram realizadas 100 simulagoes para

cada caso estudado.

Para a criacao dos mapas teméticos primeiro se estimou os parametros do modelo geoes-
tatistico, inclusive os valores de 3y e 81, que definem a tendéncia direcional, por meio do método
de méxima verossimilhanga. Em seguida realizou-se a krigagem universal (que considera a média

como nao sendo constante) e por fim elaborou-se os mapas teméticos.

Para a comparacgao entre os valores preditos com os dados simulados originais, e os valores

preditos nos casos nas quais a tendéncia direcional foi incorporada, utilizou-se os métodos de
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Exatidao Global (EG), Kappa (K) e Tau (7). A exatidao global (EG), é uma medida de
avaliacao utilizada para mensurar a similaridade entre o mapa de referéncia e o mapa modelo
e segundo Anderson et al. (1976), o nivel minimo de precisao é de 0,85. O indice Kappa (K)
por sua vez, fornece uma medida de similaridade entre os valores do mapa de referéncia e o
mapa modelo classificado com baixa exatidao se K < 0,67, média exatidao se 0,67 < K < 0,80
e alta exatidao se K > 0,80 (CONGALTON e GREEN, 1999). O indice de concordancia
Tau (7T'), também conhecido como Kappa modificado se mostra menos subjetivo e de mais
facil compreensao e utilizagao, esse indice segue a mesma classificagao do indice Kappa (MA e
REDMOND, 1995). Além dessa metodologia os valores também foram comparados utilizando a
soma do quadrado das diferencas entre os valores preditos nas duas situagoes criadas para cada

caso estudado.

3 Resultados e Discussoes

De acordo com os resultados obtidos pode-se observar que ao aumentar o valor de ;1 (o
efeito da tendéncia dessa dire¢ao), aumentou-se também o coeficiente de correlagao, de acordo
com a Tabela 1. Ao ajustar o modelo pelo método de méxima verossimilhanca considerando a
média como sendo constante, dessa forma desconsiderando a existéncia da tendéncia notou-se
que as estimativas do alcance e do patamar se distanciaram do seu valor nominal (real), assim
como a estimativa da média. Ainda conforme tabela 1 é possivel verificar que o efeito pepita em
todos os casos € igual a 0, conforme foi estabelecido nos parametros de criacao das simulacoes,
o que nos garante forte dependéncia espacial para os dados analisados. Ao observar o valor do

desvio padrao das médias em cada caso, nota-se que ha um aumento desse parametro

Tabela 1: Média das estimativas dos parametros encontrados nos dados originais simulados

Caso Correlagao i ou a ¢1 1+ @2
1 02723 11480 1,152 67,86 0 9,789
2 0,4975 12,950 1,197 102,50 O 13,680
3 0,9876 39,06 2,173 7205 0 1658

p: média; o,,: desvio padrao da média; a: alcance; ¢1: efeito pepita; ¢1 + ¢2: patamar.

De acordo com esses resultados nota-se a influéncia da tendéncia direcional na estimativa
dos parametros do modelo que expressa a funcao semivariancia. E possivel entdo afirmar que
a tendéncia direcional afetou o comportamento da estimagao dos parametros analisados. Essa

afirmacao pode ser confirmada quando observa-se o comportamento desses mesmos parametros
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no caso onde a tendéncia direcional foi incorporada, ou seja, quando a média nao foi considerada
constante, e, e portanto, sem a influéncia dessa tendéncia no comportamento desses parametros.
De acordo com a Tabela 2 observa-se que quando a tendéncia direcional foi incluida na estimacao
dos parametros da funcao semivariancia e do termo deterministico os valores estimados do
alcance e do patamar se mantiveram proximos do valor nominal real. Os valores para Sy e 51
que foram estimados estao de acordo com os valores pré-determinados em cada caso simulado

indicando uma boa aproximacgao do método de ajuste.

Tabela 2: Média das estimativas dos parametros encontrados nos dados no qual houve a incor-
poracgao da tendéncia direcional.
Caso  fo T8, B1 08, a  f1 91+ o2
1 10,010 1,864 0,0303 0,026 50,12 0 7,928
2 10,010 1,864 0,0603 0,026 50,12 0 7,928
3 9,984 1,799 0,599 0,028 4881 O 7,743

Bo, B1: média, og: desvio padrao da média; a: alcance; ¢1: efeito pepita; ¢1 + ¢2: patamar

Também comparou-se os valores obtidos da predicao espacial dos valores da variavel
georreferenciada simulado em localizagoes nao amostradas, entre os dados com nas quais a média
foi considerada constante durante o ajuste e os dados nas quais a média nao foi considerada
constante durante o ajuste (na qual a tendéncia foi incorporada) . Para isso utilizou-se as
medidas de similaridade Exatidao Global (EG), Kappa (K) e Tau (T) (Tabela 3 e Figuras 1 a
3). Também se observou os valores da soma do quadrado das diferengas entre os valores preditos

pelo método da krigagem (Tabela 3 e Figura 4).

De acordo com a Tabela 3 e Figura 1 verifica-se que de acordo com a medida exatidao
global no Caso 1, na qual ha pouca influéncia da tendéncia direcional, os valores preditos sao
altamente similares, conforme pode-se ver na Tabela 2, na qual 98% dos valores estao acima
da classificagdo minima (0,85) para ser considerada altamente similar. Observa-se ainda que no
Caso 2 ocorre uma diminuicao dessa similaridade, ainda assim sendo considerado alto, conforme
Tabela 3 94% dos valores sao considerados altamente similares. No Caso 3, porém, percebe-se
relevante falta de similaridade dos valores preditos obtidos, sendo que 53% dos valores obtidos
estao abaixo de 0,85, o que nesta metodologia indica significativa diferenca entre os dados
obtidos. Esses resultados também sao observados quando olhamos para os graficos bloxplot em

cada caso simulado.
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Tabela 3: Porcentagem dos valores que estao abaixo e acima dos considerados como altamente

similares para o método de exatidao global.

< 85% > 85%
CASO 1 2% 98%
CASO 2 6% 94%
CASO 3 53% 47%
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Figura 1: Comparacao do método de exatidao global nos trés casos de simulacao: (a): Casol;

(b): Caso2; (c): Caso3.

De forma semelhante a Exatidao Global o método de comparagao TAU indica alta simi-
laridade dos dados no Caso 1, com 100% dos valores acima de 0,80 que nesta metodologia indica
significativa similaridade entre os dados obtidos, conforme Tabela 4 e uma pequena diminuigao
dessa similaridade no Caso 2, com 97% dos valores acima de 0,80. No Caso 3 a média dos valores
encontrados apds as 100 simulagoes estd abaixo de 0,80, conforme tabela 6, entretanto somente
40% desses valores estao abaixo desse valor, como pode ser visto na tabela 4, o que indica uma
alta similaridade entre os dados obtidos. No entanto observa-se uma significativa diminuicao

dessa similaridade se comparado com os outros dois casos, e conforme figura 2.

Tabela 4: Porcentagem dos valores que estao abaixo e acima dos considerados como altamente

similares para o método Tau.

< 80% > 80%
CASO 1 0% 100%
CASO 2 3% 97%

CASO 3 40% 60%
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Figura 2: Comparacao do método TAU nos trés casos de simulagao: (a): Casol; (b): Caso2;

(c): Caso3.

O método KAPPA de medida de acuricia também concorda com os outros métodos
citados. De acordo com a tabela 5 e figura 3, nota-se alta similaridade dos dados preditos
no Caso 1, com 100% dos valores acima de 0,80, que nesta metodologia indica significativa
similaridade entre os dados obtidos e também no Caso 2, com 95% dos valores acima de 0,80.
No Caso 3, na qual ocorre uma forte influéncia da tendéncia direcional, observa-se que 59% dos
valores estao acima de 0,80 o que indica alta similaridade nos dados obtidos, conforme tabela 5,
entretanto a média dos valores simulados fica abaixo de 0,80, conforme tabela 6. Assim como
nos outros métodos de avaliacdo de similaridade, houve um aumento na diferenca dos valores
obtidos conforme se aumenta a influéncia da tendéncia direcional no conjunto de dados, ou seja,
os valores encontrados no Caso 1 sao mais parecidos com os valores reais do que no Caso 3, na

qual ha grande influéncia da tendéncia direcional.

Tabela 5: Porcentagem dos valores que estao abaixo e acima dos considerados como altamente

similares para o método Kappa.

< 80% > 80%
CASO 1 0% 100%
CASO 2 5% 95%

CASO 3 41% 59%
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Figura 3: Comparagao do método KAPPA nos trés casos de simulagao: (a): Casol; (b): Caso2;
(c): Caso3.

Quando observamos a soma do quadrado das diferencas, observamos que a maior dife-
renca entre os valores preditos ocorre no Caso 3 e a menor diferenga no Caso 1, havendo, portanto
um aumento gradativo dessa diferenca o que acompanha o aumento da correlagdo linear e da
tendéncia direcional, conforme tabela 6 e figura 4.
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Figura 4: Comparagao dos valores da soma dos quadrados da diferenca nos trés casos de si-

mulagao: (a): Casol; (b): Caso2; (c): Caso3.

Tabela 6: Comparacao das medidas dos indices de similaridade entre os mapas tematicos nos

diferentes casos simulados.

Caso EG TAU KAPPA SQD

1 0,969 0,966 0,963 13,350
2 0,937 0,929 0,924 47,620
3 0,819 0,799 0,798  8236,000

EG: exatidao Global; SQD: soma do quadrado das diferencas.

Ao observar os graficos boxplots nota-se alta similaridade entre os valores simulados
mesmo com o decréscimo dessas medidas quando se aumentou os valores de 8. A maior diferenca

ocorre quando se observa a soma quadrada das diferencas. Essa diferenca pode ter sido gerada
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devido a que as medidas de similaridade (EG, T, K) comparam os valores das varidveis em
classes ou intervalos, ji& a soma quadrada das diferencas compara os exatamente os valores
obtidos. Esses resultados confirmam o efeito da tendéncia direcional na predigdo de valores no
conjunto de dados, pois conforme se aumenta a influéncia dessa tendéncia aumenta-se também

a dissimilaridade entre os valores encontrados.

4 Consideracoes Finais

A geoestatistica é uma importante ferramenta quando o que se deseja é predizer o com-
portamento de certas varidveis em uma determinada area por meio de coleta de somente alguns
pontos dessa area. Isso é possivel gragas ao estudo da dependéncia espacial da varidvel desejada

por meio da andlise da correlagao entre os dados observados em diferentes localizagoes.

Essa ferramenta terd uma melhor eficiéncia se na andlise da variabilidade espacial de
dados nao estaciondrios, for incorporada a presenca da tendéncia direcional por meio de uma

covariavel no termo deterministico.

Os resultados obtidos nesse trabalho mostram que a tendéncia direcional afetou os resul-
tados quanto a eficiéncia da estimacao do modelo geoestatistico e na predigao espacial dos valores
de uma variavel georreferenciada em localizagoes ndao amostradas. Dessa forma, se nao incorpo-
rada essa tendéncia pode-se ocorrer erros na predicao de valores para locais nao amostrados e

consequentemente erros de avaliagao da varidvel em estudo.
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Resumo: Diante da busca constante pelo desenvolvimento econdémico naci-
onal, o governo brasileiro tem incentivado nos ltimos anos a construgao civil
por meio de diversos investimentos. Do fato do aumento de investimentos, o
nimero de obras tende a crescer e por consequéncia também o contingente de
trabalhadores. Diante dessa realidade, este trabalho tem como objetivo deli-
near o perfil do emprego na construgao civil brasileira, por meio da Anélise de
Agrupamentos. Os grupos encontrados foram caracterizados conforme seus
centroides. A partir da avaliacdo dos resultados obtidos, observou-se que no
grupo onde o indice de primeiro emprego e reemprego sao maiores, o con-
tingente de trabalhadores com escolaridade inferior é maior. Além disso, no
grupo onde a taxa de construgao de rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras
de arte especiais é maior, o indice de trabalhadores com grau de escolaridade
elevado também é maior.

Palavras-chave: mineragao de dados; K-Médias; emprego na construgao
civil.

1 Introducao

A construgao civil no Brasil é uma drea de grande importancia para a economia, dada
a sua capacidade de gerar as bases para o desenvolvimento do pais. Tal importancia pode ser
notada pelo setor da construcao civil produzir a infraestrutura econdmica necessaria para o fun-
cionamento de outros setores da economia, ou seja, a partir da construcao de portos, aeroportos,
rodovias, ferrovias, sistemas de fornecimento de energia, permite-se o funcionamento correto de
servicos primarios, secundarios e tercidrios. Destarte, a capacidade e qualidade do setor constru-
tivo, influencia diretamente o desenvolvimento dos mais diversos setores da economia nacional

(TEIXEIRA; CARVALHO, 2005).

Nos tultimos anos quando se trata do setor da construcao civil, o seu aumento consi-
deravel tem sido impulsionado através de programas habitacionais de cunho governamental e o
Programa de Aceleragao do Crescimento (PAC), tendo como consequéncia o aumento da pro-
cura de mao de obra envolvida diretamente no setor citado. Além de questoes habitacionais e o

PAC, investimentos feitos sobre o pais como realizacdo da Copa do Mundo de 2014 e dos Jogos

10 autor agradece & Fundacdo Arauciria por bolsa de iniciacdo cientifica
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Olimpicos de 2016 também estao envolvidos com o crescimento e destaque da construgao civil

(CARDOSO, 2013).

Conforme dados levantados pelo CAGED (Cadastro Geral de Empregados e Desempre-
gados) em 2014, as admissoes envolvidas no setor em pauta apontam cerca de 704 mil profis-
sionais contratados. Porém, quando em confronto com os dados obtidos em 2013 pela mesma
fonte, apresentou uma decadéncia de aproximadamente 2,52%. Ainda, o CAGED (2014) des-
taca elementos em relagao a demissoes, indicando uma leve e considerdvel expansao de 0,13%.
Contudo, a mesma resposta é considerada de certa forma como uma consequéncia da taxa ava-
liada de emprego, com uma reducao de 23,84%. Ja quando comparamos indices de desemprego
na construcao civil, entre 2003 que apresentava porcentagem de 8,9%, e 2014 que apontava

propor¢ao de 2,5%, podemos afirmar que o mesmo sofreu uma perda expressiva.

Nesse sentido, frente a grande capacidade de geracao de emprego e influéncia na economia
causada pela construcao civil, o projeto de pesquisa de iniciacao cientifica buscard delinear o

perfil do emprego neste setor.

Um meio para atingir tal objetivo é a andlise minuciosa de dados, a qual combina di-
ferentes dreas, tais como a Estatistica, Matemética e nesse caso a Construcao Civil. A anélise
serd efetuada a partir de técnicas de agrupamento de dados, ou seja, por meio de uma das dreas
mais promissoras e uteis da atualidade: a Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados, a
qual busca a organizacao e ordenacao de tais dados, com o objetivo de prover os mesmos de um
sentido dentro de um contexto, gerando assim a informacao e, em um estigio final, a partir dos
dados e informacoes, a geracao do conhecimento. Uma definicdo mais formal para a Descoberta
do Conhecimento em Base de Dados ou simplesmente KDD (sigla que corresponde ao termo em
inglés, Knowledge Discovery in Databases) foi dada por Fayyad et al. (1996): é um processo
nao trivial, que tem como objetivo a identificacdo de padroes compreensiveis, validos, novos e
uteis a partir de grandes conjuntos de dados, de forma interativa e iterativa. A Descoberta de
Conhecimento em Bases de Dados pode se dividir em: selegao, pré-processamento, formatacao,

mineracao de dados e interpretacgao.

Segundo Goldschimidt, Passos e Bezerra (2015) o processo de KDD estd inserido em
um cenario de complexidade, dada a dificuldade de percepc¢ao frente aos diversos elementos que
surgem durante o processo e como forma de orientagao pode ser utilizado o modelo CRISP-
DM, o qual tem como objetivo fornecer as orientagoes basicas para o processo de Descoberta de

Conhecimento em Bases de Dados.
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2 DMateriais e Métodos

Os dados foram obtidos na CBIC - Camara Brasileira da Induastria da
Construgao (disponivel em http://www.cbicdados.com.br/menu/emprego/rais-ministerio-do-
trabalho-e-emprego), cujos dados sao retirados da Relagao Anual de Informagoes Sociais (RAIS)
do Ministério do Trabalho —, as quais se referem ao ano de 2014, sendo elas: mulheres emprega-
das; primeiro emprego; reemprego; analfabetos empregados; trabalhadores com: primeiro ciclo
completo, fundamental completo, e ensino superior completo; construcao de rodovias, ferrovias,
obras urbanas e obras de arte especiais; construgao de outras obras de infraestrutura. Referentes

aos 26 estados da federacao e o Distrito Federal.

Dentre os diversos algoritmos de Agrupamento de Dados, para Tan, Steinbach e Ku-
mar (2006), os métodos de Agrupamento fundamentais podem ser classificados em Método de
Particao, Método Hierarquico, Método Baseado em Densidade e Método Baseado em Malhas.

Neste trabalho um Método de Particao (o K-Médias) foi utilizado.

Os métodos de particdo ou particionamento sao explicados por Tan, Steinbach e Kumar
(2006) da seguinte forma: dado um niimero n de objetos, um método de particionamento constroi
k particoes, onde cada particao representa um grupo e k < n, ou seja, o método divide o conjunto

de dados em k grupos, devendo cada grupo conter pelo menos um objeto.

Segundo Johnson e Wichern (1998), o método de particionamento mais conhecido é o K-
Meédias, sendo que os k grupos produzidos normalmente sdo de melhor qualidade em comparagao
com os produzidos por métodos hierarquicos. O funcionamento basico do K-Médias é baseado
na definigdo de k centroides iniciais (pontos do conjunto de dados, por exemplo) e em seguida
cada ponto do conjunto de dados é atribuido ao grupo representado pelo centroide de menor
distancia. Apds a alocacao inicial, o0 método segue iterativamente atualizando os centroides de
cada grupo (calculando o ponto médio dos pontos alocados ao grupo) e realocando cada ponto

do conjunto de dados ao centroide mais préximo, até que um critério de parada seja satisfeito.

3 Resultados e Discussao

A &area da construcao civil empregou 3.019.427 de trabalhadores, sendo notadamente a
contribuicao da regiao sudeste, para o total de empregados superior as demais regides. Desse
total de empregados, pode-se ainda segmentar os trabalhadores conforme o sexo. Em 2014,
observou-se um numero de 286.317 mulheres empregadas e 2.733.110 de homens. O contexto

mostra que o ramo da construcao civil ainda demostra uma grande disparidade entre o total de
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homens e mulheres empregados. De forma percentual com referéncia ao total de empregados, ao
que tange as mulheres empregadas, o estado que mostrou menor valor foi o de Piauf com 5,20%
e o maior foi o de Amazonas com 12,97%. O desvio padrao, tanto do total quanto dos homens e
mulheres empregados, é maior que a média, o que leva a um coeficiente de variacao acentuado.
Sendo assim hd uma grande variabilidade dos dados com relagao a média e por consequéncia

pode-se inferir que o conjunto de dados apresenta uma heterogeneidade.

Dos empregados no setor, alguns foram contratados em 2014, sendo que parte teve o
primeiro emprego e parte foi reempregada no setor da construcao civil, o primeiro representa
3,52% e o segundo 47,63% do total de empregados no ano. O total de carteiras assinadas foi de
1.544.520, representando 51,15% do total, 3.019.427. A partir desta observacao, de um grande
numero de admitidos, é possivel notar o quao o mercado da construcao civil estava aquecido
e necessitando de profissionais no ano em questao. Proporcionalmente ao total de empregados
os estados do Rio de Janeiro com 2,29% e Acre com 7,59% figuraram os extremos da amostra
quanto ao primeiro emprego. E quanto ao reemprego, Pernambuco com 40,18% e Tocantins
com 59,10% apresentaram o menor e o maior valor proporcional respectivamente. O conjunto

de dados referente as variaveis é heterogéneo, variando muito de estado para estado.

No que afeta o nivel de escolaridade foram observadas as varidveis analfabetos, primeiro
ciclo do fundamental completo, fundamental completo, ensino médio completo e ensino superior
completo, nao sendo computados os trabalhadores que deixaram a escola em algum ponto que
nao fosse a completude seja do ensino fundamental primeiro ciclo, fundamental segundo ciclo,
ensino médio ou ensino superior. Proporcionalmente ao total de empregados, os indices extremos
de analfabetos se encontraram nos estados do Rio de Janeiro com 0,50% e Pernambuco 2,63%;
do primeiro ciclo do ensino fundamental completo no Tocantins com 3,90% e Piaui com 10,13%;
para o ensino fundamental completo no Acre com 11,24% e Santa Catarina com 21,57%; com
relagdo ao ensino médio completo no Piaui com 21,68% e Roraima com 52,99%; e por fim
para o ensino superior completo em Rondénia com 2,67% e Sao Paulo com 7,43%. Todas
as variaveis apresentaram uma alta variacao entre cada unidade federacao, sendo a variacao
referente ao ensino superior completo a mais marcante, representando um coeficiente de variacao,

em porcentagem, de aproximadamente 184%.

Ao que compete as obras na construcao civil selecionou-se construcao de rodovias, fer-
rovias, obras urbanas e obras de arte especiais (pontes, viadutos, etc) e construgdo de outras
obras de infraestrutura. Proporcionalmente ao total de empregados quanto a construcao de
rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras de arte especiais os estados de Roraima com 0,52%

e Rondodnia com 18,57%, se encontraram nos extremos. J4 para construcao de outras obras de
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infraestrutura Roraima com 1,52% e Amapd com 24,13% representaram as duas extremidades
da amostra. A variacdo de cada varidvel entre estes estados foi de alta a extremamente alta,
sendo clara a heterogeneidade de dados. Tal heterogeneidade pode ser devido a diversos fatores,
dentre os quais pode-se citar a situacao economica de cada estado, o que gera a demanda para

o desenvolvimento da construgao civil.

Os resultados apresentados abaixo foram obtidos pela aplicagdo do método K-Médias &
base de dados criada, sendo tais analisados por dois procedimentos: analise de cada variavel e,

posteriormente, de cada grupo.

Ao que se refere & distribuicao de género, foi anteposto a varidvel mulheres empregadas
(% Feminino), como mostra a Tabela 1. E possivel observar que o valor para variavel percentual
de emprego feminino no centroide variou de 9,16% a 9,80%. E, por consequéncia, os percentuais
de emprego masculino tiveram uma variagao de 90,20% no grupo 2 a 90,84% no grupo 1. Nota-se

que nao houve uma variacao determinante entre os valores desta varidvel nos centroides.

No que tange as admissoes no periodo, foram selecionados apenas as varidveis primeiro
emprego e reemprego, a porcentagem faltante se refere principalmente aos trabalhadores ja
empregados em anos anteriores. Verifica-se na Tabela 1, que os valores da variavel primeiro
emprego no centroide variaram de 3,49% a 5,44%. J4 o reemprego apresentou uma variacao de
46,89% a 51,06%. A variacao referente ao primeiro emprego foi acentuada, no grupo 1 é 55,87%
maior que no grupo 2. Ambas varidveis representam um relativo crescimento na construcao

civil, pois 0 aumento no nimero de empregados é um indicativo de mais obras em andamento.

Tabela 1: Valores para as varidveis emprego feminino, primeiro emprego e reemprego no cen-

troide.
Grupo % Feminino % Primeiro emprego % Reemprego
Grupo 1 9,16 5,44 51,06
Grupo 2 9,80 3,49 46,89

No que concerne o nivel de escolaridade foram analisados: analfabetos, fundamental pri-
meiro ciclo completo, fundamental completo, ensino médio completo, ensino Superior completo.
Os desistentes em algum nivel escolar nao foram computados nas varidveis. A Tabela 2 mostra

os valores das variaveis no centroide.
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Tabela 2: Valor das varidaveis analfabetos, fundamental primeiro ciclo completo, fundamental

completo, ensino médio completo, ensino superior completo no centroide.

% Fundamental: % Fundamental % Ensino % Ensino
Grupo % Analfabetos  primeiro ciclo completo médio superior
completo completo completo
Grupo 1 1,46 6,06 14,71 39,26 3,44
Grupo 2 0,75 6,28 17,05 38,21 4,80

Ao que compete aos analfabetos a variacao foi de 0,75% a 1,46%, representando 94,67%
de variacao entre os grupos. A varidvel fundamental primeiro ciclo completo, a qual se refere
a completude de 1° ao 5° ano, variou de 6,06% a 6,28%, sendo maior no grupo 2 em 3,63%.
Para o fundamental completo o valor da varidvel no centroide variou de 14,71% a 17,05%, com
variacao entre o grupo 1 e o grupo 2 de 15,91%. J4 a varidvel ensino médio completo teve uma
variacao de 38,21% a 39,26%, estando o grupo 1 maior em 2,75%. Por fim, a varidvel ensino

superior completo variou entre 3,44% a 4,80%, no qual o grupo 2 é 40% maior que o grupo 1.

Dentre estas varidveis, pode-se verificar uma grande variagao na variavel analfabetos,
sendo que no grupo 1 é 94,67% maior que no grupo 2. Esta foi a variacao mais notdvel seguida
da varidvel ensino superior completo, sendo que no grupo 2 é 40% maior que no grupo 1. A grande
variacao no atributo analfabetos pode ser interpretada como uma demanda de profissionais para
atribuigoes que nao exigem conhecimento especifico, sendo uma opcao na falta de trabalhadores

com um nivel de escolaridade mais alto.

Para a modalidade de construgao, as varidveis utilizadas foram a construcéao de rodovias,
ferrovias, obras urbanas e obras de arte especiais e construcao de outras obras de infraestru-
tura. Como mostra a Tabela 3, é possivel verificar que para a variavel construcao de rodovias,
ferrovias, obras urbanas e obras de arte o valor no centroide variou de 7,68% a 10,94%, sendo
que entre grupos a variagao atingiu 42,45%. J& para a varidvel de construcao de outras obras
de infraestrutura ocorreu uma variacao de 7,90% a 9,72%, com o grupo 2 sendo 23,04% maior
que o grupo 1. A varidvel construcao de rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras de especiais

apresentou uma discrepancia relevante, a terceira maior no conjunto de variaveis.
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Tabela 3: Valor para as variaveis na construcao de rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras de

arte especiais e construgao de outras obras de infraestrutura no centroide.

% Construcao de rodovias, ferrovias, % Construcao de outras obras
Grupo obras urbanas e obras de arte de infraestrutura
especiais
Grupo 1 7,68 7,90
Grupo 2 10,94 9,72

Apoés a anilise de cada variavel os grupos podem ser caracterizados, interpretando-se os

aspectos mais relevantes.

O grupo 1 ficou caracterizado por apresentar as maiores taxas de primeiro emprego e
reemprego. Este grupo também apresentou um indice de analfabetismo muito elevado com
relacdo ao grupo 2. Além de a construcao de rodovias, ferrovias, obras urbanas e obras de arte
especiais e construcao de outras obras de infraestrutura serem diminutas. O grupo em questao
¢é formado por 11 estados, caracterizado essencialmente por estados do Nordeste e do Norte
e apenas um do Centro Oeste, possuindo 914.397 trabalhadores no setor, aproximadamente

30,28% do total.

O grupo 2 apresentou um maior nimero de estados, 16 no total, com um contingente
de trabalhadores de 2.105.030, por volta de 69,72%. Constituido por todos os estados do Sul e
Sudeste, além de 4 estados do Nordeste, 2 estados do Norte e 3 estados do Centro Oeste. Este
grupo ficou caracterizado por possuir um percentual de construcao de rodovias, ferrovias, obras
urbanas e obras de arte especiais e construcao de outras obras de infraestruturas consideravel-
mente mais alto em comparacao com o grupo 1. Este grupo comporta o maior contingente de

graduados.

4 Conclusao

A partir da analise dos resultados obtidos foi possivel observar que no grupo onde o indice
de primeiro emprego e reemprego sao maiores, o contingente de trabalhadores com escolaridade
inferior é maior, podendo tal fato decorrer da necessidade imediata de profissionais e o estoque

de trabalhadores com maior grau de instrugao nao ter sido capaz de absorver toda a demanda.

Além disso, no grupo onde a taxa de construcao de rodovias, ferrovias, obras urbanas
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e obras de arte especiais é maior, o indice de trabalhadores com grau de escolaridade elevado
também é maior, podendo tal fato ser interpretado como, onde ha uma maior demanda de
obras, hd um maior nimero de trabalhadores e, por consequéncia, uma elevada procura de
trabalhadores com o ensino superior completo. Observa-se aqui a importancia na qualificagao

do trabalhador quando programadas novas obras.
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Resumo: Neste trabalho apresentamos uma demonstragao do Teorema da
Funcgao Implicita. A esséncia da demonstracao consiste em criar uma fungao
auxiliar a qual permite utilizar o Teorema da Funcao Inversa.

Palavras-chave: Teorema da Funcdo Implicita; Anélise matematica;
Anélise no Rn.

1 Introducao

A ideia central do Teorema da Funcgao Implicita é estabelecer condicoes para que: dada
uma equacao

F(IL‘,y):O

entao seja possivel dizer que ha fungoes definidas implicitamente pela equacao acima, ou seja,

existe uma fungao ¢ tal que y = ¢(x) e

F(z,p(x)) = 0.
Na secao 3 apresentaremos um exemplo mais detalhado.

Para a demonstracao do Teorema da Funcao Implicita usaremos o classico Teorema da
Funcao Inversa, o qual garante, mediante hipéteses apropriadas, que uma dada funcao é um
difeomorfismo local. Assim, dedicamos uma se¢ao a uma breve discussao do Teorema da Funcao

Inversa.

Este texto é resultado de um trabalho de iniciacao cientifica no qual estudamos o Teorema
da Funcao Implicita. O livro texto para a realizagao dos trabalhos foi (CIPOLATTI, 2002), no

qual baseamos estas notas e onde podem ser consultados maiores detalhes.

! Agradecemos ao PIBIC/UNIOESTE pelo apoio financeiro e pelo incentivo & pesquisa.
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Este trabalho esta organizado da seguinte forma: na secao 2 discutimos o Teorema
da Funcao Inversa; na secao 3 apresentamos o resultado principal, ou seja, Teorema da Funcao

Implicita e, finalmente, na se¢ao 4 apresentamos uma aplicagdo do Teorema da Fungao Implicita.

2 Teorema da Funcao Inversa

Se 2 € R™ é um conjunto aberto e f : Q — R" é uma funcao diferencidavel em zg € €2,
dizemos que f’(zg) : R® — R™ é funcao linear que melhor aproxima f nas proximidades de x.
Para uma melhor explicagao, relembremos a definicdo de uma funcao diferenciavel ou Frechét-

derivavel em zq € €) se existem funcgoes L,e : R™ — R™ tais que

f(xo+h) = f(xo) + L(h) +e(h), (1)
com L linear e € fungao de o(]||h]), isto é limj_ HEH(,?H)H = 0. Denotamos L por f’(zg). Prova-se

que a matriz de f’(xg), na base canoénica do R", é dada por

0, 0 2]
i (z0)  gi(wo) ... §l(x0)
[f'(w0)] = : : :
fn Ofn Ofn
S (@) §2(z0) ... §2(x0)
onde f1,..., fn s@o as fungdes coordenadas de f. A matriz acima é chamada de matriz Jacobiana
e seu determinante é chamado de Jacobiano.
Da expressao (1) temos que
f(zo+h) — f(z0) = L(h) + (). (2)

Podemos interpretar a equagao (2) dizendo que para um xg fixo e um h pequeno, o lado
esquerdo da equagao é aproximadamente igual a f/(zg) = L(h), ou seja, o valor da transformagcao

linear aplicada a h.

Como motivacao para o estudo do Teorema da Fungao Inversa, vamos considerar uma
funcado linear g : R™ — R” definida por g(z) = Ax onde A é uma matriz quadrada n x n.
Sabemos que se det A # 0 entdo a matriz é inversivel, logo g é inversivel e sua inversa é dada por

1

g1 (z) = A=z, Prova-se que g e g~ ! sdo diferencidveis em R", ¢'(zo) = A e (¢g7!)(zg) = A7 Y,

para qualquer zg € R™.

Assim, parece plausivel que, se f : Q — R™ é diferencidvel em xg € € e
Jp(xo) = det[f’(zo)] # 0 entdo f é invertivel nas proximidades de xzg. Porém nao ¢ isto

0 que ocorre mesmo quando n = 1, vamos a um exemplo.
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Exemplo 1. Seja f: R — R tal que

L4 a2sent sex #0
D) )
flz) = !

0 se x = 0.

Para o caso onde x # 0 calculamos a derivada usando as regras de derivagao, assim

dzx d 1

/ _ Bl 2 -
f(x)_d:v2+d:n<x sen$>

2 da:glC Se:c v dazse T

1 1 9 1 /-1
= — + 2xsen— + x° cos — —
2 x T \x

1 1 1
= — 4+ 2xsen — — cos —.
2 T x

Para o caso x = 0 temos que calcular a derivada pela definicao, logo

vy o J(O+h)—f(0) b4 h¥seny —0
S10) = Jim h = Hm h

. 1 1 1
—}llli% <2+hsenh> =5

Deste modo temos a funcao

%+2xsen%—cos% se x # 0,

fl(a) =

se x = 0.

D[

que é diferenciavel em todos os pontos de R. Se f fosse invertivel na vizinhanga zg = 0 entao
seria necessariamente injetora nessa vizinhanca. E como f/(0) = % > 0, seria necessariamente
crescente nessa vizinhanca. Mas isto ndo é possivel pois f'(x) muda de sinal infinitas vezes,

como mostra a figura 1, em qualquer vizinhanca que contenha zg = 0.

1 1

Figura 1: Ideia do gréfico da funcao % + 2z sen 3 — cos 3
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Entao, sé terfamos o resultado desejado se f’ fosse continua em zy = 0, logo f'(x) > 0

para todo x suficientemente préximo de xg = 0.

Os espagos vetoriais normados para os quais todas as sequéncias de Cauchy sao
covergentes sdo denominados Espacos de Banach. Estes sdo fundamentais para Analise, pois
neles ficam assegurados os processos de limite. O Teorema da Fungdo Inversa ocorre para
funcoes f: V — V onde V é um espaco de Banach. No nosso caso, consideramos R" que é um

espaco de Banach.

Teorema 2 (Teorema da Funcao Inversa). Seja 2 C R™ aberto e f : Q — R™ funcdo de classe

C' tal que Jp(zo) # 0. Entdo existe 6 > 0 tal que

1. A fungao f € injetora em U = Bs,(x0);
2. 0O conjunto V= f(U) € aberto;

3. Ainversa f=1:V — U ¢ de classe C' e [(f71)'(f(20))] = [f'(z0)] .

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3. Sejam fi(z,y) = e®cosy e fo(x,y) = e®seny. Para a transformacio f : R? — R?

com (z,y) = f((2,y)) = (f1(2,y), fa(x,y)), temos

Fley) % %—];1 ePcosy —eTseny
X == =
Y 9fs  Ofs e’ sen e” cos
ox oy Y Y

e assim

det[f'(z,y)] = e**(cos® y + sen? y) = e?x # 0.

Pelo Teorema da Funcao Inversa, temos que a aplicacao f é localmente inversivel.

3 O Teorema da Fungao Implicita

Nesta secao apresentaremos o resultado principal deste trabalho. Inicialmente faremos

uma descri¢ao informal dos objetivos relacionados a conclusao do Teorema.

Em R? temos que o grafico de uma funcio f(z) é o conjunto de todos os pontos da forma
(z,y) tais que f(z) = y, sendo que podemos ver o grifico da fungdo como uma curva a qual

toda linha vertical cruza a curva somente uma vez. Porém ha outros tipos de curvas no plano
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as quais nao passam no teste da linha vertical. Uma destas é a circunferéncia unitaria, a qual é
descrita como z? +y? = 1. Ou seja, o circulo de raio 1 centrado na origem é o conjunto de todos
os pontos (z,y) tais que 22 +y? = 1. Sabemos que se removermos uma metade do circulo, como
a metade inferior, teremos o grafico de uma funcao. Esta fungao obtida é o que chamamos de

funcao implicita.
O Teorema da Fungao Implicita esta relacionado com a solugao do seguinte problema:
Dada f : R¥™ & R™ e (zg,10) € R¥™ tal que f(xo,y0) = 0, deseja-se saber se existe

Q C R* aberto e uma funcao ¢ : Q — R™ tal que

1. O elemento zy € Q cumpre p(zg) = yo;

2. A fungao f(z,p(z)) = 0, para qualquer z € Q.

No caso em que m = k = 1 podemos obter uma resposta para o problema acima por
meio da Teoria das Equacoes Diferenciais Ordindrias. De fato, supondo f e ¢ diferencidveis,

temos pela Regra da Cadeia
of
ox

of

Se f € C! entdo gTJ; = 0, podemos obter ¢ como solugao do problema de valor inicial

% _ gy
o O(x, ) ()

©(xo) = yo,

onde estamos denotando

-1
vo9) =~ () G

Com as hipdteses estabelecidas sobre f temos que ¢ enquadra-se nas hipéteses do Teo-

rema de Picard, o qual garante a existéncia de solucao para (3).

Podemos tratar a equacao acima com o Teorema da Fungdo Inversa. Consideremos o
caso particular onde f : R™ — R™, a funcao linear definida por f(z) = Az, onde A é a matriz
mxn comn = k+m. Denotando z = (z,y) = (x1,...,Zk, Y1, - -, Ym), como f é linear, podemos
escrever f(z,y) = Az = Bx + Cy, onde B e C sao submatrizes de ordem m x k e m X m, isto

é, A=[B (] é composta por dois blocos B e C.

Observemos que neste caso particular em que n = k = 1, os blocos B e C sao as derivadas

parciais de f, assim

B= %(9307310) , U= %(anyO)
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p=- [%(wo,yo)}_l [%(moayo)} : )

O modo para resolver este problema por meio do Teorema da Funcao Inversa pode ser
observado se reescrevermos a equagao f(x,y) =0. Seja F': R" — R" com n = k + m, a fungao

linear definida por F(z,y) = (z, f(z,y)). Entdao F(z) = Az onde A é a matriz

Iy O
B C

i

onde I é a matriz identidade de ordem k£ X k e 0 é a matriz nula de ordem k x m. Temos que

det A = det C. Assim se C' é inversivel, a matriz A também o é, sendo que

I 0
-C'B C!

AL =

Portanto
F(x,y) = (2,0) & F'F(2,y) = F7'(2,0) & (z,y) = F'(2,0) = (z, -C~ ' Bx)

daqui
Y = —-C !Bz,

que ¢ equivalente a (4).

Teorema 4 (Teorema da Funcdo Implicita). Seja f : R x R™ — R™ uma fun¢do de classe C'.

Suponha f(xg,y0) =0 e
det [%ch(x()ay())} # 0

Entdo existe um conjunto aberto @ C R¥ e ¢ : Q — R™ funcdo de classe C' tais que

1. O elemento z¢ € Q2 cumpre ©(z9) = Yo;

2. A funcgao f(x,p(x)) =0, para qualquer x € Q.

Prova. Seja a funcao definida
F:RF x R™ — RF x R™
(z,y) = Flz,y) = (2, f(z,y) = (21, 2k, fi(z,y), ..., fm(z,9))

= (T1,. Ty 215 oy Zm)-

Como z, f(z,y) € C! entdo F € C! e a matriz jacobiana de F em zg = (29, o), [F’(20)] é igual

a
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Me D OR ) 1 OBy R, o
dxq xo T Oxyg ': OYr41 OYr41 o OYktm
@(z) @(z) @(z) E OF, 5 OFy . OF, 5
ox1 0xo o ox \ 8yk+1 8yk+1 o 8yk+m
OFi ., R OFy " OF, OF, OF,

R N O ™ | Oy Ouis Ot
OF 11 OF 11 OF}11 E OFk41 OF11 OF 1
o1, (2) Dy (2) O, ( )1 an (2) aym—l(Z) T (2)
OFj42 O0F) 42 OFyt2, 1+ OFp40 OF} 12 OF}42
) () L. TR | Sk Thergyy Sk
OFym OFm OFkim :. OFym OFkim OFkim
axl ( ) 85[32 ( ) a:ﬂk ( ) : 8y1 (Z) 8ym—l (Z) aym (Z)
e assim
k m
1 0 0o+ 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0
k ' |
: | 0 0
0 0 1 ! 0 0 0
Fey="f e 0 e 0D
i) P .. P %4 o) 2y
0z Oz Ory 1 Oy OYm—1 OYm
(922 82’2 82’2 : 822 822 (92’2
NEE-CE-CREE I - OO —e
O0zm O0zm O0zm 3 O0zm O0zm O0zm
. Tazl(z) 87372(2) 873%(2) o (2) 8ym_1(z) O (2)

logo, podemos agrupar os elementos em quatro submatrizes como abaixo

Iy, 0

o] o)

[F'(20)] =
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Como

JF(Z()) = det[F/(Z())] = det [35(20)] #£0,

pelo Teorema da Fungao Inversa, existe U € R¥ x R™ vizinhanga aberta de zq tal que V = F(U)

é aberto e F': U — V é difeomorfismo de classe C1.

Denotamos por (%,9) = F(z,y) para (z,y) € U, entdo F~1(Z,7) = F~1(F(z,y)) se e
somente se F~1(%,7) = (z,y), com (Z,§) € V devido a F ser homeomorfismo. Como = = 7,

decorre da definicio que F~! tem a forma

onde g : RF x R™ — R™. Devido ao difeomorfismo temos que g ¢ injetora e de classe C, logo

g = f(x,y) se e somente se y = g(z, 7). Em particular,

f(z,y) =0 y=g(x,0).

Pois se f(x,y) = 0, entdo g = 0 e assim y = g(Z,0) = g(z,0). Reciprocamente, se y = g(z,0),
entao g(z,y) = g(x,0) entdo § = y = 0. Assim como § = f(z,y) se e somente se y = g(x,7)
entao f(x,y) =0.

Concluimos a demonstragio definindo ¢ = g(x,0), Vo € Q = U NR*. Notemos também
que p(zg) = g(xo,0) = yp pois y = g(zo) se e somente se 0 = f(xg,y), entdo y = yo por hipdtese.
]

4 Multiplicadores de Lagrange

Nesta secao, vamos demonstrar uma importante aplicacao do Teorema da Funcao
Implicita, que é o Método dos Multiplicadores de Lagrange para o calculo de extremos de
funcoes sujeitas a restrigoes. Como um exemplo geral, imaginemos uma funcao f : R — R"
continua e um problema de otimizagao em que queremos determinar o minimo global da funcao

f sobre uma bola fechada B = Br(zy), isto é, determinar  de B tal que f(Z) < f(z) para todo

elemento x da bola B.

Como B é um conjunto compacto e a funcao f é continua, sabemos que a solugao para
este problema existe. Se f é diferencidvel e & pertence ao interior de B, entao a solucao pode
ser determinada dentre os pontos criticos de f. Porém, determinar o ponto minimo Z quando
este estd na fronteira pode nao ser véalido. Assim o resultado a seguir fornece um método caso

a funcao f seja suficiente regular.
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Teorema 5. Sejam f,g: R" — R funcédes de classe C* e um conjunto S = {x € R" : g(z) = 0}.

Suponhamos xg € S tal que

g'(z0) #0 e f(zo) = min{f(z): v € S}.

Entao f'(xg) e ¢'(x0) sao linearmente dependentes (combinagdo linear uma da outra), ou seja,

existe um multiplicador de Lagrange A € R tal que V f(x¢) = AVg(x).

Prova. Se ¢'(zg) # 0 para zp € S, entdo hd uma derivada parcial ndo nula para pelo menos

uma coordenada. Vamos entao supor sem perda de generalidade que %(mo) # 0. Seja A € R
tal que

of 9g
— = A .
0xy, (z0) 0xy, (z0)

Assim, para concluirmos a prova basta demonstrarmos o resultado acima para as outras

n — 1 derivadas parciais

dg

oF (z0) = )\&Ei (o),

8131'

ondei=1,...,n— 1.
Se denotarmos z = (#,) € R" ! xR, xg = (Zo, y0), entdo g é de classe C*, g(Zg,%0) = 0

99

Oxy,

segue do Teorema da Funcdo Implicita que existe uma vizinhanca aberta ¢ R"~! de Zy e uma

(0) = ggmw £0,

funcdo ¢ : 2 — R de classe C! tais que ¢(7g) = yo e

9(Z,¢(Z)) =0, para todo T € Q. (5)

Além disso, como da hipdtese

f('i())(p('i'(])) < f(:i‘ﬁo(j))? para todo 7 € Q:

verificamos que Zp € € é ponto minimo para a fungao diferenciavel T — ¥(z) = f(z,p(Z)).

Portanto, 1/(Zg) = 0 e temos da Regra da Cadeia,

a0l = | 52 0] + F ool o ©
Derivando da equacao 5 em relagao a =, obtemos
8 )| + P2 )l o] =0 )

Multiplicando a equagao 7 por A e subtraindo esta da equagao 6 temos que

[gé(ﬂ?o)] =A [gg(l‘o)} :



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 130

Exemplo 6. Vamos encontrar o maximo e o minimo global da funcio f : R? — R com (z,y) +
f(z,y) = xy sobre a circunferéncia x> + y> = 1. Podemos reescrever a circunferéncia como

g(z,y) = 0 para g(z,y) = 22 + 3% — 1. A condicio de Lagrange nos d4
Vf=AVg= (y,x) = \2x,2y)
a qual é equivalente ao sistema de equagoes
y=2\x, x==A\2y.

Combinando com a circunferéncia 22 + y? = 1, temos entdo trés equacdes e trés incégnitas (z,

y e A). Como 22 + y? = 1 nés obtemos
1=2"+ 9% = (2\)* + (2Az)? = 412

entdo temos que A = +1. Entdo y = +x, o que nos d4 quatro possiveis solucées da equacio
2

22 4+ y? = 1 com a substituicdo anterior, ou seja

‘- 1 S : 1 1 1 1
Temos o valor mdximo em ; quando substituimos os dois pontos (%, ﬁ) e (_ﬁ’ _ﬁ) em f

e valores minimos em —% o qual gera mais dois pontos (ROSENBAUM, 2014).
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Resumo: Neste trabalho estabelecemos condigoes que garantam a existéncia
de solucao para uma classe de equagoes diferenciais ordindrias de primeira
ordem. Mais precisamente, sob condicao de f, uma funcao definida em
um subconjunto do R? e com valores reais, ser continua e Lipschitziana
provamos, utilizando o teorema do ponto fixo de Banach, que o problema
2/ (t) = f(t,z(t)) admite solu¢do = = x(t) em um aberto I contido em R.
Este resultado é conhecido na literatura como Teorema de Picard.

Palavras-chave: Teorema do Ponto Fixo de Banach; Teorema de Picard;
Equagoes Diferenciais Ordinarias.

1 Introducao

Em matemadtica, no estudo de equagdes diferenciais, o Teorema de Picard é um impor-
tante teorema de existéncia e unicidade de solugoes para as equagoes de primeira ordem com
determinadas condicgoes iniciais. A ideia da prova se baseia em transformar a equacao diferencial
em uma equacao integral, e apds isso, construir uma aplicacao entre espacos métricos e aplicar

o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

A condicgao de continuidade de Lipschitz exclui as equacoes diferenciais que nao tenham
essa propriedade. Para poder aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, é necessario definir
um operador F' entre dois espacos funcionais de fungoes continuas, conhecido como “operador
de Picard”. Mediante a hipétese de Lipschitz nds estabelecemos que o operador de Picard é uma
contracao sobre espacos de Banach com a métrica induzida pela norma usual. Isso nos permite

aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e concluir que o operador tem um tinico ponto fixo.

Este artigo é resultado de um trabalho de Iniciagdo Cientifica qur foi baseado na re-

feréncia [White, A. J.], onde pode ser encontrado maiores detalhes.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: na segao 2 nds apresentamos algumas
notacoes, defini¢oes e resultados que serao usados posteriormente, e na segdo 3 enunciamos e

demonstramos o resultado principal.

! Agradeco & Fundacio Araucdria pelo apoio financeiro.
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2 Notacoes e Resultados Preliminares

Nesta secao apresentamos algumas notacgoes e resultados que serao usados posterior-
mente. O desenvolvimento do conteido dessa secao pode ser visto com mais detalhe nas re-

feréncias [LIMA, 2013/2014], [WHITE, 1973] e [KREYSZIG, 1978].

2.1 Notagoes e definicoes
Definicao 1. (espago métrico, métrica) Seja X um conjunto nao-vazio. Uma funcao d :
X — R serd uma métrica de X se

i) d(z,y) >0 z,yeX,

i) d(z,y) =0 ssex =y,

ii) d(z,y) =d(y,x) x,y€ X,

iv) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) =z,y,2z€X.

Se X for um conjunto ndo-vazio e d uma métrica de X, entao o par (X, d) serd chamado

espaco métrico.

Definicao 2. (métrica usual de R") Se n € N e, se R" denota o produto cartesiano de R
por ele préprio n vezes, entao os elementos de R"™ podem ser tomados como n-uplas ordenadas

(1,2, ...,2y) de nimeros reais. Se definirmos

d((l’l, °")xn)7 (3/17 7yn)) = \/(331 - 91)2 + ...+ (xn - yn)Za
entao d é uma métrica, chamada métrica usual de R™.

Definicao 3. (sequéncia real) Uma sequéncia em um conjunto X é uma funcao de N* em X;
uma sequéncia real é uma sequéncia em R. Uma sequéncia real {z,} é limitada se existe um

nimero real K tal que, para n € N*, |z, | < K.
Definicao 4. (bola, vizinhanga) Se p € X e £ é um ntmero real positivo, o conjunto
Sp(e) ={x:z e X,d(p,z) < e}

é chamado a e-bola aberta de centro p, a e-vizinhanca de p, ou, ainda, se nao for exigida a

precisao, simplesmente uma wvizinhanc¢a de p ou, uma bola.

Definicao 5. (sequéncia convergente) Seja {x, } uma sequéncia em X e x € X. A sequéncia
{z,} é dita convergente para z se, para todo ¢ real e positivo, existir um inteiro positivo N; tal

que z, € S;(¢) sempre que n > N,.
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Se {x,} converge para x, escrevemos x,, — = quando n — 00, ou nh_}rgo Tp=x,exé
chamado de limite da sequéncia {z,}. Se, para algum x € X, {z,,} converge para z, dizemos
que {x,} é uma sequéncia convergente. Dizemos que uma sequéncia é divergente, se nao é

convergente.

Defini¢ao 6. (conjunto aberto) Um subconjunto A de X serd aberto se, para cada a € A
existir uma vizinhanca de a contida em A; isto é, A serd aberto se, para a € A, existir um € > 0

tal que S,(e) C A.

Definicao 7. (fungao continua) Suponha que (X,d) e (Y, p) sejam espacos métricos e que
x € X. Diz-se que uma fungao f : X — Y é continua em z (mais precisamente, (d, p)-continua
em x) se, para qualquer € > 0, existe um ¢ > 0 tal que p(f(¢), f(z)) < € sempre que d(t,z) < 0.
Equivalentemente, f é continua em x se, dada uma vizinhanga qualquer Sy(,(¢) de f(z), existe
uma vizinhanga S;(d) de x tal que f[Sz(d)] C Sf)(g). Se f ndo é continua no ponto z, diz-se

que ela é descontinua em x, ou que tem uma descontinuidade em .

Definicao 8. (funcao uniformemente continua) Se (X, d) e (Y, p) forem espagos métricos,

f: X — Y serd uniformemente continua se, dado & > 0, existir um § > 0 tal que
f18:(6)] C S¢y(e) paratodo z € X.

Definicao 9. (conjunto compacto) Suponhamos (X, d) um espago métrico. Um subconjunto
A de X é chamado de compacto se todo subconjunto infinito de A tem um ponto de acumulacao
em A. Se X for um subconjunto compacto de X, diremos que (X,d) é um espaco métrico

compacto.

Definicao 10. (sequéncia de Cauchy) Suponha (X,d) um espago métrico e {z,,} uma
sequéncia em X, convergente para um ponto x € X. Entao, se ¢ > 0, existe um inteiro N
tal que d(x,z,) < /2, se n > N. Desde que d(x, x,) < d(z,zy,) + d(x, 2, ), segue-se que uma
sequéncia convergente tem a seguinte propriedade: para qualquer € > 0, hd um inteiro NV tal
que

d(xm,zn) <e se m>N e n>N.

Uma sequéncia que tem a propriedade acima é chamada de sequéncia de Cauchy.

Definigao 11. (espago métrico completo) Se um espago métrico tem a propriedade: “toda

sequéncia de Cauchy converge”, entao diz-se que ele é completo.

Definicao 12. (o espago C(X)) Suponhamos que (X, d) seja um espago métrico compacto.

Denotamos por C'(X) a familia de todas as fungoes continuas a valores reais definidas sobre
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X. Podemos mostrar que se f € C(X), entao f é limitada, isto é, que C(X) C B(X). Se

denotarmos por ¢ a métrica para B(X) restringida a C'(X), entao, para f e g em C(X),

o(f,g) =sup{|f(z) — g(x)] : z € X}.

Definicao 13. (convergéncia simples (ponto a ponto)) Suponhamos que S seja um con-
junto, que (Y, p) seja um espago métrico, e que { f,} seja uma sequéncia de fungoes de S em Y
suponhamos também que f seja uma funcao de S em Y. Diz-se que a sequéncia {f,} converge
ponto a ponto para f sobre S se, para cada s € S, a sequéncia {f,(s)} converge para f(s), e,
entao, escrevemos f, — f (ponto a ponto sobre S). Em detalhes, temos f, — f (ponto a
ponto sobre S) se, para cada s € S e para cada e > 0 existe um ng € N* tal que p(f,(s), f(s)) < e

sempre que 1 > ng.

Observe que a escolha de ng na proposicao acima é feita depois de s e ¢ terem sido

escolhidos, de modo que ng depende de s e €.

Definicao 14. (convergéncia (limite) uniforme) Suponhamos que S seja um conjunto,
que (Y, p) seja um espago métrico, e que {f,} seja uma sequéncia de fung¢oes de S em Y
suponhamos também que f seja uma fungao de S em Y. Dizemos que a sequéncia { f,,} converge

uniformemente para f sobre S se, para todo € > 0, existe um ng € N* tal que

p(fn(s), f(s)) <e, se n>ny e seES.

Algumas vezes dizemos que f é o limite uniforme de {f,} e escrevemos f, — f (uni-

formemente sobre S).

Definigao 15. (equacgao diferencial ordindria, solugao) Sejam 2 um subconjunto do espago
R XE onde R é a reta real e E = R™ um espaco euclidiano n-dimensional. Um ponto de R X E sera
denotado por (t,z), t € R e x = (z1,x2,...,2,) em E; salvo mencao em contrario, adotaremos
em R x E a métrica:

(¢, )] = max{[t], ||}
onde |z| denota a métrica usual de R".

Seja f : 2 — E uma aplicagdo continua e seja I um intervalo nao degenerado da reta,
isto é, um subconjunto conexo de R nao reduzido a um ponto. O intervalo I pode ser aberto,

fechado ou semi-fechado, finito ou infinito.

Uma fungao diferencidvel ¢ : I — E chama-se solu¢do da equagao

dx
& = f(t,) (1)
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no intervalo I se:
i) o gréafico de ¢ em I, isto é, {(t,(t));t € I} estd contido em Q e

d
ii) d—f = f(t,¢(t)) para todo ¢t € I. Se t é um ponto extremo do intervalo, a derivada é

a derivada lateral respectiva.

A equagao (1) chama-se equagao diferencial ordindria de primeira ordem e é denotada

abreviadamente por

2 = f(t,x). (1)

Sejam f; : Q@ — R,i =1,...,n as componentes de f; ¢ = (p1,...,0n) com @; : [ — R é

uma solucao de (1) sse cada ¢; é diferencidvel em I, (¢, ¢1(t), ..., on(t)) € Q para todot € I e

%(t) = filt,e1(t),....on(t))

dt

%(t) = folt,p1(t), ..., on(t))

Do)~ ot o1 (t), s () @)
dt AR

para todo t € I. Por esta razao diz-se que a equagao diferencial “vetorial” (1) é equivalente ao

sistema de equagoes diferenciais escalares

dIL’Z‘
dt

:fi(t7$17---7$n) 1= 1,...,n. (2)

Definigao 16. (ponto fixo) Se X for um conjunto nao-vazio e F' : X — X uma fungao, um
ponto g € X é chamado de ponto fizo de F se F(xg) = =g, isto é , se xy é deixado fixo pela

aplicacao de F.

Definicao 17. (contracao) Suponha (X, d) um espago métrico. Entao a funcao F : X — X

é uma contracdo se existe um nimero real k, tal que 0 < k <1l e
d(F(z), F(y)) < kd(z,y) (z€ X,y€X).

E facil ver que toda contracao é continua. Geometricamente isso significa que quaisquer pontos
x e y tém imagens que estao mais proximas do que os pontos x e y; mais precisamente, a razao

d(F(x), F(y))/d(z,y) ndo pode exceder uma constante k que é estritamente menor do que 1.

2.2 Resultados Preliminares

O resultado apresentado nessa se¢ao servira como pré-requisito para a demonstracao do

Teorema de Picard.
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Teorema 18 (Teorema do Ponto Fixo de Banach ou Teorema da Contragao). Se (X, d)
€ um espaco métrico completo e F' : X — X € uma contracdo, entdo F tem um, e um S0,

ponto firo.

Prova. Suponhamos que 0 < k < 1 e que F satisfaga a
d(F(z), F(y)) < kd(z,y)  (z€ X,y € X).
Seja xq e definimos {z,,} indutivamente pela equacao
Tp = F(xp-1) (n € N¥).
Se n € N*,

d(Tp, Tpt1) = d(F (1), F (7))

< kd(xp—1,%n) (definigao de contragao)
= kd(F(xp—2), F(xn-1)) (definigao de {zy} )
< kzd(.%'n_g, Tn—1) (definigao de contragao)
§ k”d(xg,:cl).
Assim, se m > n,
m—1
d(xna xm) < Z d(xra xr—i—l)
- m—1
< d(zo, 1) Y K
d(wo, 1)
< kn _ m

e, assim, como {k"} é uma sequéncia de Cauchy (porque 0 < k < 1), entao também {z"} sera.

Assim, como (X, d) é completo, existe um z* € X tal que

. *
lim z, = z~,
n—oo

e, sendo F' continua, temos

F(z*) = lim F(xy,)

n—oo

= lim zx

Consequentemente z* é um ponto fixo de F.
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Suponhamos y* um ponto fixo de F e z* # y*. Entao d(z*,y*) > 0 e (desde que
F(z*) = 2% F(y*) = y")

d(z*,y*) = d(F(z"),F(y"))
o que é impossivel, uma vez que 0 < k < 1. O

3 Resultado Principal

Vamos usar o Teorema de Banach para provar o Teorema de Picard que, embora nao seja
o mais forte do seu tipo que conhecemos, tem um papel vital na teoria das equactes diferenciais
ordinarias. A ideia de abordagem é bastante simples: a equacao diferencial ordinaria de primeira
ordem sera convertida em uma equacao integral, a qual nos permite definir uma aplicacao F', e
as condicoes do teorema implica que F' é uma contracao de modo que o seu ponto fixo torna-se

a solugao de nosso problema. Ver detalhes em [WHITE, 1973] e [KREYSZIG, 1978].

Teorema 19 (Teorema de Picard). Suponhamos que U C R? seja um conjunto aberto e que
F : U — R seja uma fungao continua que satisfaz a condigdo (Lipschitz) de que, para algum
K >0,

|f(z,y1) — flz,92)| < Kly1 — yol

para (x,y1) € U, e (z,y2) € U. Entao, para qualquer (xg,y0) € U, existe um nidmero real

positivo a e uma e uma so fungdo g : [xog — a,xo + a] — R tal que
g'(x) = f(z,9(z)) (2 € (zo —a,z0 +a)) (2)
e g(zo0) = yo-

Prova. Se a(> 0) e uma funcao g : [zo — a, o +a] — R existem satisfazendo a (2) e a condigao
g(xo) = yo, entdo estd implicito que (z,g(x)) € U para =z € (xrg — a,z9 + a) e, como g é
continua, segue-se que a fun¢ao x — f(x,g(x)) é continua. Consequentemente, g’ é continua

em (zo — a, o + a), e segue que
g'(z) = f(z,9(z))
ow) = [ SgO)dt+ (2 € o am+a). )
Por outro lado, se a(> 0) e

g:lro—a,zo+al — R
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existem satisfazendo (2), entdo, ¢'(x) = f(z,g(x)) (z € (xg — a,zo + a)) e g(xo) = yo. Assim,
o problema de encontrar um a e uma g satisfazendo a (1) é equivalente ao de encontrar um a e

uma g satisfazendo a (2).

A ideia do final da prova é selecionar um niimero real a(> 0) e considerar a aplicagao
F:Clzo — a,x0 + a] — Clzo — a,x0 + a

definida por
F(g)(z) = / £t 9(8))dt + 0. 3)

Entao, encontrar uma g satisfazendo a (2) é equivalente a encontrar um ponto fixo para F e,
com esse fim, temos de nos assegurar, por conveniente escolha de a, que F' é uma contracao.
Além disso, temos que garantir que F' estd bem definida. Precisamos estar certos de que as

fungoes com as quais operamos sao tais que
t € [zo—a,zo0+ a

e, entao, o integrando em (3) estd definido. Essas consideragbes motivam a escolha de a e da

bola B na prova que se segue.

Tomemos inicialmente N > |f(zo,yo)|.- Escolhamos entdo a tal que as trés condigoes

seguintes sejam satisfeitas:
1)0<a<1l/K,
2) Q:{(ﬂl’,y) : ‘$—ZEO| Saa|y_y0| SGN}CU,

3) (=,y) € Q implica [f(z,y)| < N.

Essa escolha é possivel porque |f| é continua em (zg,y9). Seja I = [xg — a,z9 + al, €

seja Yy : I — R, definida por Yy(z) =yo (z € I).
Finalmente, seja d a métrica usual para C(I), e tomemos
B={g:g9€C(),d(g,Yo) <aN},

isto é, B é a bola fechada de centro Yj e raio aN.

Observamos primeiramente que, se t € I e g € B, entao (t,9(t)) € Q, pois, se t € I,

entao [t —z| <ae

IN

sup{|g(x) — yo| : z € I}
= d(g,Yo)

19(2) = wol
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< aN

de modo que (t,g(t)) € Q. Segue-se (pois @ C U) que a aplicagdo t — f(¢,g(t)) de I em
R é bem definida e define uma funcao continua em I. Consequentemente, podemos definir

F:B — C(I) por

F@@wif}wmmm+m. (relgeB).

Vamos agora observar que F[B] C B (isto é, se g € B, entao F(g) € B), pois, se g € B,

entao

d(F(g),Yo) = sup{|F(g)(x) = Yo(z)|: z € I}

= sup{[F(¢g)(z) —wo| : x € I}
= sup{/x:f(t,g(t))‘dt:xel}

- mp{éjﬂnawnw:xef}

< sup{N/ dt:xe[}
o

= sup{N |z —zo|:x €1}

< sup{Na}

= aN

desde que = € I e |zg — t| < |zg — x|, entdo t € I e (t,g(t)) € Q e, portanto (por 3)),
|f(t,g(t))] < N. Segue-se que
d(F(g),Yo) < aN

e, entdo, F(g) € B.

Assim, F aplica B em B e, como B é um espac¢o métrico completo (¢ um subconjunto
fechado do espago métrico completo C[I]), para mostrarmos que F tem um dnico ponto fixo,

serd suficiente mostrar que F' é uma contragao.

Para esse fim, suponhamos ¢g; e go pontos de B. Entao, se t € I, (t,91(t)) e (t,92(¢))

pertencem a @) e, portanto, a U, logo

|f(t,01(2) — f(t,92(1))] < Klg1(t) — g2(2)]

teremos

d(F'(g1), F(g2)) = sup{|F(g1)(z) — F(g2)(x)| : x € I}
= s {| [ 11t ) - st qa0ler| 2 < 1]

zo
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IA

sup {K/: 91() — go(t))]dt : € 1}

IN

sup{ [t [Rsup{lon(8) - (01 s < 1]
= sup{|z — zo| Kd(g1,92)}

S aKd(glqu)-

Segue-se que, como aK < 1 (por 1)), F é uma contragdo. O Teorema do Ponto Fixo de Banach
implica que F' tem um tunico ponto fixo g € C(I), isto é, uma fungao continua g € C(I)

satisfazendo F'(g) = g. Assim, escrevendo g = F(g), nés temos por (3)
oa) =m+ [ Sit.g)at @
o

Desde que (t,g(t)) € Q onde f ¢é continua e diferencidvel. Por isso g é diferencidvel e

satisfaz (1). Por outro lado, cada solugao de (1) deve satisfazer (4). Isto completa a prova. [
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Resumo: Este trabalho relata nossa experiéncia ao usar Jogos Matematicos
em sala de aula para introduzir o contetido de fungao exponencial. Utilizamos
o jogo da torre de Handi, com o intuito de motivar os alunos a aprender algo
novo. Essa foi uma das atividades desenvolvidas no Programa Institucional de
Bolsas de Iniciacao a Docéncia — PIBID. No subprojeto de Matematica fomos
incentivados a utilizar metodologias diferenciadas em sala, oportunizando o
aprendizado por meio do manuseio das diferentes Metodologias de Ensino
da Matematica e pela vivéncia em sala de aula, promovendo assim a pratica
docente e a reflexdo sobre a mesma.

Palavras-chave: Jogos; torre de Handi; funcao exponencial.

1 Introducao

O Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo a Docéncia — PIBID, é um projeto do
governo federal que tem como principal objetivo incentivar a formacao de professores em nivel
superior para a atuacao na educagao basica e contribuir para a valorizagao do magistério. Este
programa concede bolsas aos académicos de cursos de licenciatura que participam de projetos
de iniciacao a docéncia, desenvolvidos por instituicoes de ensino superior em parceria com es-
colas de educacao bésica da rede publica de ensino. Na Universidade Estadual do Oeste do
parand — Unioeste, bem como no Curso de Matematica do campus de Cascavel, esse programa

¢é desenvolvido a partir de 2010.

Desde 2015, trabalhando no Colégio Estadual Pacaembu percebemos o quanto este pro-
grama tem feito a diferenca na vida dos académicos que querem seguir a carreira de docente,
pois o trabalho do PIBID os tem ajudado a conviver com diversas situagoes e dificuldades en-
frentadas em sala de aula, com as quais nao teriam o privilégio de trabalhar apenas nos estagios
supervisionados que a universidade oferece. Sem duvida alguma, podemos afirmar que o PIBID
possui muitos pontos positivos e é uma grande oportunidade de aprender a ensinar, de aprender

a aprender e de integrar a teoria estudada na universidade com a pratica docente cotidiana.

IBolsista Pibid desde 2015
2Bolsista Pibid desde 2014
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Uma das integracoes que nos é proporcionada vem da utilizacao das diversas metodo-
logias de ensino que podem ser aplicadas em sala, como os jogos matematicos. Os professores
coordenadores nos incentivaram a pensar em uma maneira de trabalhar com esta metodologia
e ensinar por meio dela. Como ja estavamos trabalhando havia um tempo com os primeiros
anos do Ensino Médio do Colégio Estadual Pacaembu, pensamos em aplicar uma atividade para
introduzir algum conteddo usando jogos de uma forma recreativa e educativa. Com o PIBID
temos a oportunidade de observar determinada turma durante varias semanas, por isso ja co-
nheciamos a turma que iriamos aplicar os jogos, e percebemos que seria importante trazer algo

relativo a jogos para os alunos, por serem bem agitados, porém esforcados.

A palavra jogo deriva do termo em latim “jocus’ que significa gracejo, brincadeira,
divertimento. Caracterizado como uma atividade fisica ou intelectual que integra um sistema
de regras e define um individuo (ou um grupo) vencedor e outro perdedor. Segundo Strapason
(2011, p.14) “o jogo deve ter um significado para quem joga, seja de entretenimento ou finalidade
educativa, conforme o jogo escolhido. Em ambos os casos sempre propicia situacées de prazer,

de desprazer e de busca de estratégias para a melhor jogada”.
Strapason (2011, p. 20) diz também que:

O papel dos jogos como estratégia de ensino e aprendizagem da Matematica
tem sido salientada em intimeras pesquisas. Os jogos propiciam aprendizagens
mais motivadoras e interessantes, tanto para o aluno quanto para o professor.
Intimeras habilidades matematicas podem ser desenvolvidas através dos jogos,
entre elas, o raciocinio reflexivo, pois é necessdrio sempre pensar muito bem
antes de realizar qualquer jogada e a cada nova jogada, um novo raciocinio pode
surgir. Os raciocinios 1égicos utilizados pelos alunos durante o jogo sempre se
assemelham a resolugao de um problema matema&tico, mesmo que o jogo nao
seja em relacao a um conteido matematico especifico.

Todos nés sabemos que a utilizacdo de jogos na escola nao é algo novo e que muitos
professores os utilizam a sala de aula, pois a aprendizagem que se da através do jogo possibilita
formas de aprendizagem diferenciadas das quais os alunos estdo acostumados. Além de tornar
a aula mais atrativa, faz com que os alunos possam investigar, resolver e descobrir durante o
jogo a melhor jogada estabelecer relagoes entre os elementos do jogo e, consequentemente, os

conceitos da matematica que estao no mesmo.
Segundo Grando (2000, p. 27),

O jogo, pelo seu cardter propriamente competitivo, apresenta-se como uma
atividade capaz de gerar situagoes-problema “provocadoras”, onde o sujeito
necessita coordenar diferentes pontos de vista, estabelecer varias relagoes, re-
solver conflitos e estabelecer uma ordem.

No Ensino Médio o jogo nao é tao utilizado, pois para muitos nao é visto como uma

ferramenta de ensino, mas como uma “diversao” aos alunos para a aula nao ficar tao cansativa.
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Por mais que o jogo traga barulho, movimentos e alegria nao podemos deixar que isto seja
apenas uma diversao aos alunos, pois ele permite ao aluno corrigir seus erros, assim como rever
suas respostas, que descubra em que esta falhando e faz com que pense em uma nova estratégia.
Algo que nos chama a atencdo no jogo também, é que quando o aluno erra, ele nao é criticado
pelos demais e nem por si mesmo, os colegas se ajudam e dao dicas ao longo de sua execucao.

Além disso, o aluno nao tem medo de perguntar, nem de se expor.
De acordo com Borin (apud Groenwald e Timm, p. 9. 2002),

Outro motivo para a introdugao de jogos nas aulas de matemética é a possi-
bilidade de diminuir bloqueios apresentados por muitos de nossos alunos que
temem a Matemaética e sentem-se incapacitados para aprendé-la. Dentro da si-
tuagao de jogo, onde é impossivel uma atitude passiva e a motivacao é grande,
notamos que, ao mesmo tempo em que estes alunos falam Matematica, apresen-
tam também um melhor desempenho e atitudes positivas frente a seus processos
de aprendizagem.

Segundo Smole e Diniz, o jogador ndo aprende a pensar sobre jogo quando o joga apenas
uma vez. Assim podemos afirmar que realmente o aluno precise jogar algumas vezes para
aprender as regras e ter a aprendizagem desejada pelos professores, o que com certeza toma
algum tempo da aula, por isso precisamos sempre estar preparados para todos os tipos de

ocorréncias.

Outro fato importante que o professor precisa ter em mente, qual jogo pode levar e
utilizar em sala de aula. Ele deve conhecer bem o material que quer utilizar e saber auxiliar
os alunos para que haja aprendizagem. Além disso é necessdria uma socializacdo para que as
dividas que haviam durante a realizacao do jogo sejam tiradas e também que os alunos coloquem
as suas opinioes e sugestoes, mostrando o que aprenderam o que poderia mudar para tornar o

jogo mais atrativo e proveitoso.

O jogo por sua vez também pode frustrar os alunos, ser incompreensivel, obrigatério, um
passatempo, ou algo em que simplesmente, quem tem sorte vence. Uma forma de proporcionar
uma aprendizagem significativa é proporcionar apds a sua realizacao uma discussao sobre o jogo,

indagando os alunos com relacao as estratégias utilizadas e aos novos conhecimentos adquiridos.

No nosso caso, com a Torre de Hanéi, pretendiamos motivar os alunos a aprender algo
novo, como por exemplo, o jogo em si, o qual era novidade para todos os alunos e também
aprender sobre funcao exponencial, que era o nosso objetivo principal. Por meio do raciocinio
l6gico-matematico, incentivamos os alunos de maneira a descrever uma lei de formagao para a
funcao exponencial, observando as jogadas feitas por eles nos fornecesse uma férmula para que

pudéssemos prever a movimentagao necessaria caso possuissem n pecas.
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2 Torre de Handi

A Torre de Hanéi é um jogo muito antigo e conhecido pela maioria dos professores de
Matematica. Ele nos possibilita construir uma férmula matemética que relaciona o ntimero de

discos com o nimero de seus movimentos para serem transportados entre trés pinos.

Tradicionalmente a Torre de Handi é feita de madeira e é composta por trés pinos e sete
discos, com diametros diferentes. Mas, para fins diddticos é comum encontrarmos variagoes com
menos ou mais discos, ou estudos com mais pinos. Além disso, elas podem ser confeccionadas

com diversos materiais como emborrachados, isopor e materiais reciclaveis.
Sobre o jogo, conta-se a seguinte lenda:

“No comeco dos tempos, Deus criou a Torre de Brahma com trés pinos de diamante
alinhados e colocou, no primeiro, 64 discos de ouro macico em ordem decrescente de tamanho.
Deus, entao, chamou seus Sacerdotes e ordenou a eles que transferissem todos os discos para o
terceiro pino, movendo apenas um disco de cada vez e nunca colocando wm disco maior sobre
um menor. Os sacerdotes, entdo, obedeceram e comecaram o seu trabalho, dia e noite. Quando

eles terminarem, a Torre de Brahma ird ruir e o mundo acabard”.

3 Atividade desenvolvida na escola

FElaboramos e desenvolvemos juntamente com o professor supervisor um jogo que ti-
nha como objetivo introduzir o conceito de fungéo exponencial. A principio, apresentaremos a

descricao da atividade desenvolvida e na sequéncia apresentamos os resultados e reflexdes.

A atividade que desenvolvemos na sala de aula foi realizada em 2015 e para a sua execugao
foi necessario que os alunos ficassem em duplas ou trios. Apds formarem as duplas ou trios,
apresentamos o jogo a eles, contamos a lenda do mesmo e entregamos as torres as duplas,
juntamente com uma tabela impressa, para que eles pudessem registrar os niimeros de discos e

jogadas feitas.

Explicamos as regras do jogo, em que o jogador deve transferir os discos do pino A
para o pino C e contabilizar o nimero de jogadas realizadas, lembrando que o disco de maior
didmetro nunca deve ficar sobre o de menor didmetro e que s6 é permitido mover um disco
por vez. Pedimos que os alunos tentassem resolver o problema da torre com 2, 3, 4 e 5 discos,
respectivamente, registrando o nimero de movimentos feitos para cada ntmero de discos na

tabela.
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Apébs a manipulacdo, perguntamos aos alunos se eles poderiam predizer qual seria o

menor nimero de movimentos necessarios para mover n discos do primeiro para o ultimo pino.

Fizemos outras perguntas a eles como, qual serd o proximo nimero minimo? Como
determinar uma lei que relacione os termos n e o nimero minimo J(n) de movimentos, para

qualquer nimero natural n?

Posteriormente pedimos que preenchessem uma tabela para que fizéssemos a construcao
do gréfico, o qual é diferente do que estao acostumados, pois até o momento haviam estudado
apenas as funcoes afins e quadraticas. Portanto, mostramos uma nova fungéo chamada funcao

exponencial.

4 O desenvolvimento

No primeiro momento contamos aos alunos que nés iriamos trabalhar com eles aquele
dia e que haviamos trazido um material diferente, chamado “Torre de Handi”, neste momento
os alunos ficaram agitados, pois queriam pegar e comecar a mexer. Com a explicagdo do que
fariamos os alunos ficaram impressionados com o tamanho do nimero de movimentos que teria

que acontecer para o “fim do mundo”.

Apoés entregamos as torres aos alunos se mostraram muito interessados em manused-
las, até porque os mesmos nao conheciam o material. De inicio tentaram mover todos os seis
discos, porém nao obtiveram éxito, por ser algo complexo. Entdao pedimos que fizessem os
movimentos com um numero menor de discos e registrassem a quantidade de movimentos feitos.
Eles deveriam repetir o processo trés vezes para cada quantidade de discos, por exemplo, com
trés discos deveriam jogar trés vezes e entao marcar o nimero de movimentos a cada vez, para

conseguirem diferenciar qual era o nimero minimo de movimentos feitos.

Ao observar os grupos, percebemos que algumas alunas fizeram apenas uma movi-
mentacao e replicaram para as proximas colunas, entao falamos a elas que cada um tem uma
forma de jogar diferente e, elas falaram que nao. Por isso pedimos para cada uma jogar. A
primeira jogou e executou quatorze movimentos, a segunda jogou e também obteve o mesmo
nimero de movimentos, porém, quando a terceira jogou deu a metade de movimentos feitos
(sete). Por conta disso comecaram a jogar as trés vezes solicitadas. Muito dos grupos consegui-

ram chegar ao nimero minimo de jogadas possiveis.

Como possufamos aulas geminadas, optou-se em deixar que os alunos jogassem na pri-

meira aula varias vezes. Ao término desta, fomos ao quadro e reproduzimos a tabela que eles
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possuiam em maos, perguntando quais eram os movimentos minimos que haviam encontrado
para cada quantidade de discos. Em seguida, mostramos os movimentos minimos que poderiam
ser feitos, no caso para um disco é feito um movimento; dois discos sao trés movimentos; trés
discos sao sete movimentos; quatro discos sao quinze movimentos; e assim por diante até n
discos. O objetivo aqui era discutir sobre o jogo em si, se eles perceberam alguma estratégia

para fazer o minimo de movimentos possiveis, entre outras coisas.

Quando chegassem a n discos os alunos deveriam enunciar a lei de formacao para saberem
quantos movimentos deveriam ser feitos para esta quantidade de discos, generalizando a situacao.
Neste momento notamos que os alunos estavam dispersos com a possibilidade de movimentar os

n discos, portanto se fez necessario chamar a atengao dos mesmos.

Com a atencao deles, questionamos se haveria uma relagdo entre a quantidade de mo-
vimentos e o nimero de discos. Um dos alunos falou que podiamos usar a seguinte expressao
2-3+1 =17, na qual ele se baseou no resultado do movimento anterior para calcular o préximo
movimento. Assim, no caso em que tivéssemos 50 discos seria necessario saber quantos movi-
mentos foram utilizados para movimentar 49 discos, portanto nao seria possivel “prever” os n

movimentos sem saber qual foi a movimentacao anterior.

Todos os casos expressos pelos alunos foram generalizados, deste modo o caso acima
citado tem a forma f(x) = 2x 4+ 1. Os alunos concordaram que esta funcdo nao “funcionaria”
quando nao soubéssemos o que havia acontecido anteriormente. Questionamos se possuiam
outra ideia de como fazer esta funcao de modo que fosse valida para qualquer quantidade de

discos.

Os alunos nao perceberam a lei de formacao. Dessa maneira indicamos que deveriam
utilizar a poténcia no meio da lei de formacao. Mostramos também a forma geral da funcao
exponencial f(z) = a”, onde a varidavel é o z e 0 a é um numero real fixo. A partir disto os
alunos comegaram a discutir a funcao exponencial e observando a fungao anterior eles disseram
que x = 2 e que a iria variar de acordo com a quantidade de discos que possuiamos e somariamos

1, ficando da seguinte forma: f(z) = a® + 1.

Assim, substituimos o a pelos possiveis nimeros de discos, mas a fung¢ao nao “funcionou”
para todos os casos, logo essa funcao também estava “descartada”. Falamos para eles que se
olhassemos para a funcao geral sabiamos que a incégnita varidvel sempre é o x, com isso eles

concluiram que x dependia da quantidade de discos. Mas, e o valor do a?

Os alunos pensaram um pouco, analisando as duas funcoes feitas anteriormente. Uma

das alunas disse que podiamos usar a fungao f(r) = 2% — 1, perguntamos se todos concordavam
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com esta funcao e alguns alunos concordaram. Fizemos entao a substituicao de x por valores

reais e os alunos perceberam que esta lei de formacao era valida.

Notamos que todos os alunos estavam pensando em grupo, pois para encontrarem a
fungdo muitos iam falando o que deveria ser feito e ao final um deles juntou tudo. A cada
pergunta feita e respondida corretamente o aluno ganhava um chocolate, o que o incentivava a

fazer as relagoes.

Em seguida fizemos a construcao do grafico no quadro, para que analisdssemos o mesmo.
Perguntamos-lhes o que podiam perceber com relacao a este e algumas alunas disseram que ele
era crescente. Nos questionaram, devido ao formato, se era uma reta ou uma parabola. Lhes
devolvemos a pergunta, mas nao souberam a resposta. Por isso utilizamos os niimeros negativos
para calcular os valores menores e iguais a zero, isso nos deu uma reta assintota ao grafico,
ou seja, quando x tende a 0 (zero). Explicamos que este “pedago” da reta iria se aproximar o
maximo possivel de 0, mas nunca seria este valor. Com isso perceberam que nao era nem uma

pardbola nem uma reta, mas uma curva, que tende ao infinito.

Ao tracar a parte negativa da reta, destacamos aos alunos que neste problema isso nao
“seria correto”, pois nao temos um nimero negativo de discos. Outra condicao deste exercicio é
do grafico ser feito de pontos, ou seja, nao desenhariamos uma reta, pois nao nos é possivel ter

um numero fracionario de discos, como por exemplo, 4,7 discos.

Destacamos aos alunos que a partir daquele momento, eles estudariam a fungéo expo-
nencial e deixamos para que o Professor da turma pudesse continuar com a aula, pois o nosso

objetivo era que eles entendessem um pouco sobre o que iriam estudar a partir deste momento.

5 Conclusao

Durante o periodo que estdvamos na escola, tivemos a oportunidade de observar os
alunos e de realizar algumas atividades com eles. A turma que trabalhamos foi o primeiro ano
do Ensino Médio, a qual tinha pouco mais de trinta alunos. Dessa maneira, pensamos em varias
atividades diferentes para contribuir no conhecimento dos alunos e, consequentemente, ajudar o
professor em suas aulas e também para nosso aprendizado enquanto académicas de licenciatura

em Matemaética.

Nés percebemos que os alunos aprendem mais quando aquilo que esta sendo ensinado esté
ao mesmo tempo sendo experimentado por eles, seja por materiais manipulativos, experimentos

ou até mesmo no dia a dia, e fol com esse propdsito que levamos esta atividade a eles. E
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enquanto pibidianas, pretendemos sempre estar experimentando e vivenciando as praticas que

nos permitam entender melhor como se da a relacao de ensino-aprendizagem junto aos alunos.

A atividade em si, foi significativa para nés e também para os alunos, pois durante as
outras observagoes que fizemos, percebemos a facilidade com que os alunos estavam entendendo
a nova funcao estudada, a funcéo exponencial. Eles mostraram interesse pelo conteido e inte-
ragiam durante as aulas. Entendemos que alcangamos nosso objetivo de motivar a aprender e

sempre buscar conhecer algo novo.
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Resumo: Estudos recentes sobre mecénica de fluidos, finangas, biologia mo-
lecular e em muitos outros campos, detectaram que a influéncia de fatores
aleatodrios pode trazer muitos aspectos interessantes para o modelo, os quais
fazem necessaria a inclusao de operadores de ordem arbitraria na construcao
dos modelos matematicos que descrevem tais fendmenos. Esses problemas en-
volvendo derivadas fracionarias tornam-se mais complexos, entretanto, com
alguns ajustes, as técnicas desenvolvidas para modelos classicos de problemas
de valor inicial envolvendo equacoes diferenciais de ordem inteira, como por
exemplo, a Transformada de Laplace podem ser aplicadas diretamente a eles.
Desta forma, este trabalho de pesquisa tem como principal interesse estudar
as funcoes de Mittag-Leffler de um, dois e trés parametros e sua aplicagao na
determinagao da solucao de equacgoes diferenciais de ordem arbitraria.

Palavras-chave: Equacgoes diferenciais de ordem arbitraria; Fungdo de
Mittag-Lefller; Transformada de Laplace.

1 A Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace mostra-se eficaz na resolucao de problemas de valor inicial
envolvendo equacgoes gerais de segunda ordem com coeficientes constantes. Uma das vantagens
deste método é que ele pode ser utilizado na resolucao de problemas envolvendo agentes des-
continuos ou impulsivos, para os quais outros métodos nao seriam adequados. Caso seja de
interesse do leitor, os resultados dessa secao podem ser verificados mais detalhadamente em

Boyce (2009).

Defini¢ao 1. Dada uma funcao f(t¢), definimos sua Transformada de Laplace pela equagao

o
F(s) = L@} = [ e,
0
desde que a integral imprépria exista e seja convergente.
E importante destacar que a Transformada de Laplace da funcao f, denotada por

L{f(t)} existe se as condigoes a seguir forem cumpridas:
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1. f for seccionalmente continua no intervalo 0 < ¢ < A para todo A > 0;

2. |f(t)| < Ke™ quando t > M, com K,M,a € Re K,M > 0.

Adota-se a notagdo L1 {F(s)} para indicar a Transformada Inversa de F(s), ou seja,
a funcao f(t) cuja Transformada de Laplace é dada por F(s). Segue abaixo uma tabela de

Transformadas de Laplace e suas respectivas transformadas inversas.

Tabela 1: Tabela Transformada de Laplace

F(s) | F(s)~"
1
- |1
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1 eat
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i t
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S —a
a
———— | sinhat
2 _ 42
825— ag
m tcost
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m tsint

Uma, propriedade importante desta transformada é o fato de ela ser um operador linear.

Sendo assim, temos que,
LAicrfi(t) + cafa(t)} = a1l L{f1(t)} + c2L{fa(D)},

com cp € cp constantes.

Além disto, se f é uma funcao continua e, suponha que f’ seja seccionalmente continua

em um determinado intervalo, entao temos que

L{f'} = sL{f} = £(0).
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2 A Funcgao Gama

Definicao 2. A fungdo Gama é a fungao que a cada nimero real positivo z > 0 associa o

numero real representado por I'(z) determinado pela integral imprépria
o0
I'(z) = / ettt
0

Vejamos uma propriedade muito interessante da funcao Gama.

Proposicao 3. Se x > 0, entdo

Iz +1) =2I'(z).

Prova. Esta propriedade pode ser verificada facilmente por meio de integracao por partes. De

dv du
fato, tomando u = t* e i et temos que i xt* 1 e v = —e7t. Assim, temos que

[(x41) :/ e Mt dt
0

oo (e’e}
= [—e—ttl’ ] +x / e trLdt.
t=0 0

Sabemos que lim e ta’ = 0, donde
t—o00

I(z+1)=(0+0)+ a:/ e 't ldt = 2T ().
0

O

Outro resultado importante acerca da Funcao Gama é que, em particular, se x = n com
n € N* interpretamos a funcdo gama como uma generalizacdo do conceito de fatorial. Deste
modo, temos que,

I'(n+1)=n!

ou ainda,

I'(n)=(n-1).

De fato, para n = 1 temos,

00
=1=0.L
t=0

1) = / e tdt = —e!
0

Vamos agora supor, por um momento, que seja valido para k € N, ou seja, I'(k) = (k—1)!.

Assim, para k + 1, da proposicao anterior, segue que
N(k+1)=kI'(k)=k(k—1)! =E! (1)

e desta forma, segue por inducao que I'(n + 1) = n! para todo n € N*. Mais detalhes sobre a

funcdo Gama podem ser encontrados em Grigoletto (2014).
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3 As Funcgoes de Mittag-Leffler

Nesta sec@o introduzimos a cldssica fungao de Mittag-Leffler, denotada por E,(z) que é

a funcao de Mittag-Leffler de um parametro «, dada por

o0 :I/‘k"

E.(x) = m.

k=0

E relevante notar que no caso em que « = 1 e da equagao (1) temos que

1(“5)_;_0F(k+1) _kz_oxl_e ’

o que nos permite dizer que a funcao de Mittag-Leffler pode ser interpretada como uma genera-

lizacao da funcao exponencial.

A funcao de Mittag-Leffler de dois parametros tem papel importante no desenvolvimento
do célculo fracionario. Assim, a mesma consiste na fun¢ao que depende de dois pardmetros reais,

a e f com a, > 0 e dada por

K )

Observe que quando 8 = 1, temos que

o [L’k
E@J(x)—-gégrwak_kl)-—lﬂdx)

e se reduz portanto & funcao de Mittag-Leffler de um parametro.

4 A Transformada de Laplace da Funcao de Mittag-Leffler

Nesta secao, faremos uso da generalizagao da funcao de Mittag-Leffler em termos da
funcado exponencial para obter sua Transformada de Laplace. Deste modo, nos preocuparemos
primeiramente em obter a Transformada de Laplace da funcéo t*e®. Estes resultados podem

ser verificados mais detalhadamente em Camargo (2006).

Utilizando a representagao em série para e”, temos que
Xt AR tik
e te™dt = — e "t"dt.

Pela definicao da Fungao Gama, da existéncia da integral acima e da convergéncia da

série obtida, resultados que podem ser verificados em livros de Célculo I, segue que

— — 1
ZM/O ethdt =3 ot = —
k=0 k=0



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 153

donde

o 1
/ e tetdt = , se |z| < 1.
0 1—=x

Derivando a expressao anterior k vezes, com relagao a z, temos

Oo—tkk‘t k!
/0 e ‘the dt:m

Lembre-se de que nosso objetivo inicial é encontrar uma expressao para a Transformada de
Laplace da funcéo tFe®. Desta forma, convenientemente faremos uma mudanca de varidveis na
equagao anterior, tomando a,s € R tais que 1 — x = s — a. Assim, substituindo na equagao,

temos

> stk atd k!
% t= ————
/0 € € (s — a)F+

e portanto, segue que
k!

(o]
L(tFe®) = / P ATl R —
(e = | T

Procedendo da mesma forma para encontrar a Transformada de Laplace da funcao
tP=1E,, 5(at™) obtemos
o
L B g(at®)) = / BB 5(at®)dt

0
i~ k

_ a > —styak+p5—1
= e — t dt
Z L(ak + B) /0 ‘

k=0
klse—P
T (57— )Rt

5 Aplicagao

Apresenta-se aqui a solucdo de um problema de valor inicial envolvendo uma equacao
de ordem arbitraria. Assim, o problema em questao é delimitado pelas seguintes condicoes e
equacao,
Dgy(t) —Ay(t) =0,t >0,n—1<a<n
y®(0) = by, b, e R k=0, ,n—1,
sendo D&y(t) a derivada fraciondria segundo a defini¢ao de Caputo, a qual é descrita por Oliveira

(2014).

Para resolver o problema, tomaremos a Transformada de Laplace da equacao acima,

obtendo

LADLy(t) — Ay(t)} = L{0}
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SL{DJy(t)} —AL{y(t)} =0.

Precisamos agora da Transformada de Laplace de Dy(t), ou seja, da Transformada de
Laplace da derivada de ordem arbitréria da fungao y(t). Assim, utilizaremos a Transformada de
Laplace para derivada fracionéria segundo Caputo, a qual também é descrita com mais detalhes
por Oliveira (2014), temos que

n—1

L(DL () = s"LLf )] = Y s" 1 F 00
k=0
Aplicando o resultado anterior na equacao e escrevendo L(y(t)) = Y (s), temos

n—1
sY (s) — Z s Ry (0) =AY (s) = 0,
k=0

e, resolvendo a equagao com respetio a Y (s), segue que

n—1 ga—k—1 .
Y(s) = Z my( )(0);
k=0

que, com pequenos ajustes, pode ser vista como a Transformada de Laplace da funcao de Mittag-

LefHler, como visto na secao 4. Assim temos

= L(tFEgpp1(AtY)by)

I
D
——

n—1
> tkEa,kH(At“)} :

k=0

Usando a transformada inversa, obtemos a solucao da equagao pretendida, dada por

n—1

y<t) = y(t7 a) = ZtkEa,kJrl(Ata)'
k=0
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Resumo: Nesse trabalho apresentamos brevemente um dos métodos mais
utilizados de criptografia de chave ptublica, o RSA, bem como um pouco da
matematica requerida para a compreensao do mesmo. Descrevemos aqui,
sucintamente, o funcionamento do método da Criptografia RSA, que nada
mais é que um método para codificar mensagens, nas quais apenas o desti-
natario legitimo conseguira decodificar. Neste artigo apresentamos também
uma breve explicacao de como funciona o método de codificacao, assim como
o de decodificacao e uma discussao, em linhas gerais, do porqué que tal
método sempre funciona.

Palavras-chave: Criptografia; Codificacao; Decodificagao.

1 Introducao

Atualmente, as pessoas cada vez mais vem usando a internet para realizar transagoes
bancéarias ou comerciais. Para que essas transagoes sejam seguras é preciso bons métodos de
criptografia, pois é relativamente facil interceptar mensagens enviadas por linha telefénica ou
de internet, tornando-se necessério codificar essas mensagens de forma que s6 o seu destinatério

possa decodifica-la.

Um dos métodos de criptografia de chave piiblica mais utilizados comercialmente é o
RSA, e foi inventado em 1978 por R. L. Rivest, A. Shamir e L. Andleman. O método consiste
basicamente em dois processos, o primeiro de codificar a mensagem e posteriormente decodificar.
Mais especificamente, o método RSA consiste na escolha de dois niimeros primos grandes (de

150 algarismos ou mais).

Para decodificar uma mensagem precisamos conhecer esses dois nimeros primos, que
chamaremos de p e ¢. A chave de codificagao do RSA é a multiplicacao deles n = p.q e esse
nimero é conhecido como a ‘chave publica’, pois n pode ser tornado ptblico. Ja a chave de
decodificagao é constituida pelos nimeros p e ¢ que sao mantidos em segredo pelo usuério.
Entao, para decifrar o RSA basta fatorar o niimero n e encontrar p e q. Porém isso se torna
muito trabalhoso e até mesmo praticamente impossivel, pois no método RSA os nimeros que

devem ser fatorados sao muito grandes, com mais de 150 algarismos. Podemos dizer entao que
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é disso que a seguranga do RSA depende, da ineficiéncia dos métodos de fatoracdo atualmente

conhecidos.

1.1 Aritmética Modular

Nesta secao apresentamos algumas definicoes e propriedades que nos serao tteis para a
compreensao do método RSA. A Aritmética dos Restos, nada mais é que o estudo dos restos na
divisdo de ntmeros de inteiros por um inteiro n fixado. Em vista disso, podemos dizer que os
restos das divisdes desses inteiros repetem-se com periodo exatamente igual a n. As definicdo e

propriedades de Aritmética Modular foram extraidas de COUTINHO (2013).

Definigao 1. Diremos que dois inteiros a e b sdo congruentes modulo n se, e somente se, n | b — a
e escrevemos,

a = bmodn.

Um outro modo de definir congruéncia modular é a seguinte: sejan € Z en > 1. Diremos
que dois inteiros a e b sdo congruentes modulo n se, e somente se, a e b possuirem mesmo resto

quando divididos por n. Simbolicamente,
a = bmodn.

Proposigao 2. Tem-se que a = bmodn se, e somente se, n |b— a.

Proposicao 3. Se a =bmodn e x =y modn, entdo:

(i) a+x =b+y modn.

(i) a-x =b-ymodn.

Em particular,

= (b)k modn, para qualquer k > 0.

1.2 Poténcias

Uma outra aplicagao das congruéncias é no calculo de restos da divisao de uma poténcia
por um numero qualquer. Esse método é muito importante na implementacao do RSA, pois
reduz o problema de calcular o resto da divisao de um nimero muito grande, para valores
menores, pois nimeros menores sao mais faceis de serem trabalhados. Iremos ilustrar esse

método através de dois exemplos.
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Queremos calcular o resto da divisao de 10'3% por 7. Observemos que 135 = 6-22+ 3 e

10° =1 (mod 7). Temos entdo as seguintes congruéncias médulo 7

1013 = (109)22.10° = (1)?2-10° =6 mod 7.
Logo, como 0 < 6 < 7 , o resto da divisdo de 10" por 7 é 6.

2124 512

Agora queremos encontrar o resto da divisao de por 31. A verdade é que o maior

problema é encontrar o quociente dessa divisao, pelo motivo do dividendo ser um ntmero muito
grande. Ja que, para o resto podemos utilizar congruéncias. Calculemos as poténcias de 2

modulo 31,

22 =4 mod 31
23 =8 mod 31
24 =16 mod 31

25=32=1 mod 31.

Dividindo 124 512 por 5 obtemos, 124 512 = 5 - 24 902 + 2. Portanto,

2124 512 = (25)24 902 22 mod 31

Como 2° =1 mod 31, temos

2124 512 = (1)24 902 22 = 2124 512 =4 mod31.

2124 512

Portanto, como 0 < 4 < 31, podemos concluir que o resto da divisao de por 31

é 4.

Defini¢ao 4. Sejam a,a’,n € Z e n > 1. Diremos que a e a’ sao inversos médulo n se, se
somente se,

a-a =1 modn.

Também dizemos que a’ é o inverso de a mddulo n, e vice-versa. Contudo nem todos os
inteiros admitem inverso médulo n. Temos um teorema que nos garante que se dado um inteiro

a quando que ele possuird inverso médulo n.

Teorema 5. Sejam a < n inteiros positivos, a possui inverso modulo n se, e somente se, a en

nao tém fatores primos em comum.
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Entao temos que se, a admite inverso médulo n, em outras palavras, mde(a,n) = 1 e
b, c € Z tais que

a-b=a-c modn
entao a pode ser cancelado e podemos concluir que b = ¢ mod n.

Podemos utilizar o resultado desse teorema para resolver congruéncias lineares, que é
uma equacao do tipo

ar =b modn, para beZ (1)

Se mdc(a,n) = 1 entdo existe um o' € Z tal que a-a’ =1 mod n. Multiplicando a

equacgao (1) por a’, obtemos

! _ ! _ !
a-a-x=a-bmodn = x=d- b modn.

1.3 O Pequeno Teorema de Fermat
Teorema 6 (Teorema de Fermat). Se p € primo e a € Z que nao é divisivel por p, entio

a? 1 =1 mod p.

Esse teorema, facilita muito a resolu¢do de problemas que envolvem congruéncias, é
considerado a base para a criacao dos Testes de Primalidade atuais. Uma prova desse teorema

pode ser encontrado em Coutinho (2008).

2 Criptografia

Nesta secao, trataremos da descricdo do método RSA. O texto é baseado na referéncia

Coutinho (2013), bem como os exemplos citados foram retidados desta obra.

2.1 Pré-codificacao

Para usar o método RSA para codificar uma mensagem, primeiramente, devemos trans-
formar o texto em uma sequéncia de niimeros, essa etapa é chamada de pré-codificagao. Suponha
que a mensagem a ser codificada seja um texto composto somente por letras, a primeira etapa

do processo é converter o texto em ntmeros, usando a seguinte ideia

A=10,B=11,C =12,....Z = 35.
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Onde o espago entre duas palavras é representado pelo nimero 99. Apds essa etapa, o
que vamos obter é um grande nimero inteiro, e para continuar o método devemos determinar os
parametros fundamentais do RSA, que sao os dois nimeros primos, que denotamos por p e g e,
chamando n=p.q. A tltima fase de pré-codificacao consiste em quebrar o ntimero inicialmente
encontrado em blocos menores que o tal nimero n e a escolha desses blocos nao é tinica, devemos

apenas tomar alguns cuidados, como exemplo, para que nao iniciem em zero.

Para ilustrar tal ideia, digamos que queremos pré-codificar a frase Paraty € linda que é
convertida no niimero

2510271029349914992118231310.

Precisamos determinar os parametros do sistema RSA que vamos usar, que sdo os dois primos
distintos. A préxima etapa do processo é quebrar em blocos o longo nimero produzido ante-
riormente, os quais devem ser menores que n. Por exemplo, tomando p = 11 e ¢ = 13, entao

n = 143. Para esse caso, a mensagem, pode ser quebrada nos seguintes blocos:
25—-102—-7—-93—-49—-91 —-49 —92 — 118 — 23 — 13 — 10.
Essa é a primeira etapa do método, em que apenas é feito a conversao da mensagem,

neste caso um texto, para uma mensagem formada por blocos de ntimeros. A préxima etapa é

a codificagao.

2.2 Codificando e Decodificando

Para codificar uma mensagem precisamos do nimero n, que é o produto dos primos p e

q e de um inteiro positivo e, de modo que

mdc(e, p(n)) =1

donde p(n) = (p—1)(¢—1). Chamamos o par ordenado (n,e) de chave de codificagdo do sistema
RSA que estamos usando. Entéo, é necessario codificar cada bloco, obtido da pré-codificacao, e
a mensagem codificada serda dada pela sequéncia de blocos codificados. Para codificar um bloco

b<nebéeZy, vamos denotar por C(b), devemos fazer
C(b) = resto da divisao de b° por n
que em termos de aritmética modular, é equivalente a

b = C'(b) mod n.
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Levando em consideracao o exemplo dado anteriormente, temos p = 11 e ¢ = 13, e n = 143 ¢
©(n) = 120, precisamos escolher e, para esse caso, o menor valor possivel para e é 7, o qual é o

menor primo que nao divide 120. Assim o bloco 102 da mensagem anterior é codificado como

C(102) = o resto da divisao de 1027 por 143 ,

desenvolvendo os cédlculos, obtemos que
C(102) =119

pois,

1027 = (—41)" = —417 = —81 - 138 = —24 = 119 mod(143).
Fazendo o mesmo para toda a mensagem, obtemos a seguinte sequéncia de blocos:

64—-119—-6—-119—-102—-36 — 130 — 36 — 27 — 79 — 23 — 117 — 10.

Agora para decodificar um bloco de mensagem codificada, precisamos ter em maos dois

nimeros que sdo, n e o inverso de e em ¢(n), que denotamos por d,
d = inverso de e médulo p(n).

E muito f4cil calcular d, desde que ¢(n) e e sejam conhecidos, basta aplicar o algoritmo
euclidiano estendido, que nada mais é que dados a,b € Z, e digamos que d = mdc(a,b), entao
existem « e (8 tais que

a-a+p-b=d (2)
sendo que « e 8 podem nao ser Unicos.

Podemos afirmar que (2) sempre admite solucdo, pois ela é um tipo de equagao bem
particular, que nada mais é que um tipo de equacdo diofantina, pois a,b,d € Z e «, 5 também
sao inteiros a serem determinados e temos um resultado acerca desse tipo de equacao, que nos
garante que, toda equacao diofantina do tipo a -« + b - f = d admite solucao se, e somente se,
mdc(a,b) divide d. Mas, como em (2), d = mdc(a,b) e d | d, portanto a equagdo admite uma

familia de solugoes, por isso dizemos que « e  nao sao Unicos.

No exemplo que estamos seguindo, temos que n = 143 e e = 7. Aplicando o algoritmo

euclidiano estendido para calcular d, dessa forma, dividindo ¢(143) = 120 por 7 obtemos

120=7-174+1=1=120+ (-17) - 7.
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logo, o inverso de 7 médulo 120 é -17. Como precisamos que d seja positivo, temos que d =
120 — 17 = 103 que é o menor inteiro positivo congruente a -17 moédulo 120. Assim para

decodificar o bloco 119 da mensagem codificada, calculamos a forma reduzida de
119'% = 102 mod 143.

Vamos chamar o par (n,d) de chave de decodificagao. Logo, seja a um bloco de mensagem
codificada, no processo anterior, entao iremos chamar de D(a) como o resultado da decodificagao,

onde D(a) é obtido da seguinte maneira,
D(a) = resto da divisao de a por n
o que em termos de aritmética modular é equivalente a
a? = D(a) mod n.
Observemos que chamamos de a um bloco de mensagem codificada, ou seja,
a = C(b) para algum b, que é um bloco de n

Assim, para que o cédigo seja 1til deve ocorrer que

Portanto, para decodificar uma mensagem precisamos, além do préprio n, conhecer o

inverso d de e médulo p(n).

2.3 Explicando o funcinamento do RSA

Dissemos anteriormente que se b é um bloco da mensagem original, sé serd legitimo

chamar o processo acima de decodificacao se

coml1<b<n-—1.

Para isso devemos nos convencer que isso, de fato, sempre acontece. Sendo assim, basta
apenas provar que D(C(b)) = b (mod n), isso é suficiente pois tanto b quanto D(C(b)) estao
no intervalo que vai de 1 a n — 1, logo como os dois estao em um mesmo intervalo e deixam o

mesmo resto na divisao por n isso implica que tais nimeros sao iguais. Isso justifica o fato que



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 164

precisamos escolher b < n, e também manter os blocos separados, mesmo depois da codificacao.

Assim, temos por defini¢do que
D(C(b)) = ()" =b" (modn) 3)
mas como d é o inverso de e médulo p(n), logo
ed=1+k-¢(n)

para algum k € Z. Notemos que tanto e quanto d sao inteiros maiores de 2 e ¢(n) > 0,entao

k > 0. Substituindo em (3)

ped = pi+ee) = (2 o n. (4)

Lembremos que n = p.q, onde p e g sao primos distintos. Calculando a forma reduzida
de b°¢ médulo p e médulo ¢, que é andlogo para ambos, assim faremos apenas para um deles.

Digamos que queremos calcular a forma reduzida de b4 médulo p, assim como temos que
ed=1+k-on)=1+k(p—1)-(¢g—1)

logo,
bi=p- (b”_l)k(q_l) (mod p)

Para que possamos usar o Teorema de Fermat, precisamos ter que p nao divide b. Pri-

meiramente, considerando o caso em que p divide b, nesses termos temos
b=0 (modp)

e assim a congruéncia é imediatamente verificada e consequentemente
b4 = b (mod p),

para qualquer que seja b.

Caso contrario, p ndo divide b entao b1 = 1 (modp) pelo Teorema de Fermat, e obtemos
b = b (mod p) e anteriormente vimos que b*¢ = b (mod p), para quando p | b e analagomente

bed

podemos mostrar que b4 = b (mod q), ou seja, — b é divisivel por p e g que sao primos

distintos e como temos que mdc(p, q) = 1, donde , pq | b4 — b e como n = pq, concluimos que
b°d = b (mod n).

Mostrados os dois casos, encerra-se nossa demonstragao.
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2.4 Seguranca do RSA

Um ponto crucial do método RSA é a escolha dos primos p e ¢, pois se tais niimeros
forem pequenos, o sistema seria facil de quebrar, porém nao basta escolhé-los grandes. Digamos
que queremos implementar o RSA com chave publica (n, e), de modo que n seja um inteiro com
aproximadamente r algarismos, sendo assim para construirmos n, devemos escolher um primo

p que satisfaca
4r 457

10 =7~ 100
no qual esse intervalo, representa o nimero de algarismos de p. Em seguida, deve-se escolher ¢
préximo de

10"

Para construir um tal nimero n precisamos de dois primos, suponha que tenham 104
e 127 algarimos, respectivamente, podemos perceber que esses primos estao longe bastante um
do outro, o que acaba se tornando impraticavel fatorar n pelo teorema de Fermat. Outro fator
que deve-se tomar cuidado é que os nimeros p—1,¢q—1, p+ 1 e ¢+ 1 nao tém fatores primos
pequenos, pois dessa forma seria de facilmente fatorado por alguns dos algoritmos de fatoracao

conhecidos.

Lembrando que a chave n é igual ao produto de dois primos p e ¢, que foram escolhidos
conforme os critérios acima, descritos, assim somos levados a pensar que tendo posse de n, basta-
ria fatora-lo, descobrir p e g e usd-los para encontrar e, assim teriamos a chave de decodificacao
(n,d) e assim poderiamos reconstituir a mensagem original. Entretanto, tudo isso pode parecer
muito simples, em principio, mas na pratica é totalmente invidvel pois, nao existem computado-
res rapidos o suficiente, nem algoritmos eficientes, que nos permitam fatorar um numero inteiro
muito grande que nao tenham fatores relativamente pequenos, em suma podemos afirmar que

nao existe algoritmo conhecido capaz de fatorar inteiros grandes de modo realmente eficientes.

3 Consideracos Finais

Podemos concluir que apesar do RSA ser um método de criptografia de chave-publica,
ou seja, qualquer usudrio pode ter acesso a mensagem criptografada, apenas o destinatério
legitimo consegue ler a mensagem, isso por que ele é o Uinico que possui a chave para decodificar
a mensagem. A seguranga do método é pautada na impossibilidade de se fatorar ntimeros
inteiros, em outras palavras, nao existem métodos de fatoracao eficientes a fim de tornar viavel

a tentativa de decifrar mensagens criptografadas usando o RSA.
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Resumo: A Programagao Linear Sequencial (PLS) é destinada & solugao de
problemas de otimizagao nao lineares. O método PLS é baseado em teoria
de aproximacoes lineares, e consiste em resolver uma sequéncia de problemas
de otimizacao lineares. Neste trabalho apresentamos um algoritmo de PLS e
resolvemos um exemplo numérico. Foi introduzida a teoria de convergéncia
deste algoritmo PLS, em que, a funcao de mérito, fundamental no estudo
de convergéncia, é uma combinagao convexa entre a funcao objetivo e uma
medida de viabilidade.

Palavras-chave: Convergéncia; Otimizagao nao Linear; PLS.

1 Introducao

A Otimizacao é a drea da Programagdo Matematica que consiste em minimizar ou
maximizar uma determinada funcao, f, denominada funcdo objetivo, sujeita a determinadas
condigoes, 2, denominadas restri¢oes (RIBEIRO e KARAS, 2013). Um problema de otimizagao

é usualmente escrito na forma
minimizar f(x)
(1)
sujeito a =z € Q,
com Q ={z € R"|h(z) =0,g9(x) <0}, h:R" 5 RP, g : R" - R%e f:R" — R fungodes

diferencidveis.

Programagao Linear Sequencial consiste em uma técnica de aproximacao linear, em que,
em cada iteracao, é resolvido um problema de otimizacao linear. A linearizacao é feita a partir da
férmula de Taylor. Varias vertentes para a PLS estao disponiveis na literatura (SENNE, 2009)
e os citados neste. Estas vertentes alteram a forma de como a fungao de mérito (fundamental no
estudo de convergéncia) é definida para garantir a convergéncia. Este trabalho foi embasado na
dissertacao de mestrado de Senne (2009), sobre Otimiza¢do Topolégica de Mecanismos Flexiveis

e no artigo resultado desta dissertagdo (GOMES e SENNE, 2011).
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2 Um algoritmo de Programacao Linear Sequencial

Com a introducao de varidveis de folga, um problema de otimizac¢ao nao linear geral (com
desigualdades) como em (1) pode ser transformado em um problema com somente restrigoes de

igualdade. Neste trabalho temos interesse no problema nao linear
min f(x)
s.a. hi(x)=0 i=1,...,m (2)

xmll’l S T S l,rnax’

onde x = (x1 ... xn)T € R™ é o vetor para as n varidveis do problema; f : R" — R e
hi :R*" - R (i =1, ... ,m) sdo fungoes com derivadas parciais primeiras Lipschitz continua,
de modo que f é a funcao objetivo e h; com i =1, ... ,m sao as m restrigoes de igualdade do

. .min __ min min\7T’ max __ max max\T o5 A
problema; ™" = (2™ ... zp"™)" e 2™ = (2" ... 2)'®)" sdo os vetores que contém as

restrigdes que limitam, respectivamente, inferiormente e superiormente as variaveis de x.

Um ponto £ € R™ é um ponto dito factivel ou vidvel se todas as suas restrigoes forem

satisfeitas.

As aproximacoes lineares de f e h;, que sdo feitas a partir da férmula de Taylor, séo

dadas por
flx+s)~ fx)+Vf(x)'s e hi(z+s)~hi(z)+ Vhi(z)Ts, i=1,...,m. (3)
Denotamos
A(z) = [Vhi(z) ... Vhp(2)]T (4)
a matriz Jacobiana das restrigoes, e
C(z) = [h(z) ... hp(x)]" (5)

o vetor que possui os valores de cada uma das restricoes no ponto x. Definimos também o

conjunto X que representa as restrigoes canalizadas

X ={z e R" | 2™ < g < g™},

Usando os itens (4) e (5), podemos reescrever (3). Assim, para a funcao objetivo
flx+s)= f(x)+Vf)'s=L(x,s)

e para as funcoes de restricao

Clz+s)~C(z)+ A(x)s.
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E possivel obter a solugao aproximada de um problema nao linear como (2) com o
auxilio da Programagao Linear Sequencial (PLS), que consiste num método iterativo que se
utiliza de uma sequéncia de problemas de programacao linear, nos quais tanto a fungao objetivo
quanto as restrigoes sdo aproximagoes lineares das fungoes envolvidas no problema (2). Assim,

o subproblema linearizado em cada iteracao k fica
min  Vf(z*)s
sa. A@F)s+C@zF) =0 (6)
max{—d, 2™ — zF} < s < min{d;, 2™ — zF},
onde J; é a regiao de confianca do subproblema na iteragao k, cuja funcao é evitar que este

problema seja ilimitado e também ajudar a garantir a convergéncia global do algoritmo. Essa

regiao indica que a linearizacao (6) do problema (2) o representa suficientemente bem.

Como outros métodos iterativos, partindo de ¥ buscamos obter z*!, que neste caso é

calculado com s., que é a solucao 6tima para o subproblema da iteracdo k. Assim

2P = gk 4

E possivel que as restricdes para o problema principal (2) ndo sejam satisfeitas, tendo
assim uma inviabilidade no ponto. Para medir o quao inviavel é um ponto, utilizamos a funcao
¢ :R™ — R, dada por

ola) = 5103

Para o problema linearizado utilizamos a funcao M : R™ — R para medir a inviabilidade,
sendo

M(z,5) = SlIA@)s + O()l3

Ainda sobre a inviabilidade, um ponto é dito g-estaciondrio se & é um ponto que atende

as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), descritas por Kuhn e Tucker (1951), do problema

min ()
(7)
s.a. x € X.
Quando se resolve o problema original (2) de maneira aproximada, devemos tentar mi-
nimizar tanto a funcao objetivo quanto a sua inviabilidade. Contudo, nem sempre isso sera
possivel, assim é necessario estabelecer uma funcao de mérito para priorizar o decrescimento de

uma das duas fungoes (objetivo ou inviabilidade). Através de uma combinagdo convexa entre

f(x) e p(x), estabelecemos uma funcao de mérito 1) : R™ x R — R dada por

P(x,0) =0f(x) + (1 = 0)p(x),  6<][0,1] (8)
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O critério de aceitacao ou rejeicao do passo s. € estipulado através das reducoes reais

(Ayeq) € prevista (Preq), de maneira que

AP = f(z) — flz+s) e AT =) -z +3) 9)

sao respectivamente as redugoes reais para a funcao objetivo e para a inviabilidade do problema

(2). Seja também
O Ci 1 1
P = Vi@)s e Pl=M(r.0) - M(.s) = 5 |C@I3 - LA@)s + C@)I3. (10)

respectivamente, as redugoes previstas para a funcao objetivo e inviabilidade do subproblema

linearizado (6).

Finalmente, por meio dos itens (9) e (10), definimos A4 € Pyeq que sdo, respectivamente,

as reducgoes reais e previstas pela funcao de mérito de maneira que

Avea = 0A%, + (1= 9) AT ¢ Py =60P% + (1-6)PL .
O parametro 6 ¢é recalculado para cada iteracao. Para determina-lo utilizamos, em cada
iteracao k,

elgmn = min {1, fo,- .., 9]671} e 92‘”96 = [1 + gzmn , (11)

N
(k + 1)1.1
sendo N > 0 um parametro que garante que 6 tenha um decréscimo nao mondétono no decorrer
das iteracoes. Esta propriedade sera utilizada adiante para garantir a convergéncia do algoritmo.

Definimos também

65" = sup {9 € [0,1] |Prea > 0.5Pf6t}

red

plet ) 1

0.5 <7‘ed se PPt < —pl¢t (12)
fet t | red — red
= Preil - P:fd 2
1, caso contrario.
Por fim, 6 é determinado através de

0 = min {071, 6779} (13)

Agora serd apresentado o Algoritmo PLS, que resolve o problema (2) de maneira apro-

ximada.
Algoritmo PLS

Dado um ponto inicial 2° € X, um raio de confianca &g, tal que 6y > Gmin > 0, um 6y

inicial tal que 0y = Opax = 1, € k = 0.
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1. Tentar encontrar um s,, que satisfaca

A(zF)s, = —C(2F)
max{—0.805, 2™ — 2%} < 5, < min{0.85), 2™ — z¥}
2. Caso nao seja possivel encontrar s,
(a) dp + —V(aF)
(b) Determinar @, solucao de
min M (z*, ad,,)
s.a.  max{—0.80, 2™ — 2%} < ad, < min{0.80, z™> —2F} e a <0
(c) 8¢+ ad,
(d) Determinar s. tal que M (z¥,s.) < M(z*,s?).
3. Caso contrario, partindo de s, encontrar s., solugcao de
min  Vf(z")Ts
sa.  A(xF)s = —C(z)

max{—d, z™" — zF} < ad,, < min{0;, 2™ — 2*}

4. Determinar 6 € [0, 0™*¥]

5. Se Apeg > 0.1P,oq, entdo zFH « 2k 4+ s,
(a) Se Ayeq > 0.5P,¢q, entdo 641 = min{2.50, [|z™* — ™| }
(b) Senao Ok+1 < Omin

(c) oo 1

6. Senao 5k+1 — 0'25”Sc||oo, xk'H — xk’ gmax ek‘

O algoritmo esta apresentado em 6 etapas. Partindo das condigoes iniciais previamente
estabelecidas, a primeira dessas etapas consiste em procurar por um ponto vidvel para o problema
dentro de uma regidao de confianca para qual a linearizacdo seja uma boa representagao do
problema nao-linear. Em outras palavras, achar um ponto que satisfaca todas as suas restrigoes

e esteja dentro da regiao delimitada por um raio de 0.86.

A segunda etapa é empregada caso nao seja possivel determinar um ponto vidvel dentro

da regiao de confianca. E definido d,,, como a direcao de descida para a funcao ¢(z). Assim,
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conhecida essa direcao o algoritmo minimiza a funcao de inviabilidade para o problema lineari-
zado sujeita a restricdo do conjunto X e de uma regiao de confianga de 0.89;, de maneira que os

pontos definidos pela restrigdo sejam apenas os que se encontram ao longo da direcao d,.

Se através da etapa 1 for possivel encontrar um ponto vidvel o algoritmo vai para a etapa

3, resolvendo o subproblema apresentado em (6).

Na etapa 4 é calculado o parametro 6, através de (11) a (13), de maneira que este seja

um valor entre 0 e ™2,

A quinta etapa se refere aos procedimentos quanto a aceitagdo do passo s. encontrado.
A condicao inicial A,.q > 0.1P,.q determina se o passo é aceito. Se a desigualdade se verifica, o
passo s. é aceito e o valor de z* é atualizado para zFt1. Além disso, se A,.q for suficientemente
maior que uma fragdo de P4 (neste caso 0.5P,.4), 0 é aumentado, sendo este definido pelo
menor valor entre 2.50;, e a norma méaxima entre z™* e ™" Caso a diferenca entre A,eq € Pred
nao seja suficientemente grande, d; continua o mesmo para a proxima iteracdo. Finalmente, o

01’1’1&){

parametro recebe 1 como seu valor.

Caso nao seja satisfeito o critério de aceitacdo do passo s., o algoritmo entra na sexta
etapa, em que o raio da regiao de confianga da préxima iteragao, dx41, ¢ definido por 0.25 ||s.|| .,

gmax

enquanto que os valores de z¥ permanecem os mesmos e o parametro recebe o valor de 6.

3 Estudo de convergéncia do algoritmo

Apesar de nao ser demonstrado neste trabalho, o algoritmo pode encerrar suas iteragoes
de trés maneiras diferentes (SENNE, 2009). Partindo disso, serda demonstrado que todo ponto
de acumulacio (ou ponto limite) da sequéncia de {z*} é p-estaciondrio, ou seja, que atende as
condigoes de KKT para o problema (7). Ao longo desta segao sao utilizados alguns conceitos e

propriedades de Lima (1976).

O Lema a seguir demonstra que, se uma sequéncia gerada pelo Algoritmo PLS admite

um ponto limite ndo p-estaciondrio, A,.q estd afastado de zero.

Lema 1. Suponha que x* ndo seja p-estaciondrio e que Ky seja um conjunto infinito de indices

k:

tal que klirn z" = z*. Entdo, as componentes do conjunto {0 | k € K1} estao afastadas do zero.

cKq
Além disso, existe co > 0 tal que, para k € K1 suficientemente grande, temos que Apeq > Co.

Prova. Vide a prova do Lema 3.5 em Gomes e Senne (2011). O

Hipdétese H1. A sequéncia {xk}zozl gerada pelo Algoritmo PLS é limitada.
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Utilizando o Lema 1 e a Hipdtese H1, o Teorema a seguir demonstra que todo ponto

limite de uma sequéncia {xk};‘;l gerada pelo Algoritmo PLS é (p-estacionério.

Teorema 2. Seja {xk}zil a sequéncia (infinita) gerada pelo algoritmo PLS. Suponha que a

Hipotese HI1 seja atendida. Entao, todo ponto limite de {:ck}zozl é p-estaciondrio.

Prova. Suponha que z* € X é um ponto de acumulacao de {ZL‘k} e que nao seja -estaciondrio.
Seja também Ly, = L(z*,s), por = @(x*), ¥ = ¥(2*, ), para todo k € N. Assim, para todo
k € N temos de (8) que

Y11 = Opr1Li41 + (1 — Op1) it
= Opr1Lit1 + (1 — Op1) 01 — [OkLit1 + (1 — Op)opa] + [Ox L1 + (1 — 01)ort1]
= (Okr1 — Ok) Liv1 + Ok — Ok 1)prr1 + [0k Ly + (1 — Ok)rp1]- (14)
Seja B = Ared('xkv 570/6) > 0, ou seja,

Br = 0k (L — Lit1) + (1 = 0) (0r — Prr1)-

Assim, aplicando a distributiva e subtraindo 5y de (14)
VYrt1 = (Ok — Ok11)(Pr+1 — Lit1) + [0k Ly + (1 — Ok)or] — B

= (Ok — Ory1) (Prt1 — Liy1) + P — Bre (15)

Pelo Lema 1, 8B > co > 0 para um conjunto infinito de indices. Utilizando k = k + 1

para 6™ e 9!%79¢ definidos em (11), temos

N

. . B
it = Oy (1 + (k+ 2)1.1) <O

N

large
= 0,7 Sak(1+7(k+2)1-1)' (16)
Sabemos também que
01 = min {OL79°, 077 } (17)
Por (16) e (17)
N 0. N
Qk—‘rl gek(l“‘m) - 9k+m—9k+1 >0 (18)
para todo k € N. Entao, por (15) e (18),
0N 0. N
VY1 = (O — Ok1 + m)(%ﬂ — Lipt1) + ¥k — Br — m(%ﬂ — Lg11)
< (O - e T e () B2
< (Ok — Opy1 + it 2)1.1)04—% Br + it 2)1.16 (O — Op1)c + Yr, — Br + = 2)1‘10
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Escrevendo a inequacao acima para k = 1,2, ..., e adicionando-as entre si, temos que
k—1 k— k—1 k—1 -1
S by < 30— ) Z%—Z@*Z]Hn
Jj=0 Jj=0 Jj=0 J=0 J=
k—1 k—1 k—1 k—1 2¢N
:>¢k§(90_9k)0+¢0_25j Z C<2C+1/}0—Zﬁj ZW (19)
7=0 j:() J=0 J=0

para todo k € N. Como ZJ o ]+2)1 r é convergente e i > 0 para todo k, (19) implica que )y,

¢ ilimitada abaixo, contradizendo a Hipdtese H1. O

A partir deste momento apresentaremos os resultados que mostram que o algoritmo
encontra um ponto estaciondrio do tipo KKT. Os Lemas de 3 a 5 servirao de base para a
demonstracao do Lema 6. Finalmente, o Teorema 7 condensard os resultados obtidos pelo

Teorema 2 e pelo Lema 6.

Hipdétese H2. Seja §,, o vetor obtido no passo 2¢ do Algoritmo PLS. Neste caso, devemos ter

I5a]l2 < OIC(z")]l2)-

Essa hipétese pode ser atendida conforme exemplificado na pagina 59 de Senne (2009).

Lema 3. Seja {xk}zozl uma sequéncia gerada pelo algoritmo PLS. Suponha que a subsequéncia
{xk}keKl convirja para o ponto vidvel e regular x*, que nao € estaciondrio para o problema (2).

Entdo, existem c1, k1,0 > 0 tais que, para x € {x* | k € K1,k > k1}, temos

L(x,s,) — L(z,8.) > ¢y min{4,d'}.

Prova. Vide a prova do Lema 3.8 de Gomes e Senne (2011). O

Lema 4. Suponha que a Hipdtese H2 seja satisfeita e que sejam vdlidas as hipdteses do Lema

3. Entdo, existem B,c2, ko > 0 tais que, se x € {a¥ | k € K1,k > ka} e ||C(2)|2 < B0k, entdo
L(z,0) — L(x,s.) > comin{d,8'} e 6°P(z,0) =

onde 6%%P ¢ definido em (12) e &' € definido no Lema 3.

Prova. Vide a prova do Lema 3.9 de Gomes e Senne (2011). O

O Lema a seguir ilustra outra consequéncia da existéncia de um ponto vidvel e regular
que nao é estaciondrio para o problema (2). A ideia geral é que se 6 estivesse afastado de zero,
seria possivel gerar uma sequéncia de A,.q4 também afastada de zero, contradizendo a Hipdtese

HI1.
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Lema 5. Suponha que as hipdteses dos Lemas 3 e 4, e a Hipdtese H1 sao antedidas. Entao

lim 65 = 0.
koo ¥
Prova. Vide a prova do Lema 3.10 de Gomes e Senne (2011). O

O Lema a seguir mostrard que se todos os pontos limites da sequéncia gerada pelo
Algoritmo PLS sao viaveis e regulares, entdo um deles serd necessariamente estacionario para o

problema 2.

Lema 6. Seja {xk}z‘;l uma sequéncia infinita gerada pelo algoritmo PLS. Suponha que todos os
pontos limite de {xk}zozl sejam factiveis e regulares e que as Hipoteses H1 e H2 sejam wvdlidas.

Entao, existe um ponto limite da sequéncia {a:k}zozl que € estaciondrio para o problema (2).

Prova. Vide a prova do Lema 3.13 de Gomes e Senne (2011). O

Teorema 7. Seja {zF12° . wma sequéncia infinita gerada pelo Algoritmo PLS. Suponha que
) k=1 q g p g P q
as Hipoteses H1 e H2 sejam wvdlidas. Entdo, todos os pontos de acumulacdo de {xk}z‘;l 540
p-estaciondrios. Além disso, se todos os pontos de acumulagdo {wk}zozl sao vidveis e regulares,
existe um ponto de acumula¢do x* que € estaciondrio para o problema (2). Em particular, se
todos os pontos p-estaciondrios sdo vidveis e regulares, existe uma subsequéncia de {xk}z‘;l que

converge para um ponto estaciondrio reqular de (2).

Prova. Este teorema é consequéncia direta do Lema 6 e do Teorema 2. ]

4 Um teste numérico

Para exemplificar a aplicacao do Algoritmo PLS, buscamos resolver o seguinte problema

min  f(zy,z2) = 100(xy — 22)? + (1 — x1)?
sa. 7 +a?—1
—2<z1 <2

*3§$2§3.

O Algoritmo PLS foi implementado em Matlab e os subproblemas foram resolvidos com o
método dos Pontos Interiores. Os parametros iniciais foram 2 = [1  1.5]7, 69 = 1, i = 1078
e N = 1. A Figura 1 apresenta as curvas de nivel da funcao objetivo, a restricdo dada pelo
circulo de raio 1, o ponto [0.787 0.617]7 que é a solucdo aproximada para o problema e o ponto
inicial representado pelo asterisco. O eixo horizontal representa a variavel x; e o vertical xs.
O valor da fungao para a solu¢do aproximada é f(0.787,0.617) = 0.046. Consideramos como
critério de parada que dois pontos aceitos pelo algoritmo possuam uma diferenca menor que

1077 e a inviabilidade deve ser menor que 1075,
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As demais figuras mostram a evolucao do algoritmo ao longo de suas iteracoes.

3
i

Figura 1: Curvas de nivel da funcao objetivo, restricdo e evolucao das iteracoes

Assim, concluimos que com teorias ndo muito avancadas é possivel demonstrar que o
algoritmo converge para uma solugao, ficando evidenciado com o teste numérico acima. No
teste, os critérios de parada sao atingidos na iteragao k = 50, sendo que o algoritmo encontra
como solucido para o problema o ponto z° = [0.789 0.614]”, que é uma boa aproximacio da

solucdo real, visto que quando aplicado a fungao temos que f(0.789,0.614) = 0.052.
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Resumo: Esse texto tem por objetivo apresentar alguns dos processos que
tém sido realizados com os livros didaticos antigos de Matematica existentes
no Laboratério de Ensino de Matemédtica (LEM), do curso de Matemética
do campus de Cascavel. O acervo de livros antigos do LEM é constituido por
obras que ja existiam nesse local, como por outras recebidas de doagoes da bi-
blioteca do campus de Cascavel, de professores da Universidade e de colégios
da cidade. Estao descritos o processo de higienizagao dos livros, algumas
formas utilizadas para o reparo dos exemplares que apresentam problemas
nas capas ou miolo, bem como, o modo como foram classificados, de acordo
com 0s niveis e séries de ensino, com os conteidos abordados, com as diferen-
tes épocas e denominagoes do ensino brasileiro, entre outros aspectos. Por
fim sdo apresentados alguns resultados ja alcangados depois dos processos de
higienizacao, reparacao e catalogacao dos livros.

Palavras-chave: Histéria do livro didatico; levantamento e classificacao de
livros; restauracgao de livros.

1 Introducao

Ao se realizar pesquisas acerca da Histéria da Educacdo, o livro didatico apresenta-se
como um objeto de estudo de suma importancia, em consequéncia de fazer parte do universo da
cultura escolar, revelando-se ai a importancia da sua utilizacdo para a compreensao das praticas

escolares ao longo da histéria da educacgao.

Todavia, com o passar das décadas os livros didaticos sofrem alteracoes resultantes de
agentes tais como microrganismos, insetos, roedores e até mesmo por meio da polui¢ao. A
umidade, a temperatura e a luminosidade inadequadas também causam a sua degeneracao. Mas
os maiores danos que podem ser ocasionados aos livros e aos documentos sao aqueles de acidentes

e dos maus tratos que recebem por parte das pessoas que se utilizam deles. Desta forma, os

'A Fundacio Arauciria, pelo apoio financeiro para o desenvolvimento do projeto.
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agentes exteriores que por vezes os danificam, podem ser classificados em quatro categorias: os
fisicos, que englobam a luminosidade, a temperatura e a umidade; os quimicos, dentre os quais
estdo a acidez do papel e a poluicao atmosférica; os bioldgicos, insetos, fungos e roedores; e,

ainda os ambientais, como mé ventilagao, poeira e agentes humanos (MARTINI, 2007).

Sabendo disso e compreendendo a relevancia dos livros didaticos para as pesquisas ou
investigacoes no ensino, a partir de arrecadacoes vindas da biblioteca do campus, de professores,
estudantes e escolas da cidade montou-se o acervo e, na sequéncia, realizou-se a higienizacao e a
catalogacao de 100% dos exemplares. Além disso, os exemplares que se encontravam em estado

de conservagao débil estao passando por um processo de restauracao.

2 Os livros didaticos como objeto de pesquisa

Os livros carregam em si muito mais do que apenas o conteido didatico. Trazem aspectos
que nos ajudam a estudar e compreender sobre a historia do periodo de sua publicacao, seu autor,
editora, além de fazer parte e contribuir para a histéria do préprio local onde se encontravam.

Dessa forma, alinha-se com Carvalho:

O livro-texto tem histéria e o papel que desempenha e sua influéncia estao
sempre ligados a sociedade de sua época, talvez até para tentar modificar alguns
de seus aspectos, & maneira como essa sociedade, e nao somente o autor do livro,
vé a ciéncia, a cultura e o ensino (CARVALHO, 2003, p. 1-2).

Sob mesma éptica temos a interpretagao de Oliveira:

Concebemos, portanto, o livro diddtico de matemédtica como uma forma
simbodlica que exerce grande influéncia nas salas de aula de matemética, mas,
como toda forma simbdlica, se abre a uma pluralidade incontrolavel de in-
terpretagoes e possibilidades de usos, conforme nossas préprias concepgoes de
Educacao Matemaética Escolar, o que nos orienta, por exemplo, na analise des-
sas obras, a verificar, na medida do possivel, alguns desses usos (OLIVEIRA,
2008, p. 60).

Conforme ressaltado por Antonio Vicente Marafioti Garnica em uma entrevista que
compde o trabalho de Hirata (2009), esse olhar para os livros diddticos é um dos elementos
que compoe uma forma de se escrever a Histéria da Educacao Matematica no Brasil. Assim,
nao apenas a formacao do professor, as politicas educacionais, o comportamento dos alunos,
a origem das familias e a infraestrutura da escola servem como elementos de elaboragao dessa

histéria possivel.

Para ser possivel a realizacao de estudos sobre esses livros didaticos antigos e de elaborar
consideragoes acerca da Histéria da Educacao Matematica brasileira, almeja-se a realizacao

de um levantamento dos livros didaticos antigos de Matematica do Laboratério de Ensino de
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Matematica (LEM) e da Biblioteca da Unioeste do campus de Cascavel. Para tanto, na sequéncia
discorre-se sobre a origem dos livros didaticos existentes no acervo e sobre os processos para

melhor conservacao e preservacao que estes necessitam.

3 A constituicao do acervo e os processos de higienizacao e re-

paros

O LEM possui uma grande quantidade de livros que abrangem varias areas do conheci-
mento. Dentre eles, alguns estavam separados com a alcunha de “livros antigos”, por serem obras
anteriores a década de 1990. Sabendo que na biblioteca do campus de Cascavel também exis-
tiam livros antigos, mas desconhecidos, os professores Dulcyene Maria Ribeiro e Jean Sebastian

Toillier, resolveram desenvolver um projeto com esses livros didaticos antigos.

Para a ampliacao do acervo que existia no LEM, foi elaborada e executada uma proposta
de campanha para doagao de livros diddticos de Matematica antigos. A campanha se propagou
pelo contato pessoal e via internet, por meio de redes sociais e o site da propria universidade.
Como resultado, foi recebido um total de 367 livros doados, vindos do Colégio Estadual Wil-
son Joffre, do Colégio Estadual Padre Pedro Canisio Henz, da Biblioteca Central da Unioeste,
campus Cascavel, e de doagoes de professores do curso de matematica da Unioeste. Além destes
exemplares, o acervo contempla os 76 livros antigos pré-existentes no Laboratorio de Ensino de

Matematica.

Os livros recebidos precisavam passar por um processo de higienizacao, para isso, fomos
instruidos pelo pessoal do departamento de Restauragao na biblioteca da Unioeste a manusear

os livros corretamente e os materiais necessarios para tal.

Foi necessario lixar todos os livros, além de fazer a higiene da capa com sabonete neutro e
esponja, colocando capas de plastico embaixo da capa do exemplar que estava sendo higienizado,
para que elas evitassem que as folhas do livro molhassem. Em seguida as capas eram secadas
com pano. Para finalizar a higiene, algumas folhas do exemplar eram limpas com pano levemente

umedecido.

A limpeza dos livros doados foi concluida, bem como, a limpeza dos livros antigos, estes
que ja pertenciam ao acervo do LEM. Os que se encontravam em estado mais delicado foram
separados para reparac¢ao e os livros que encontravam mais de um exemplar foram destinados a

doacgao para o uso dos alunos do curso de Matemaética.
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Apés a etapa de higienizacdo, iniciamos o processo de reparacao? dos livros que apresen-
tavam algum dano, que, possivelmente, foram causados por estocagem ou manuseio inadequado.
Além disso, a agao do tempo, também, fragiliza a estrutura do livro e pode levar a necessidade

de recuperacao.

Para melhor compreensao dos processos de reparacao, deve-se antes conhecer a estrutura

de um livro, como mostra a figura a seguir:
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Figura 1: Livro de capa dura3

A imagem mostra um livro de capa dura, contudo, os livros com capa flexivel (brochura)

apresentam estrutura semelhante.

O objetivo de reparar um livro é prolongar a vida 1til da obra. Nesse contexto, busca-se
conservar as condicoes de uso do exemplar, assim pode-se dizer que o processo de reparacao é

um

conjunto de medidas destinadas a corregao de danos causados as obras. Na
Biblioteca Nacional, a conservacao é entendida como um conjunto de proce-
dimentos que tem por objetivo melhorar o estado fisico do suporte, aumentar
sua permanéncia e prolongar-lhe a vida ttil, possibilitando, desta forma, o seu
acesso por parte das futuras geragoes. (ANTUNES, 2010, p. 16)

Ainda sobre o significado de reparar um livro, segundo Milevsky (2001, p. 45) reparo é

uma maneira de remediar dano feito a um item, normalmente acrescentando novo material para

2Essa etapa do processo foi conduzida por um dos autores desse texto, Edevaldo das Neves Marques, a partir

dos seus conhecimentos e experiéncias anteriores com reparagao e restauragao de livros.
30LIVEIRA, Gilberto. Encadernagdo e restauracdo de livros. 2014. Disponivel em:

<http://tingcultura.blogspot.com.br/2014_01_24_archive.html> Acessado em: 13 set. 2016.
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substituir o material estragado ou deteriorado.

Assim, conclui-se que o processo de reparacao visa manter o maximo possivel da origi-
nalidade do livro, permitindo a substituicdo de algumas de suas partes, como a lombada e as
folhas de guardas, por novos materiais, preservando a obra e possibilitando seu manuseio. Esse

processo é recomendado para livros que serao manuseados com alguma frequéncia.

Ja o processo de restauracao ¢ muito mais complexo, pois necessita de um especialista
em restauracao de papel e exige tempo superior ao procedimento anterior e, além disso, é mais
custoso. Esse procedimento é recomendado para obras raras com valor histérico insubstituivel.
As obras que passam por processos de restauracao devem ser armazenadas em locais especificos
e o manuseio deve ser controlado. Nesse sentido, Antunes (2010, p. 16) afirma que restauragao
é o conjunto de intervengoes, em obras que sofreram danos, para recuperar seu estado original,

0 maximo possivel.

O trabalho envolvendo reparacao de livros exige inicialmente a selecao dos exemplares a
serem consertados, sendo possivel a partir de entao organizar as obras de acordo com os processos
que serao realizados posteriormente, visto que, ha livros apenas com as capas danificadas e outros

exemplares com a capa e o corpo com algum dano.

Apods a classificagao dos livros a serem reparados, por ordem de complexidade do trabalho
a ser efetuado, foi iniciado o processo de reparacao. Para esse processo foram utilizadas as se-
guintes ferramentas: estilete, tesoura, bisturi, “peso”, placas de madeira, régua, pincéis, agulha,
recipientes de vidro e plastico para preparo e conservagao da cola, clips de metal, entre outros.
Também foram utilizados os materiais a seguir: papel toalha, linha de algodao, cola poliacetato
de vinila (PVA), cola carbox metil celulose (CMC), dgua filtrada, papel cartao, papel percalux,
papelao NR28, papel colorplus 80 gramas e 120 gramas, papel colorplus TX 180 gramas, papel

japonés 10 gramas, papel kraft, viés, tecido mourim, entre outros.

No processo de reparacao, primeiramente foram desmontados alguns livros, utilizando
estilete e bisturi, para separar a capa e contracapa do corpo do livro. Assim foi possivel verificar
se o lombo/dorso do livro estava em boas condigoes para ser reutilizado, visto que em alguns
livros devido ao estado de conservacao nao foi possivel reutilizar. Contudo as capas e contracapas

foram reutilizadas com o intuito de manter o maximo possivel a originalidade do livro.

Ap6s a desmontagem de alguns exemplares, foi necessario a preparagao da cola para a
proxima etapa da reparacao. Para isso utilizamos uma mistura de CMC e PVA, sendo 70% e

30% respectivamente, podendo variar a porcentagem devido a especificidade de cada caso.

Na sequéncia, medimos e recortamos de acordo com as medidas especificas de cada livro,
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o papel color plus, deixando alguns centimetros de sobra em cada lado do mesmo, estes serviram
como novas folhas de guarda e a falsa folha de rosto. Estas foram coladas na frente e no verso do
livro e entao foi posto um peso em cima deste para a melhor fixacao, utilizando papel toalha para
absorcao da umidade. O peso é feito de paver, revestido de papel kraft para melhor manuseio

do mesmo.

Para reforcar a lombada e as folhas de guarda, utilizou-se papel kraft, o qual foi fixado
com cola e, para otimizacao do trabalho foi destinado novamente um periodo para a secagem
da cola, utilizando novamente o peso e o papel toalha com a mesma finalidade anterior. Depois
da secagem, realizamos o corte das sobras que foram deixadas nas folhas de guarda e na falsa

folha de rosto.

Posteriormente, utilizamos o papel cartao, este ja adequado para servir como suporte
da capa e da contracapa do livro. Fixamos neste um novo lombo feito com o papel color plus
TX 180 gramas, para entao colocarmos a capa retirada anteriormente. A capa original antes de
ser colada novamente, foi adaptada, isto é, foram feitos reparos necessarios, como cortar alguns
centimetros desta, para entao ocupar o novo espaco reestruturado, sendo fixada com cola. Para
conclusao do trabalho, o livro foi posto novamente para secar, com o0 peso em cima e com o

papel toalha para absorcao da umidade.

De modo geral, os passos descritos anteriormente sao utilizados para a todos os livros
que foram, estao sendo ou serao reparados, sendo que durante a separacao dos exemplares, a
serem consertados, busca-se nao desmontar livros com poucos dados. Para essas obras menos
danificadas, muitas vezes, basta apenas o procedimento de colagem de algumas de suas par-
tes. Lembrado que um livro s6 deve passar pelo processo de reparacao, ou em caso extremo

restauracao, se esse for o ultimo caso, ou seja, nao tiver outra solugao.

4 A catalogacao

O trabalho de Hirata (2009) Catalogagao de Livros Antigos: Um Exercicio em Educacao
Matematica foi nosso alicerce para adotarmos os principios de catalogacdo. Segundo Hirata, o
acervo do Grupo de Histéria Oral e Educagio Matemdtica (GHOEM?) se baseou no método

Classificagao Decimal de Dewel (CDD), o qual associa os livros as categorias de acordo com os

10 Grupo “Histéria Oral e Educacio Matematica” — GHOEM foi criado no ano de 2002. Sua intencéo inicial
foi reunir pesquisadores em Educagdo Matemadtica interessados na possibilidade de usar a Histéria Oral como
recurso metodolégico. Desde entdo, essa configuracao foi alterada, ampliando-se, de modo a incorporar discussoes
sobre outros temas e outras abordagens tedrico-metodologicas. Pode-se dizer, hoje, que o interesse central do

grupo é o estudo da cultura escolar e o papel da Educagdo Matemaética nessa cultura.



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 183

conteudos neles abordados. Mas eles nao adotaram esse método em sua forma original, o qual foi
adequado de acordo com as necessidades do material que o grupo tinha na época. Logo, partimos
do modelo desenvolvido pelo GHOEM e acrescentamos categorias que consideramos pertinentes,
por causa de quantidade de livros que tinhamos dessas areas que nao apareciam na classificacao
do GHOEM. As categorias acrescentadas sdo: trigonometria, matematica financeira, estatistica

e a subcategoria “outros” dentro dos “diversos”.

Portanto, os livros foram separados por &area, sendo elas: 1 — conteido matematico
(contempla mais de um conteido, por exemplo: &dlgebra e geometria, geometria e aritmética,
etc.); 2 — Teoria dos Conjuntos e Légica; 3 — Algebra; 4- Aritmética; 5 — Topologia; 6 — Analise; 7
— Geometria; 8 — Probabilidade; 9 — Trigonometria; 10 — Matematica Financeira; 11 — Estatistica;
12 — Diversos (que contempla Anais, Atas e Relatérios, Curiosidades, Paradidaticos e de Apoio
Pedagégico, Histéria da Matematica, Diciondrios, Exemplares “para o ensino”, Preparatorio e

Outros); 13. — Diddticos de Outras Disciplinas e 14. — Literatura de Referéncia.

Levando em consideragao esses dados, foi elaborado um formuldrio online para possibili-
tar a catalogacao dos livros. Tal formuldrio especifica o assunto abordado pelo livro (categoria
da obra de acordo com a classificagdo acima), o nivel de destinagao da obra (que contempla o
ginasial; colegial; técnico; normal; Primeiro Grau; Segundo Grau; Ensino Fundamental; Ensino
Médio e Ensino Superior); Numeracao da obra (de acordo com o método de catalogagao ado-
tado); Numeragao do autor (de acordo com a tabela P.H.A%); Tombo (Sequenciacio do acervo);
Autor(es) da obra; Titulo da obra; Edigao do exemplar; Local da edigao; Editora da obra; Local
de impressao; Impressor da obra; Tradutor da obra; Ntumero de paginas; Volume do exemplar;
Observacdes (exemplos: dedicatérias, anotacdes, local da doacao); Ex-libris’; Colecdo a qual
a obra pertence; Idioma da obra; Género (exemplos: livro do professor, manual); e Prego do

exemplar.

5 Algumas consideragoes até o momento

A catalogacao foi concluida e obtivemos 190 exemplares (42,9%) pertencentes a catego-
ria de Conteido Matemdtico, 57 exemplares (12,9%) pertencentes aos Diversos, 53 exemplares

(12%) pertencentes & Andlise, 39 exemplares (8,8%) pertencentes a Algebra, 29 exemplares

STabela PHA (Prado, Helofsa de Almeida) é uma tabela para catalogacao de livros em bibliotecas, que permite
que sejam consideradas mais de trés letras no sobrenome do autor e evita a formagdo de conjuntos estranhos de

letras.

SConsideramos como Ez-Libris todas as pecas encontradas dentro dos livros, como cartas, papeis, fotos, con-

vites, entre outros.
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(6,5%) pertencentes a Geometria, 21 exemplares (4,7%) pertencentes & Matemdtica Financeira,
15 exemplares (3,4%) a Estatistica, 11 exemplares (2,5%) pertencentes a Didéticos de Outras
Disciplinas, 9 exemplares (2%) pertencentes a Aritmética, 7 exemplares (1,6%) pertencentes
a Trigonometria, 6 exemplares (1,4%) pertencentes a Literatura de Referéncia, 3 exemplares
(0,7%) pertencentes a Topologia, 2 exemplares (0,5%) pertencentes a Teoria dos Conjuntos e
Légica e 1 exemplar (0,2%) pertencente & Probabilidade. Entao geramos uma etiqueta para
cada exemplar, contendo a categoria da obra, nimero do autor, edi¢ao, volume e nimero do

exemplar, tal como é feito para a maioria das bibliotecas.

Para as categorias “Contetiido Matematico”, “Algebra”, “Aritmética” e “Geometria”
tivemos uma subcategoria chamada “Nivel de destinagao da obra”, com a intencao de facilitar
a organizagao do acervo. Dessa categoria 5 exemplares (1,9%) sdo pertencentes ao Ensino
Primario, 54 exemplares (20,2%) ao Ensino Secundério, 79 exemplares (29,6%) ao Primeiro
Grau, 56 exemplares (21%) ao Segundo Grau, 19 exemplares (7,1%) ao Ensino Fundamental, 5
exemplares (1,9%) ao Ensino Médio e 49 exemplares (18,4%) ao Ensino Superior. Dos exemplares
que entraram em ensino secundério obtivemos o “Subnivel de destinacao da obra” no qual 6
exemplares (11,1%) pertencem ao Secunddrio (contemplam contetidos matemdticos tanto para
os cursos ginasiais quanto para os cursos colegiais), 33 exemplares (61,1%) ao Ginasial, 12
exemplares (22,2%) ao Colegial, nenhum exemplar (0%) pertence ao Técnico e 3 exemplares

(5,6%) pertencem ao Normal.

Durante a campanha de doacao de livros foram recebidos 110 livros da Biblioteca Central
da Unioeste, campus Cascavel; 88 do Colégio Estadual Padre Pedro Canisio Henz; 135 do Colégio
Estadual Wilson Joffre; e 34 livros doados por professores do curso de matemdtica. 76 livros
ja existiam coma alcunha de livros antigos no acervo do Laboratério de Ensino de Matemaética

Prof® Silvia Gomes Vieira Fabro - Unioeste, Campus Cascavel.

Do total de 443, 72 livros datam sua publicacao até o ano de 1970, 226 livros datam sua
publicacao de 1970 a 1990, 66 livros datam sua publicacao a partir do ano de 1990 e 79 livros
nao apresentam data de publicacao da obra. No quadro abaixo, esses dados estao divididos entre

os doadores.



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.

Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel

185

Quadro 1: Anaélise referente ao ano de publicacdo das obras

Quantidade | Quantidade Quantidade Quantidade Quantidade
de livros que | de livros que | de livros que de livros que total de
Doador datam até datam entre datam a nao apresentam livros
1970 1970 e 1990 | partir de 1990 data
Biblioteca Central da Uni- 13 85 06 06 110
oeste, campus Cascavel
Colégio Estadual Padre Pe- 03 21 38 26 88
dro Canisio Henz
Colégio Estadual Wilson 26 67 16 26 135
Joffre
Laboratério de Ensino 21 40 04 11 76
de Matematica, Unioeste,
campus Cascavel
Professores 09 13 02 10 34

Diante disso, podemos observar que a maior parte dos livros do acervo foi publicada

entre os anos de 1970 e 1990.

Incluidos na categoria “Diversos”, 4 exemplares (7%) pertencem & sua subcategoria

Anais, Atas e Relatérios, 20 exemplares (35,1%) & Curiosidades, Paradidaticos e de Apoio Pe-
dagdgico, 2 exemplares (3,5%) & Histéria da Matemética, 2 exemplares (3,5%) a Diciondrios,
15 exemplares (26,3%) a Exemplares “para o ensino”, 9 exemplares (15,8%) & Preparatérios

(Admissao) e 5 exemplares (8,8%) & Outros.

Muitos exemplares nao possuiam respostas para todas as perguntas do catalogo. Dos
livros que tém data de publicacao o mais antigo é DieTurnftundein der Rnabenfchule, de Dr.
Edmund Neuendorff, publicado em 1927 e o mais atual é Novo Olhar da Matemdtica, de Joamir

Roberto de Souza, publicado 2013.

6 Consideragoes finais

Em relacao aos procedimentos de reparacao dos livros, pode-se dizer que estd sendo
satisfatorio o rendimento do trabalho realizado, visto que, inicialmente foi necessédrio adquirir os
materiais e as ferramentas necessarias, sendo que nem todos os itens utilizados nos procedimentos

foram encontrados na regiao, exigindo sua compra em outras localidades.
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Ainda hé muitas obras que deverao passar pelo processo de reparagdo, uma vez que o
trabalho realizado até o momento visou apenas os livros de capa flexiveis, portanto, ha ainda
todos os livros de capa dura e os restantes de capas flexiveis a serem reparados. Contudo,
estamos com o estoque de materiais e ferramentas supridos. Portanto, acreditamos que, a partir
da prética ja realizada, é possivel melhorar qualidade e a produtividade do trabalho de reparacao

de livros.

Dessa forma, esperamos compreender aspectos acerca da Histéria da Educacao Ma-
tematica e entendemos que os livros diddticos que compde o nosso acervo podem ser funda-

mentais para esse processo.
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Resumo: O aumento da violéncia em todo o mundo estd se tornando um
problema que acarreta varios danos a sociedade tais como danos materiais,
sociais, psicolégicos e fisicos. Devido a importancia do estado do Parand no
cendrio nacional, torna-se relevante conhecer o perfil da violéncia nos mu-
nicipios do estado do Parand. Este trabalho tem como objetivo delinear o
perfil da violéncia nos municipios do Estado do Parand, por meio do Pro-
cesso de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados. O Agrupamento
de Dados foi a tarefa de Mineragao de Dados utilizada neste trabalho. Os
dados para o desenvolvimento deste trabalho foram coletados no Instituto
de Desenvolvimento Econdémico e Social — IPARDES, referentes ao ano de
2013. Para aplicacao da analise de agrupamentos foi escolhido o método de
k-Médias, utilizando-se o o software WEKA. Utilizando o algoritmo k-Médias
para a base de dados criada, considerando como critério o SQE, obteve-se trés
grupos. O primeiro grupo foi caracterizado como o mais violento, o segundo
grupo foi caracterizado como o menos violento e o terceiro grupo foi carac-
terizado por ser o grupo com violéncia moderada. Os resultados mostram
que a maioria dos municipios paranaenses estd num grupo com 0s Ienores
indicadores de violéncia.

Palavras-chave: Mineracao de Dados; Agrupamento de Dados; k-Médias.

1 Introducao

Todos os dias os meios de comunicacao divulgam casos de violéncia remetendo-nos a
pensar que esse tipo de atitude seja algo banal, o que néo é o caso. O aumento da violéncia em
todo o mundo estd se tornando um problema que acarreta varios danos a sociedade tais como
danos materiais, sociais, psicoldgicos e fisicos. Devido a importancia do estado do Parand no

cendrio nacional, torna-se relevante conhecer o perfil da violéncia nos municipios neste estado.

A evolugao dos homicidios no Parana possui trés periodos distintos. No primeiro, entre
1980 e 1992, o indice no estado cresceu menos que a média nacional. Enquanto os homicidios no
pais aumentaram 63,3% no periodo, no Parand a elevagao foi de 18,7%. De 1992 a 2000, houve

um primeiro ”boom” dos assassinatos no estado: as taxas passaram a aumentar acima da média

10s autores agradecem ao CNPq por bolsa de iniciacio cientifica concedida ao primeiro autor e 4 Fundacao
Araucéria pelo apoio financeiro ao projeto de pesquisa “Identificagdo do Perfil dos Municipios do Estado do
Parand por meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados”.
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nacional, impulsionadas principalmente pela regiao metropolitana de Curitiba (RMC). Neste
periodo, a média de aumento dos casos em todo o pais foi de 39,9%; no Parand, de 44,6% e sé
na RMC, de 77,7%. No terceiro periodo, de 2000 até os dias atuais, os indices se acentuaram
ainda mais no Parand, enquanto houve a estagnacao das taxas em todo o pais. E como se
o Parand tivesse corrido na contramao no que diz respeito a seguranca publica. Esse tdltimo

aumento mais incisivo é puxado tanto pela RMC, quanto pelo interior do estado (Geron, 2011).

O Estado do Parana fechou o ano de 2014 com uma taxa de homicidios de 22,6 para
cada 100 mil habitantes (AGENCIA DE NOTICIAS DO PARANA, 2015), enquanto a taxa de
homicidios do Brasil no ano de 2014 foi de 25,8 para cada 100 mil habitantes (STOCHERO,
2015). O indice é utilizado mundialmente para medir eficiéncia e eficdcia nas politicas piblicas
adotadas pelos governos. Visando uma melhor alocacao dos recursos investidos em seguranca
para precaver o acontecimento de novos crimes, é de suma importancia conhecer o perfil de cada
municipio do estado. Para a andlise minuciosa dos dados serao utilizadas técnicas e ferramentas
computacionais para auxiliar na tomada de decisoes. Os resultados que serao obtidos podem
ser utilizados como subsidio para elaboracgao de projetos adaptados aos perfis encontrados, bem
como identificagdo de mudancgas necessarias, servindo de instrumento para tomadas de decisao

mais acertadas.

Assim, este trabalho tem como objetivo delinear o perfil da violéncia nos municipios do
estado do Parand, por meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados ou

“Knowledge Discovery in Databases — KDD”.

Dentre as muitas defini¢oes existentes para KDD, pode-se citar a de Fayyad et al. (1996),
que define KDD como “o processo, nao trivial, de extracao de informacgoes implicitas, previa-
mente desconhecidas e potencialmente tteis, a partir dos dados armazenados em um banco de
dados”. Segundo estes autores, a principal vantagem do processo de descoberta é que nao sao
necessarias hipéteses, sendo que o conhecimento é extraido dos dados sem conhecimento prévio

(FAYYAD, 1996).

As tarefas de Mineracdo de Dados podem ser preditivas ou descritivas. As preditivas
usam varidveis para predizer valores futuros ou desconhecidos, enquanto que as descritivas en-
contram padroes para descrever os dados. As principais tarefas de Mineragao de Dados estao
relacionadas a Classificacdo, Associacao e Agrupamento de padroes (FAYYAD, 1996). O Agru-

pamento de Dados foi a tarefa utilizada neste trabalho.

O Agrupamento de dados (Clustering) procura grupos de padroes tal que padroes per-

tencentes a um mesmo grupo sao mais parecidos uns com os outros e divergentes a padroes em
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outros grupos. A andlise de agrupamentos é uma técnica analitica para desenvolver subgrupos
significativos de objetos. Seu objetivo é classificar os objetos em um pequeno ntimero de grupos

mutuamente excludentes (HAIR JR, 2005).

Os algoritmos de agrupamento podem ser divididos em categorias de diversas formas de
acordo com suas caracteristicas. As duas principais classes de algoritmos de agrupamento sao:
os métodos hierdrquicos e os métodos de particionamento (VILLWOCK, 2009). Os métodos
hierdrquicos abrangem técnicas que buscam de forma hierarquica os grupos e, por isso, admitem
obter varios niveis de agrupamento. Métodos nao-hierarquicos ou de particionamento procuram
uma particao sem a necessidade de associagoes hierdrquicas. Seleciona-se uma particao dos
elementos em k grupos, otimizando algum critério (DINIZ, 2000). O método mais conhecido
entre os métodos de particionamento é o das k-médias. Geralmente os k grupos encontrados sao

de melhor qualidade do que os k grupos gerados pelos métodos hierdrquicos (JOHNSON, 2007).

2 Metodologia

Os dados para o desenvolvimento deste trabalho foram coletados no Instituto de Desen-
volvimento Econdémico e Social - IPARDES (IPARDES). Foram consideradas 15 varidveis para
cada um dos 399 municipios paranaenses, referentes ao ano de 2013. Sao elas: Produto Interno
Bruto per Capita (R$ 1,00); Vitimas em Acidentes de Transito Mortos no Local (100 mil habi-
tantes); Vitimas em Acidentes de Transito com Morte Posterior (100 mil habitantes); Vitimas de
Homicidio Doloso (100 mil habitantes); Vitimas de Roubo com Resultado de Morte — Latrocinio
(100 mil habitantes); Vitimas de Lesao Corporal com Resultado de Morte (100 mil habitantes);
Vitimas de Homicidio Culposo no Transito (100 mil habitantes); Taxa de Mortalidade Causas
Externas — Acidentes de Transito (100 mil habitantes); Taxa de Mortalidade Causas Externas —
Agressoes (100 mil habitantes); Despesas Municipais por Fungao — Seguranca Publica (R$ 1,00
por mil habitantes); Taxa de Reprovagao no Ensino Fundamental (%); Taxa de Reprovacao no
Ensino Médio (%); Taxa de Abandono no Ensino Fundamental (%) e Taxa de Abandono no

Ensino Médio (%).

Para aplicacao da anélise de agrupamentos foi escolhido o método de k-Médias. O k-
Meédias possui um parametro de entrada k, que corresponde a quantidade de grupos. Inicialmente
o método atribui como centroides iniciais, por exemplo, £ pontos do conjunto de dados. Em
seguida, para cada ponto, calcula-se a distancia do ponto para cada um dos centroides. Atribui-
se cada ponto ao grupo representado pelo centroide cuja distancia for menor. Desta forma, cada

ponto do conjunto de dados fica associado a um e apenas um dos k grupos. Apéds a alocacao
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inicial, o método segue iterativamente, por meio da atualizacao dos centroides de cada grupo
e da realocacao dos pontos aos grupos cujo centroide seja mais proximo. O novo centroide de
cada grupo é calculado a cada iteracao, sendo o vetor de médias dos pontos alocados ao grupo.
O processo iterativo termina quando os centroides dos grupos param de se modificar ou apds

um numero preestabelecido de iteragoes ter sido realizado (GOLDSCHIMIDT, 2015).

Para aplicacao do k-Médias foi utilizado o Weka (disponivel em http://www.cs.waikato.
ac.nz/ml/weka/). Foram utilizados os parametros padrao da ferramenta. A defini¢ao do nimero

de grupos foi feita pela avaliacao do SQE — Soma do Quadrado do Erro.

3 Resultados e Discussao

Utilizando o algoritmo k-Médias para a base de dados criada, considerando como critério
o SQE, obteve-se trés grupos. O primeiro grupo é caracterizado como o mais violento dado que
apresenta maior nimero médio de vitimas de acidente de transito com mortes no local, de vitimas
de homicidio doloso, de vitimas de roubo com resultado de morte (latrocinio), de vitimas de
lesao corporal com resultado de morte e maior taxa média de mortalidade em homicidios. Além
disso, este grupo tem valores intermediarios para nimero médio de vitimas em acidentes de
transito com morte posterior, nimero médio de vitimas de homicidio culposo no transito e taxa

média de mortalidade em acidentes de transito.

Este grupo tem o maior PIB per capita médio, a maior taxa média de reprovagao no
ensino fundamental e médio e a maior taxa média de abandono no ensino fundamental e médio.
Além disso, as despesas municipais com seguranca publica, em média, ndo foram as maiores no

estado. Neste grupo ha 99 municipios.

Ja o segundo grupo é caracterizado como o menos violento dado que apresenta menor
numero médio de vitimas de acidente de transito com mortes no local, de vitimas em acidentes de
transito com morte posterior, de vitimas de homicidio doloso, de vitimas de lesao corporal com
resultado de morte, de vitimas de homicidio culposo no transito, de mortalidade em acidentes
de transito e menor taxa média de mortalidade em homicidios. Além disso, este grupo é o

intermediario em nimero médio de vitimas de roubo com resultado de morte (latrocinio).

Este grupo também tem o menor PIB per capita médio, é o intermediario em taxa média
de reprovacao no ensino fundamental e médio, em taxa média de abandono no ensino médio
e também possui a menor taxa média de abandono no ensino fundamental. Além disso, as

despesas municipais para seguranca publica, em média, sao as menores. Neste grupo ha 233
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municipios.

O terceiro grupo é caracterizado por ser o grupo com violéncia moderada dentre os trés
grupos dado que apresenta valores médios intermedidrios de vitimas de acidente de transito com
mortes no local, de vitimas de homicidio doloso, de vitimas de lesdo corporal com resultado
de morte e de taxa de mortalidade em homicidios. Além disso, possui o maior nimero médio
de vitimas em acidentes de transito com morte posterior, de vitimas de homicidio culposo no
transito e de taxa de mortalidade em acidentes de transito. Também é o menor em niimero

médio de vitimas de roubo com resultado de morte (latrocinio).

Este grupo também é o intermediario no PIB per capita médio e em taxa média de
abandono no ensino fundamental. Além disso, possui a menor taxa média de reprovagao no
ensino fundamental e médio e a menor taxa média de abandono no ensino médio. Este grupo

tem a maior despesa média municipal em seguranga piblica. Neste grupo ha 67 municipios.

4 Consideracoes Finais

O objetivo do presente trabalho foi delinear o perfil da violéncia nos municipios do Estado

do Parand, por meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de Dados.

Os resultados mostram que a maioria dos municipios paranaenses estd num grupo com
os menores indicadores de violéncia. Alguns dos municipios deste grupo sdo: Iguatu, Nova Prata

do Iguagu, Toledo, Marechal Candido Rondon, Londrina, Ponta Grossa e Pato Branco.

Sugere-se como trabalhos futuros a investigacao de outras caracteristicas dos municipios
que fazem parte de um mesmo grupo, como por exemplo, Sao municipios de fronteira?, Qual o

porte dos municipios?, entre outras.
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Resumo: O critério para analisar a qualidade de vida de um determinado
local é o Indice de Desenvolvimento Humano (IDH), que consiste na média
obtida entre trés aspectos: Renda Nacional Bruta (RNB) per capita, grau
de escolaridade e satide. O Indice de Desenvolvimento Humano Municipal
(IDHM) também considera essas dimensoes, porém alguns indicadores sao
diferentes. No entanto, podem haver outros fatores relevantes na melhoria
do bem-estar econémico e social, que nao sao levados em conta no calculo do
IDHM. Com base em dados atuais e caracteristicas que podem proporcionar
melhoria da qualidade de vida, buscou-se a identificacao de fatores relevan-
tes, que poderiam ser considerados no célculo do IDHM, bem como identificar
areas de investimentos para aumentar esse indice. Para andlise de dados dos
399 municipios do Parand utilizou-se o processo de descoberta do conheci-
mento em base de dados (KDD), sendo que a tarefa de mineragao de dados
foi a classificagao. O trabalho foi realizado no software Weka (Waikato Envi-
ronment for Knowledge Analysis), aplicando-se o algoritmo J48, criando-se
arvore de decisao. Os resultados mostraram que fatores como renda média
domiciliar (utilizado no célculo) e proporcao da populagao com dez anos ou
mais podem estar relacionados a um bom indice.

Palavras-chave: Mineragao de Dados; Classificacao; Arvore de decisao.

1 Introducao

Havendo uma busca constante por medidas sociais abrangentes que incluam fatores fun-
damentais na qualidade de vida, nao necessariamente pela dimensao economica, criou-se no
inicio da década de 1990 o Indice de Desenvolvimento Humano — IDH (Torres, Ferreira e Dini,

2003).

O IDH propoe verificar o grau de desenvolvimento de um pais utilizando como indicadores
de desempenho: a longevidade (condigoes de satide e esperancga de vida ao nascer, dentre outros);
a Renda Nacional Bruta (RNB) per capita (expressa em poder de paridade de compra (PPC) que
exclui diferengas entre a valorizagdo de diferentes moedas dos paises); e o grau de escolaridade
(taxa de alfabetizagdo de adultos e a expectativa de anos de escolaridade medida pela taxa de

matricula nos niveis de ensino fundamental, médio e superior) (PNUD, 2010).
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O IDHM também considera educagao, longevidade e renda, porém alguns indicadores
sao diferentes, como mostra o quadro 1. Embora mecam os mesmos fenomenos, os indicadores
levados em conta sao mais adequados para avaliar as condigoes de nucleos sociais menores

(PNUD, 2016).

Subindices Indicador IDH | IDHM
Renda Renda Nacional Bruta (per capita) X
Renda Média Domiciliar (per capita) X
Longevidade Esperanca de Vida ao Nascer X X
Taxa de Alfabetizacao X X
Educacao Taxa de Matricula X
Taxa de Frequéncia a Escola X

Quadro 1: Indicadores de Desempenho (IDH e IDHM).

Mas serdo apenas essas varidveis importantes para se considerar no calculo desse indice?
O IDHM ¢é um bom indicador para avaliar o desenvolvimento de diferentes e diversas comunida-
des? E claro que o IDH e o IDHM sao indices importantes para se identificar algumas situagoes
semelhantes em diferentes lugares ou, por outro lado, opuléncia e étimas condigoes de vida em
alguns locais e péssima qualidade de vida e situagoes humanas inaceitaveis em outros. Porém,
para considerar um indice mais abrangente, indicando niveis precisos de desenvolvimento, é

necessario, no minimo, que este seja questionado.

Neste trabalho, teve-se o objetivo de investigar outras caracteristicas relevantes para
melhoria do IDHM. Com analise de dados dos municipios do Parana, referente ao ano de 2010, no
Instituto de Desenvolvimento Econémico e Social — IPARDES. Foram consideradas 22 varidveis
para cada municipio, obtendo-se um grande volume de dados. Para isso foi necessario o uso de

tecnologias para o processamento dos dados e extrair informagoes.

Para atender as necessidades, vem se destacando o KDD - Knowledge Discovery in
Databases (Descoberta do Conhecimento em Bases de Dados) e o Data Mining (Mineragao de

Dados) sendo uma tarefa do KDD (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

Segundo Fayyad et al. (1996) o KDD “é um processo nao trivial de descoberta de padroes
validos, novos, tteis e acessiveis. A principal vantagem do processo é que nao sao necessarias

hipéteses, sendo que o conhecimento é extraido dos dados sem conhecimento prévio”.

Ainda segundo Fayyad et al. (1996), o KDD refere-se ao processo global de descoberta de

conhecimento 1til a partir dos dados, e mineragao de dados refere-se a uma etapa especifica neste
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processo. A mineracdo de dados é a aplicacdo de algoritmos especificos para extrair padroes a
partir de dados. Os passos adicionais no processo KDD, tais como preparagao de dados, selecao
de dados, limpeza de dados, incorporacao de conhecimento prévio adequado, e uma interpretacao
correta dos resultados na mineracao, sao essenciais para garantir se o conhecimento derivado a

partir dos dados pode ser tutil.

Com analise de dados dos municipios do Parand, tem-se o objetivo de investigar carac-

terfsticas relevantes para melhoria do IDHM por meio de Arvores e Regras da Classificagao.

Na Classificacao, cada padrao contém um conjunto de atributos e um dos atributos é
denominado classe. Dado um conjunto de registros, seja o registro X; e seu rétulo categorico
Y;, o objetivo é descobrir uma fungdo que mapeie um conjunto de registros X; em um conjunto
de dados a um tnico rétulo categérico Y;, denominada classe (GOLDSCHIMIDT; PASSOS;
BEZERRA, 2015).

Ao remeter uma concepc¢ao implicita ao aprendizado supervisionado, considera-se um
conjunto de pares ordenados da forma (z, f(x)), onde = é a entrada e f(z) a saida de uma
funcao f, desconhecida, aplicada a . Um dos grupos contém os atributos de predi¢ao e o outro
o atributo para o qual se deve fazer a predicao de um valor. O aprendizado ocorre a partir de
varios exemplos de f, obtendo uma funcao (hipétese) h que se aproxime de f (GOLDSCHIMIDT;
PASSOS; BEZERRA, 2015).

O aprendizado da fungao h ocorre no conjunto de treinamento, que é representado por
registros cujos rétulos sejam conhecidos e devem ser fornecidos. Entao, a funcao h é aplicada ao
conjunto de dados com rétulos de classe omitida, sendo denominado conjunto de teste (TAN;

STEINBACH; KUMAR, 2009).

Ha muitas técnicas para a construcao de classificadores, como classificadores baseados
em regras, arvore de decisao, classificadores Bayesianos, Redes Neurais, entre outros. Segundo

Tan; Steinbach; Kumar (2009) a drvore de decisao é uma técnica simples, porém muito utilizada.

Segundo Rodrigues (2005) uma das principais caracteristicas da &rvore de decisao é sua
representacao, em que hd uma estrutura hierdrquica composta de raiz e nds de decisao, em
que se tomam decisdes acerca da estrutura do nivel seguinte. Ao final do processo, cada classe
serd rotulada de acordo com os nés terminais (nds folha). Trata-se de uma pesquisa que se
desenvolve do geral para o particular, em que a cada né de decisao se particulariza o valor de

mais um atributo explicativo.

Sao exemplos de tarefa de classificacao a deteccao de mensagens de spam em e-mails

(baseada no cabecalho e conteido da mensagem), a categorizagao de células como malignas



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 196

ou benignas (baseada nos resultados de varreduras MRI), dentre outros (TAN; STEINBACH,;
KUMAR, 2009).

A classificagao, por ser uma generalizacdo das informacoes constantes em um aconte-
cimento, necessita de uma avaliagdo para expressar sua veracidade. Segundo Tan, Steinbach,
Kumar (2009), o modelo gerado pelo algoritmo de aprendizagem deve se adaptar bem aos dados

de entrada e prever corretamente os rétulos de classes de registros do conjunto de teste.

Uma medida de desempenho muito utilizada é a acuracia, que mostra os conflitos que
existem entre as classes, que ocorre em fungao de decisoes inadequadas do algoritmo de apren-
dizado. Outra medida de desempenho é a completude, que avalia a capacidade em classificar
(apresentar uma resposta) a todos os exemplos do conjunto de dados. Também existe a Matriz
de Confusao, uma avaliagao detalhada, em que as classificagoes correspondem as variaveis as-
sumidas como acertos quando i = j e erro se i # j (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA,
2015).

2 Metodologia

Inicialmente realizou-se a coleta de dados, referente ao ano de 2010, considerando-se 22
varidveis: Abastecimento de dgua (unidades atendidas); PIB (per capita); distancia da sede
municipal a capital (em km); atendimento de esgoto (unidades atendidas); renda média domi-
ciliar per capita; despesas de capitais municipais; populacdo com dez anos ou mais e despesas
municipais por funcdo de: Assisténcia social, previdéncia social, satide, trabalho, educacao, cul-
tura, direitos da cidadania, urbanismo, habitagao, saneamento, agricultura, industria, comércio

e servigos, comunicacoes, desporto e lazer.

Algumas varidveis foram ajustadas de modo a facilitar sua interpretacdo bem como
permitir a comparagdo de municipios de diferentes portes: As varidveis “Abastecimento de
agua”, “Atendimento de esgoto” e “Populagdo com 10 anos ou mais” foram relativizadas a
populacao; as varidveis relativas a despesa foram relativizadas ao PIB; e o valor 0 foi atribuido

as informagoes nao apresentadas.

Foi entao construida a matriz D de ordem 399 x 22, consistindo pelos 399 municipios e
por 22 varidveis. Em seguida foi aplicada a normalizagao por desvio padrao de acordo com a

equagao:
A—p

g

A=

(1)

Nessa equagao, A’ é o valor padronizado; A é o valor da entrada; p é a média do atributo
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de entrada; e o é o desvio padrao do atributo de entrada.

Para atribuir a classe correspondente a cada municipio, utilizou-se somente o IDHM
ja estabelecido para cada municipio. Houve classes divididas por meio da distancia do desvio

padrao em relagao a média ou dividida por intervalos de mesmo tamanho.

Para esse trabalho foi utilizado o algoritmo J48 que é uma implementagao do algoritmo

C4.5 no Weka e é considerado o mais popular.

O algoritmo C4.5 é um método baseado na indugao de arvore de decisao a partir de uma
abordagem recursiva de particionamento do conjunto de dados. O conjunto de treinamento é
separado em diferentes conjuntos quando ¢é definido algum predicado em relacao aos valores de
cada atributo preditor. Essa divisao ocorre até que todos ou a maioria dos exemplos de um

subconjunto pertengam a uma classe (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

Durante o processo de utilizacao do algoritmo é interessante conhecer alguns parametros
que podem ser modificado como, por exemplo, o uso ou nao de podas na arvore e o numero

minimo de instancias por folha.

Para explicar esse algoritmo, consideremos um conjunto X cuja a representacao é dada
por X (Aq, As, As, ..., Ay, C) em que cada atributo A; é um atributo previsor e C' é o atributo alvo
que assume valores do dominio {Cy, Cs, ..., Ct} que sao as classes definidas (GOLDSCHIMIDT;
PASSOS; BEZERRA, 2015).

No inicio da classificagao, a raiz da arvore contém todo o conjunto de dados com varios
exemplos das varias classes. Em seguida, um ponto de separacao é escolhido como sendo a
melhor condig¢ao para separagao de classes. Um predicado envolve um dos atributos previsores e
induz uma divisao do conjunto de dados em dois ou mais subconjuntos disjuntos, particionado
até que cada subconjunto associado a cada né folha consista predominantemente de registros de

uma mesma classe (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

Ha duas operacoes principais durante a construcao das arvores: a avaliacao para escolher
o melhor ponto de separacao e a criagao das particoes usando o melhor ponto de separacao. Uma
vez determinado o ponto de separacao de um no, as partigoes podem ser facilmente escolhidas,

aplicando o critério de separagao identificado (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

Para identificar o melhor ponto de separacao para um determinado né da arvore, consi-
dere um conjunto 7' de registros em que o algoritmo C4.5 calcula H(7T'), denominada a entropia

de T' por meio da equacgao:

k
freqe;T freqc;T
H(T) = -1 2
(1) =3 P e (2)
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Nesta equacao, 1" representa o conjunto de entrada; freqc;T" corresponde a quantidade
de registros da classe em T'; |T'| denota o total de registros do conjunto 7'; k indica o nimero de

classes distintas que ocorrem em registros de 7.

A entropia de um conjunto de dados é um valor entre 0 e 1. Por exemplo, se todos os
registros sdo de uma mesma classe, entao a entropia serd igual a zero; e se todos os registros sao

de classes diferentes, a entropia sera igual a 1 (GOLDSCHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

O proximo passo é determinar Infoa, (1), o valor esperado pela entropia (ja que 7" é
dividido pelos valores de A;). Considerando os valores no dominio A; (valores de uma varidvel

A;) que conduz uma partigao sobre T', o que resulta em subconjuntos {7;}, o célculo é dado por:

Infor(T) =Y '|TT,’ CH(T)) (3)
j=1

Nesta equagao, T representa o conjunto de registros de entrada; 7} é cada subconjunto

da particao induzida por A; sobre T'; |Tj| representa a quantidade de registros em Tj.

Por fim, calcula-se o ganho de informagao de um atributo previsor A; com relagdo a uma

colecao de exemplos 7', dado por:

GInfo(Ai,T) = H(T) — infou,(T) (4)

O ganho de informacdo de um atributo A; em relacdo a um conjunto 1" representa a
redugao da impureza na situagdo em que os valores de A; sdo usados para dividir 7' (GOLDS-

CHIMIDT; PASSOS; BEZERRA, 2015).

3 Resultados e discussoes

A fim de encontrar regras com uma boa precisao foram testadas diferentes quantidades
de classes (4, 5, 6, 8 e 10). As classes foram definidas por meio da distancia em relacdo a média
ou por intervalos de mesmo tamanho. Nos diferentes ensaios as varidveis renda média domiciliar
per capita e populacao com 10 anos ou mais foram relevantes. Deve-se considerar aqui que a

renda média é utilizada no calculo do IDHM.

As arvores de decisdo analisadas foram as que apresentaram as melhores precisoes. As
divisdes das classes foram feitas de duas formas: na Arvore 1 foram atribuidas quatro classes,
sendo que a definicdo das classes ocorreu a partir da média e do desvio padrao; na Arvore 2,

com cinco classes, a definicao das mesmas se deu a partir de intervalos de mesmo tamanho.
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As classes referentes & Arvores 1 foram as seguintes: Classe 4: IDHM muito acima da
média; Classe 3: IDHM intermediario, porém acima da média; Classe 2: IDHM intermediério,
porém abaixo da média e Classe 1: IDHM muito abaixo da média. E para a Arvore 2 foram:
Classe 5: IDHM muito alto; Classe 4: IDHM alto; Classe 3: IDHM intermedidrio; Classe 2:

IDHM baixo e Classe 1: IDHM muito baixo, sempre relativamente ao Estado do Parané.

Para a Arvore 1, a precisao da drvore foi de 69,7%, sendo que a poda considerou a
restricdo de 15 objetos para cada folha. Devido & impossibilidade de apresentacao da arvore

(pela limita¢ao no tamanho da figura) sao apresentadas as regras de classificagao:

Se a renda média domiciliar é maior entao Classe 4, classificando 45 municipios, sendo

classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior entdao Classe 3, classificando 96 mu-

nicipios, sendo 17 deles, classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior e a populacao for maior, entao Classe

3, classificando 80 municipios, sendo 21 deles errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior, a populacao for maior e a despesa em

saneamento for maior entdo Classe 3, obtendo 18 municipios, sendo 6 deles, classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a terceira maior, a distancia entre a sede do municipio e
a capital for maior e o PIB for maior entao Classe 3, classificando 21 municipios, sendo 7 deles

classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior, a populacdo for maior e a despesa
em saneamento for menor entao Classe 2, obtendo 19 municipios, sendo 6 deles, classificados

errados;

Se a renda média domiciliar for a terceira maior, a distancia entre a sede do municipio e a

capital for menor entdo Classe 2, classificando 18 municipios, sendo 4 deles classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a terceira maior, a distancia entre a sede do municipio e
a capital for maior e o PIB for menor entao Classe 2, classificando 35 municipios, sendo 6 deles

classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a quarta maior e a populagao for maior entao Classe 2,

classificando 15 municipios, sendo 3 deles classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a quarta maior e a populacao for menor entao Classe 1,

classificando 29 municipios, sendo 7 deles classificados errados;
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Se a renda média domiciliar for a menor entao classe 1, com 23 municipios classificados

corretamente.

Para a Arvore 2, a precisao da drvore foi de 75,6%, sendo que a poda considerou a

restricao de 10 objetos para cada folha. Abaixo sao apresentadas as regras de classificagao:

Se a renda média domiciliar for a maior entao Classe 5, classificando 14 municipios, sendo

6 deles classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a segunda maior entao Classe 4, classificando 53 mu-

nicipios corretamente;

Se a populagdo com dez anos e mais for menor e a renda média domiciliar for a terceira

maior entao Classe 4, classificando 19 municipios e destes, 4 deles classificados errados;

Se a populagao com dez anos e mais for maior a despesa com agricultura for menor entao

Classe 4, classificando 20 municipios corretamente;

Se a populag@ao com dez anos e mais for maior, a despesa com agricultura for maior e a

despesa com cultura for menor entao Classe 4, obtendo 64 municipios, sendo 12 mal classificados;

Se a renda média domiciliar for a quinta maior, o PIB for maior e a populagdo com dez

anos e mais for maior entao Classe 4, classificando 20 municipios e destes, 3 classificados errados;

Se a populacao com dez anos e mais for maior e a despesa com agricultura e cultura for

maior entdao Classe 3, classificando 11 municipios e destes, 4 classificados errados;

Se a populacao com dez anos e mais for menor e a renda média domiciliar for a quarta

maior entao Classe 3, classificando 27 municipios, sendo 7 deles classificados errados;

Se a renda média domiciliar for a quinta maior e o PIB for menor entdao Classe 3,

classificando 25 municipios corretamente;

Se a renda média domiciliar for a quinta maior, o PIB for maior e a populacdo com dez

anos e mais for menor entao Classe 3, classificando 88 municipios, com 16 mal classificados;

Se a renda média domiciliar for a sexta maior e a populacdo com dez anos e mais for

maior entao Classe 3, classificando 13 municipios, com 2 mal classificados;

Se a renda média domiciliar for a sexta maior e a populagdo com dez anos e mais for

menor entdao Classe 2, classificando 31 municipios, com 8 mal classificados;

Se a renda média domiciliar for a sétima maior entao Classe 2, classificando 23 municipios,

com 4 mal classificados;
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Se a renda média domiciliar for menor e a despesa com agricultura for menor entao

Classe 1, sendo 4 municipios classificados nessa regra.

Na arvore 2, a Classe 1 nao foi identificada pois haviam somente dois objetos atribuidos.

Para simplificar a apresentacao dos atributos relevantes para cada classe sao apresentados

os quadros abaixo.

RMD - Renda | Populagao | Distancia a Capital | PIB | Saneamento
Classe 1 Baixa Baixa — — —
Classe 2 Baixa Mediana Baixa Baixa Baixa
Classe 3 Mediana Alta Alta Alta Alta
Classe 4 Alta — — — —

Quadro 2: Resumo — Arvore 1

Os atributos distancia a capital, PIB e saneamento (despesas municipais) sdo previsores
somente das classes 2 e 3, sendo que, da mesma forma, todos se mostraram diretamente rela-
cionados ao IDHM. Cabe observar que a distancia a capital, portanto, nao foi relevante para
garantir melhor IDHM (j& que quanto menor a distancia, mais baixo em relagdo & média do

estado estd o IDHM e vice-versa).

O quadro 02 apresenta um resumo das varidveis relevantes na predicao de cada classe
para a arvore 2. Os atributos que predizem a classe 1 sd@o a renda e a agricultura (despesas
municipais), a classe 2 foi predita somente pela renda e pela populacao e a classe 5 foi predita

somente pela renda.

RMD - Renda | Populagao | Agricultura | PIB | Cultura
Classe 1 Baixa — Baixa — —
Classe 2 Baixa Baixa — — —
Classe 3 Mediana Mediana Alta Baixa Alta
Classe 4 Mediana Alta Baixa Alta Baixa
Classe 5 Alta — — — —

Quadro 3: Resumo — Arvore 2

O atributo populacao é previsor somente das classes 2, 3 e 4, sendo diretamente rela-

cionado ao IDHM. O atributo PIB é previsor somente das classes 2 e 3, sendo que, da mesma

forma, se mostrou diretamente relacionados ao IDHM.
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O atributo cultura (despesas municipais) é previsor somente das classes 3 e 4, sendo este
relacionado, porém inversamente, ao IDHM, ou seja, quanto maior o investimento em cultura,
menor o IDHM e vice-versa. Isso pode indicar nao retorno imediato do investimento ou mau in-
vestimento, entre outros motivos. O atributo agricultura nao se revelou relacionado (diretamente

ou inversamente) ao IDHM.

Consideracoes Finais

Considerando que o objetivo era contribuir para a identificagdo de fatores relevantes, que
poderiam ser considerados no calculo do IDHM ou sugerir investimentos para aumentar o indice,
observaram-se como fatores relacionados ao IDHM a renda média domiciliar, o percentual da
populagao com 10 anos ou mais, o PIB per capita, as despesas municipais com saneamento e a

distancia entre a sede municipal e a capital (esta inversamente).

Fatores como renda média domiciliar e PIB ja eram esperados ja que estas varidveis estao

inseridas no calculo do IDHM.

Espera-se que os resultados apresentados neste trabalho possam servir como auxilio na
melhoria dos indices relativos a qualidade de vida e como replanejamento de investimentos feitos

em cada municipio.
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Resumo: Teuvo Kohonen desenvolveu em 1982 o método de mapas de ca-
racteristica auto-organizaveis que faz uso de uma estrutura topolégica para
agrupar as unidades (padroes). ”Self Organizing Map” (SOM; ou ”Mapas
auto-organizaveis”) é baseado no aprendizado competitivo, onde os neurénios
de saida da grade competem entre si para serem ativados. O objetivo deste
trabalho foi melhorar a eficdcia do algoritmo SOM para a tarefa de agrupa-
mento de dados, pela configuracao de seus parametros. Os parametros estu-
dados neste trabalho foram o tamanho da grade, o raio de vizinhanga inicial,
a taxa de aprendizagem inicial e o niimero de iteracoes. As bases de da-
dos utilizadas foram: Pima Indians Diabetes, Iris e Wine. Com a realizagao
deste trabalho foi possivel melhorar a eficidcia do algoritmo, apresentando
propostas de configuragoes para as bases de dados estudadas.

Palavras-chave: Agrupamento de Dados; Mapas Auto-Organizaveis; Redes
Neurais Artificiais.

1 Introducao

Dentre as muitas defini¢oes existentes para KDD, pode-se citar a de Fayyad et al. (1996),
que define KDD como “o processo, nao trivial, de extracao de informacoes implicitas, previa-
mente desconhecidas e potencialmente tteis, a partir dos dados armazenados em um banco de
dados”. Segundo estes autores, a principal vantagem do processo de descoberta é que nao sao

necessarias hipoteses, sendo que o conhecimento é extraido dos dados sem conhecimento prévio.

O processo KDD é um conjunto de atividades continuas que sao compostas, basica-
mente, por cinco etapas: selecdo dos dados, pré-processamento, formatacao ou transformacao,

Mineracao de Dados e interpretagao e avaliagdo do conhecimento, que tem como objetivo a

1O autor agradece o apoio financeiro oferecido pelo CNPq através da bolsa de inicicdo cientifica.

20s autores agradecem & Fundacio Araucéria pelo apoio financeiro ao projeto de pesquisa “Identificacio do
Perfil dos Municipios do Estado do Parand por meio do Processo de Descoberta de Conhecimento em Bases de
Dados”.
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descoberta de padroes validos, novos, uteis e acessiveis, como ilustrado na figura 1. Cada fase

possui uma ligacao com as demais, melhorando assim a cada resultado.
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Figura 1: Etapas do processo KDD, adaptada de Fayyad et al. (1996).

Primeiramente deve-se ter dominio da aplicagao e objetivos claros. Na primeira etapa
sao selecionados e coletados os dados necessdrios. Na etapa de pré-processamento, esta fase
determina a qualidade dos dados, verificam-se os dados faltantes ou inconsistentes. Na etapa de
transformagao/formatagao hd uma preparagao dos dados visando a aplicagao da Mineracao de
Dados, usando métodos de reducao de dimensionalidade dos dados, por exemplo. A etapa de
Mineracao de Dados € o nticleo do processo, onde sao aplicados os algoritmos para extrair padroes
dos dados. Nesta etapa deve-se escolher o método a ser utilizado. A etapa de Interpretacao dos

resultados consiste em validar o conhecimento extraido (FAYYAD et al., 1996).

As tarefas de Mineracdo de Dados podem ser preditivas ou descritivas. As preditivas
usam varidveis para predizer valores futuros ou desconhecidos, enquanto que as descritivas en-
contram padroes para descrever os dados. As principais tarefas de Mineracao de Dados estao

relacionadas a Classificacao, Associacao e Agrupamento de padroes (FAYYAD et al., 1996).

Na Classificagao, cada padrao contém um conjunto de atributos e um dos atributos é
denominado classe. O objetivo da classificagdo é encontrar um modelo para predicao da classe

como fun¢ao dos outros atributos (TAN; STEINBACH; KUMAR, 2005).

Ja na Associagdo, o objetivo é produzir regras de dependéncia que irao predizer a
ocorréncia de um atributo baseado na ocorréncia de outros atributos (TAN; STEINBACH,;
KUMAR, 2005).

O Agrupamento ou Segmentagcao ( Clustering) procura grupos de padroes tal que padroes
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pertencentes a um mesmo grupo sao mais parecidos uns com os outros e divergentes a padroes em
outros grupos. Segundo Hair Jr et al. (2005), a andlise de agrupamentos é uma técnica analitica
para desenvolver subgrupos significativos de objetos. Seu objetivo é classificar os objetos em um

pequeno nimero de grupos mutuamente excludentes.

Os algoritmos de agrupamento podem ser divididos em categorias de diversas formas de
acordo com suas caracteristicas. As duas principais classes de algoritmos de agrupamento sao:

os métodos hierdrquicos e os métodos de particionamento (VILLWOCK, 2009).

Os métodos hierarquicos abrangem técnicas que buscam de forma hierarquica os grupos

e, por isso, admitem auferir varios niveis de agrupamento (DINIZ; LOUZADA-NETO, 2000).

Métodos nao-hierarquicos ou de particionamento procuram uma particdo sem a necessi-
dade de associagoes hierarquicas. Seleciona-se uma particao dos elementos em k grupos, otimi-

zando algum critério (DINIZ; LOUZADA-NETO, 2000).

Outros autores utilizam ainda outras classes os algoritmos de Agrupamento de Dados.
Tan, Steinbach e Kumar (2005) classificam os diversos algoritmos de Agrupamento de Dados em
Método de Partigao, Método Hierarquico, Método Baseado em Densidade e Método Baseado
em Malhas. Neste trabalho o algoritmo SOM foi utilizado.

A metodologia de agrupamento de dados a partir do SOM consiste em métodos de
visualizagao e de agrupamentos. Como métodos de visualizagao podemos citar a Matriz de Den-
sidade. Para agrupamento de dados a partir do SOM uma metodologia utilizada é denominada
Agrupamento por Matriz de Densidade (Xu & Li, 2002). Esta metodologia foi utilizada neste
trabalho.

O objetivo deste trabalho foi melhorar a eficacia do algoritmo SOM para a tarefa de

agrupamento de dados, pela configuracao de seus parametros.

2 Mapas Auto-Organizaveis - SOM

Segundo Fausett (1994), Teuvo Kohonen, em 1982, desenvolveu o método de mapas
de caracteristica auto-organizaveis que faz uso de uma estrutura topolégica para agrupar as
unidades (padroes). ”Self Organizing Map” (SOM; ou “Mapas auto-organizdveis”), também
conhecidos por Redes Neurais de Kohonen, formam uma classe de Redes Neurais Artificiais em

que a aprendizagem ¢ nao supervisionada.

Segundo Haykin (2001) o principal objetivo do SOM é transformar padroes de entrada de
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dimensao arbitraria em um mapa discreto. Os neurdnios sao colocados nos nds de uma grade,
que pode ter qualquer dimensionalidade. Normalmente sao utilizadas grades bidimensionais

(chamado de 2D-SOM).

H& trés passos essenciais envolvidos na formatagdo do mapa auto-organizavel, com-
peticdo, cooperacao e adaptacao. Na competicao, os neuronios da grade calculam seus res-
pectivos valores de uma funcdo discriminante. Esta funcdo discriminante fornece a base para
a competicdo entre os neurdnios. O neurénio particular com o maior valor da fungao discri-
minante é declarado vencedor da competicao. Na cooperagao, o neuroénio vencedor determina
a localizacao espacial de uma vizinhanga topoldgica de neuronios excitados, fornecendo assim
a base para a cooperacao entre os neuronios vizinhos. A adaptag@o permite que os neurénios
excitados aumentem seus valores individuais da funcao discriminante em relacdo ao padrao de
entrada através de ajustes adequados aplicados a seus pesos sindpticos. A descricdo dos proces-

sos, baseada em Haykin (2001), é dada a seguir.

2.1 O processo competitivo

Considere um objeto (vetor de entrada) selecionado aleatoriamente do espaco de entrada,

representado por:
x:[xl,ajg,...,xm]T (1)
onde m é o numero de variaveis.
Considere que o vetor peso sinaptico do neurdnio j seja representado por:
Wj:[wjl,wjg,...,wjm]T, j:1,2,3,...,l (2)

onde [ é o nimero total de neurénios da grade.

Para cada um dos n individuos, encontra-se o neurénio com o melhor casamento (ven-
cedor) i(x) para determinar a localizagao onde a vizinhanga topoldégica dos neurdnios excitados

deve ser centrada, usando o critério da minima distancia euclidiana:

i(x) = arg min; ||x — wjl|, j=1,2,3,...,1 (3)
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Figura 2: Modelo de Kohonen

2.2 O processo Cooperativo

O neur6nio vencedor i(x) localiza o centro de uma vizinhanga topoldgica de neurénios

cooperativos. Considere a fungao de vizinhanga topoldgica varidvel no tempo hj; ;) (n).

dz.
5 a7 = — Jot =
hjix)(n) = exp ( 202(n)> ,m=0,1,2,..., (4)

onde d;; representa a distancia lateral entre o neurénio vencedor i e o neurénio excitado j. O
parametro o é a “largura efetiva” da vizinhanca topoldgica, ele mede o grau com o qual neurénios
excitados na vizinhanca do neurénio vencedor participam do processo de aprendizagem, n re-

presenta o tempo discreto.

Para que a cooperacao entre neurdnios vizinhos se mantenha, é necessario que a vizi-
nhanca topolégica hj; seja dependente da distancia lateral d;; entre o neurdnio vencedor ¢ e o

neur6nio excitado j no espago de saida. No caso de uma grade bidimensional, ela é definida por:
2 . 112
dj; = |lrj — il (5)

onde o vetor discreto r; define a posicao do neurdnio excitado j e r; define a posicao discreta

do neurénio vencedor i, sendo ambos medidos no espaco de saida discreto.

Outra exigéncia é que o tamanho da vizinhanga topoldgica diminua com o tempo, ou

seja, a largura o da fungdo de vizinhanga topolégica diminua com o tempo, onde 71 é uma
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constante de tempo e oy é o raio de vizinhanca inicial.
n
o(n) = oy exp(—), n=0,1,2,..., (6)
1

Assim, quando o tempo n aumenta, a largura o(n) decresce a uma taxa exponencial e a

vizinhanga topolégica diminui de uma maneira correspondente.

2.3 O processo Adaptativo

Para que o mapa seja auto-organizdvel, ¢ necessdrio que o vetor de peso sindptico w; do
neurénio j da grade se modifique em relacao ao vetor de entrada x. Ajustam-se os vetores de

peso sinaptico de todos os neuronios usando a férmula de atualizagao

wi(n +1) = w;i(n) +1(n)hjix) (n)(x — w;(n)) (7)

onde 7(n) é o parametro da taxa de aprendizagem e h;;)(n) é a funcdo de vizinhanga centrada
em torno do neurénio vencedor i(x); ambos n(n) e h; ;) sdo variados dinamicamente durante a
aprendizagem para obter melhores resultados. Essa equagao tem o efeito de mover o vetor peso
sindptico w; do neurdnio vencedor ¢ em direcao ao vetor de entrada x. Através da apresentacao

repetida dos dados de treinamento, os vetores de peso sindptico tendem a seguir a distribuicao

dos vetores de entrada devido a atualizagao da vizinhanga.

O parametro taxa de aprendizagem 7(n) comega em um valor inicial 79 e entdo diminui

gradualmente com o tempo, n, mas nunca vai a zero.

n(n) =no exp <—n>, n=01,2,..., (8)
T2

onde n representa o tempo discreto e 7o é uma constante de tempo do algoritmo SOM. Os valores

de np e 1 utilizados por Haykin (2001) sao 9 = 0,1 e 72 = 1000.

3 Metodologia

Inicialmente foi realizado um estudo sobre o algoritmo e uma pesquisa na literatura por
valores utilizados nos parametros do algoritmo. Os parametros estudados neste trabalho foram
o tamanho da grade, o raio de vizinhanca inicial, a taxa de aprendizagem inicial e o niimero de

iteracoes.

Foram escolhidos alguns valores para cada parametro e foram feitas composicoes com

os valores definidos. Estas composicoes foram avaliadas em bases de dados reais e publicas ja
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rotuladas. As bases de dados utilizadas foram: Pima Indians Diabetes, Iris e Wine, retiradas do

repositério da UCI, no enderego: http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html. O fato das bases

de dados ja serem rotuladas permitiu avaliar a qualidade do agrupamento obtido, utilizando a

porcentagem de acerto como métrica.

Com relacao ao parametro taxa de aprendizagem inicial, foram avaliados os valores 0.1;
0.5 e 0.8. Para o tamanho da grade foram avaliadas as grades 5x5, 10x10, 15x15 e 20x20. Para
os valores do raio de vizinhanga inicial foram avaliados os raios 2, 3 e 5. Referente ao niimero

de iteragoes, foram avaliadas 200, 500 e 1000 iteracoes.

A ferramenta utilizada para o trabalho foi a YADMT — Yet Another Data Mining Tool
(Benfatti et al., 2010), em desenvolvimento na Universidade Estadual do Oeste do Parana desde
2010. Foram efetuadas dez execugoes do algoritmo em cada base de dados. No caso de di-
vergéncias entre os resultados executou-se o calculo da média das medidas de avalia¢do (porcen-

tagem de acerto, considerando que cada base de dados ja é rotulada).

4 Resultados e Discussao

Para a base de dados Iris, os melhores resultados, tendo como base a porcentagem de
acerto, foram obtidos com a utilizacao dos seguintes parametros: aprendizagem inicial: 0.1;
grade 10x10; raio inicial: 5; nimero de iteragoes: 1000. Com esta configuragao, a porcentagem
de acerto média foi de 82,9 %. Com a configuracao padrao apresentada na ferramenta, a por-
centagem de acerto média para esta base de dados foi de 74,5 %. Observa-se um aumento de

8,4% na porcentagem de acerto, melhorando a eficdcia do algoritmo.

Para a base de dados Pima, os melhores resultados, tendo como base a porcentagem de
acerto, foram obtidos com a utilizacao dos seguintes parametros: aprendizagem inicial: 0.5; grade
5x5; raio inicial: 3; numero de iteragoes: 200. Com esta configuracao, a porcentagem de acerto
média foi de 71,1 %. Com a configuracdo padrao apresentada na ferramenta, a porcentagem
de acerto média para esta base de dados foi de 65,3 %. Observa-se um aumento de 5,8% na

porcentagem de acerto, melhorando a eficiacia do algoritmo.

Para a base de dados Wine, os melhores resultados, tendo como base a porcentagem de
acerto, foram obtidos com a utilizacao dos seguintes parametros: aprendizagem inicial: 0.8; grade
5x5; raio inicial: 2; niimero de iteracoes: 500. Com esta configuracao, a porcentagem de acerto
média foi de 80,3 %. Com a configuracao padrao apresentada na ferramenta, a porcentagem

de acerto média para esta base de dados foi de 66,6 %. Observa-se um aumento de 13,7% na
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porcentagem de acerto, melhorando a eficiacia do algoritmo.

Observando os melhores resultados, a melhor configuracao considerando a média das
porcentagens de acerto para as trés bases de dados, foi obtida com a utilizacdo dos seguintes

parametros: aprendizagem inicial: 0.1; grade 10x10; raio inicial: 5; niimero de iteracoes: 1000.

Para cada parametro foi fixado cada valor atribuido a ele e calculada a média das por-
centagens de acerto considerando todas as combinagOes nos parametros restantes, isto é, para
os demais parametros foram considerados todos os valores atribuidos a eles. Assim, a melhor
configuracao para a base de dados Iris foi: aprendizagem inicial: 0.1; grade 10x10; raio inicial: 2;

numero de iteragoes: 500. Com esta configuragao, a porcentagem de acerto média foi de 76,5%.

Ja a melhor configuracao para a base de dados Pima foi: aprendizagem inicial: 0.8; grade
5x5; raio inicial: 2; niimero de iteracoes: 200. Com esta configuracao, a porcentagem de acerto
média foi de 67,1 %. A melhor configuracao para a base de dados Wine foi: aprendizagem
inicial: 0.5; grade 5x5; raio inicial: 5; ntimero de iteragoes: 500. Com esta configuragao, a
porcentagem de acerto média foi de 78,1 %. Observa-se que esta estratégia também melhora a
eficicia do algoritmo relativamente a configuragdo padrao apresentada na ferramenta. Como era
de se esperar, o desempenho desta estratégia foi inferior ao da primeira, porém com diminuicao

méxima de 8% na porcentagem de acerto.

Observando os resultados considerando os parametros globalmente, fixado cada valor no
parametro e combinados os demais, a melhor configuracao, considerando os maiores percentuais
de acerto para as trés bases de dados, foi: aprendizagem inicial: 0.5; grade 5x5; raio inicial: 5;
numero de iteracoes: 500. Com esta configuracao, a porcentagem de acerto média para as bases
de dados analisadas foram de 69,7 % (Iris), 78,1 % (Wine) e 66,7 % (Pima). Observa-se que esta
estratégia melhora a eficacia do algoritmo relativamente & configuracao padrao apresentada na

ferramenta para duas das trés bases de dados.

5 Conclusoes

Com a realizacao deste trabalho foi possivel melhorar a eficdcia do algoritmo, apresen-
tando propostas de configuracoes para as bases de dados estudadas, bem como uma configuragao
global. Sugere-se como trabalhos futuros ampliar o estudo utilizando bases de dados diferentes

para avaliar a configuracgao global.
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Resumo: Otimizagao irrestrita consiste em minimizar ou maximizar uma
funcdo sem nenhuma restricao sobre as varidveis. Neste trabalho, estamos
interessados em minimizar uma fungao utilizando o método de Regiao de
Confianca com Gradientes Conjugados. Este algoritmo consiste em aproxi-
mar a funcgao objetivo por um modelo quadratico e minimiza-lo dentro de uma
regiao chamada regido de confianca. Para minimizar o modelo, é utilizada a
estratégia de gradientes conjugados. O método de regiao de confianca irres-
trita com a estratégia de gradientes conjugados modificado foi implementada
em Scilab e um teste foi realizado.

Palavras-chave: Regiao de confianca; gradientes conjugados; otimizagao
irrestrita.

1 Introducao

Neste trabalho consideramos o problema de minimizacao irrestrita
minimizar  f(z)
sujeita a x € R",

onde f:R™ — R ¢é limitada e duas vezes continuamente diferencidvel em R™.

Usaremos o método de regides de confianga para resolver o problema (1), definindo a
cada iteracdo o modelo quadrético my(p), que é uma aproximacao aceitdavel da fungao objetivo
f na regido em torno do ponto corrente z*, sendo essa chamada de regido de confianca. Entdo
minimizamos o modelo sujeito a regiao de confianca para encontrar o minimizador p. Se o ponto
encontrado fornece uma boa reducgao na funcao objetivo dentro da regiao de confianca, entao
este ponto é aceito pelo método e a regiao pode ser aumentada na proxima iteracao; por outro
lado, se a aproximacao é ruim, a regiao é diminuida e o modelo é minimizado dentro da nova

regiao de confianca.

Cada subproblema consiste em
minimizar  my (p) = f (2%) + V f (xk)Tp + 3(p)TV2f (a%) p

sujeita a  ||p|| < Ag,

! Agradeco ao CNPq pela bolsa concedida durante este projeto.
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onde A, é o raio da regido de confianca, Vf(2*) € R™ é o vetor gradiente, V2 f(2¥) € R™" é a
matriz Hessiana da funcio objetivo avaliada no ponto z* e ||p|| é a norma euclidiana no ponto
p. A estratégia utilizada para resolver (2) serd o Método de Gradientes Conjugados Modificado,
que minimiza o modelo em, no méximo, n passos. O minimizador p obtido em (2) serd o passo

para obter o préximo ponto para o problema (1), zF*! = 2F +p.

2 Meétodo de Regiao de Confianca

O método de regiao de confianca utiliza um modelo que aproxima a fungdo objetivo,
e entao define uma regiao em torno do ponto corrente na qual é possivel confiar no modelo.
Com o raio da regiao definido, calculamos um minimizador aproximado do modelo nesta regiao.
Verificamos, entao, se o ponto também fornece um decréscimo na fungao objetivo. Caso forneca,
o ponto ¢ aceito e o processo é repetido, definindo uma regiao de confianca em torno deste
novo ponto corrente. Caso contrario, o raio da regiao de confianca é reduzido, pois é possivel
que o modelo nao represente adequadamente a fungéo objetivo. Entao, procuramos um novo

minimizador para o modelo nesta regiao (RIBEIRO; KARAS, 2013).

Vamos considerar uma funcdo f : R” — R de classe C2. Dado um ponto z*¥ € R, o

modelo quadrético de f em torno de z* é definido por
qr (z) = f <a:k) +Vf (a:k)T (x — a:k) + % (ac — a:k)TBk <a; - :ck> , (3)

onde B € R™ " pode ser a Hessiana V2f(z*) ou qualquer outra matriz simétrica tal que
| Bx|l < B, para alguma constante 3 > 0. A importancia de f ser de classe C? é para a prova de
convergéncia do método de regiao de confianca que nao apresentaremos neste trabalho e pode

ser encontrada em Ribeiro e Karas (2013).

O modelo definido em (3) aproxima a funcdo f em uma vizinhanca de z*. Sendo Ay > 0

o raio da regiao de confianca, a regiao em que confiamos no modelo é
{J:G]R” ] ‘x—xk‘ SAk}.

k

Agora, considere p = x — 2" e my, (p) = qx (a:k + p). Temos, entao, o subproblema

minimizar  myg (p) = f (:L‘k) +Vf (xk)Tp + %pTka n

sujeito a  ||p|| < Ag.

No entanto, a solucio p de (4) deve ser avaliada. O ponto 2* + 7 deve fornecer uma boa

reducao na funcao objetivo. Para verificar se houve boa reducao, utilizamos a redugao real na
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funcao objetivo deniminada ared e a reducao do modelo, pred, por
ared = f (:L‘k) —f (xk —}-]7) e pred = my, (0) — my (D) . (5)

A razao entre a redugédo na fungédo objetivo e a reducao do modelo é dada por

ared

Pk

(6)

- pred’

Assim, p serd aceito quando p, for maior que uma constante 7 > 0, o que significa
que a reducao real na funcao objetivo corresponde a pelo menos uma fracao da reducdao no
modelo. Neste caso, o processo é repetido com o préximo ponto corrente, zFt! = 2% + 5. Além
disso, se P estd na fronteira da regiao de confianga e a reducdo na funcao objetivo é grande,
podemos aumentar o tamanho do raio A para a proxima iteracdo. Se P estd dentro da regiao,
consideramos que o raio atual A pode ser mantido na préxima iteracao. Observe ainda que caso
a fung@o objetivo seja quadratica, o modelo que melhor a aproxima é a prépria funcao, entao
neste caso teremos pr = 1 e o raio da regiao de confianga serd aumentado. Caso pr < 7, a redugao
na fungao objetivo nao foi boa o suficiente e p é recusado. O processo é repetido resolvendo o

subproblema (4) com o raio da regiao de confianca Ay reduzido (RIBEIRO; KARAS, 2013).
Algoritmo do método de Regiao de Confianca (RC)
Dados: 2% € R®, A >0, Ay € (O,Z), n € [0, i) ee>0
k=0
REPITA enquanto HVf (l‘k) H #0
Obtenha P, solugao do subproblema (4)
Calcule py, usando (6)

SE pr > 1 entdo 2t =28 +pe Ay = Ay

SENAO zFt! = zF e Ay = %

k=k+1

Definido o algoritmo do método de regiao de confianca, nos deparamos com um novo pro-
blema: solucionar o subproblema (4) para encontrar p, ou seja, minimizar o modelo quadratico

definido em torno do ponto corrente z*

. Podemos utilizar um algoritmo interno para soluci-
onar o subproblema e o algoritmo anterior como um algoritmo externo, apenas para definir o
modelo quadratico, controlar o raio da regiao de confianga e verificar se a solugao obtida pelo

algoritmo interno pode ser aceita. Como algoritmo interno, utilizaremos o método de gradientes

conjugados, apresentado na sec¢ao a seguir (GARDENGHI; SANTOS, 2012).
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3 Meétodo de Direcoes Conjugadas

Nesta secao apresentaremos o método interno que resolve os subproblemas em n passos,

com n a dimensao do subproblema. O texto segue o artigo de Gardenghi e Santos (2012).

Definicao 1. Seja A € R™"™ uma matriz definida positiva. Dizemos que os vetores
d°,d,....d* € R"\{0} sao A-conjugados se (d')’ Ad’ = 0, para todos i, j = 0,1,...,k, com
i 7.

Defini¢ao 2. Um subconjunto S de um espaco vetorial V' é linearmente independente (L.1.) se,
para qualquer subconjunto finito ' de S e constantes A, tais que v € F, tem-se > A,v = 0 se,

veEF
e somente se, A\, =0V v e F.

Lema 3. Seja A € R™"™ wma matriz definida positiva. Um conjunto qualquer de vetores A-

conjugados € linearmente independente.

A prova do Lema 3 pode ser encontrada em Gardenghi e Santos (2012).

Considere agora uma funcao quadratica g : R — R dada por

1
g(x) = §xTAa? +blz +c, (7)

com A € R™" definida positiva, b € R" e ¢ € R. Veremos que o conhecimento de diregoes

conjugadas permite encontrar o minimizador de g.

A funcao g é convexa e portanto possui apenas um minimizador Z, que é global e satisfaz

AT +b=Vg(z)=0. (8)

Dado um conjunto {d°,d!,...,d" "'} de direcdes A-conjugadas, definimos uma sequéncia

tomando z° € R™ arbitrario e, para k = 0,1,....,n — 1,
ot = 2P 4 tyd”, (9)

onde tp = arg min {g (xk + tdk)} .
teR

Como d* pode nao ser uma direcdo de descida para a funcao no ponto z*

, & minimizacao
é calculada sobre toda a reta e nao apenas para valores positivos de t. E possivel obter uma
formula explicita para tg, ja que g é uma fungdo quadrética. Seja a fungao ¢ : R — R dada

por ¢ (t) = f (2% + td*). Assim,

Vg (:U"““)Tdk =Vyg (xk + tkdd>T d* = ¢ (tp) = 0. (10)
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Agora, de (8), temos

Vg (1) = Alh + tyd") + b = Vg (F) + tAd". (11)

Substituindo (11) em (10), obtemos (Vf (z*) —I—tkAdk’)Tdk = 0, de onde tiramos a

férmula para t
Vg (k)"

A (12)

tp =

O teorema a seguir mostra que o algoritmo do método de dire¢oes conjugadas em (9)
minimiza a quadratica definida em (7) com no maximo n passos.

Teorema 4. Considere a fun¢ao quadrdtica dada por (7) e seu minimizador T, definido em (8).

Dado z° € R", a sequéncia finita definida em (9) cumpre 2™ = T.

Prova. Pelo Lema 3, o conjunto {d°,d',...,d""'} é uma base de R", pois um conjunto com
n vetores linearmente independentes forma uma base de R™. Logo, existem escalares a; € R,

1=0,1,...,n — 1, tais que

n—1
T — X9 = Zaldz (13)
i=0
Multiplicando a igualdade acima por (dk)T A,sendo k € {0,1,...,n — 1} arbitrario, temos

() Az — ) = S () aa
=0

Como as diregoes sao A-conjugadas, (dk)T Ad' = 0, para k # i. Portanto,

(dk)T AT — x0) = ax (d’“)T Ad*.

Isolando a;, obtemos
" Az -
ag = (4") T(x 930). (14)
(k)" AdF

No entanto, de (9), temos

2" =20 + tod® + tyd" + ...+t dFL

Multiplicando por (dk)T A novamente e sabendo que as direcoes sdo A-conjugadas,
T T
(@) Axt = (@) 4a”

Substituindo em (14) e usando (8) e a férmula para ¢ em (12),

@47 Awg) (@04 Adt) (@)Y () 15
T @Ak @ Ak @Ak 1
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Substituindo (15) em (13), temos

n—1
T —x9= E t;d" = 2™,
=0

O
Dado 2° € R", vamos definir d° = —Vg(2°) e, para k = 0.1,...,n — 2,
dk+1 — _vg ($k+1) + 5k,’dk7 (16)
onde z¥*1! ¢ dado por (9) e B é calculado de modo que d* e d**! sejam A-conjugadas, logo
A e E+1 k
(d) Ad*:(d) A(—Vg(x+>+ﬁkd>:0. (17)
Portanto,
5 (dk)T AV f(zk+1)
k = .
(d)" Adk

O algoritmo de Gradientes Conjugados (GC) é apresentado a seguir
Dado 2% € R, faca d* = —Vyg (xo)
k=0

REPITA enquanto Vg (:L‘k) #0

(@) Adk
:EkJrl = ZEk + tkdk
T
g — (dk) AVf(.’L‘k+l)
(d)" Adk

At = —Vg(a"th) + Brd"
k=k+1

Caso Vg (a:k) # 0, 0 novo ponto pode ser calculado pois teremos d* # 0. Utilizando (10)
e a definicao de d¥, temos
T T 2
Vo (o) & = Vo (o) (= (o) + Bad ™ == Vo ()]
onde vemos que o Algoritmo de GC gera diregbes de descida, caracteristica que nao é valida

para todos os métodos de dire¢oes conjugadas. Logo, o algoritmo estd bem definido.

Além disso, as direcoes d geradas pelo algoritmo sdo A-conjugadas (GARDENGHI;
SANTOS, 2012).
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4 Meétodo de Gradientes Conjugados e a Estratégia da Regiao
de Confianca

O Algoritmo de GC deve passar por algumas modificagbes para resolver o subproblema
(4). Isto porque a estratégia do método de gradientes conjugados minimiza uma fungao como a
definida em (7), na qual a matriz A, que é a Hessiana da funcao, é uma matriz definida positiva.
Porém, o método nao soluciona o subproblema (4) quando a Hessiana da matriz quadritica
nao for definida positiva. Também h& outros critérios de parada que devem ser adicionados ao
algoritmo para que ele esteja de acordo com o algoritmo externo, que utiliza o método de regiao

de confianca.
Se a norma do passo p for maior que a regiao de confianca, temos uma solugao na borda.

Segundo este critério, se na k-ésima iteragao tivermos Hpk“H > Ay, basta encontrar 7
de forma que
oo -
e a solucao de (4) sera

p=p"+rd".
Se a curvatura do modelo quadratico for negativa, temos uma solugao na borda.

Sabemos que o algoritmo de gradientes conjugados minimiza o modelo apenas quando
a direcdo de curvatura for positiva. Se a Hessiana V?2f (.f(}k) nao for definida positiva, ou seja,
(dk)TV2 f (1:]‘7) d¥ < 0, o algoritmo ird encontrar uma direcdo de curvatura negativa ao longo
da qual a funcao decresce. Neste caso, o minimizador dentro da regiao de confianca estara na

borda da regiao. Portanto, basta calcular 7, tal que
o re] - o

e a solugao de (4) serd

p=p"+ rd".

k+1 (

Se a norma do residuo r ver algoritmo a seguir) estiver muito préxima de zero, temos

uma solugao interna.

O residuo corresponde ao valor de quao longe estamos de encontrar a solucao de um
problema e, nesse caso, equivale ao oposto do gradiente da funcao objetivo. Portanto, para
um dado € > 0, se na k-ésima iteragao tivemos HrkHH < ¢, entao o valor obtido ja estd muito
préximo do minimizador real da fungao e a solucao de (4) sera

k+1
P .
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Com estas modificagoes, podemos definir o algoritmo do método dos gradientes conju-

gados modificado.

Algoritmo do Método de Gradientes Conjugados Modificado com Estratégia de Regiao
de Confianca (GCMRC)

Consideramos a Hessiana V2f (.Z‘k) € R™" ¢ o gradiente V f (:Uk) € R"™ da funcao

objetivo f, avaliados no ponto corrente z¥ ¢ uma tolerancia e > 0,
Dados: 2° € R", A >0, Ag € (0,A), n€[0,3) ee>0
k=0
REPITA enquanto HVf (a:k) H > €

Defina p° =0, r = -V f (a;k), d'=1r%e 5y = (TO)TTO
para i =0,...,n faca
hi = V2f (2F) &
A= (d)" b
SE \; <0 entao
Encontre 7 tal que sz + TdiH = A

retorna p = p' + 7d’
do

Up

Pl = pi 4 tydi

SE ||p"™|| > A entéo
Encontre 7 tal que ||p’ + 7d|| = Ay,
retorna p = p' + 7d'

=t 4tk

51 = (rit) T pitd

SE 1/§; < € entdo retorna p't!

_a
-3

di-i—l — Ti—i—l + /Bldl

Bi

do =01
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Calcule ared e pred usando (5)
SE ared > npred
I.k-f—l — Jl‘k 4 dk
SE pi > 5 o [ld¥] = Ay entio Ay = 24,

SENAO Ay = Ay

SENAO
okl — ok
A
A1 = 7k
k=k+1

5 Implementacao do algoritmo

O GCMRC foi implementado em Scilab, para minimizar a fungao de Beale através do
método de regiao de confiancga, resolvendo o subproblema com a estratégia de gradientes conju-

gados.

Seja a fungao de Beale f : R? — R dada por f (w1,22) = Tf + T5 + T2, sendo T} =
1, 5E0—ZE151, T2 == 2, 25E0—33152, T3 == 2, 625E0—$1Sg, Sl == (1,0E0 - 562), SQ == (1, OE[) - .’L’%)
e Sy = (1, 0FEy — a:%) Este exemplo é um clédssico na literatura e a solugao é (3;0,5). O gradiente

é
2T (—x1 + x2) + 215 (—z1 + 23) + 275 (—z1 + :1:%))

Y/ (21, 29) =
f (@, 2) < O} (1) + 2T (22125) + 2T (3x122)

e a Hessiana é dada por

V2f (21, 22) = VAf (z1,22), V[ (21,22),
) VQf(:L'I,;L'2)21 V?f($1’$2)22 )

VEf (@1 @)y = 2B (($1)7 +(82)” + (S)?)

V2f(x1,29);, = 2Eo(Ty —2151) + 4Eowa(Ts — w1 (S2)) + 6Fq (T3 — 21.93) 73
( )
( )

V2f(x1,29)y, = 2Eo(Ty —2151) + 4Eowa(Ty — w1 (S2)) + 6Fq (T3 — ©1.53) 73

V2f(21,22)9y = 2Egx1 (21 + 2E0Th + 4Egz175 + 6EgT322 4+ 9Eom123) -

1
Sendo 2V = < >, Ag=1,17=0,2e e =105 o algoritmo executa 251 iteracdes,
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encontrando

2,999967
251 __ ) 251\ __
v (0,499992) e f () =0.

Os pontos encontrados a cada iteragao estao ilustrados na figura abaixo.

Il = 1y
1 \
4
3o
25 "
"y BO0
29 e 20
e DD N B
15 B Te—— = — —
14 10
e e
———
_ o
0.5 o~ ﬁ'ﬁl} i
i
o= —~
4 -
J__,_,r"'_ 10
0.5 ! =
5, "
S 50

Figura 1: Curvas de nivel da funcao de Beale com os pontos obtidos a cada iteracao

Os resultados obtidos foram comparados pelos obtidos por Gardenghi e Santos (2012),
que utilizaram o CAS Mazima para minimizar a fungdo de Beale. A semelhanga entre os
resultados obtidos nos faz ver que o Algoritmo GCMRC converge e que sua implementagao foi
boa, ja que o nimero de iteragoes realizadas foi bem proximo ao nimero de iteragoes necessarios

no trabalho de Gardenghi e Santos (2012).
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Resumo: Durante a disciplina de Tépico de Ensino de Matemética na
Educagao Infantil e Anos Iniciais, cursado no ano de 2015 na Unio-
este/Cascavel, com o objetivo de conhecer tanto o desenvolvimento da
crianca, quanto os métodos utilizados para estimula-la a aprender ma-
tematica. O trabalho foi fundamentado sobre a metodologia do constru-
tivismo. Foram realizados estudos e pesquisas nos curriculos da educacao
infantil de Cascavel e da AMOP, feitas discussbes sobre leituras de artigos e
livros, uma entrevista com professora dos anos iniciais, além de desenvolvi-
mento de atividade na Rede Municipal de Educagao. Com os resultados ob-
tidos, foi desenvolvido o artigo que apresenta de forma geral os conceitos que
devem ser trabalhados durante os primeiros anos de escolarizagao da crianca
e cuidados que o educador deve ter durante o processo de ensino-aprendizado,
assim como as especificidades da crianga desta faixa etaria. Contém também
o relato de uma atividade ministrada na rede publica de educagao, colocando
em pratica os conhecimentos obtidos, relacionando a teoria com a pratica
educativa.

Palavras-chave: Matematica; educacao infantil; anos iniciais.

1 Introducao

Todos estao sujeitos a agoes educacionais seja, em casa, na rua, na igreja ou nas escolas,
de muitos modos utilizamos principios dela em momentos da nossa vida. Nao ha uma forma ou
um modelo Unico de educacao. Ela existe no imaginario e na ideologia dos grupos sociais e a

sua missao é transformar sujeitos capazes de viver e compartilhar o ambiente em que vivem.

Alguns autores defendem que a Matematica é uma ciéncia que tem a potencialidade de
gerar sujeitos com capacidade critica, e por isso devemos ter certeza de que essa ciéncia estd
sendo aprendida com essa finalidade. Assim, surge a necessidade de transmitir esse conhecimento
as futuras geracoes e a escola é onde o conhecimento construido historicamente pelo homem é
formalizado, caracterizando-se como saber cientifico. Para que esse objetivo de construir o saber

cientifico seja alcancado, a escola sofre mudancas constantes em seus métodos de ensino. Sendo
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assim independentemente da idade dos estudantes, os conceitos mateméaticos devem ser cons-
truidos pelo proprio sujeito e nao ensinados, ja que quando sao ensinados apenas memorizam,
sem que atribuam um real significado a eles. Para que o aluno construa o préprio conhecimento,
o papel do professor é proporcionar situacoes que possibilitem essa construcao. E essa ideia
de “ensinar” que torna a Matematica uma disciplina complicada para a maioria das pessoas,
pois o que aprendem sdo apenas amontoados de férmulas e procedimentos que sao utilizados em
situacoes abstratas e desvinculados da vida real, procedimentos que aparentemente sé resolvem
problemas dentro da prépria Matematica, fazendo com que os estudantes a vejam como uma
ciéncia sem utilidade social e sem envolvimento com as demais areas do conhecimento. Esses
problemas com a matematica podem ser vistos em todos os niveis de escolaridade, mas ficam
evidentes a partir dos anos finais do ensino fundamental, quando o aluno tem um professor
com formacao especifica em matemadtica, e que compreende a Matematica de um ponto de vista

diferente dos professores dos anos iniciais.

Porém as lacunas na construcao do conhecimento matemadtico podem comecar muito
antes das primeiras incursoes nos anos iniciais, isso se deve a muitos fatores, mas principalmente

a visao social distorcida que se tem da matematica.

2 A importancia na Matematica e consideracoes sobre seu en-

sino na infancia.

A infancia é um periodo de curiosidades, de exploracao e de descoberta. A crianca
que tem possibilidades de contato com brinquedos, jogos de montar, quebra-cabeca, jogo da
memoéria, dentre outros, tem ao brincar, um pensamento em acao, favorecendo o estabeleci-
mento de relagoes cada vez mais complexas. Como nao “sabe” contar, ela precisa, inicialmente,
construir nocoes de “bastante, nada, muito, pouco, igual, mais, menos, maior, menor”, entre
outros significados que sao construidos a partir das comparacoes que estabelece. Essas com-
paragoes também contribuem para a construgao do conhecimento légico-matematico. Assim,
quanto mais o educador e o meio oportunizarem acoes e recursos que possibilitem maiores serao

as oportunidades de desenvolvimento.

A importancia da Matematica é reconhecida como essencial ao desenvolvimento do su-
jeito, desde a mais tenra idade, como é descrito no curriculo da educacao infantil de Cascavel: “A
Matematica, como parte do conjunto de conhecimentos cientificos, constitui-se como uma disci-
plina fundamental, indispensavel na construgao dos curriculos escolares” (CASCAVEL, 2008).

E, além disso, os curriculos descrevem que a Matemaética deve ser mostrada ao aluno como uma
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necessidade humana, construida ao longo da histéria, e ainda deve-se dar a esta ciéncia um

carater sociocultural, que a aproxime da realidade dos alunos.

Mas durante o processo de ensino da Matemdtica para criangas, tanto na educacao
infantil quanto nos anos iniciais, deve-se levar em consideragao que elas ainda estao em desen-
volvimento e possuem especificidades que devem ser consideradas para que realmente exista essa

proximidade da ciéncia Matematica com a realidade do aluno.

Sendo assim é importante considerar que entre os 2 e 7 anos a crianca estd desenvolvendo
a linguagem e construindo seu raciocinio. Por esse motivo, costumam pedir o nome dos objetos
e suas fungoes, além dos rotineiros “porqués?”, tipicos da idade. Esse comportamento deve ser
incentivado ao méximo, para que a crianga tenha um desenvolvimento pleno, com seu raciocinio
légico em construcao apresenta ideias equivocadas e constantemente se contradiz. A crianca é
extremamente criativa e gosta de brincar, em geral sao muito ativas e dominam os movimentos
do corpo, porém sua concentracao nas atividades é de curta duragao, além disso, é egocéntrica
e por esse motivo pode apresentar dificuldade em interagir com grupos. Também é comum que

tenham um ou dois amigos com quem interajam com mais facilidade geralmente do mesmo sexo.

De acordo com Piaget, a crianca adquire o conhecimento ao construi-lo a partir de seu
interior, em vez de internaliza-lo diretamente de seu meio ambiente, elas podem pensar sobre o
conhecimento ensinado por um momento, mas elas nao conseguem reter o que e entronado em
suas cabecas, a crianca em fase de desenvolvimento escolar aprende modificando as velhas ideias,
incorporando a uma nova, fazendo assim uma ponte entre o conhecimento passado e presente.
Para que o aprendizado realmente acontega o professor deve utilizar essas caracteristicas préprias
da crianga a seu favor e atividades extensas devem ser evitadas. Deixar os alunos exporem
suas ideias, principalmente durante atividades lidicas e incentiva-los a propor solucoes para os

problemas que surgem ao decorrer das atividades é uma forma de estimular o raciocinio deles.

Além disso, o educador deve ter em mente que a Matematica nao se reduz a manipulagoes
numéricas, ela envolve um raciocinio esquematizado, percepcao de relacoes, dominio e compre-
ensao do espaco, entre outras caracteristicas que segundo Lorenzato (2007) sdo mais facilmente
desenvolvidas, mesmo antes da crianca ser capaz de contar objetos, o que em muitas ocasioes,

de forma erronea, é compreendido como o primeiro passo para utilizar a Matematica.

O ensino da matemdtica contempla situagoes que estimulam o desenvolvimento de sete
processos mentais, que sdo fundamentais para a concepg¢ao do sistema de numeracao e posteri-
ormente outros contetiddos matematicos, pois elas facilitam a compreensao dos conceitos basicos

e das relagoes numéricas. Sendo assim é importante que o professor proponha situagoes diversas
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nas quais os alunos possam desenvolver esse tipo de raciocinio. Segundo Lorenzato (2007) esses

processos sao:

A correspondéncia ¢é a capacidade de relacionar, por exemplo, para cada aluno uma mo-
chila, para cada crianga um, nenhum ou muitos irmaos, posteriormente que para cada quantidade

existe um simbolo.

A comparacdo permite estabelecer relacbes como maior, menor, igual, diferente, seme-

lhante.

A classificacao consiste em organizar objetos através de caracteristicas comuns ou dife-

rencas dos mesmos.

Na sequenciagao estabelece-se uma ordem onde um objeto sucede o outro, sem considerar
caracteristicas préprias do objeto. E como ordenar os alunos em ordem de chegada, nesse ato
nao se considera, por exemplo, a altura dos mesmos, mas sim um fator externo as caracteristicas

dos alunos.

Ja na seriagao a disposicao dos elementos é preestabelecida, e em geral estao relacionadas

com as diferencas entre eles.

A inclusdo é a ideia que um objeto ou conjunto estd contido em outro maior que o

primeiro.

A conservacao é a concepcao de que a disposicao espacial do objeto nao altera carac-

teristicas como peso, tamanho e quantidade.

Além de indicados por vérios autores como a melhor forma de iniciar o estudo da Ma-
tematica, esses conteiidos também sao indicados pelos curriculos como contetidos a serem tra-
balhados desde o maternal. Porém esses contetidos nao devem ser trabalhados dissociados de
contextos, da mesma forma que a Matemadtica nao precisa ser trabalhada como uma disciplina

isolada, pois nessa fase as disciplinas s@o integradas.

3 Entrevista com professora de anos iniciais

Durante a disciplina de T'épico de Ensino de Matemaética na Educacao Infantil e Anos
Iniciais, houve um momento em que se realizou entrevista com uma professora da educacao
infantil. O objetivo era analisar e investigar se os objetivos do curriculo infantil de Cascavel
estavam sendo desenvolvidos e alcangados, além de conhecer caracteristicas da préatica educativa

dos anos iniciais. Nessa entrevista, percebeu-se como a interdisciplinaridade é presente nessa
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pratica, pois a professora apresentou extrema dificuldade em nos falar apenas sobre os aspectos
relacionados a forma como trabalha os contetidos de Matematica que estao previstos no curriculo.
Temos o melhor exemplo disso considerando o trabalho que ela descreveu para o qual utiliza
uma historia infantil para trabalhar portugués, simultaneamente conta e ordena os personagens,

para trabalhar Matematica e utiliza-se de outros aspectos para trabalhar as demais disciplinas.

Porém ao decorrer da entrevista foi possivel constatar que a professora compreende a
Matematica como basicamente aplicacao de algoritmos, ou como visto no exemplo citado a
realizacao de contagem. Em momento algum falou sobre construcao do conceito de ntmero,
mas sim sobre contagem de objetos, realizacao de cédlculos. Quando questionada sobre como
as criangas reagiam a problemas sem palavras que pudessem ser relacionadas diretamente com
algoritmos, tais como: ganhar, perder, pagar, entre outras, ela falou que essas palavras devem

obrigatoriamente aparecer nos problemas.

Sobre as dificuldades no ensino-aprendizagem de Matemdtica ndo apresentou um
conteido que fosse dificil de ser compreendido pelos alunos. Segundo a professora a maior

dificuldade dos alunos é na disciplina de portugueés.

Porém se pensarmos na forma como a professora compreende a matematica os alunos
dificilmente terao dificuldades, pois eles apenas deverao repetir procedimentos apresentados pela
professora, raramente tendo que refletir sobre eles. Sendo assim realmente nao ha dificuldades,
pois, os alunos simplesmente decoram os contetidos. O que a afasta do ensino pensado por

Fiorentini (1995, p. 31):

A Matematica, sob uma visao histérico-critica, nao pode ser concebida como
um saber pronto e acabado, mas, ao contrario, como um saber vivo, dinamico
e que, historicamente, vem sendo construido, atendendo a estimulos externos
(necessidades sociais) e internos (necessidades tedricas de ampliacdo dos con-
ceitos).

A proposta da professora se afasta dessa ideia, pois, em geral, esses problemas por ela
citados nao sao interessantes aos alunos, ja que narram situagoes que estao distantes da realidade
dos mesmos, sendo assim nao tornam visivel a utilizacao da Matematica no cotidiano, dando
aos alunos a falsa impressao de que nao precisam dela. Mesmo que nessa fase essa ideia nao seja

tao clara para os alunos, com o passar do tempo a distancia entre a matematica aprendida na

escola e a utilizada por ele durante situacoes cotidianas fica cada vez mais evidente.



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 228

4 Relato de aplicagcao em sala de aula

A aula foi ministrada na rede ptublica de ensino do municipio de Cascavel, na sala de
pré-escola, com dezessete alunos de aproximadamente cinco anos. O objetivo da aula aplicada
é ampliar os conceitos de comparacao e correspondéncia, a partir da histéria dos nimeros. O
conteudo foi trabalhado a partir do cordel: “Contando a histéria dos ntimeros” de Ana Raquel

Campos. Segundo Smole, Rocha, Candido e Stancanelli (2007, p.2):

Integrar literatura nas aulas de matematica representa uma substancial mu-
danca no ensino tradicional da matematica, pois em atividades deste tipo, os
alunos nao aprendem primeiro a matematica para depois aplicar na histéria,
mas exploram a matemadtica e a histéria ao mesmo tempo.

Antes mesmo de qualquer atividade feita com os alunos nota-se a curiosidade nos novos
objetos e professores na sala, essa curiosidade deve ser usada como ferramenta de interiorizagao

do objetivo da atividade, desde que trabalhada de forma correta.

A aula iniciou apresentando os ministrantes e o cendrio utilizado para a contacdo da

histéria, os cubos do material dourado, representando as pedras, e o saquinho.

Figura 1: Cenério

Os alunos sentaram-se em circulo no chao, durante leitura as ovelhas eram movimentas
para fora e para do curral e as pedrinhas colocadas e tiradas do saquinho, como narra a histéria.
E as apds o término da leitura questionou-se sobre o que significava se sobrava uma pedra depois

que as ovelhas entrassem no curral e o que o pastor deveria fazer, eles nao responderam. Entao
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foi feita a simulacao. Primeiramente tirando as ovelhas do curral e para cada uma colocando uma
pedra no saquinho, depois se colocava cada ovelha no curral tirando uma “pedra” do saquinho
para cada uma, e no processo escondeu-se uma ovelha, portanto sobrou uma “pedra”, entao os

alunos responderam que uma ovelha estava faltando e o pastor tinha que procura-la.

FEm seguida foi proposto que cada aluno colorisse e montasse uma ovelha, para ser usada
na atividade seguinte, onde novamente os alunos sentaram em circulo, entdo um aluno foi es-
colhido como pastor e para cada ovelha que os colegas colocassem no centro do circulo ele
deveria colocar uma “pedra” no saquinho, logo apds os alunos retiram, cada um sua ovelha, e
juntamente retiraram uma “pedra” do saquinho, ao fim sobraram duas “pedras”, cujas ovelhas
correspondentes foram retiradas sem que os alunos notassem, novamente pediu-se aos alunos o

que deveriam fazer, sugeriram que deviam procura-las e assim o fizeram.

Figura 2: Modelo de ovelha montada pelos alunos

O tempo nao foi suficiente para que se realizasse a outra atividade planejada, que envol-
veria o mesmo conceito de correspondéncia, juntamente com a ideia de mudanca de base. Mas
as atividades realizadas envolveram os alunos, e aparentemente eles compreenderam os conceitos

envolvidos, sabendo aplicéd-los nas situacoes que surgiram.

Nesse caso mesmo nao envolvendo situagoes que os alunos vivem, foi criada uma atmos-
fera que os submeteu a uma situagao que no momento foi interessante para eles, pois por um

tempo fizeram parte da histéria, como descrito por Smole, Rocha, Candido e Stancanelli (2007,

p. 3):
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Sendo assim, através da conexao entre literatura e matemaética, o professor
pode criar situacoes na sala de aula que encorajem os alunos a compreenderem
e se familiarizarem mais com a linguagem matematica, estabelecendo ligacoes
cognitivas entre a linguagem materna, conceitos da vida real e a linguagem
matematica formal, dando oportunidades para eles escreverem e falarem sobre
o vocabulario matematico, além de desenvolverem habilidades de formulagao e
resolucao de problemas enquanto desenvolvem nogoes e conceitos matematicos.

5 Conclusao

A crianca é dotada de capacidades desconhecidas, que podem levar a um futuro de sucesso
e felicidade. Caso o objetivo seja mesmo uma escolarizacao adequada, devemos primeiramente
desenvolver essas capacidades para que o desenvolvimento da crianca nao deva ser entregue ao

acaso ou a métodos de ensino que nao atinjam os objetivos propostos.

Devemos saber que nao somos nos professores os construtores do conhecimento da crianga
e sim os colaboradores desse processo. Os curriculos apresentam-se como um material base para
conhecer os contetiidos e suas peculiaridades, técnicos como o professor Sergio Lorenzatto, con-
tribuem na formacgao de professores, porém isso nao é suficiente. E dever do professor conhecer
processos de esses materiais e com eles produzir momentos didaticos. Sabemos que cada escola
tem sua propria realidade, o que faz com que os conhecimentos necessarios para os alunos de
cada uma difiram. Nao hd como garantir o sucesso de uma aula planejada. Para isso um apoio ao
professor bem como a necessidade de uma formacao continuada pode contribuir para o sucesso
da aprendizagem. Trabalhar com a educacgao infantil, fase da aprendizagem ¢é importante, requer
que o professor deva estar em dia com o desenvolvimento das propostas de ensino e atualizado

profissionalmente.
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Resumo: O texto “Conteidos de Matematica e o “desinteresse” dos alunos:
reflex0es sobre a nossa experiéncia” apresenta ideias a serem discutidas com
relacdo ao ensino da Matematica e o efeito de nossas praticas. Discutimos
alguns fatores que influenciam na pratica pedagodgica e no ensino de determi-
nados contetidos considerados com pouca aplicagdao no cotidiano dos nossos
alunos. A substituicdo do método tradicional — no qual o professor é o agente
transmissor e o aluno o passivo — por praticas mais criativas e eficientes em
termos da relacao entre ensino e aprendizagem nao é ficil. Entao nunca de-
vemos utilizar aulas tradicionais? Serda que os alunos nao aprendem nada
desse modo? Todos os conteidos podem ser abordados por uma metodologia
diferenciada? Sera que o desinteresse dos alunos é culpa do professor? Essas
e mais perguntas nos deixaram preocupadas com relacao ao que é realmente
ensinar e se existe uma forma “correta” disso ser feito. Por isso, esse texto é
composto mais de perguntas do que de respostas. Sao as nossas reflexoes ini-
ciais sobre a acao docente, sobre os papéis desempenhados pelos professores,
em especial, o de matematica.

Palavras-chave: Educacao Matematica; desinteresse dos alunos; pratica
escolar.

1 Introducao

Durante o estagio realizado nesse ano na disciplina de Metodologia e Pratica de Ensino
- Estagio Supervisionado II, ministramos aulas na turma do 2° ano “A” durante 20 horas-aulas.
As aulas aconteceram no periodo da manha, na Escola Estadual Jardim de Santa Felicidade.

Durante essa experiéncia tivemos varias oportunidades de refletirmos.

Estdvamos diante de um conteido que é visto como tendo pouca aplicagao pratica no
cotidiano dos alunos, determinantes. Com isso nao tivemos oportunidade de ministrar aulas
mais dinamicas, envolvendo jogos, atividades praticas e nem um material manipuldvel para que

esse estudo fosse de uma melhor forma concretizado.
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Num primeiro momento, pensamos em trocar de turma. Estagiar, por exemplo, em uma
turma de primeiro ano do Ensino Médio, seria mais facil, pois de modo geral, em boa parte do
ano, nessa série se é trabalhado com o contetdo de fungoes, que em nossa opiniao é bem mais
facil de adequar as diferentes metodologias, como resolucao de problemas, o uso de midias e
teconologias, etc. Mas, quando se define uma turma para realizar o estagio, varios fatores sao
levados em consideragao, como o horario das aulas, que precisa ser adequado para o orientador
e para os estagiarios, as conversas e os acordos estabelecidos com os professores e coordenadores

da escola, etc. Isso quer dizer que nao é o conteido o fator determinante.

Além disso, mesmo que durante o ano letivo varios contetdos sejam ensinados, é estabele-
cido a priori, pelos professores da escola, uma ordem para eles, o que nao nos permitiu trabalhar
com sistemas sineares, antes de determinantes, nem escolher trabalhar com Anélise Combi-
natoria ou Trigonometria, por exemplo, contetidos que a nosso ver favoreceriam a utilizacao de

atividades praticas e a utilizacao de varias formas de encaminhamentos metodolégicos.

Entao durante o periodo do estdgio comegamos a sentir que nossas aulas nao estavam
sendo atraentes e nao sentiamos que os alunos estavam realmente interessados nas aulas. Logo
comecamos a conversar com a nossa orientadora para analisar o que estdvamos fazendo de errado
e comegamos a ver que as coisas nao tém uma unica resposta. Foi entdao que comegamos uma
reflexdo a respeito do desinteresse dos alunos com a disciplina de Matemética e os métodos
utilizados por nés professores de matematica e licenciados, em contetddos que consideramos com

pouca aplicagao no dia a dia da maioria dos alunos da Educacao Baésica.

Por isso, esse texto é composto mais de perguntas do que de respostas. Sao as nossas
reflexbes iniciais sobre a acao docente, sobre os papeis desempenhados pelos professores, em

especial, o de matematica, para as quais, em sua maioria, ainda nao temos respostas.

2 Aulas tradicionais e o ensino de determinantes

Nas atividades do estégio aconteceram aulas expositivas e dialogadas, nas quais buscamos
criar uma situacao para expor o conceito pretendido utilizando exemplos ou defini¢oes. Além
disso, os alunos resolviam exercicios, em sala, contando com a nossa ajuda, em explicagoes
diretamente a eles nas carteiras e também no quadro, quando as explicacoes eram a todos
eles. Esse tipo de aula (tradicional) pode ser evidenciado durante a maioria das aulas, quando

ensinamos determinantes e sistemas lineares.

Segundo Machado (2013), aula tradicional é uma aula em que o professor passa o tempo
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todo - ou quase todo - expondo oralmente a matéria, cabendo ao aluno um papel passivo na
relagao entre ensino e aprendizagem. Sabemos que nem sempre esse método funciona, afinal o
professor passa a maior parte do tempo falando e o aluno, passivamente, escutando ou fingindo

escutar, o que nao é nada satisfatério.

Mas nunca devemos utilizar aulas tradicionais? Serd que os alunos nao aprendem nada
desse modo? E os contetdos, todos podem ser abordados por meio de uma metodologia dife-
renciada? Essas e mais perguntas comecaram a nos deixar preocupadas com relacao ao que é

realmente ensinar e se existe uma forma “correta” disso ser feito.

Determinantes é um contetido matematico diretamente relacionado ao estudo de matri-
zes. Por isso, é dificil encontrar alguma referéncia a eles sem que junto aparecam reflexdes sobre
o ensino de matrizes, como nas Diretrizes Curriculares Paranaenses, documento que orienta o
que deve ser ensinado de Matemaética no Estado do Parand. Determinantes e matrizes, sao

possiveis de serem ensinados no Ensino Médio de modo que tenha sentido para os alunos?

De fato, as matrizes sao importantes nao apenas como forma de organizar da-
dos numéricos (tabelas), mas também pelas diversas propriedades das operagoes
que definem a algebra matricial. Todavia, na forma tradicional de ensinar ma-
trizes e determinantes no ensino médio, como tabelas de niimeros e um niimero
associado a uma matriz, respectivamente, as definicoes das operagoes matri-
ciais e determinantes, assim como as suas propriedades, tornam-se bastante

artificiais. (JAHN, 2013, p. 4).

A autora sugere que o uso da Geometria pode ajudar a tornar estes conceitos mais natu-
rais, como também desenvolver a intuicao sobre o assunto. Justifica que os aspectos geométricos
das matrizes e determinantes estao presentes em aplicagoes tecnoldgicas tais como em Com-
putacao Grafica, por exemplo. Mas essas aplicagoes praticas estao distantes da realidade dos

alunos do Ensino Médio, o que de certa forma, continua a nao lhes fazer qualquer sentido.

Nas Diretrizes Curriculares da Educagao Béasica da Secretaria do Estado da Educagao
do Parana (DCE), matrizes e determinantes sao citados no contetdo estruturante Numeros e

Algebra, que segundo as diretrizes, deve ser aprofundado no Ensino Médio:

[...] de modo a ampliar o conhecimento e dominio deste contetido para que o
aluno: conceitue e interprete matrizes e suas operagoes, conheca e domine o
conceito e as solugoes de problemas que se realizam por meio de determinantes.
(PARANA, 2008, p.52).

No texto dos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCN 1997), nao ha
uma mengao direta do contetido das matrizes e determinantes. Seria a intengao de eliminar esse

conteudo do curriculo?

Ha quem defenda que o aluno se sente motivado a aprender quando ele percebe que o

conteudo a ser ensinado é necessario para a resolucao de uma situacao problema. Ha autores
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que defendem que a situacao problema precisa ser algo da realidade do aluno. Outros dirao

que esses problemas podem ser da prépria Matematica. Nesse caso, uma das aplicagoes dos

determinantes, seria em possibilitar o cdlculo da drea de uma regidao triangular. Mas isso seria
)

uma motivacao para os alunos?

3 O desinteresse e algumas estratégias para o professor

Um fator observado por nds estagiarias foi o fato dos alunos nao demonstrarem muito
interesse com o estudo da disciplina de Matematica. Num primeiro momento atribuimos isso
somente as nossas aulas, mas pudemos verificar que nao eram sé6 com elas. As suas atitudes ja
aconteciam quando ainda n&o éramos as responsaveis pelas aulas. A maioria dos alunos nao se
importavam com as tarefas e faltavam bastante as aulas, inclusive em dias de avaliagoes. No
dia da avaliagdo que realizamos, dos 34 alunos da turma, apenas 14 compareceram a escola e

realizaram a avaliacao.

Os PCNs (BRASIL, 1997) enfatizam que a Matemética costuma provocar duas sensagoes
contraditorias, tanto por parte de quem ensina como por parte de quem aprende: de um lado, a
comprovacao de que se trata de uma area de conhecimento importante; de outro, a insatisfacao

diante dos resultados negativos obtidos com muita frequéncia em relacao a sua aprendizagem.

De acordo com o censo comum, sempre escutamos que uma das grandes dificuldades
na educacao do nosso pais é o desinteresse por parte de muitos alunos, por qualquer atividade
escolar. Alunos que frequentam as aulas por obrigacao, sem, contudo, se preocupar com as

atividades bésicas, como tarefas e avaliacgoes.

Portanto, perante este problema, o que restaria ao professor, nos casos em que o aluno
apresenta-se desinteressado quanto ao saber? Ao refletirmos nessa pergunta comegamos a ana-
lisar algumas coisas que ocorrem durantes as aulas de Matematica e recordamos de algumas
falas dos alunos. Na sequéncia, estdao algumas delas: “A Matemdtica é importante para o fu-
turo, para conseguir um bom emprego”; “A Matemadtica ajuda a raciocinar”; “Nés precisamos
da matemaética no nosso dia-a-dia”; “Tudo é Matematica”; “Eu gosto de Matematica porque
eu entendo”; “As aulas de Matemadtica sao chatas”; “Aulas de Matemadtica sdo cansativas”;
“Quando eu gosto do professor eu gosto da matéria”; “Nao sei pra qué tantas aulas de Ma-
tematica na semana”. Por essas frases, é possivel observarmos diversos pontos de vista com

relacdo a Matematica que é ensinada na escola.

Pezzini e Szymanski (s/d) citando Kupfer (1995, p. 79), afirmam que “o processo de
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aprendizagem depende da razao que motiva a busca de conhecimento”. Para as autoras:

Os alunos precisam ser provocados, para que sintam a necessidade de aprender,
e nao os professores “despejarem” sobre suas cabecgas nogoes que, aparente-
mente, nao lhes dizem respeito. A forma de apresentar o contetido, portanto,
pode agir em sentido contrario, provocando a falta de desejo de aprender que
seria, para os alunos, o distanciamento que se coloca entre o contetido e a
realidade de suas vidas. Quando o aluno nao percebe de que modo o conheci-
mento poderd ajudd-lo, como desejard algo que lhe parece inttil? (PEZZINT;
SZYMANSKI, s/d., p.2).

A Matematica é, de certo modo, rigorosa em suas aplicacoes e demonstracoes, ela precisa
chegar bem préxima da exatidao para dar confiabilidade ao fendmeno estudado e isso com certeza
dificulta a ideia de provocar a necessidade de aprendé-la para a maioria dos alunos. Talvez por ser
tao rigida provoca certo medo aos alunos que a acham dificil criando assim uma relacao rispida,
as vezes, até traumdtica que pode resultar em dificuldade, falta de interesse ou a rejeigao. Isso
influencia o processo de ensinar.

Sem duvida, ensinar é algo muito dificil e trabalhoso. E mais dificil se torna
quando as condigoes atrapalham. Mas é preciso que |[...] o exercicio de ensinar
permaneca vinculado ao intento de promover as condigoes necessarias para,
transcendendo o instruir e o adestrar, auxiliar o encontro da inteligéncia do
educando com a vida, o encontro de sua sensibilidade com a pluralidade rica
do viver. (MORAIS, 1986, p. 6).

Entendemos que é preciso adotar métodos que nos auxiliem a mudar o ponto de vista

dos alunos com relacdo & Matemaética. Alguns deles estdo relacionados & postura e atitudes do

professor e ndo diretamente a alguma metodologia especifica.

Sabemos que os alunos gostam de professores que explicam bem a matéria, que os tratam
bem e com respeito. Alguns alunos gostam do atendimento individual (na carteira) dado por
alguns professores. Com esse atendimento individual o aluno cria a coragem necessaria para
fazer perguntas e tirar dividas, que ele ndo faria em publico, por medo de perguntar (PEZZINTI;

SZYMANSKI). Isso deve ser aproveitado pelos professores.

Segundo Freire e Faundez, (1985, p. 46) a pergunta é o inicio da aprendizagem. “[...] o
que o professor deveria ensinar |[...] seria, antes de tudo, ensinar a perguntar. Porque o inicio
do conhecimento, repito, é perguntar. E somente a partir de perguntas é que se deve sair em
busca de respostas.” Sendo assim, é necessario que se incentive o aluno a fazer perguntas e,
deste modo, podemos tentar sanar algumas duvidas e preencher algumas lacunas que acabam

ficando no processo de ensino e aprendizagem.

De todo modo, precisamos ver os nossos erros e saber que boa parte do desinteresse dos
alunos pode ser reflexo de aulas desconexas com a realidade, de contelddos sem ligagoes praticas

ao dia a dia, que muitas vezes proporcionamos aos alunos.
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Logico que mudar isso nao é uma tarefa facil e que isso nem sempre é possivel atender
(como ocorrido durante nossa regéncia). Porém oportunidades de aplicagoes matematicas podem
surgir naturalmente de observacoes de situagoes e ambientes que envolvem o cotidiano de todas
as pessoas. NoOs como professores e licenciados atentos devemos reunir condicoes basicas de
estabelecer relagoes e desenvolver aplicacoes, afinal é nossa funcao apresentar na escola uma

Matematica como uma ferramenta 1til e por mais que a tarefa seja ardua nao podemos desisitir.

Talvez num primeiro momento, essas aplicagoes parecam dificeis de serem percebi-
das, mas a pratica continuada levarda ao nosso aperfeicoamento e das atividades propos-
tas. Acreditamos que isso leve & diminuicdo do desinteresse, uma vez que estabelecida as
relagdes curriculo/realidade, logo os alunos tendem a compreender a importancia da Mateméatica

aceitando-a mais facilmente, mesmo que continuem nao “gostando” da disciplina.

4 Mais algumas reflexoes

Consideramos que os alunos percebem que, nem sempre, seus mestres agem como es-
perado e que isso interfere em seu aprendizado. Muitas vezes ndo demonstramos aos nossos
alunos o interesse em ensinar, o interesse de estar ali junto com eles aprendendo coisas novas e

crescendo.

Com isso aprendemos que o desinteresse dos alunos nem sempre é “culpa” do contetido
a ser ensinado ou mesmo da prépria Matematica, sabemos que nem todos os conteiddos nos
permite criar aulas diferenciadas (como determinantes), porém devemos fazer o possivel para

que os alunos estejam em contato com a matemadtica/realidade.

Num primeiro momento achavamos que o desinteresse dos alunos era devido ao conteudo,
mas pudemos notar que haviam outros fatores envolvidos nessa problemaética e que isso ocorre
em outras disciplinas também. Nossas aulas nao tiveram muito sucesso -digamos nao atraiu os
nossos alunos - nao somente por conta da metodologia utilizada ou mesmo do conteiido a ser
ensinado. Contudo em alguns casos esse desinteresse pode ser o resultado de anos em contato

com o ensino da matematica como algo sem significado e sem aplicagao.

Percebemos que ser educador nao é somente expor conhecimentos, nao é apenas passar

informacoes, ensinar tabuadas, expor defini¢coes, apresentar o mundo sem significados.

Segundo Sanches ser educador é ter o sabor cuidadoso do afeto, é construir um ambiente
de discussoes, de curiosidade e reflexao sobre o mundo, é abrir espago para o criar, fazer e refazer,

¢ aprender a pensar, para aprender a ser o aprendiz/educador que ainda nao somos.
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Sanches (2005) observa:

Para desvelar e recuperar a escola é preciso [...] buscar respostas nas teorias,
nas pesquisas, nas experiéncias bem sucedidas, [...] para ajudar na construgao
de caminhos para a superagao, transformacao e construcao da qualidade edu-
cacional. (SANCHES, 2005, p.81).

Aprendemos que devemos estar em constante reflexao acerca de nossa pratica pedagogica
e assim melhorar a cada dia e estar em constante processo de desconstrucao e construcao da

pratica educativa, das teorias e saberes que fundamentam o trabalho educativo.

5 Agradecimentos

Gostarfamos de dirigir os nossos sinceros agradecimentos a orientagao da professora
Dulcyene Maria Ribeiro que nos incentivou durante a elaboracao do presente relato. Obrigada
por insistir no nosso crescimento, foi um privilégio sermos suas orientandas. Prestamos também
0 nosso agradecimento a professora Arleni Elise Sella Langer, por se mostrar disponivel em nos
aconselhar e nos ajudar a ter forgas diante das dificuldades, nao apenas, nesta fase do estédgio,
mas também durante a Licenciatura. Obrigada por todos os conselhos. E ainda agradecemos

ao corpo docente e nao docente da Escola Estadual Jardim de Santa Felicidade.

Referéncias
BRASIL. Secretaria de Educacao. Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Meédio. Brasilia: MEC/SEF, 1997. Disponivel em:

<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf>. Acesso em: 01 ago. 2016.

FREIRE, Paulo; FAUNDEZ, Antonio. Por uma pedagogia da pergunta. Rio de Janeiro:
Paz e Terra, 1985.

JAHN, Marta Lena. A geometria de matrizes e determinantes. Dissertagdo (Mestrado Pro-
fissional em Matematica). Setor de Ciéncias Exatas e Naturais. UEPG. Ponta Grossa,
2013.

MACHADO, Luiz Alberto. Coragem: da aula tradicional a aula criativa. 2013. Disponivel
em: <http://www.fbcriativo.org.br/pt/site/publicacoes/artigos/criatividade/> Acesso em:
01 ago. 2016.

MORALIS, Regis de. O que é Ensinar? Sao Paulo: EPU, 1986.

PARANA. Secretaria de Estado da Educagao. Diretrizes Curriculares da Educagao Basica
- Matematica. Curitiba: SEED/DEB. 2008.



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 238

PEZZINI, Clenilda Cazarin; SZYMANSKI. Maria Lidia Sica. Falta de de-
sejo de aprender: causas e consequéncias. s/d. Disponivel em:
<http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/pde/arquivos/853-2.pdf> Acesso em:
01 ago 2016.

SANCHES, Claudio Castro. Descontruir construindo um caminho para uma nova es-

cola: recuperagao da escola - pensar o pensado. Petrépolis: Vozes, 2005.



Anais da XXX Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE Campus de Cascavel 239

A Transformada de Laplace e as equacoes de Bessel e Legendre
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Resumo: Neste trabalho realizamos estudos acerca de equagoes diferenci-
ais, especialmente sobre o uso da Transformada de Laplace na resolugao de
equacoes diferenciais com coeficientes nao constantes. Direcionamos nosso
foco para duas equagoes especificas, a equacao de Bessel, em que obtivemos
sucesso a partir da transformada e apresentemos a solugao, e a equagao de
Legendre, em que houve éxito a partir da técnica desenvolvida por Pierre
Simon Laplace.

Palavras-chave: Transformada de Laplace; Transformada de Laplace In-
versa; Equacao de Bessel.

1 A Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace, ferramenta muito util na resolucao de equacoes diferenciais,
¢ o foco principal de nosso trabalho. Desenvolvida pelo matematico francés Pierre Simon Laplace
hé aproximadamente 200 anos, esse método batizado com o sobrenome de Pierre nada mais é
do que uma transformada integral com algumas propriedades interessantissimas que auxiliam

na resolugao de equacgoes diferenciais.

Definicao 1. Seja uma fungao f definida para t > 0. A integral

LU O)s) = Fio) = | et f(ydt

0

serd chamada de Trasnformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.

Uma de suas principais propriedades é a linearidade pois

[ s+ gt = [~ e g0 s [T tgoar
0 0 0
segue que

L{af () + Bg()} = aL{f(t)} + BL{g(t)}

Dessa forma podemos determinar a fungao f(t) tal que L{f(t)} = F(s) através da
Transformada de Laplace Inversa, outra transformagao linear 1til na resolucao de equagoes

diferenciais.

'Rodrigo Luiz Langaro foi bolsista de Iniciacdo Cientifica da Fundacio Araucéria.
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Definicao 2. Se F'(s) representa a Transformada de Laplace de uma fungao f(t), isto é,
L{f(t)} = F(s), dizemos entdo que f(t) é a Transformada de Laplace Inversa de F(s) e es-
crevemos f(t) = L7HEF(s)}(2).

Tanto para a Transformada de Laplace quanto para a Transformada Inversa de Laplace
apresentamos uma tabela de Transformadas e Transformadas Inversas das fungoes basicas, que

segue abaixo.
Tabela de Transformadas

()£} =

n n!
(b)[’{t }: Sn+17n:172737'”

(L) = ——

a
(d)L{sen kt} — 52+kk2
(e)L{coskt} = 32—7—71@
(F)L{senh kt} — ﬁ
(g)L{cosh kt} = ﬁ

Tabela de Transformadas Inversas

(d)senkt = L1 {

1 S
(e)coskt =L {52+k2}

(f)senhk:tz[ll{ K }

52 _ |2

(g)coshk:t:[,_l{ i }

s2 — k2

Nosso objetivo é usar a Transformada de Laplace na resolucao de equagoes diferenciais.
Para isso, apresentamos dois resultados que podem ser obtidos através de uma construcao re-

cursiva. O primeiro trata-se de uma poténcia n de ¢, em que a Trasnformada de Laplace de um
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produto de uma fungao t pode ser obtida diferenciando-se a Transformada de Laplace de f(t).

Se F(s) = L{f(t)}, entao
d d —st
SF(s) = / f(t)d

/ gsl¢ )

. / e (1) dt = — LIt (1),
isto é

LU0} =~ S L(7 (1)

Em decorréncia disso, temos

2
CUEF0) = L0} =~ LU0} =~ (- L LU0)) = T2

Dessa forma, podemos sugerir:

Teorema 3. Se F(s) = L{f(t)} en=1,2,3,---, entdo

LIS} = (1) F ().

O segundo resultado é de suma importancia para nossos estudos, pois envolve a trans-
formada da derivada de ordem n, algo natural para quem busca resolver equagoes diferenciais
utilizando a Transformada de Laplace. Comecando pela derivada de ordem 1 e integrando por

partes, temos

Ve / —_ > —st g/ d
o= [ et
_ st 00 —st d
O s [
= —f(0) + sL{f ()} = sF(s) — f(0).
Levando em consideraciao que e 5! f(t) — 0 quando ¢t — oo (desde que s > 0) e com a

ajuda do que acabamos de concluir podemos encontrar uma expressao para Transformada de

uma derivada segunda, sendo

L)} = /0 T et
= e )|+ 5/0 e Stf(t)dt

= sL{f'()} — f'(0)
= s[sF(s) — f(0)] — f'(0),
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ou seja

L{f"(t)} = s"F(s) — sf(0) — f'(0).
De forma andlogam podemos mostrar que

L{f"(t)} = s*F(s) = s> £(0) — s"(0) = f"(0),
o que nos leva a sugerir que

Teorema 4. Se f, f',---, f*=V forem continuas em [0,00) e de ordem exponencial, e se ™ (t)

for continua por partes em [0,00), entdo
LLFM(@0)} = s"F(s) = 8" F(0) = "2 f(0) = -+ = D0,

onde F(s) = L{f(t)}(s).

A defini¢ao de funcdo de ordem exponencial pode ser encontrada em Zill (2011), bem

como mais resultados acerca do tema em estudo.

Com essas ferramentas em maos escolhemos duas equagoes especificas para aplicarmos a
Transformada de Laplace em sua resolucao. Essas equagoes sao a equacao de Bessel e a equacao

de Legendre, sendo que a segunda nao ¢é satisfeita utilizando tal método.

2 A equacao de Bessel

A equagao de Bessel é do tipo

ty" +9 +ty=0.

Aplicando a Transformada de Laplace e isolando Y (s) = L{y(t)}(s), temos que

L{ty"} + L{y'} + L{ty} =0
LY+ Y ()~ 0l0) — L Lfyy =0
L") 45V (5) — y(0) — V'(s5) = 0
— (Y (5) — 59(0) ~ o/ (0)) + Y (5) — (0) ~ ¥'(5) = 0
—25Y(s) — s*Y'(s) +sY(s) = Y'(s) =0
(14 )Y'(s) — sY(s) =0

(1+s*)Y'(s) +sY(s) =0
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—_

1, 2s
(1 + 82)2Y (8) + imY(S) =0
(1+5%)2Y(s)) =0
(1+%)2Y(s) = C

Y(s)=C(1+s2) 2.

Podemos reescrever Y (s) como sendo Y (s) = Cs~!(1+ 5_2)_%. Vamos expandir o termo

_1 PR . (1 P . -
(1 +s72)72 em uma série binomial vélida para s > 1. Sendo a série binomial um somatério

representado pela expressao

(14 2)* = i (S)x”

n=0
onde
:E:S_Q’ k:—l o k :k(k—l)(k‘—2)---(k‘—n—|—1)'
2 n n!
Entao,
o 1
1 -2 7l: -2 —2\n
st = 3 ()i
sendo

n!

(=" (1-3-5- (2n —1))
nl 2n
o =nr1-2-3----- (2n —1)-(2n)
ol 21(2-4-6--- - 2n)
-y (2n)!

n! 2n2n(1 .2.3..... n)
_(=1)" 20)!

n! 22np)

Substituindo isto, temos

T /-1 = (=1)"™ (2n)!

n=0

e desta forma,
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Aplicando a Transformada Inversa temos que

o 87(2n DY(_1\n n)!
(ﬁ—l{Y(s)D(t)z,c—l{CZ( ICC ”}.

Podemos comutar a Transformada Inversa com o somatério (infinito), obtendo

Syt = oS g [ TE (1) 2n)!
(7Y ( >}><t>—cnz_joﬁ{ A }

S (=D 2n)!
- an;) (n!)z(QQn)‘C ' {SZn—I—l }

Olhando para a tabela de Transformadas Inversas, temos que

—1 (271)' _ t2n
g2n+1 = ’

e portanto,

> -1)" 2n)!
40 =Y g )

n=0
N o LN | L1
=2 Gt =2 ey

3 A Equacao de Legendre

A equacgao de Legendre de ordem «, com @ > —1 é uma equacao linear de segunda ordem
definida por
(1—13)y" — 2ty + a(a+ 1)y = 0,

pode ser reescrita da seguinte forma,
" 2.1 / 2 _
Yy =ty =2ty +ay+ay =0,

com as condigoes iniciais, y(0) =0 e y'(0) = 1.

Aplicando a Transformada de Laplace, temos que
L{y"y = L{*y"} — L{2ty'} + L{?y} + L{ay} =0,

donde
d2
Y (s) — sy(0) — y/(0)] — [dSQ(SQY(S) —sy(0) —y'(0))
d

-2 [dS(SY(s) — y(O))] +a?Y (s) + aY(s) = 0.
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Substituindo nas condigoes iniciais, temos

2 P 2@ 2 _
s7Y (s) — 1 73 (s*Y(s) —1) 2d8(sY(s)) +aY(s) +aY(s) =0.

Resolvendo %(321/(5) — 1) separadamente, obtemos

2
%(SQY(S) 1= % (CZSQY(S))

d /
= £(23Y(s) + 5%Y(s))

=2V (s) + 25Y"(s) + 2sY"(s) + s*Y"(s).

Resolvendo a derivada da segunda, encontramos novamente o termo s2Y”(s). Se olhar-
mos para a equacao de Legendre, veremos que saimos de uma expressao desse tipo, na variavel ¢,
e quando aplicamos a Transformada de Laplace voltamos a uma expressao assim. Logo, podemos
verificar que a Transformada de Laplace nem sempre é titil para se resolver equagoes diferenciais
com coeficientes varidveis, a menos que todos os coeficientes sejam, no maximo, fungoes lineares

da varidvel independente.
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