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Apresentação

A Semana Acadêmica da Matemática está na sua XXXVII edição. Este é o evento de

extensão mais tradicional promovido pelo Curso de Matemática, da UNIOESTE campus de

Cascavel. É um evento com periodicidade anual.

Na programação da XXXVII Semana Acadêmica de Matemática figuram palestras, mi-

nicursos e comunicações orais. As comunicações orais resultam da inscrição dos participantes

na modalidade de apresentadores de trabalhos.

Nesta edição da Semana Acadêmica de Matemática, 12 trabalhos foram inscritos e aceitos

para apresentação oral e publicação nos anais do evento. São em geral trabalhos resultados

das pesquisas de Iniciação Cient́ıfica e de Monografia desenvolvidos por alunos do curso de

Matemática. Registramos também trabalhos realizados por professores do Curso de Matemática

da UNIOESTE - Cascavel, e de alunos de outros cursos que desenvolveram suas pesquisas com

teor matemático. A apresentação destes trabalhos no evento tem o objetivo de compartilhar os

conhecimentos adquiridos pelos alunos e professores nos seus respectivos projetos. O registro

destes trabalhos servirá para que os futuros alunos possam também fazer uso deste conhecimento.

A comissão organizadora agradece aos autores pelo envio dos trabalhos e também à

comissão cient́ıfica pelas contribuições dadas durante o processo de avaliação e correção dos

trabalhos.

A comissão organizadora.

Cascavel, Maio de 2024.
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Resumo: O presente artigo tem por finalidade apresentar os resultados
obtidos durante o estudo e desenvolvimento de um pacote de algoritmos
responsável pelo funcionamento de um jogo digital.

Palavras chave: Programação básica, C Sharp (C#), Unity 3D.

1 Introdução

No cenário nacional atual os jogos digitais passaram a ser parte do cotidiano da mai 
oria da população, independentemente do aparelho, “cerca de três em cada quatro brasileiros
tem o costume de jogar, mais precisamente 74,5% da população” (Pesquisa Game Brasil,
2022).

Devido ao crescimento desse segmento nos últimos anos, surgiu uma demanda por
profissionais qualificados para trabalhar na área e isso motivou universidades como a FATEC
(Faculdades de Tecnologia) de São Paulo e a PUCPR de Curitiba a montarem cursos que
estudam a ciência dos jogos digitais. De acordo com a Associação Brasileira de Games (Abra 
games), além do caráter de entretenimento, a popularidade dos jogos permitiu a sua utiliza 
ção no apoio à educação, no atendimento à saúde, no treinamento e capacitação profissional e
até na promoção do bem estar.

Nesse contexto, o presente artigo busca mostrar os resultados obtidos durante o estu 
do de programação básica, linguagem C Sharp e sua aplicação nos softwares utilizados duran 
te a execução do projeto. Em particular realizando a implementação de algoritmos responsá 
veis pelo funcionamento de um jogo no espaço tridimensional.

2 Linguagem de programação
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Nosso objetivo é o desenvolvimento de um pacote de algoritmos para o funcionamento
de um jogo digital e o motor escolhido para isso foi a Unity 3D. Como a linguagem de pro 
gramação padrão da Unity é o C Sharp, nossos estudos em linguagem de programação foram
realizados nessa linguagem. A seguir, destacaremos algumas características e o funcionamento
da linguagem C Sharp.

3 C Sharp (C#) e sua linguagem de programação

O C Sharp é uma linguagem de programação orientada a objetos, criada pela Micro 
soft e lançada em meados de 2002. Sua criação foi baseada na linguagem de programação C e
possui algumas familiaridades com as linguagens C++, Java e JavaScript.

Os scripts produzidos em C# são executados no .NET, um sistema de execução vir 
tual que possui um conjunto de bibliotecas de classes que funcionam em conjunto com as bi 
bliotecas do Motor de Jogos Unity. Abaixo estão citados alguns pontos elementares sobre lin 
guagens de programação os quais foram utilizados no jogo, em particular, na sintaxe da lin 
guagem C Sharp:

Variáveis

As variáveis representam dados cujos valores podem ser alterados durante a execução
do algoritmo. Mais precisamente, uma variável representa uma posição de memória que ar 
mazena um dado de um tipo específico (esse dado pode ser no formato numérico, de texto,
booleana, entre outros), (Pereira, 2010).

Operadores

Os operadores são expressões utilizadas em um ou mais operandos durante a execução
de uma instrução. Abaixo apresentamos uma tabela com os mais usuais operadores da lingua 
gem C#.

Tabela 1: Tabela de operadores em C#

+ Soma = = Igual a

 Subtração != Diferente de

* Multiplicação > Maior que

/ Divisão < Menor que
% Resto da divisão >= Maior igual a

= Atribui valor à variável <= Menor igual a
++ Soma o valor “um”   Subtrai o valor “um”

&& “E” condicional & “E” bit a bit

|| “Ou” condicional | “Ou” bit a bit

! Negação

Comentários

Anais da XXXVII Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Os comentários são linhas de códigos que permitem ao programador inserir no script
textos que não são lidos durante a execução. Em C Sharp, há dois tipos de comentários:
aqueles delimitados por “/*...*/”, que pode se estender por várias linhas, e aqueles inici 
ados por “//”, que definem um comentário de linha única (Pereira, 2010). Abaixo na figura
1, temos um exemplo do uso dos comentários.

Figura 1: uso do comentário de linha única
Fonte: Produção própria com auxílio do Visual Studio

Condicionais

Condicional é a estrutura de controle que permite que o programa execute diferentes
blocos de código dependendo de uma variável que pode ser verdadeira ou falsa. Estruturas
condicionais também são conhecidas como estruturas de Controle de Fluxo. A figura 2 apre 
senta um exemplo do uso das condicionais.

Figura 2: uso de condicionais
Fonte: Produção própria com auxílio do Visual Studio

Laços
Um laço é um recurso da programação que permite executar um bloco de código re 

petidamente até que uma condição específica seja atendida. Ele verifica se uma condição é
verdadeira, e se for, executa um bloco de código. Em seguida a condição é verificada nova 
mente e o processo se repete até que a condição seja falsa.

Os laços de repetição podem ser classificados de duas formas, sendo laços de repetição
interativa ou laços de repetição iterativa. São interativos quando necessitam da intervenção
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de um usuário do programa para repetir a próxima ação um indeterminado número de vezes,
são laços iterativos quando executam as repetições previstas de forma automática um número
de vezes (Manzano, 2014). A figura 3 apresenta o uso dos laços em um bloco de código.

Figura 3: Uso de laços
Fonte: Produção própria com auxílio do Visual Studio

Durante os estudos da linguagem de programação e a criação dos algoritmos de teste,
foram realizadas a execução dos mesmos no motor de Jogos Unity 3D. Dessa maneira, mesmo
antes de compreender melhor os componentes da Unity já havíamos trabalhado com ela para
a adaptação. Após a compreensão da linguagem C# e seus componentes mais usuais, foram
iniciadas as aplicações na Unity com a interação do Visual Studio.

4 Visual Studio e Unity 3D

O Visual Studio é um Ambiente de Desenvolvimento Integrado (IDE) criado pela Mi 
crosoft. Ele oferece uma ampla variedade de recursos e ferramentas para o desenvolvimento
de aplicativos, incluindo, editor de código, depurador, gerenciador de projeto, testes e colabo 
rações de equipe.

Uma das vantagens do Visual Studio é sua interface de uso simples e intuitivo. A IDE
é projetada para ajudar os desenvolvedores a se concentrarem em seu trabalho, facilitando a
escrita de código, sugerindo correções de erros e dando sugestões de auto complemento de
código. Para a produção do jogo, utilizados a IDE em conjunto com o motor Unity 3D.

A Unity é um motor de jogos muito popular atualmente, é gratuito e por isso atrai
muitas pessoas em ingressar em seus estudos. A engine disponibiliza ao usuário a documen 
tação didática necessária (Unity (A), 2024), além de diversos tutoriais referentes a criação
dos jogos (Unity (B),2024).

Esse motor de jogos tem suporte para a produção de jogos 2D e 3D, bem como compi 
lar para vários sistemas operacionais. Ao criar um script na Unity, é possível abrir o mesmo
pelo motor de jogos, o qual abre o arquivo no software Visual Studio. No arquivo aberto é
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possível perceber que as bibliotecas da Unity são inseridas automaticamente. Pode  se obser 
var essa interação nas figura 4, 5 e 6.

Figura 4: Criação do Script na janela Project
Fonte: Produção própria com auxílio da Unity 3D

Figura 5: Abrindo a IDE através da Unity
Fonte: Produção própria com auxílio da Unity 3D

Figura 6: Script do Visual Studio carregado com as bibliotecas da Unity 3D
Fonte: Produção própria com auxílio do Visual Studio

5 Arquitetura de programação e Interface

A arquitetura da programação da Unity é organizada de acordo com o que é apresen 
tado na Figura 7, o jogo é programado em forma de cenas, dentro das cenas temos os Game 
Objects e, anexados aos GameObjects, temos componentes. Os scripts que escrevemos para
programar o jogo entram em cena anexados a um GameObject na forma de componente.
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Figura 7: Arquitetura da Programação
Fonte: Acervo da autora

Abaixo estão citados os principais itens da interface da Unity:
· Scene (cena): É uma representação do mundo tridimensional simulada pelo motor de jogos,

nessa aba são realizadas as edições na representação 3D do jogo;
· Hierarchy (hierarquia): Apresenta todos os Game Objects presentes na cena;
· Project (projeto): essa aba mostra a pasta no computador onde são guardados todos os

arquivos do jogo como: imagens, sons, modelos 3D, arquivos de script, entre outros;
· Inspector (inspetor): Lista os componentes do Game Object que está selecionado e per 

mite ao usuário editá los;
· Toolbar (barra de ferramentas): Barra composta pelos controles de manipulação de

cena, controles do jogo, menu de edição de camadas (layers), menu de layout e acesso à conta
Unity.

Figura 8: Interface da Unity 3D
Fonte: Produção própria com auxílio do Unity 3D
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6 Documento de projeto do jogo (GDD) e Projeto de jogo

Antes de iniciar a criação de um jogo, são necessários alguns passos importante que
auxilia o desenvolvedor a se manter fiel as ideias dos produtores. Esses passos são descritos
no documento de projeto do jogo.

O GDD é um documento escrito pelo desenvolvedor, o qual é base para a construção
do jogo. Esse documento apresenta as características do jogo, desde informações básicas, per 
sonagens, cenários, sons, até informações mais detalhadas e particulares. Como esse documen 
to não é fixo, ele pode ser expandido, com o surgimento de novas ideias, e editado, caso seja
encontrada alguma limitação da ideia original.

Os documentos de projeto de jogo apresentam uma estrutura encadeada de diversos
elementos do jogo, sendo eles: o conceito do jogo; as mecânicas; as interfaces com usuário; os
elementos; a descrição de personagens; o enredo e a história; sons e música; o detalhamento
de fases, entre outros elementos. Através disso, é possível descrever o que um jogo deve ser.
Visto isso, iniciamos com o projeto do nosso jogo.

O projeto trata se de um jogo do gênero aventura com habilidades desbloqueáveis, sua
jogabilidade se baseia no jogador atravessar uma área com obstáculos e inimigos até encon 
trar o portal que o leva para a fase seguinte.

No protótipo do jogo foram realizadas as implementações da movimentação do perso 
nagem no mundo 3D, suas ações de ataque e algumas habilidades desbloqueáveis. Além disso,
foi realizada a programação de um pacote de algoritmos responsáveis pelo funcionamento do
jogo. Os principais algoritmos criados foram os de movimentação, sistema de gerenciamento
de cenas, câmera, recuperação de vida, coleta de moedas e movimentação dos inimigos. No
script apesentado na Figura 9, descreve se a ação de coletar uma moeda. Este script é anexa 
do aos objetos moeda dentro do jogo. No script, encontra se a função OnTriggerEnter, a qual
é ativada quando o jogador entra em contato com a moeda. Dentro desta função, na linha 22,
o valor da moeda é adicionado à quantidade total de moedas coletadas. Essa mensagem é im 
portante para o script responsável pela Interface de Usuário, que exibe ao jogador a quanti 
dade de moedas que ele possui. Ao final da função, é chamado o comando Destroy(gameOb 
ject), removendo assim a moeda coletada da cena do jogo.
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Figura 9: Script de programação da moeda
Fonte: Produção própria com auxílio do Visual Studio

Conclusões

Nesse artigo foram descritos alguns dos estudos realizados para a criação de um paco 
te de algoritmos responsáveis pelo funcionamento de um jogo digital e aspectos da aplicação
desses algoritmos em um projeto de jogo. Ao final do projeto, criamos um jogo funcional co 
mo aplicação do nosso pacote de algoritmos.
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Existência e unicidade de solução para um sistema de equações

diferenciais ordinárias de primeira ordem

Ruan Pablo Pfeffer Gallio
UNIOESTE

ruangallio1@gmail.com

Resumo: O estudo de soluções para sistemas de equações diferenciais or-
dinárias de primeira ordem com condições iniciais é fundamental para di-
versos ramos da matemática e da ciência, como a modelagem de fenômenos
f́ısicos, biológicos e sociais. Assim, apresentamos e demonstramos um teo-
rema que garante a existência e unicidade de soluções para tais sistemas, a
fim de fortalecer a confiabilidade dos modelos matemáticos utilizados.

Palavras-chave: Equações diferenciais ordinárias; método de Picard.

1 Introdução

Neste trabalho demonstraremos, sem o apelo a teoremas da teoria de espaços de Banach

e de contrações, a existência e unicidade de solução para um sistema de n equações diferenciais

ordinárias de primeira ordem com condições inciais, o qual é representado por





x′1 = f1(t, x1, x2, · · · , xn), x1(t0) = y1

x′2 = f2(t, x1, x2, · · · , xn), x2(t0) = y2
...

x′n = fn(t, x1, x2, · · · , xn), xn(t0) = yn

(1)

onde f1, f2, · · · , fn : [0,∞)× Rn → R são funções conhecidas e (y1, y2, · · · , yn) é o dado inicial.

Nosso interesse em estudar sistemas de EDOs com o formato (1) é devido a sua forma

generalizada de diversos problemas práticos como, por exemplo, o modelo SIR, caso particular

com três equações. Tal modelo é amplamente utilizado no estudo do desenvolvimento de uma

epidemia (MURRAY, 1993), em que separa a população em três grupos de diferentes estágios de

uma doença. Assim, cada uma das funções xi representa o número de indiv́ıduos em tal grupo

em dado momento.

Dessa forma, notamos a importância da existência e unicidade de solução de tais sistemas:

com isso, modelos reais, como o SIR, valem ser estudados e aplicados.

2 Teorema de existência e unicidade

Teorema 1 (Existência). Seja D ⊂ Rn um conjunto compacto e sejam f1, · · · , fn : D → R
funções cont́ınuas em t e Lipschitz cont́ınuas em x1, x2, · · · , xn. Então existe ε > 0 e alguma

n-upla de funções (x1, · · · , xn) que satisfazem (1) em um intervalo I = [t0 − ε, t0 + ε].

1

Anais da XXXVII Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Prova. Para demonstrar a existência de solução, utilizaremos uma técnica conhecida como

Método Iterativo de Picard como descrito em Collatz (1983), a qual consiste em construir uma

sequência de equações integrais para cada uma das equações do sistema que converge uniforme-

mente para a solução do problema.

Inicialmente, definimos como solução do problema (1) uma n-upla de funções (x1, · · · , xn)
tais que 




x1(t) = y1 +
R t
t0
f1(s, x1, x2, · · · , xn)ds,

x2(t) = y2 +
R t
t0
f2(s, x1, x2, · · · , xn)ds,

...

xn(t) = yn +
R t
t0
fn(s, x1, x2, · · · , xn)ds.

(2)

Para aplicar o método de Picard, definimos a sequência de funções (x
(k)
1 , x

(k)
2 , · · · , x(k)n ) com a

seguinte relação de recorrência





x
(k+1)
1 = y1 +

R t
t0
f1(s, x

(k)
1 , · · · , x(k)n )ds,

x
(k+1)
2 = y2 +

R t
t0
f2(s, x

(k)
1 , · · · , x(k)n )ds,

...

x
(k+1)
n = yn +

R t
t0
fn(s, x

(k)
1 , · · · , x(k)n )ds,

(3)

onde o passo inicial é dado por (x
(0)
1 , x

(0)
2 , · · · , x(0)n ) = (y1, y2, · · · , yn).

Note que, caso exista k̄ ∈ N tal que x
(k̄)
i = x

(k̄+1)
i , ∀i ∈ 1, 2, · · · , n, então temos

x
(k̄+1)
i = yi +

Z t

t0

fi+1(s, x
(k̄+1)
1 , · · · , x(k̄+1)

n )ds.

Denotando x
(k̄+1)
i apenas como xi, teremos que xi é uma solução definida em (2).

Doravante, subtraindo termos sucessivos de (3) para certo i ∈ 1, · · · , n, obtemos

x
(k+1)
i − x

(k)
i

=

Z t

t0

fi(s, x
(k)
1 , · · · , x(k)n )− fi(s, x

(k−1)
1 , · · · , x(k−1)

n ) ds.

Logo, tomando o módulo, obtemos a seguinte desigualdade

|x(k+1)
i − x

(k)
i |

≤
Z t

t0

|fi(s, x(k)1 , · · · , x(k)n )− fi(s, x
(k−1)
1 , · · · , x(k−1)

n )| ds, (4)

no entanto, como fi é Lipschitz cont́ınua em xi, existe Li ∈ R onde podemos tomar

|fi(t, x(k)1 (t), · · · , x(k)n )− fi(t, x
(k−1)
1 , · · · , x(k−1)

n )|
≤ L(|x(k)1 − x

(k−1)
1 |+ |x(k)2 − x

(k−1)
2 |+ · · ·+ |x(k)n − x(k−1)

n |). (5)
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Realizando a desigualdade (5) para equação do sistema e tomando L = maxLi, i ∈
1, 2, · · · , n, denotamos por δn(t) a seguinte relação:

δk(t) =
nX

i=1

|x(k)i − x
(k−1)
i |. (6)

Substituindo (5) e (6) em (4), obtemos

|x(k+1)
i − x

(k)
i | ≤ L

Z t

t0

δk(s) ds, (7)

onde realizamos a soma em i ∈ 1, 2, · · · , n em (7), em que surge a seguinte desigualdade

nX

i=1

|x(k+1)
i − x

(k)
i | ≤

nX

i=1

L

Z t

t0

δn(s) ds.

δk+1(t) ≤ nL

Z t

t0

δk(s) ds. (8)

Note que, a partir de (8), podemos mostrar que

δk(t) ≤
nM(nL)k−1|t− t0|k

k!
, (9)

onde M é o maior valor em {max f1,max f2, · · · ,max fn}, o qual, como fi, i ∈ 1, 2, · · · , n são

cont́ınuas em um conjunto compacto, o teorema do valor extremo nos garante que possuem

ponto de máximo. Provaremos tal relação por indução em k.

Para k = 1, observe que

x
(1)
i − x

(0)
i =

Z t

t0

fi(s, x
(0)
1 , · · · , x(0)n ) ds+ y0 − y0.

Logo, aplicando o módulo de ambos os lados e tomando M ≥ max fi obtemos

|x(1)i − x
(0)
i | ≤ M |t− t0|, (10)

onde, ao somar sobre i ∈ 1, 2, · · · , n em (10), nos resulta em

δ1(t) ≤ nM |t− t0|.

Dessa forma, está provado para o caso incial e, ao aplicar a hipótese de indução em (8),

temos que

δk+1(t) ≤ nL

Z t

t0

δk(s) ds

≤ nL

Z t

t0

nM(nL)k−1|s− t0|k
k!

ds,

assim, resolvendo a integral,

δk+1(t) ≤
nM(nL)(k)|t− t0|(k+1)

(k + 1)!
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para todo k ∈ N. Dessa forma, provamos a relação (9).

Tomando então os elementos da sequência para uma função xi

x
(k)
i = yi +X

(k)
i , (11)

onde

X
(k)
i =

kX

j=1

(x
(j)
i − x

(j−1)
i )

e aplicando a deigualdade triangular em (11), temos que

x
(k)
i ≤ |yi|+

kX

j=1

|x(j)i − x
(j−1)
i |. (12)

Portanto, como δj(t) é |x(j)i − x
(j−1)
i | somado de termos positivos,

|yi|+
kX

j=1

|x(j)i − x
(j−1)
i | ≤ |yi|+

kX

j=1

δj(t). (13)

Dessa forma, substituindo (9) em (13),

kX

j=1

|x(j)i − x
(j−1)
i | ≤

kX

j=1

nM(nL)j−1|t− t0|j
j!

. (14)

Finalmente, seja S a série definida por

S =
∞X

j=1

nM(nL)j−1|t− t0|j
j!

,

a qual, pelo teste da razão, converge absolutamente e Xi = limk→∞X
(k)
i . Ao tomar o limite

k → ∞ em (14), obtemos que

|Xi| ≤ S ≤ |S|. (15)

Definimos então a série numérica

P =
∞X

j=1

nM(nL)j−1εj

j!
,

que também converge absolutamente. Observe que, como em I, |t − t0| ≤ ε =⇒ |S| ≤ |P |.
Dessa forma, por (15), temos que |Xi| ≤ |S| ≤ |P |, assim o Teste M de Weirstrass nos garante

que as série de funções |Xi| convergem uniformemente em I.

Aplicando, então, o limite de k → ∞ na definção da relação de recorrência, (3), obtemos

lim
k→∞

x
(k+1)
i = yi + lim

k→∞

Z t

t0

fi(s, x
(k)
1 , · · · , x(k)n )ds,

em que, pela convergência uniforme de Xi, podemos passar o limite para dentro da integral e,

comofi é cont́ınua, para cada uma das variáveis. Portanto

limx
(k+1)
i = yi +

Z t

t0

fi(s, lim
k→∞

x
(k)
1 , · · · , lim

k→∞
x(k)n ),
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logo,

xi = yi +

Z t

t0

fi(s, x1, · · · , xn)ds (16)

em que limk→∞ x
(k)
i = xi para cada i ∈ 1, 2, · · · , n.

Assim, como definido em (2), por (16) temos que, dado i, existe solução para cada

equação no problema proposto.

Dessa forma, dada a existência de solução, focaremos em demonstrar sua unicidade:

Teorema 2 (Unicidade). Seja D ⊂ Rn um conjunto compacto e sejam f1, · · · , fn : D → R
funções cont́ınuas em t e Lipschitz cont́ınuas em x1, x2, · · · , xn. Então o sistema proposto em

(1) possui solução única.

Prova. Suponhamos inicialmente que existam duas n-uplas de funções que solucionem (1):




x′1(t) = f1(t, x1, x2, · · · , xn)
x′2(t) = f2(t, x1, x2, · · · , xn)

...

x′n(t) = fn(t, x1, x2, · · · , xn)




e




z′1(t) = f1(t, z1, z2, · · · , zn)
z′2(t) = f2(t, z1, z2, · · · , zn)

...

z′n(t) = fn(t, z1, z2, · · · , zn)



.

Daqui, definimos uma função φi como φi = xi − zi. Logo, φ
′
i = x′i − z′i, donde temos que

φi =

Z t

t0

[fi(s, x1, x2, · · · , xn)− fi(s, z1, z2, · · · , zn)] ds. (17)

Ao tomar o módulo em ambos os lados, obtemos a desigualdade

|φi| ≤
Z t

t0

|fi(s, x1, x2, · · · , xn)− fi(s, z1, z2, · · · , zn)| ds,

onde a condição de Lipschtz nos garante que podemos tomar Li ∈ R onde

|φi(s)| ≤ Li

Z t

t0

nX

i=1

|xi(s)− zi(s)| ds,

em que, novamente, denotamos por L = max{L1, L2, · · · , Ln}, resultando em

|φi(s)| ≤ L

Z t

t0

nX

i=1

|φi(s)| ds. (18)

Seja, então, ψ(t) tal que

ψ(t) =

nX

i=1

|φi(t)|. (19)

Assim, somando sobre (18) de i = 1 até n e simplificando, obtemos que

ψ(t) ≤ nL

Z t

t0

ψ(s) ds. (20)
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Em seguida, definimos uma função U(t) como U(x) =
R t
t0
ψ(s) ds. Portanto, pelo teorema fun-

damental do cálculo, temos como resultado

U ′(t) + ψ(t0) = ψ(t). (21)

Substituindo, então, (20) e a definição de U(t) em (21), resulta em

U ′(t) + ψ(t0) ≤ nLU(y)

U ′(t)− nLU(t) ≤ −ψ(t0). (22)

Nesse ponto, note que

ψ(t0) =

nX

i=1

φi(t0) = 0,

pela definição em (17) e que, portanto U(t0) = 0 e U(t) ≥ 0 para todo t > t0. Assim, utilizando

o fator integrante enLt na equação diferencial oridnária (22), obtemos

(enLtU(t))′ ≤ 0

e portanto,

enLtU(t) ≤ 0.

Assim, como enLt > 0 para todo t, obrigatoriamente U(t) ≤ 0, mas como U é não-

negativa, temos que U(t) = 0 com t ≥ t0. Logo, U ′(t) = 0, substituindo então U ′(t) por (21) e

ψ(t0) = 0, obtemos

U ′(t) = ψ(t) =
nX

i=1

|φi| = 0,

donde, pela definição de φi,

nX

i=1

|xi − zi| = 0.

Portanto, temos que xi − zi = 0 =⇒ xi = zi, para todo i ∈ 1, 2, · · ·n.

Diante do exposto, torna-se clara a preferência do uso de tais sistemas de EDOs para

a modelagem de situações reais, isso pois, sobre hipóteses razoáveis, temos a garantia que tal

sistema pode gerar resultados plauśıveis.
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smiloca@gmail.com

Paulo Domingos Conejo
Universidade Estadual do Oeste do Paraná
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Resumo: A Otimização Topológica é um estudo que visa utilizar métodos
de otimização, para encontrar e validar as melhores topologias que uma peça
estrutural pode possuir, onde seu foco principal é, minimizar sua flexibilidade
restringindo seu volume. Logo, a ideia é que a estrutura analisada possua a
máxima rigidez com o menor uso de material posśıvel. Com isso, este tra-
balho trata brevemente da teoria da otimização topológica com a aplicação
do método de otimização implementado na rotina fmincon do scilab, e utili-
zando o Método SIMP para distribuição de material em uma viga isostática.

Palavras-chave: Otimização Topológica; Método SIMP; Viga Isostática.

1 Introdução

Otimização é uma área da matemática que se preocupa em encontrar os pontos de

mı́nimo e máximo da função, sendo eles locais ou globais dependendo da complexidade do

problema. De acordo com Luenberger e Ye (2016) existem diversos tipos de problemas que

podem ser analisados, como problemas irrestritos e problemas restritos. Karas e Ribeiro (2010)

formalmente apresentam que, otimização consiste em encontrar pontos de mı́nimo e máximo de

uma função real f sobre um conjunto Ω ⊂ Rn, escrito como

minimizar f(x)

sujeito a x ∈ Ω,

com Ω = {x ∈ Rn | h(x) = 0, g(x) ≤ 0}, h : Rn → Rp, g : Rn → Rq e f : Rn −→ R funções, em

geral, diferenciáveis.

Dessa maneira, pode-se escrever o problema de otimização como

min f(x)

s.a. g(x) ≤ 0

h(x) = 0.

1Estudante do 5� ano de Engenharia Civil
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Quando Ω ⊂ Rn dizemos que o problema é irrestrito, e caso contrário, restrito.

A otimização se encontra em uma área de intensa e extensiva pesquisa na engenharia

conhecida como Otimização Topológica. Zhu et al. (2021) afirmam que a Otimização Topológica

é um avançado método de projeto estrutural, em que a ideia é obter a configuração ótima da

estrutura com base na distribuição de material relacionada com as condições de cargas aplicadas,

performance e restrições.

A Otimização Topológica está voltada à obtenção da estrutura mais ŕıgida posśıvel e

sujeita a restrições, como por exemplo, o volume máximo de material (Senne, 2009; Sigmund,

1994). A partir disso, a estrutura é submetida a um conjunto de forças, e restrita a um domı́nio

que é dividido em elementos, em que cada elemento é associado a uma variável que indica se

contém ou não material.

2 O Problema de Otimização Topológica

Sigmund (1994) descreve que, a Otimização Topológica é um método computacional de-

senvolvido originalmente com o objetivo de obter uma estrutura mais ŕıgida posśıvel satisfazendo

certas condições, por exemplo, uma quantidade máxima de material. A estrutura a ser projetada

deve estar contida em um domı́nio Ω, sujeita a aplicações de forças externas e à imposição de

condições de contorno (apoios) responsáveis pela estaticidade da estrutura.

Cada um dos pontos desse domı́nio Ω pode ser vazio ou sólido. Contudo, considerando

termos computacionais, é extremamente complicado fazer com que cada ponto do domı́nio as-

suma apenas essas duas configurações. Por isso, para simplificar a resolução do problema, é

permitido que tais pontos assumam estágios intermediários entre vazio e sólido.

A rigidez de uma estrutura está associada ao conceito de flexibilidade média, de tal forma

que a estrutura mais ŕıgida corresponde àquela que apresenta menor flexibilidade. Portanto, a

formulação matemática de um problema de Otimização Topológica estrutural terá como objetivo

minimizar a flexibilidade média da estrutura, atendendo às restrições de volume do material e

garantindo que o corpo esteja em equiĺıbrio estático (Senne, 2009).

2.1 Método SIMP

Bendsøe (1989) apresenta que, durante a resolução do problema de Otimização To-

pológica, é preciso decidir em quais pontos do domı́nio Ω haverá material. Dessa maneira,

a topologia ótima pode ser representada por um função discreta χ(x), definida em cada ponto

x ∈ Ω como

χ(x) =

(
1, se x ∈ ΩD,

0, se x ∈ Ω/ΩD,
(1)

em que, ΩD ⊂ Ω é a região da estrutura onde há presença de material.
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Formalmente, o uso da função discreta dada pela Equação (1), torna mal condicionado o

problema numérico a ser resolvido, devido a mudança brusca do valor das variáveis de projeto.

Uma alternativa para evitá-lo é permitir que as variáveis de projeto assumam valores inter-

mediários entre 0 e 1, substituindo a função discreta (1) por um função cont́ınua ρ : Ω → [0, 1]

que represente a densidade do material em cada ponto x ∈ Ω. A introdução dessa função ρ

pode ser feita de maneira conveniente utilizando o método das densidades proposto por Bendsøe

(1989) denominado Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP).

Ao considerar uma função cont́ınua ρ para descrever a distribuição de material em Ω,

torna-se posśıvel a existência de regiões com densidades intermediárias, ou seja, densidades cu-

jos valores pertencem ao intervalo ]0,1[. O uso da função ρ permite encontrar um solução para

o problema de otimização topológica, mas dificulta a interpretação f́ısica da topologia ótima

encontrada para a estrutura, já que não será utilizado um material diferente em cada ponto

da estrutura para representar um valor de ρ entre 0 e 1. Assim, para evitar tal problema,

Bendsøe (1989) introduziu o Método das Densidades, ou Solid Isotropic Material with Penaliza-

tion (SIMP), em que, no lugar de ρ, utiliza-se ρp para controlar a distribuição de material, sendo

p > 1 um parâmetro de penalização responsável pela diminuição da ocorrência das densidades

intermediárias.

A Figura 1 ilustra o comportamento das densidades penalizadas com base no aumento

do fator p. Nota-se que a medida que o valor p aumenta, as densidades tendem a aproximar-se

de 0.

Figura 1: Efeito do aumento do fator de penalização p do método SIMP sobre as densidades.

Fonte: Senne (2009).

Rietz (2001) afirma que, quando a penalização das densidades é excessiva, ou seja, quanto

mais alto for o valor de p, o problema que antes era cont́ınuo fica cada vez mais próximo de um

problema discreto, o que acaba gerando instabilidade numérica oriunda da variação brusca dos

valores das densidades.
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2.2 Formulação do Problema

No método SIMP, o domı́nio Ω é discretizado em pequenos elementos retangulares. Com

cada elemento finito discretizador, assume-se que as propriedades do material são constantes e

isotrópicas e, sua densidade é variável. O SIMP penaliza as densidades intermediárias adotando

menores rigidezes, a fim de melhorar padrões binários na topologia (Wang e Zhang, 2016).

Considerando estruturas feitas de apenas um material e vazias, tem-se a básica suposição

de relação entre o tensor de rigidez E(x) e a densidade relativa do elemento x dada por

E(x) = (x)pEp > 1, (2)

com Ep o tensor de rigidez de um elemento sólido. Baseado na suposição da Formulação (2),

o problema de Otimização Topológica para o método SIMP em que a ideia é minimizar a

flexibilidade, pode ser escrito como

minimizar UTK(xp)U

sujeito a F = KU
V (x)
V0

= v

0 < xmin ≤ x ≤ 1,

(3)

onde x denota o vetor das variáveis de projeto, F é o vetor força global, K(xp) denota a matriz

de rigidez global calculada com o método SIMP, U sendo o vetor de deslocamentos global, V é

o volume do material, V0 é o volume do domı́nio do projeto e v é a fração do volume prescrito

(Wang e Zhang, 2016).

3 Método dos Elementos Finitos

De acordo com Teodoro (2023), o Método dos Elementos Finitos (MEF) foi desenvolvido

inicialmente por Courant (1943), no entanto, a expressão ”elementos finitos”surgiu com Clough

(1960). Tal método utiliza a divisão do domı́nio de integração, cont́ınuo, em um número de-

terminado e limitado de subdomı́nios (elementos finitos), sendo uma alternativa para resolver

equações diferenciais relacionadas a problemas f́ısicos envolvendo geometrias complexas (Abe,

2019; Assan, 2020; Bernardo, 2021).

O MEF inicia-se com a discretização do domı́nio Ω em subdomı́nios, em que, tal conjunto

de subdomı́nios é definido como malha. A geração da malha pode ser composta por diferentes

elementos, como triângulos e quadrados para elementos bidimensionais e, tetraedros e cubos

para elementos tridimensionais.

A escolha da quantidade de elementos que formarão a malha do domı́nio discretizado

Ωh depende da precisão exigida para a solução aproximada e da capacidade computacional dis-

pońıvel. Em geral, uma malha mais fina, ou seja, discretizada em vários subdomı́nios, apresenta

uma aproximação mais precisa, contudo, possui um custo computacional elevado. Em diversos

problemas, é necessário gerar uma malha não uniforme, aplicando um refinamento nas áreas do

domı́nio onde o grau de precisão deve ser mais elevado (Senne, 2009).
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Resumidamente, o MEF trata de discretizar o modelo em elementos, onde cada nó do

elemento possui graus de liberdade. Tais graus de liberdade são referentes a mobilidade do nó,

como rotação e translação no eixo. Com isso, é posśıvel encontrar seus deslocamentos, bem

como forças e tensões referentes ao modelo de estudo.

Tratando-se da viga isostática a ser estudada, a viga clássica de Messerschmitt-Bölkow-

Blohm (MBB), apresentada na Figura 2, a ideia é discretizar em elementos finitos, em que com

base no modelo SIMP, deve-se retirar uma porcentagem de material para encontrar a topologia

ótima.

Para isto, deve-se resolver o sistema de equações que representam o modelo f́ısico da

viga, como

F = KU (4)

onde F representa o vetor de forças, K representa a matriz de rigidez do material, sendo ela

rigidez elástica E e rigidez tangencial G, e U representa o vetor de deslocamentos, em que este

último é a incógnita do sistema.

Figura 2: Modelo de viga isostática implementada.

Fonte: Andreassen et al. (2011).

4 Tabuleiro de Xadrez e Filtro

Tendo o sistema de elementos finitos resolvido, o próximo passo é resolver o Tabuleiro

de Xadrez. De acordo com Sigmund (1994), o tabuleiro de xadrez é definido como uma região

de elementos vazios e sólidos alternados, dispostos em forma de um tabuleiro. Ademais, o

autor comenta que essa ”porosidade” não deve ser entendida como uma estrutura ótima, sendo

que ela está diretamente relacionada com as instabilidades numéricas devido a modelagem dos

elementos.

Sigmund (1994) menciona que existem diferentes maneiras de abordar o problema do

tabuleiro de xadrez. Em seu trabalho, o autor comenta sobre a utilização de métodos de

processamento de imagens para redução de rúıdos. Senne (2009) utiliza-se desses conceitos,

caracterizando o chamado filtro.

Brevemente, filtros são operadores matemáticos, mais especificamente um produto de

convolução entre uma função e a função das densidades (Bourdin, 2001). A ideia é que o

filtro atua em uma vizinhança de um elemento com um ćırculo de raio mı́nimo, alterando suas
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caracteŕısticas.

Neste trabalho, utiliza-se o filtro do vetor gradiente da função objetivo, proposto por

Sigmund (2001). Tal modelo é descrito pela substituição dos componentes do gradiente ∂f/∂xi,

realizado como
c∂f
∂xi

=
1

xi
P

j∈Bi
dHij

X

j∈Bi

dHijxj
∂f

∂xj
, i = 1, ..., n (5)

onde,

dHij =

(
rmin − sij , se j ∈ Bi

0, caso contrário,
(6)

em que as variáveis são, n que é o número de elementos discretizado pelo MEF, f que é a função

objetivo, Bi que é um ćırculo de raio rmin localizado no centro da viga i, sij que é a distância

euclidiana entre os elementos i e j, sendo que quanto mais próximo um elemento j está de seu

elemento central i maior é a atuação do filtro. Ressalta-se que dHij é um parâmetro que depende

exclusivamente das posições relativas entre os elementos, sendo, portanto, constante ao longo

das iterações.

5 Metodologia

Para a resolução do problema da viga isostática, foi realizada uma implementação na

linguagem de programação Scilab. A ideia, diferentemente de Andreassen et al. (2011) que

utilizou o critério de otimalidade, e de Senne (2009) que usou o método das asśıntotas móveis,

foi utilizar um método de otimização.

A implementação consta do uso de elementos finitos em que se resolve o sistema de

equações pelo método de Cholesky, bem como da resolução pelo método SIMP. Para realizar

a otimização, utilizou-se a bibliotecas fmincon 1.0.3 que trata de restrições multivariáveis não

lineares, implementando o método de pontos interiores. O algoritmo implementado pode ser

entendido pelo fluxograma apresentado na Figura 3.

Os dois experimentos realizados, que foram baseados nos de Andreassen et al. (2011),

consideraram dois tamanhos de malha diferentes, sendo o primeiro de 60×20 elementos e o

segundo de 150×50 elementos. A restrição de volume para cada um foi de 50%, a penalidade

foi p = 3. Já o raio mı́nimo do filtro, foi definido sendo 0.04 do valor de elementos no eixo x,

assim, para a primeira viga tem-se 2.4 e para a segunda 6.

Os modelos foram realizados em um computador com AMD Ryzen 7 4800 H with Radeon

Graphics 2.90 GHz, 16 GB de RAM e Windows 11 Home.
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Figura 3: Fluxograma do algoritmo implementado.

Fonte: Os Autores.

6 Resultados

Para o primeiro experimento, tem-se o apresentado na Figura 4. A função objetivo

atingiu um valor de 246.59 em 188 iterações e em 105 segundos. Ao comparar o resultado com

o de Andreassen et al. (2011), o valor obtido neste trabalho foi 5,22% maior.

Considerando o segundo experimento, é apresentado na Figura 5 o resultado. A função

objetivo em 727 segundos e em 288 iterações, obteve um valor de 246.59, sendo idêntico ao do

primeiro experimento. Em contrapartida, o modelo de Andreassen et al. (2011) obteve um valor

de 235.73, o que representa que o experimento deste trabalho foi 4,40% superior.
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Figura 4: Modelo de 60×20 elementos e raio 2.4.

Fonte: Os Autores.

Figura 5: Modelo de 150×50 elementos e raio 6.

Fonte: Os Autores.

Com base nos resultados, percebe-se que, com o aumento da malha de elementos finitos,

melhor discretizado fica o domı́nio de projeto. Contudo, como descrito por Senne (2009), ao

elevar o tamanho da malha, o que gera uma malha mais refinada, piora o gasto computacio-

nal. Isto pode ser percebido pelo fato de, a diferença de tempo entre o primeiro e o segundo

experimento, além do fato de o primeiro experimento consumir 275 MB de RAM e o segundo

experimento consumir 505 MB.

Complementa-se, que o trabalho de Andreassen et al. (2011) realizou mais um expe-

rimento, considerando uma viga de 300×100 elementos. Contudo, ao tentar implementar tal

modelo, o programa desenvolvido não foi capaz de resolver o sistema de equações lineares, pois

a matriz rigidez possui tamanho de (60802×60802), sendo incapaz de ser resolvido pelo compu-

tador utilizado. Ressalta-se que os modelos anteriores possúıam matriz de rigidez com tamanho

de (2562×2562) e (15402×15402), respectivamente.
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Curso de Matemática - UNIOESTE - Campus de Cascavel 26



Conclusões

Diante deste trabalho, pode-se concluir que a Otimização Topológica é um vasto campo

de estudo e aplicação, podendo possuir diversas variações de modelos com foco na resolução de

problemas, como apresentados nos estudos de Bendsøe (1989), Senne (2009), Andreassen et al.

(2011) e Wang e Zhang (2015).

Além disso, percebe-se que o código desenvolvido apresenta uma boa capacidade de

resolução do problema da viga isostática utilizando o método dos pontos interiores, pois leva a

pequenas diferenças aos resultados encontrados pelo trabalho de Andreassen et al. (2011), que

utilizou o método heuŕıstico conhecido por Critério de Otimalidade.

Proposta para trabalhos futuros

Com vista na implementação deseja-se melhorar o código, visto que este ainda está em

fase de desenvolvimento, implementando critérios de paradas, contagem de tempo e de iteração

precisas, além de expandir os modelos de filtros e criar uma interface gráfica.

E, visando a parte de pesquisa, aprimorar os problemas, expandindo para vigas engas-

tadas, vigas em L, vigas com furos, além de focar na implantação de um problema em três

dimensões.
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Resumo: Otimização de portifólio facilita a seleção de portifólios em uma
situação de mercado volátil. Neste trabalho, empregamos o modelo de Mar-
kowitz para distribuição de recursos em carteiras de investimentos.

Palavras-chave: Otimização; Portifólio.

1 Introdução

A Otimização é a área da Matemática que trata de problemas cujo interesse consiste em

encontrar pontos de máximo ou de mı́nimo de funções. Um problema de otimização consiste

em minimizar ou maximizar uma determinada função, f , denominada função objetivo, sujeita

a determinadas condições, denominadas restrições (RIBEIRO; KARAS, 2014). É usualmente

escrito na forma a seguir

minimizar f(x)

sujeito a x ∈ Ω.
(1)

Quando Ω, denominado conjunto viável é o espaço n−dimensional, o problema de otimização é

dito irrestrito.

Notando que −min(−f) = max(f), podemos dizer que um problema de maximização

é equivalente a um problema de minimização: maximizar f(x) equivale a minimizar −f(x).

Também vale notar que o problema de simultaneamente otimizar duas funções f(x) e g(x) pode

ser modelado como a otimização da função f(x) + g(x). De forma similar, maximizar f(x)

enquanto minimiza g(x) pode ser modelado como minimizar −f(x)+ g(x). Uma adição comum

a problemas de otimização com múltiplas funções é atribuir um peso diferente a cada função,

por exemplo

minimizar −f(x) + w · g(x)
sujeito a x ∈ Ω

(2)

onde w define o peso de g(x) em relação a f(x).

Neste trabalho temos interesse em resolver um problema do tipo (2), que é o modelo

proposto por Markowitz (1952) e que deu origem a série de pesquisas e avanços na área de

otimização de portifólios (GUNJAN; BHATTACHARYYA, 2022).

1Estudante do 3º ano de Ciência da Computação
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2 Modelo de Markowitz

Um problema no qual podemos aplicar otimização matemática é o do portifólio de inves-

timentos. Segundo Markowitz (1952), seleção de um portifólio consiste em dois estágios: estimar

a performance futura de certas ações, e em seguida, realizar as escolhas de investimento. O fator

principal na escolha de uma carteira é maximizar o retorno esperado enquanto minimiza o risco.

Após estimar o retorno esperado, o problema consiste, efetivamente em considerar uma seleção

de n investimentos, cada um com uma estimativa de retorno esperado Ri. O objetivo é distribuir

um valor total S, alocando uma fração Xi de S a cada investimento, de modo a maximizar o

retorno enquanto minimiza o risco.

Um problema de portifólio consiste em minimizar risco e maximizar retorno em função

de um valor investido Xi em cada ação i, ou seja,

minimizar − Retorno(X) + w · Risco(X)

sujeito a Xi ≥ 0 e
X

i

Xi = 1.
(3)

Consideramos como informação inicial uma amostra Ai = {ai1, · · · , aiT } de T taxas de retorno

de cada ação i, tomadas em um certo peŕıodo de tempo. A Tabela 1 mostra uma seleção de 8

ações, i = 1, · · · , 8, e seus valores de retorno ait, com t = 1, · · · , 22 amostras.

2
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Ano

US

3-Month

T-Bills

US Gov.

Long

Bonds

S&P

500

Wilshire

5000

NASDAQ

Composite

Lehman

Bros. Corp.

Bonds

EAFE Gold

1973 1,075 0,942 0,852 0,815 0,698 1,023 0,851 1,677

1974 1,084 1,020 0,735 0,716 0,662 1,002 0,768 1,722

1975 1,061 1,056 1,371 1,385 1,318 1,123 1,354 0,760

1976 1,052 1,175 1,236 1,266 1,280 1,156 1,025 0,960

1977 1,055 1,002 0,926 0,974 1,093 1,030 1,181 1,200

1978 1,077 0,982 1,064 1,093 1,146 1,012 1,326 1,295

1979 1,109 0,978 1,184 1,256 1,307 1,023 1,048 2,212

1980 1,127 0,947 1,323 1,337 1,367 1,031 1,226 1,296

1981 1,156 1,003 0,949 0,963 0,990 1,073 0,977 0,688

1982 1,117 1,465 1,215 1,187 1,213 1,311 0,981 1,084

1983 1,092 0,985 1,224 1,235 1,217 1,080 1,237 0,872

1984 1,103 1,159 1,061 1,030 0,903 1,150 1,074 0,825

1985 1,080 1,366 1,316 1,326 1,333 1,213 1,562 1,006

1986 1,063 1,309 1,186 1,161 1,086 1,156 1,694 1,216

1987 1,061 0,925 1,052 1,023 0,959 1,023 1,246 1,244

1988 1,071 1,086 1,165 1,179 1,165 1,076 1,283 0,861

1989 1,087 1,212 1,316 1,292 1,204 1,142 1,105 0,977

1990 1,080 1,054 0,968 0,938 0,830 1,083 0,766 0,922

1991 1,057 1,193 1,304 1,342 1,594 1,161 1,121 0,958

1992 1,036 1,079 1,076 1,090 1,174 1,076 0,878 0,926

1993 1,031 1,217 1,100 1,113 1,162 1,110 1,326 1,146

1994 1,045 0,889 1,012 0,999 0,968 0,965 1,078 0,990

Tabela 1: Retorno por dólar de cada um de oito investimentos. $1 investido em EAFE em

Janeiro de 1981, valia $0,977 em Dezembro. Adaptado e traduzido de Vanderbei (2014). Para

cada investimento i, ai1 é seu retorno em 1973, e ai22 seu retorno em 1994, com 22 amostras.

2.1 Estimativa de Retorno e Risco

A primeira e mais simples abordagem para estimativa do retorno é a média aritmética.

Poderia ser tomado como retorno esperado Ri

µ(Ai) =
1

T

TX

t=1

ait (4)

a média das amostras de taxa de retorno do investimento i. A Tabela 2 apresenta a média

aritmética dos retornos da Tabela 1.
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US

3-Month

T-Bills

US Gov.

Long

Bonds

S&P

500

Wilshire

5000

NASDAQ

Composite

Lehman

Bros. Corp.

Bonds

EAFE Gold

µ(Ai) 1,078 1,093 1,120 1,124 1,121 1,092 1,141 1,129

Tabela 2: Média aritmética dos retornos de cada investimento.

Um problema levantado por Vanderbei (2014) é a relevância de retornos mais antigos:

certamente o retorno de um investimento em 1973 é menos relevante que o retorno em 1994.

Para isso, é proposto o uso de uma média ponderada, onde retornos mais antigos têm peso

menor, atribuindo um peso pT−t a cada retorno ait, na forma

µp(Ai) =

PT
t=1 p

T−taitPT
t=1 p

T−t
(5)

onde p é alguma constante 0 < p < 1, chamada fator de desconto. Quanto menor p, menos

relevantes são os retornos mais antigos.

A Tabela 3 apresenta as médias aritméticas ponderadas dos retornos da Tabela 1, para

vários valores de p.

p

US

3-Month

T-Bills

US Gov.

Long

Bonds

S&P

500

Wilshire

5000

NASDAQ

Composite

Lehman

Bros. Corp.

Bonds

EAFE Gold

0,5 1,043 1,027 1,066 1,065 1,083 1,036 1,112 1,017

0,7 1,050 1,072 1,099 1,099 1,122 1,066 1,113 1,011

0,9 1,069 1,103 1,128 1,129 1,136 1,092 1,144 1,053

1,0 1,078 1,093 1,120 1,124 1,121 1,092 1,141 1,129

Tabela 3: Média aritmética ponderada dos retornos para diferentes valores de p. Note que para

p = 1, 0, todos os pesos são iguais e a média ponderada equivale a média simples.

Um segundo problema levantado é com o uso de somas para as médias. Se um investi-

mento exibiu uma taxa de retorno de 2, 0 seguido de uma taxa 0,5, segundo a média aritmética,

o retorno médio foi de 1
2(2, 0 + 0, 5) = 1, 25, porém o retorno por real investido nesse peŕıodo

de tempo seria 1, 00, visto que 1, 00 · 2, 0 · 0, 5 = 1, 00. Com isso, é fácil chegar à conclusão que

algum tipo de média geométrica seria mais precisa. Com retornos 2, 0 e 0, 5, a média geométrica

(2, 0 ·0, 5) 1
2 = 1. Vanderbei (2014) propõe a média geométrica ponderada como retorno esperado

de um investimento

Ri = exp

 PT
t=1 p

T−t ln aitPT
t=1 p

T−t

!
(6)

com o mesmo peso pT−t atribuido a cada amostra. A Tabela 4 apresenta as médias geométricas

ponderadas das amostras apresentadas na Tabela 1 para diferentes valores de p.
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p

US

3-Month

T-Bills

US Gov.

Long

Bonds

S&P

500

Wilshire

5000

NASDAQ

Composite

Lehman

Bros. Corp.

Bonds

EAFE Gold

0,5 1,043 1,017 1,063 1,061 1,071 1,033 1,101 1,014

0,7 1,050 1,063 1,094 1,093 1,106 1,063 1,096 1,005

0,9 1,068 1,093 1,120 1,120 1,117 1,089 1,122 1,029

1,0 1,078 1,083 1,107 1,109 1,098 1,089 1,118 1,085

Tabela 4: Média geométrica ponderada dos retornos para diferentes valores de p.

Com isso, temos uma forma de representar a primeira parte do problema: o retorno

esperado de um portifólio é a soma dos produtos das frações Xi investidas em cada investimento

i,

Retorno(X) =
nX

i=1

Xi ·Ri (7)

com seu retorno esperado Ri igual à média geométrica ponderada de seus retornos anteriores.

Definimos o risco de uma carteira em função de X como a variância da soma ponderada

de variáveis aleatórias, tomando X como o conjunto de pesos e os retornos anteriores de cada

investimento i como amostras das variáveis aleatórias

Risco(X) =

nX

i=1

nX

j=1

Xi ·Xj · Cov(Ai, Aj) (8)

definindo Cov(Ai, Aj) como a média aritmética ponderada dos produtos dos desvios das amostras

em relação ao retorno esperado,

Cov(Ai, Aj) = µp [(Ai −Ri) · (Aj −Rj)] (9)

empregando o mesmo valor de p.

Finalmente, podemos escrever a definição do problema de otimização de portifólios por

extenso:

minimizar −
nX

i=1

Xi ·Ri + w ·
nX

i=1

nX

j=1

Xi ·Xj · µp [(Ai −Ri) · (Aj −Rj)]

sujeito a Xi ≥ 0 e
X

i

Xi = 1.

(10)

Com dois parâmetros de livre escolha: o fator de desconto p, que determinará a importância de

retornos mais antigos, e o peso w, que representa o peso do risco em relação ao retorno estimado.

Quanto menor p, menos relevantes são as amostras antigas, e quanto menor w, mais risco pode

ser tomado na escolha da carteira.

3 Resultados

O modelo foi implementado e testes foram realizados em ambiente Python 3.10.12,

com biblioteca SciPy 1.8.0. O método de otimização escolhido foi SLSQP, ou Programação

5
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Quadrática Sequencial, e, utilizando fator de desconto p = 0, 9, foram obtidos resultados si-

milares aos apresentados por Vanderbei (2014). A Tabela 5 apresenta carteiras viáveis para

diferentes valores de w.

w

US

3-Month

T-Bills

US Gov.

Long

Bonds

S&P

500

Wilshire

5000

NASDAQ

Composite

Lehman

Bros. Corp.

Bonds

EAFE Gold Retorno Risco

0,0 1,000 1,120 0,052

0,1 0,306 0,274 0,420 1,120 0,023

1,0 0,877 0,123 1,120 0,018

2,0 0,039 0,548 0,323 0,090 1,110 0,010

4,0 0,494 0,258 0,187 0,061 1,090 0,003

8,0 0,714 0,117 0,123 0,046 1,080 0,001

1024,0 0,934 0,015 0,022 0,022 0,007 1,070 0,001

Tabela 5: Valor investido em cada carteira viável, para diferentes valores de w. Campos vazios

representam $0 investido.

4 Conclusão

Diante deste trabalho, podemos concluir que métodos de otimização podem ajudar na

tomada de decisões referente a distribuição de recursos em carteiras de investimento. Como

apresentado nos estudos de Gunjan e Bhattacharyya (2022), o campo de pesquisa é vasto, e

diversas técnicas e algoritmos mais sofisticados se mostram úteis na otimização de portifólios.
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Resumo: Este artigo tem o intuito de apresentar de forma introdutória
o uso da ferramenta Unity, desde sua interface, até as propriedades dos
objetos utilizados para a criação de um jogo. Há também neste artigo,
um tutorial passo a passo para a criação de um jogo simples, demons 
trando a aplicação prática dos conteúdos abordados.
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1. Introdução
A medida com que a tecnologia avança, fica cada vez mais fácil e acessível co 

meçar a aprender o desenvolvimento de jogos. Programas como a Unity, estão se tor 
nando cada vez mais intuitivos, e assim facilitando a entrada de quem sempre gostou
de jogos, porém nunca teve nenhuma experiência como desenvolvedor.

Este artigo apresentará uma visão geral dos principais elementos da Unity, uma
game engine focada na criação de jogos 3D, e discutirá suas características e funciona 
lidades. A interface da Unity será o ponto de partida deste artigo. Depois iremos enten 
der as propriedades dos objetos utilizados para a criação de um jogo e discutir como a
Unity apresenta se como uma ferramenta de grande potencial para desenvolvedores de
jogos, com um passo a passo da criação de um jogo simples.

2. Unity
A Unity é uma game engine que possibilita a criação de jogos 2D e 3D, tendo

suporte a linguagem C# para desenvolver scripts. Ela começou a ser comercialmente
utilizada em 8 de junho de 2005 na versão 1.0, apenas para o sistema MacOS. Atual 
mente está fornecendo suporte para Windows, MacOS e Linux (Ubuntu e CentOS), na
versão 2023. A Unity passou por algumas modificações na numeração de suas versões.
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Após a versão 1.0 vieram outras como a 2.0, 3.0, 4.0 e 5.0. Porém, em 2017 a Unity Te 
chnologies decidiu mudar o modo com que é dado o nome das versões, fazendo com que
as versões da Unity recebessem o a numeração de acordo com o ano que elas foram lan 
çadas, como 2017, 2018, 2019 e assim sucessivamente até chegar na versão atual, a
2023.2.18f1. Contudo, a Unity Tecnologies já registrou a documentação da próxima ver 
são como sendo a Unity 6.0, o que indica que a numeração de versões voltará a seguir o
antigo padrão.

Os pilares fundamentais do desenvolvimento de jogos em Unity são as Scenes
(Cenas), os GameObjects (Objetos de jogo) e os Components (Componentes). A junção
desses elementos é o que dá vida ao jogo. O estudo sobre a engine unity teve como base
a documentação oficial, que pode ser consultada em (UNITY TECNOLOGIES, 2023).

A seguir veremos os principais elementos da engine Unity, onde nela um jogo é
programado com base em três coisas essenciais: as cenas, que contêm os GameObjects, e
os componentes, que podem ser anexados aos GameObjects. Mas para conseguir utilizar
a engine, é importante saber sobre sua interface, que também será explicada, assim co 
mo os principais componentes que podem ser usados na criação de um jogo.

2.1. Visão geral dos principais elementos

2.1.1. Scenes
Uma scene (cena) é um espaço tridimensional para inserir, posicionar, rotacionar e rees 
calar objetos. Cenas são usadas para criar fases, menus dentre outras coisas. Um jogo
simples pode ser feito em apenas uma cena, porém algo mais complexo pode ter quan 
tas cenas forem necessárias. Um jogo normalmente é composto por várias cenas, que
são carregadas durante a execução do jogo, e descarregadas conforme não são mais uti 
lizadas.

2.1.2. GameObjects
O conceito de GameObject é muito importante na Unity. Todos os objetos presentes em
uma cena são GameObjects, e eles servem de receptáculo para os componentes.

2.1.3. Components
Os components (componentes) são o que dão propósito aos GameObjects, pois com eles
anexados, o objeto adquire determinadas propriedades que podem ser editadas e defi 
nem um comportamento específico. Um GameObject recém criado, terá apenas o com 
ponente Transform, que será explicado mais a diante.
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2.2. Interface

A interface da game engine Unity é bastante customizável, dos diferentes painéis
que podem ser exibidos na interface, seis se destacam pela importância.

2.2.1. Scene
Na janela scene é onde se constrói o jogo, lá pode ser visualizado como está ficando a
cena que estiver aberta, assim como pode ser modificada esta cena, como foi dito ante 
riormente.

2.2.2. Hierarchy
Na aba hierarchy estarão listados todos os GameObjects que estão presentes na cena,
sendo possível criá los e modificá los.

2.2.3. Game
Ao apertar no botão “Play” no topo da tela, a Unity carregará a cena que estiver aber 
ta, no modo jogo. Na janela game será possível jogar e verificar como o jogo está fican 
do, na visão do jogador.

2.2.4. Project
Na janela Project são mostrados os arquivos do seu projeto, e novos arquivos devem ser
adicionados lá para serem utilizados. Os arquivos mostrados na janela Project, são ar 
quivos do computador na qual a Unity está instalada, referentes ao projeto que estiver
aberto. Dentre os arquivos poderão ter cenas, modelos 3D, scripts, animações, imagens,
sons etc.

2.2.5. Console
Em console, aparecem notificações de avisos ou erros sobre algo do projeto, sendo mui 
to importante para identificar algo que não está funcionando, ou que pode gerar algum
problema.

2.2.6. Inspector
Ao selecionar algum GameObject, será possível visualizar na aba inspector quais com 
ponentes estão anexados ao objeto, adicionar novos ou modificar seus parâmetros.
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2.3. Principais componentes

Como visto anteriormente, componentes são peças fundamentais na Unity. Den 
tre todos os componentes existentes, alguns se destacam por serem muito usados, como:

2.3.1. Transform
Transform é o único componente que já vem atrelado a um GameObject, ele guarda a
posição, rotação, escala e estado parental de um objeto. Não é possível ter um Game 
Object sem um componente Transform. A posição, rotação e escala são guardas em va 
riáveis x, y e z, sendo a posição guardada em coordenadas do espaço tridimensional, a
rotação é medida em graus, e a escala vem como padrão em 1, para um objeto no seu
tamanho normal, caso queira dobrar o objeto de tamanho, é possível fazer isto apenas
mudando as variáveis x, y e z para 2. E por último, o estado parental guarda informa 
ções sobre o componente Transform do objeto pai, caso ele exista, se não existir, as me 
didas serão calculadas de acordo com o espaço mundial. Logo, se um objeto que seja pai
de outro mudar de posição, seu filho o acompanhará, o mesmo acontece em relação a
rotação e escala. Para tornar um objeto filho de outro, basta selecionar o objeto filho na
janela hierarchy, e arrastá lo para o objeto pai.

2.3.2. Rigidbody
É um componente que permite que o GameObject aja sobre o controle da física, poden 
do receber forças para que o objeto se mova de forma realista. Um GameObject deve
conter um Rigidbody para ser influenciado pela gravidade, ou por forças adicionais.
Dentro do componente Rigidbody na janela Inspector, é possível ver e alterar algumas
propriedades, como massa, arrasto angular, usar gravidade, congelar rotação e posição,
entre vários outros.

2.3.3. Collider
Collider (colisores) são componentes que a Unity usa para lidar com a colisão entre ob 
jetos. Eles definem a forma de um objeto para fins de colisão física. Colisores são invi 
síveis, e um objeto não precisa ter a forma exata de um colisor, um cubo pode ter um
colisor em formato esférico, porém fisicamente o cubo teria a capacidade de rolar, o que
seria um comportamento atípico. Nem sempre objetos precisam de um colisor do exato
formato do objeto. Por exemplo, se um jogo se passa em uma floresta com centenas de
árvores, seria muito custoso computacionalmente cada árvore ter um colisor no exato
formato dela, incluindo o tronco e centenas de folhas. Nesses casos pode ser usado um
colisor primitivo (que são os colisores mais simples) em formato de capsula, no tronco
da árvore, assim o jogador não atravessa o tronco e nem perceberá que a colisão está
sendo feita de um modo mais simples.
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2.3.4. Character Controller
Character Controller é usado para o controle de jogadores em terceira ou primeira pes 
soa, e não faz o uso da física do Rigidbody. É simplesmente um colisor em forma de
cápsula que pode se movimentar em alguma direção, a partir de um script.

2.3.5. Camera
As câmeras permitem que o jogador consiga ver o jogo, pois elas capturam o mundo da
cena e exibem na tela. Uma cena pode ter infinitas câmeras, sendo possível alternar en 
tre elas, mover de posição, ou simplesmente ser acopladas ao personagem do jogador,
para que ele veja o que está fazendo.

2.3.6. Scripts
Scripts são componentes totalmente personalizáveis. Após criar um script anexado a
um GameObject, pode se abri lo e programar qualquer comportamento que desejar, na
linguagem C#. Por exemplo, um personagem pode ter um script chamado “atirar”, e
dentro desse script é escrito que ao ser pressionado o botão esquerdo do mouse, uma
esfera será instanciada a partir do personagem, e será gerada sobre ela uma força, fa 
zendo com que a esfera seja disparada para onde o personagem está direcionado.

2.3.7. Light
Clicando com o botão direito na janela Hierarchy, e clicando em “Light”, pode se criar
vários tipos de luzes, que são GameObjects com o componente Light. Uma delas é a
Directional Light, que simula a luz do sol ou uma fonte de luz distante. A posição deste
objeto não importa, apenas a direção da luz, por isso todos os objetos são iluminados de
maneira igual na cena.

2.3.8. Audio Source
O Audio Source permite que um objeto emita sons, músicas ou qualquer tipo de áudio.
É importante lembrar, que para isto funcionar, é necessário ter um outro componente
chamado Audio Listener dentro de algum objeto na cena, pois sem ele, não será possí 
vel escutar nenhum som.

2.3.9. Animator
Animator é o componente responsável por atribuir animações a um GameObject, como
fazer um personagem andar e pular. Para funcionar, o Animator precisa de um Anima 
tor Controller, que define qual clipe de animação deve ser usado, em cada momento
específico.
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2.3.10. Particle System
O Particle System (Sistema de Partículas) permite criar efeitos, simulando o compor 
tamento de entidades fluidas como líquidos, nuvens e chamas. São basicamente geradas
e animadas várias imagens 2D que formam as partículas.

3. Criando um jogo

Para criar um jogo simples, utilizando os conceitos abordados, primeiro é neces 
sário instalar a Unity. O programa Unity hub pode ser baixado acessando a página
da web https://unity.com/pt/download, ele serve para gerenciar os projetos criados
na Unity.

Abrindo o Unity Hub, haverá uma janela chamada “Installs”, nela é possível ins 
talar alguma versão do editor Unity. Com uma versão instalada, indo na janela
“Projects”, terá um botão escrito “New Project”, que ao clicar nele pode se escolher
algum template de jogo, ou seja uma base de jogo. Escolhendo a base 3D, e a versão
do Editor, o usuário pode criar o projeto clicando no botão “Create Project”.

Após criado, o projeto começara a carregar. Quando carregado, seguiremos os
seguintes passos:
· Vá a janela “Hierarchy”.
· Clique com o botão direito em um espaço vazio.
· Selecione “3D Object”.
· Clique em “Cube”.
· Renomeie ele para “chão”.

Seguindo estes passos, haverá um cubo na cena, ele será o chão, porém precisa
ser maior. Para fazer isto:

· Clique no GameObject Cube em Hierarchy.
· Vá até a janela Inspector, e encontre o componente Transform.
· Em “Scale”, modifique as variáveis x e z para o valor 50.

Isto redimensionará o cubo, que agora terá 50 unidades de largura e de compri 
mento. Com o chão pronto, é preciso ter um personagem controlável. Para isso será
criado um script, da seguinte maneira:

· Na janela Project, abra a pasta “Assets”.
· Na pasta, clique com o botão direito e selecione “Create”.
· Escolha “C# script”.

Este arquivo será responsável pelo comportamento do personagem. Com um du 
plo clique no arquivo, ele será aberto em alguma ferramenta de edição de código. O
software Visual Studio é recomendado. Com o script aberto, percebe se que já há
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conteúdo escrito nele. Há uma classe publica, com o mesmo nome do arquivo, e
dentro desta classe existem dois métodos, Start e Update.

O método Start é chamado pela Unity antes do início do jogo, ou seja, antes da
função Update ser chamada pela primeira vez. É ideal para colocar funções que só
precisam ser chamadas uma vez durante a execução do jogo.

Já o método Update será o local para colocar funções que podem ser chamadas a
qualquer momento do jogo, ou que precisam ser executadas a todo momento.

Escrevendo um simples script de movimentação:

Figura 1: Script de Movimentação
Fonte: Produção própria

Agora, é preciso um GameObject para anexarmos o Script, será a “Main Came 
ra”. Clicando nela na janela Hierarchy, as informações sobre os componentes dela
aparecerão na janela Inspector, lá é possível clicar em “Add Component”, pesquisar
pelo nome do script criado (que caso não tenha sido alterado, terá o nome de
“NewBehaviourScript.cs”), dar um duplo clique nele, e assim ele estará anexado a
câmera. Com o script, só é preciso de um Character Controller, que pode ser ane 
xado do mesmo modo, apenas pesquisado por “Character Controller”. Para garan 
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tir que o “personagem” não caia diretamente do chão criado anteriormente, é inte 
ressante colocar a posição da Main Camera em 0 para x e z, e em 1 para y. Por fim
será salvo o projeto com o atalho Ctrl + s, e apertado o botão de “Play” no topo
da tela. Agora é possível testar a movimentação do personagem pelo chão, com as
teclas w, a, s d, porém como não há paredes, ele pode cair da plataforma.

O jogo está muito simples, iremos incrementar um sistema de disparos para po 
der acertar algo. Primeiramente, vamos fazer alguns alvos. Primeiro será criado um
material, para dar cor aos objetos, seguindo os seguintes passos:

· Clique em Project.
· Na pasta Assets, Clique com o botão direito.
· Clique em Create.
· Escolha Material.
· Renomeie o Material como “alvo”.
· Clique no material.
· Na janela inspector, há uma barra branca, indicando a cor do Material, cli 

que nela.
· Escolha a cor vermelha.

Com a cor pronta, agora é preciso do alvo em si, para fazer isso, crie um cubo, e
com ele selecionado arraste o material na janela Inspector, assim o cubo se tornará
vermelho. Além disso, adicione o componente Rigidbody ao cubo, para ele poder ser
influenciado pela gravidade. Duplique o cubo quantas vezes quiser, clicando nele e
apertando o atalho Ctrl + d. Agora temos vários cubos ocupando o mesmo espaço,
para arrumar isto, clique em um cubo pela janela Hierarchy, pressione a tecla w,
assim o cubo selecionado poderá ser arrastado pelo gizmo, que é representado por
três setas, “puxe”, a seta verde para cima, para empilhar os cubos. Faça isto com
todos os cubos criados, até obter uma pilha de cubos. Se a pilha não estiver posicio 
nada em cima do chão, crie um GameObject selecionando Create empty em Hierar 
chy, renomeie ele como “alvos”, ele será o objeto pai de todos os cubos. Selecione
todos os cubos na janela Hierarchy segurando a tecla Ctrl e clicando em um por
um, e arraste para dentro do GameObject alvos. Agora é possível mover todos os
cubos ao mesmo tempo, selecionando o objeto “alvos”, apertando w, e movendo ele
com as setas.

O jogo agora tem alvos para serem derrubados, porém faltam algo para ser ati 
rado neles. Crie uma esfera e coloque o Material criado anexado a ela, assim como
o componente Rigidbody. Agora arraste o GameObject dela para a janela Project,
dentro da pasta Assets. Assim é criado um Prefab. Prefabs são objetos pré fabrica 
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dos que podem ser usados para serem instanciados mais tarde. Delete a esfera que
está na cena, ela não é mais necessária.

O próximo passo é criar um script para atirar as esferas. Crie um script, reno 
meie ele como “atirar.cs”, e anexe ele ao objeto Main Camera. Abra o script e es 
creva o código:

Figura 2: Script de instanciação
Fonte: Produção própria

Após escrever, vá no componente atirar.cs e arraste o Prefab da esfera para o
campo “bala”. Feito isso, falta que a esfera se mova quando ela for instanciada, é
preciso gerar uma força que empurre ela para frente. Para fazer isto, crie um script
chamado “bala.cs” e digite o seguinte código:

Anais da XXXVII Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Figura 3: Script de disparo
Fonte: Produção própria

Com o código salvo, arraste o script para dentro do Prefab da esfera, que foi cri 
ado anteriormente, assim o comportamento da esfera será influenciado pelo script.

Por fim, posicione o “personagem” (Main Camera) na frente da pilha de blocos,
salve o projeto e aperte em “Play”. Agora é possível controlar o personagem com as
teclas w, a, s, d, além de atirar esferas pressionando a tecla espaço. Mire com a mo 
vimentação do personagem e tente derrubar a pilha de blocos.

Estes conceitos básicos abordados na criação deste jogo extremamente simples,
formam a base para se desenvolver jogos muito mais complexos na engine Unity,
que é uma ferramenta poderosa e flexível para criar jogos dos menores e rápidos,
aos mais longos, com recursos mais avançados, cheios de conteúdo, com gráficos re 
alistas, física mais complexa e até mesmo utilizar Inteligências Artificiais. A ideia
deste protótipo de jogo foi inspirada pelo livro (GOLDSTONE, 2009).

Conclusões

A Unity é uma ferramenta poderosa para a criação de jogos, pois é fácil apren 
der o básico, o que ajuda muito iniciantes na área de programação de jogos, mas su 
as funções podem ir muito além, dependendo da necessidade do desenvolvedor. Por 
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tanto, a Unity é uma boa escolha para aqueles que querem ingressar no desenvolvi 
mento de jogos, devido a sua simplicidade e poder gráfico.
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Resumo: Este artigo apresenta uma revisão bibliográfica de modelos discre-
tos de distribuição de probabilidade, dentre eles: Bernoulli, Binomial, Poisson
e Skellam. Cada modelo é detalhado por meio de exemplos e são discutidas
propriedades fundamentais, como esperança e variância, destacando algumas
de suas aplicações práticas. Além disso, são fornecidas implementações em
R para facilitar a compreensão e aplicação dos modelos.
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1 Introdução

De acordo com Viali (2020), a noção de probabilidade emerge dos antigos jogos de dados,

como o Tali ou o “jogo do osso”, praticados com astrálagos - artefatos que precedem os dados

modernos, feitos de ossos de animais e possúıam quatro faces distintas. Por meio destes artefatos,

apostas e tentativas de predizer o futuro eram feitas.

Hoje em dia, a teoria das probabilidades é uma ferramenta fundamental em diversas

áreas do conhecimento, desde a f́ısica e a estat́ıstica até a economia e a biologia. Segundo

Teixeira e Morgado (2011) ela proporciona um arcabouço matemático para entender e quantificar

a incerteza em eventos aleatórios. Adicionalmente, ela é a base de importantes métodos de

inferência estat́ıstica (TRIOLA, 2011).

Dentro desse vasto campo, as distribuições de probabilidade desempenham um papel cru-

cial, fornecendo modelos matemáticos que descrevem o comportamento de variáveis aleatórias em

estudo. Ferreira (2009) lembra que conhecer os modelos e seus aspectos, intŕınsecos e extŕınsecos,

permite ao investigador cient́ıfico ter uma visão clara da forma como usá-los adequadamente;

além disso, ajuda no processo de escolha do modelo mais adequado para se estudar um fenômeno

e qual se aproxima mais da situação real de investigação.

Uma distribuição pouco conhecida, porém extremamente útil em diversos contextos, é

a distribuição de Skellam. Segundo Santos (2019), ela é utilizada em situações que envolvem a

diferença entre contagens de eventos independentes.

Neste trabalho, faremos uma investigação sobre modelos de distribuição de probabilidade

discretos, como Bernoulli, Binomial, Poisson e Skellam, explorando seu embasamento teórico,

suas aplicações e seus papéis na análise de eventos discrepantes.

1
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Por fim, apresentaremos implementações computacionais em linguagem R para cada

distribuição de probabilidade apresentada, com o intuito de fornecer uma compreensão mais

prática e aplicada das distribuições de probabilidade discutidas.

2 Materiais e métodos

Os materiais utilizados durante o estudo foram materiais bibliográficos relacionados com

o trabalho em questão.

Como metodologia, foram constrúıdos exemplos didáticos assumindo eventos indepen-

dentes com probabilidade de sucesso (p) igual a 20%; realização de até 10 eventos (n); médias

iguais a 2 e 1 (λ = λ1 e λ2, respectivamente).

Os cálculos e gráficos das probabilidades foram desenvolvidos no software R (R Core

Team, 2023) e a programação é apresentada no texto.

3 Discussão - Modelos discretos de probabilidade

A probabilidade é um ramo da matemática dedicado ao estudo de eventos impreviśıveis

ou aleatórios (LIPSCHUTZ, 1993). Por exemplo, ao lançar uma moeda em uma competição, é

certo que ela cairá, mas não se pode garantir com precisão qual face estará voltada para cima.

Assim, os resultados do fenômeno podem ser representados por uma variável aleatória, aqui

denominada de X. Logo, se assumirmos que X é o resultado ao lançar uma moeda. Então, X =

cara ou X = coroa.

De acordo com Fatoretto (2022), os modelos probabiĺısticos simplificam a representação

dos dados ao mesmo tempo em que revelam suas propriedades essenciais. Ao analisar a distri-

buição de probabilidade associada a uma variável aleatória, é posśıvel obter informações sobre

suas caracteŕısticas centrais e sua dispersão, como a média e a variância. Dessa forma, é viável

alcançar uma compreensão mais aprofundada da variável de interesse e de todo o processo em

questão.

Nos modelos discretos de probabilidade, a variável em estudo é uma variável aleatória

discreta. Essa tem um número finito de valores (resultados posśıveis) ou uma quantidade

enumerável. Sua média é entendida como um valor esperado no modelo e é calculado como:

E(X) =
X

x

x.P (X = x), dado que x são os posśıveis resultados apresentados pelo fenômeno

e P (X = x) é a probabilidade. Já a variância é calculada como: V ar(X) = E(X2) − E(X)2,

sendo E(X2) =
X

x

x2.P (X = x) (TRIOLA, 2011).

A seguir são apresentados alguns modelos discretos.
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3.1 Distribuição de Bernoulli

Segundo Maciel (2023), experimentos que admitem apenas desfechos, sucesso e falha, e

são conhecidos como Arranjo de Bernoulli. O sucesso é o que se procura identificar, por exemplo,

ao observar se há defeitos em itens. Se um item selecionado aleatoriamente apresenta defeito, isso

seria considerado um resultado de “sucesso”(embora não indique algo necessariamente positivo).

Outros exemplos podem ser se uma venda ocorre ou não; se um cliente é solvente ou inadimplente;

se a cura para uma determinada doença será obtida.

Por convenção, o resultado de não interesse, falha, é indicado com X = 0. Já nos

resultados de sucesso tem-se X = 1. Logo, por definição, tem-se que a função de probabilidade

da distribuição de Bernoulli é dada por:

P (X = x) =




p para X = 1 (sucesso)

q = 1− p para X = 0 (fracasso)

em que p corresponde a probabilidade de sucesso e q é a probabilidade de fracasso. Esse modelo

também pode ser escrito como:

P (X = x) = px(1− p)1−x, tal que x = {0, 1}.

A Figura 1 ilustra a distribuição dado que p = 0, 2. Note que a probabilidade do fracasso

é maior (q = 0, 8 = 80%).

Figura 1: Distribuição de Bernoulli assumindo p=20%.

Na distribuição de Bernoulli, a variável X pode ser representada como X ∼ Ber(p),

sendo que a média é E(X) = 0.P (X = 0) + 1.P (X = 1) = P (X = 1) = p e a variância é

V ar(X) = p− p2 = p.q.

3
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3.2 Distribuição Binomial

Segundo Silva (2023), a distribuição binomial representa a probabilidade do número de

sucessos resultantes de uma quantidade espećıfica de tentativas, sendo caracterizada por ter

um espaço amostral finito. Cada tentativa tem apenas dois resultados posśıveis (sucesso ou

fracasso) e os eventos são independentes. Assim, esse modelo também pode ser apresentado

como n eventos de Bernoulli.

Por exemplo: em cinco clientes atendidos, quatros efetuarem a compra; em 1.000 peças

fabricadas o resultado da situação da produção (defeito ou não das peças); número de caras

obtidas ao lançar uma moeda honesta 3 vezes.

Em casos com menor número de situações (eventos de Bernoulli), é viável apresentar os

resultados por meio da árvore de possibilidades. Assim, se o interesse for analisar o número de

caras obtidas em três lançamentos de uma moeda não viciada (X). Então, note pela Figura 2 que

x = 0, 1, 2, 3. Logo, assumindo que os eventos são independentes e a moeda é não viciada, tem-se

que P (Cara) = P (Coroa) = 1/2. Portanto: P (Cara, Cara, Coroa) = P (Cara, Coroa, Cara) =

P (Coroa, Cara, Cara) = P (Coroa).P (Cara).P (Cara) = 1
2 .

1
2 .

1
2 = (12)

3. Consequente-

mente, P (X = 2) = P ([Cara, Cara, Coroa] ou [Cara, Coroa, Cara] ou [Coroa, Cara,Cara] =

P (Cara, Cara, Coroa + P (Cara, Coroa, Cara + P (Coroa, Cara,Cara = 3.P (Coroa).P (Cara)2 =

3.(12)
3

1º lançamento

cara

coroa

2º lançamento

cara

coroa

cara

coroa

3º lançamento

cara

coroa

cara

coroa

cara

coroa

cara

coroa

Resultados

={Cara, Cara, Cara}

={Cara, Cara, Coroa}

={Cara, Coroa, Cara}

={Cara, Coroa, Coroa}

={Coroa, Cara, Cara}

={Coroa, Cara, Coroa}

={Coroa, Coroa, Cara}

={Coroa, Coroa, Coroa}

Figura 2: Fluxograma apresentando a árvore de possibilidades ao lançar três vezes uma moeda.

Neste caso, o modelo probabiĺıstico é apresentado na Tabela 1.
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Tabela 1: Distribuição de probabilidade do evento X= quantidade de caras obtidas no

lançamento de três moedas não viciadas.

X P (X = x)

0 [P (Coroa)]3 = (12)
3

1 3.[P (Coroa)]2.P (Cara) = 3.(12)
3

2 3.P (Coroa).[P (Cara)]2 = 3.(12)
3

3 [P (Cara)]3 = (12)
3

Generalizando, a função de probabilidade da distribuição binomial é definida como:

P (X = x) = Cn
p .p

x.qn−x =
n!

(n− x)!x!
.px.qn−x

em que p é a probabilidade de sucesso, q é a probabilidade de fracasso, n é o número de tentativas

e x é a quantidade de sucessos observada nas n tentativas, ou seja, x = 0, 1, 2, 3, ..., n.

Logo, se realizarmos 10 vezes um experimento independentes de Bernoulli, com proba-

bilidade de sucesso igual a 20%, obteremos os resultados apresentados na Figura 3. Note que

o resultado que tem maior probabilidade de ocorrer é o X = 2, mas todos os valores de 0 a 10

apresentam algum resultado, mesmo que próximo a 0 (P (X = 10) = 0, 210).

Figura 3: Distribuição Binomial para p=20%.

Para uma distribuição binomial genérica, temos que o valor esperado E(X) = n.p. Já a

variância será n.p.q. Logo, no caso apresentado na Figura 3, E(X) = 10.0, 2 = 2 e V ar(X) =

5
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10.0, 2.0, 8 = 1, 6.

Uma implementação no R para gerar o gráfico da distribuição binomial é:

1 # Definir o número de ensaios

2 n <- 10

3

4 # Definir a probabilidade de sucesso

5 p <- 0.2

6

7 # Calcular as probabilidades para diferentes valores de x

8 x <- 0:n

9 probabilidades <- dbinom(x, size = n, prob = p)

10

11 # Plotar o gr áfico da distribui ç~ao binomial

12 plot(x, probabilidades , type = "h", lwd = 2, col = "red", xlab = "x",

ylab = "P(X=x)")

13

14 # Adicionar linhas de grade para facilitar a visualiza ç~ao

15 grid()

16

17 # Adicionar nú meros de x no eixo x

18 axis(1, at = x, labels = x)

3.3 Distribuição de Poisson

Conforme destacado por Crespo (2002), a distribuição de Poisson modela eventos

aleatórios que ocorrem a uma taxa média conhecida; porém de maneira independente. Esta

mostra-se particularmente útil em situações nas quais há interesse em contabilizar o número de

eventos que ocorrem dentro de um intervalo espećıfico de tempo ou espaço. Confome destacado

por Silva (2023), essa distribuição tem aplicações em contextos diversos, como concentração de

bactérias em uma placa de petri, número de brotos por explante, número de plantas de uma

determinada espécie por área, entre outros.

O parâmetro crucial é representado por λ, que expressa a taxa média de ocorrência dos

elementos em consideração. A distribuição oferece a probabilidade de se observar exatamente

x elementos, tal que x ∈ N. Em outras palavras, informa sobre a probabilidade de ocorrerem

precisamente x elementos quando a expectativa média é de λ elementos.

A função de probabilidade da distribuição de Poisson é dada por:

P (X = x) =





λx

x! e
−λ para x ⩾ 0 tal que x ∈ N

0 caso contrário.

em que λ correponde a taxa média de ocorrência do sucesso.

Assumindo que, em um banco, entram em média dois clientes a cada minuto. Logo,

considera-se λ = 2 clientes/ minuto (mesma média do modelo binomial). Note, na Figura 4, que
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a chance de aparecerem mais que 2 clientes por minuto diminui, ao ponto de que P (X = 10)

seja raro, mas pode ocorrer; assim como valores ainda maiores que 10. Logo, neste caso, os

resultados mais esperados são entre 1 e 2 clientes por minuto. Consequentemente, a empresa

pode se organizar melhor quanto ao número de profissionais para atender a demanda dos clientes.

Figura 4: Distribuição de Poisson para λ = 2.

Como caracteŕısticas desta distribuição, tem-se que o valor esperado e a variância são

iguais a λ. Uma implementação no R para a distribuição de Poisson:

1 # Definir o número de ensaios

2 n <- 10

3

4 # Definir lambda

5 lambda <- 2

6

7 # Calcular as probabilidades para diferentes valores de x

8 x <- 0:n

9 probabilidades <- dpois(x, lambda)

10

11 # Plotar o gr áfico da distribui ç~ao de Poisson

12 plot(x, probabilidades , type = "h", lwd = 2, col = "red", xlab = "x",

ylab = "P(X=x)")

13

14 # Adicionar linhas de grade para facilitar a visualiza ç~ao

15 grid()

16
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17 # Adicionar nú meros de x no eixo x

18 axis(1, at = x, labels = x)

Distribuição de Skellam

A Lei de Skellam descreve a distribuição de probabilidade discreta que reflete a diferença

entre duas variáveis aleatórias independentes, representadas por X1 e X2, cada uma seguindo

uma distribuição de Poisson com parâmetros λ1 e λ2, respectivamente (SKELLAM, 1946). Essa

função desempenha um papel crucial na compreensão e modelagem de situações em que a dife-

rença entre duas contagens aleatórias é de interesse (D = X1 −X2). Exemplos: diferença entre

o número de vendas de duas lojas que vendem os mesmos produtos; a chance de um time de

futebol ganhar uma partida - diferença do número de gols entre os dois times; entre outros.

Assim, como a lei de Skellam correlaciona duas leis de Poisson, temos:

f(d;λ1,λ2) =

∞X

x=−∞
f(d+ x;λ1)f(x;λ2) = e−(λ1+λ2)

∞X

x=max(0,−d)

λd+x
1 λx

2

x!(d+ x)!
(1)

Conforme mencionado, a distribuição de Poisson se aplica a eventos que envolvem a

contagem de ocorrências inteiras e positivas. Portanto, ao lidarmos com somas que incluem

fatoriais de termos negativos, consideramos esses termos como tendo um valor de zero, conforme

ilustrado no somatório da Equação 1, logo:

f(d;λ1,λ2)

f(−d;λ1,λ2)
=

�
λ1

λ2

�d

De onde,

f(d;λ1,λ2) = e−(λ1+λ2)

�
λ1

λ2

� d
2

I|d|(2
p
λ1λ2)

onde I|d| é a função de Bessel modificada de ordem | d |.

Considerando λ1 = 2 e λ2 = 1, a Figura 5 apresenta os resultados probabilisticos assu-

mindo D = X1 −X2. Note que a maior probabilidade ocorre em D = 1, isso se deve porque em

média é esperado que aconteça 2 em X1 e 1 em X2.

Conforme descrito por Hwang (2007), para a distribuição Skellam, a média e a variância

são calculadas em termos dos parâmetros das distribuições de Poisson que estão sendo compa-

rados. Ou seja, A média da distribuição Skellam é dada pela diferença entre os parâmetros das

distribuições de Poisson (λ1 − λ2). Já variância σ2 da distribuição Skellam é dada pela soma

dos parâmetros das distribuições de Poisson (λ1 + λ2).
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Figura 5: Distribuição de Skellam para λ1 = 2 e λ2 = 1.

Uma implementação no R para a distribuição de Skellam:

1 # Instale o pacote VGAM se ainda n~ao estiver instalado

2 # install.packages ("VGAM")

3

4 # Carregue o pacote VGAM

5 library(VGAM)

6

7 # Parametros da distribui ç~ao de Skellam

8 mu1 <- 2

9 mu2 <- 1

10 d_values <- -5:5

11

12 # Calcula a probabilidade para cada valor de d

13 skellam_prob <- dskellam(d_values , mu1 , mu2)

14

15 # Cria o gr áfico

16 plot(d_values , skellam_prob , type = "h",

17 xlab = expression(D == X[1]-X[2]), ylab = "P(D=d)", col = "red")

18

19 # Adiciona os pontos

20 points(d_values , skellam_prob , pch = 16, col = "red")

21

22 # Adiciona ró tulos

23 text(d_values , skellam_prob , labels = round(skellam_prob , 3), pos = 3,

9
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col = "red")

4 Considerações finais

A revisão bibliográfica realizada neste artigo destaca a teoria e algumas aplicações de al-

guns modelos de distribuição de probabilidade discretos. É evidente que cada modelo possui suas

próprias propriedades distintivas, desde a simplicidade do modelo Bernoulli até a flexibilidade

do modelo Skellam em lidar com dados de contagem correlacionados. A compreensão dessas

propriedades, juntamente com a esperança e a variância, é fundamental para uma aplicação

eficaz desses modelos em análises estat́ısticas.

As implementações em R, fornecidas neste artigo, permitem que o leitor aplique esses

modelos em seus próprios conjuntos de dados. No entanto, é importante lembrar que a in-

terpretação dos resultados também requer um entendimento sólido do contexto espećıfico do

problema em questão.

Espera-se que este trabalho seja útil e proporcione uma boa compreensão sobre análise

de dados e estat́ıstica, fornecendo suporte para o entendimento e uso dos modelos de distribuição

de probabilidade discretos.
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Resumo: Neste artigo serão expostos alguns resultados do estudo das di-
versas posições com respeito ao tema de integração na perspetiva de sua
apresentação na disciplina de Analise nos cursos de graduação. Se relata os
resultados do estudo de algumas das recentes apresentações da integral em
diversos textos de Análise, tanto no âmbito local quanto no exterior. Se dis-
cute a possibilidade e a oportunidade de substituir a Integral de Riemann
pela integral de Cauchy. Se argumenta acerca da alternativa mais conveni-
ente do ponto de vista conceitual e metodológico para desenvolver o tema e,
em correspondência a isto, se elabora a proposta de um roteiro e um mapa
conceitual que organize de forma lógica os quesitos e o conteúdo do tema na
alternativa escolhida.

Palavras-chave: integral Cauchy; integral Riemann; funções reguladas.

Introdução

Nesse trabalho estudamos as diversas posições respeito ao tema de integração na pers-

petiva de sua apresentação na disciplina de Análise nos cursos de graduação. Na Seção 1, sob o

t́ıtulo de Fundamentação, se faz uma breve resenha histórica acerca da evolução do conceito de

integral e se relatam os resultados correspondentes ao estudo das mais recentes apresentações

da integral em diversos textos de Análise tanto no âmbito local quanto no exterior. Na Seção

2, se trata das funções reguladas e da integral Cauchy. A Seção 3, trata da funções Riemann

integráveis. Na Seção 4, se faz o comparativo e termina com a eleição da alternativa mais con-

veniente do ponto de vista conceitual e metodológico para desenvolver o tema. A Seção 5, em

correspondência à escolha feita, contém um roteiro e um mapa conceitual que organiza de forma

lógica os quesitos e o conteúdo do tema na alternativa escolhida.

1 Fundamentação

Xavier Gourdon (GOURDON, 2020) inicia o caṕıtulo de seu livro de Análise que trata

da Integração com a seguinte nota histórica. Aqui descreve as etapas percorridas pelo conceito

de integral.

A teoria da integração nasce no cálculo de áreas.

A teoria da integração nasceu com a busca pelo cálculo da área de uma su-
perf́ıcie. Arquimedes já sabia avaliar a área de uma superf́ıcie delimitada por
uma parábola e uma reta. Seus cálculos foram retomados no século IX por es-
tudiosos árabes. Já em 1636, Pierre de Fermat calcula a quadratura das curvas
x 7→ axm onde m é um número natural. (GOURDON, 2020, p.123, tradução
nossa.)
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Newton e Leibiniz fundam o cálculo infinitesimal.

Durante a segunda metade do século XVII, Newton e Leibniz fundaram o
cálculo infinitesimal. Newton calculou a área de uma curva y = f(x) inver-
tendo as operações de derivação (hoje diŕıamos: usando a noção de primitiva).
Por outro lado, Leibniz interpretou áreas como somas de retângulos infinitesi-
mais. (GOURDON, 2020, p.123, tradução nossa.)

Cauchy, em 1823, é o primeiro em dar uma definição precisa de integral e logo

Riemann, em 1854, desenvolve a teoŕıa da integração.

“Em 1823, Cauchy reuniu seus resultados e foi o primeiro a dar uma definição precisa da integral.
Foi sobretudo Riemann quem, em 1854, desenvolveu a teoria da integração. Ele define sua integral
usando as famosas ‘somas de Riemann’.”(GOURDON, 2020, p.123, (tradução nossa)

Neste ponto é interesante observar o relato de Bourbaki (BOURBAKI, 1976) que a seguir citamos

No que diz respeito à integração, a obra de Cauchy representa um regresso às
saudáveis tradições da antiguidade e da primeira metade do século XVII, mas
com base em meios técnicos ainda insuficientes. A integral definida, [· · · ], volta

a ser a noção primordial. Cauchy adota definitivamente a notação

Z b

a

f(x)dx

proposta por Fourier (em vez do desajeitado

Z
f(x)dx

�
x = b
x = a

�
algumas ve-

zes usado por Euler), e para defini-la, ele retorna ao método “exaustivo”, ou
como diŕıamos hoje às “somas de Riemann”(que seŕıa melhor chamar de somas
arquimedianas ou somas eudoxianas). (BOURBAKI, 1976, p.272, tradução
nossa )

Um grande progreso na teoria da integração é devido a Lebesgue que aplicando os

desenvolvimentos da teoria da medida realizados por Borel consegue enriquecer o conceito de

integral.

Finalmente, Lebesgue, em sua tese de 1902, apresentou ideias revolucionárias
sobre o conceito de integral. Ele esclareceu muitas das dificuldades das dis-
cussões do século XIX e forneceu uma estrutura geral simplificada para muitos
teoremas, enquanto a teoria de Riemann multiplicou suposições e condições
restritivas. (GOURDON, 2020, p.123, tradução nossa)

De maneira a se ter uma ideia geral acerca de como se deu este desenvolvimento, é ilustrativo

citar o relato histórico feito por Bourbaki (BOURBAKI, 1976). Este, de forma magistral, nos

resenha com grande claridade e concisão o trabalho realizado por Lebesgue para definir a integral.

Em sua tese, Lebesgue começa a desenvolver e precisar as breves indicações
de E. Borel; à imitação de Peano-Jordan, a “medida exterior”de um conjunto
limitado A ⊂ R é definido como o extremo inferior das medidas dos conjuntos
abertos que contêm A; depois, se I é um intervalo que contém A, a “medida
interna”de A é a diferença entre as medidas exteriores de I e de I − A; Deste
modo obtém-se uma noção de “conjunto mensurável”que apenas difere da de-
finição “construtiva”inicial do Borel pelo fato de acrescentar uma parte de um
conjunto de medida nula no sentido de Borel. Esta definição estende-se imedia-
tamente aos espaços Rn. (BOURBAKI, 1976, p.306, tradução nossa)

A definição de integral dada por Lebesgue estende a integral de Riemann às funções para as

quais estariam definidas um conjunto de medida nula. Para quem pretende realizar uma primeira
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aproximação ao conceito de integral no sentido Lebesgue, sem ter que, previamente, estudar com

amplitude e profundidade a teoria da medida, recomendamos a leitura do livro de Luiz Adauto

Medeiros e Eliel Amancio de Mello, A integral de Lebesgue (MEDEIROS, 1989). Este texto,

como eles mencionam, é o resultado de várias tentativas na busca de como “levar ao conhecimento

dos estudantes, de modo simples e inteliǵıvel, as noções iniciais daquela teoria”, sendo esta uma

apresentação razoavelmente simples e idealizada por F. Riesz.

a conceitualização antiga da integral definida

Z b

a

f(x)dx de uma função limi-

tada y ⩾ 0 como “área” limitada pela curva y = f(x), as retas x = a, x = b
e y = 0, fornecia uma extensão da integral de Riemann a todas as funções f
para as que estivera definida a medida do conjunto precedente. (BOURBAKI,
1976, p.306, tradução nossa)

Porém, nos diz Bourbaki, que um mérito maior que a extensão da integral de Riemann é o

descobrimento do teorema fundamental sobre o passo ao limite na integral.

Mas a originalidade de Lebesgue não reside tanto na ideia desta estensão como
na sua descoberta do teorema fundamental sobre o passo ao limite na integral
assim concebida, teorema que aparece como consequência de ser a medida com-
pletamente aditiva; Lebesgue se dá conta imediatamente de sua importância e
faz dele a pedra angular da exposição didática de sua teoria que realizou em
1904 em suas famosas “Lições sobre a integração e a busca de funções primiti-
vas”(BOURBAKI, 1976, p.306, tradução nossa)

Conforme isto, podemos notar que em seu desenvolvimento o conceito de integral atravessa as

seguintes etapas:

1. cálculo de áreas (Arquimedes),

2. noção de primitiva (Newton) e somas de retângulos infinitesimais (Leibniz),

3. definição precisa de integral (Integral de Cauchy), definição de integral por somas de

Riemann (Integral de Riemann),

4. Integral de Lebesgue.

As primeiras corresponderam ao Cálculo e a partir de Cauchy, de alguma forma, corresponderam

à Análise.

O programa de estudos do curso de Licenciatura em Matemáticas contempla a disciplina

de Análise Real. Entende-se que sua presença na etapa final da formação tem por objetivo

fundamentar, desde a perspectiva da Matemática, os conhecimentos adquiridos nas disciplinas

de Cálculo Diferencial e Integral ministradas nas etapas anteriores.

Os leitores que tenho em mente são alunos com conhecimento equivalente a dois
peŕıodos letivos de Cálculo, de modo a terem familiaridade com as ideias de
derivada e integral em seus aspectos mais elementares [· · · ]. Espero, além disso,
que eles tenham uma noção razoavelmente clara do que seja uma demonstração
matemática. (LIMA, 1997)
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A integral de Riemann forma parte da disciplina de Análise Real. Existem renomados ma-

temáticos que questionam sua presencia e propõem outras altenativas. Neste sentido temos o

comentário a tal respeito que faz Dieudonné (DIEUDONNÉ, 1966):

Por fim, o leitor provavelmente notará a ausência consṕıcua de um assunto
que há muito é homenageado nos cursos de Cálculo: “a integral de Riemann”.
É bastante claro para todos os matemáticos que esta teoria tem agora a im-
portância de um exerćıcio moderadamente interessante na teoria geral da me-
dida e da integração. Apenas um sentido fortemente conservador da tradição
acadêmica a deixou congelada como um caṕıtulo notável dos programas muito
depois de que transcorreu o momento histórico em que teve verdadeiro signifi-
cado. (DIEUDONNÉ, 1966, p. 146, tradução nossa )

Em seguida faz a sugestão de limitar o processo de integração, para um ńıvel elemental

da Análise, às funções reguladas1 chamada integral de Cauchy.

Claro, é perfeitamente viável limitar o processo de integração a uma categoria
de funções que seja grande o suficiente para todos os propósitos da Análise
elementar (no ńıvel deste curso), mas perto o suficiente das funções cont́ınuas
para dispensar qualquer consideração extráıda de teoria da medida; foi isso que
fizemos definindo apenas a integral de funções reguladas (às vezes chamada de
“integral de Cauchy”). (DIEUDONNÉ, 1960, p. 142, tradução nossa )

Dieudonné nos indica que para realizar estudos mais avançados que requeiram ferramentas mais

potentes, não pode se desconsiderar o conhecimento da integral de Lebesgue.

“Quando um instrumento mais poderoso é necessário, não é posśıvel parar no meio do caminho e
devemos recorrer à teoria geral da integração (‘Lebesgue’) que é o único que representa um progresso
efetivo”. (DIEUDONNÉ, 1966, p. 146, tradução nossa)

Uma opinião a respeito da substituição da integral de Riemann pela integral de Cauchy, talvez

um tanto provocada pela de Deiudonné neste tema, é a dada por Berberian (BERBERIAN,

1979) que a seguir citamos;

1. Introdução. De ińıcio, tenho a intenção de dizer que permaneço um “leal a
Riemann”: peso por peso, o ćırculo de ideias de Riemann não pode ser superado
por seu valor instrucional para o aluno iniciante da análise. Consequentemente,
eu não iria tão longe a ponto de sugerir que a teoria das funções reguladas
substitua a integral de Riemann no ińıcio do curso de graduação em análise; no
entanto, em um curso de pós-graduação em variáveis reais, a teoria das funções
reguladas pode ser uma alternativa interessante para uma revisão rotineira da
integral de Riemann; e é, de certa forma, um prelúdio mais instrutivo para
a teoria de Lebesgue, como espero persuadir o leitor nesta breve “anatomia
comparativa” das teorias de integração. (BERBERIAN, 1979, tradução nossa
)

Podemos destacar que, a diferença de Dieudonné, Berberian nos diz que o ćırculo de ideias de

Riemann não pode ser superado por seu valor instrucional para o aluno iniciante

da análise. Em seguida, nos diz que ele não sugere esta substituição no ińıcio do curso de

graduação em análise. Em todo caso, a apresentação da teoria das funções reguladas poderia

ser feita em um curso de pós-graduação. Como pode se ver, esta é uma posição mais

1A versão em espanhol da editora Reverté fala de funciones débilmente regulares (funções fracamente regula-

das). Na duvida citamos a versão original em inglês
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conservadora, porém não menos válida para tê-la em conta sobre todo quando se trata de uma

discussão do conteúdo da disciplina de Analise nos cursos de graduação como o que motiva este

trabalho. Seguindo esta linha de ideias, VILORIA e CADENAS (2003) propõem a substituição

da integral de Riemann pela de Cauchy. O caninho a ser percorrido na apresentação do tema

tem como ponto incial a integração de funções escada e suas propriedades até chegar à

integração de funções reguladas.

A teoria das funções reguladas pode substituir o ensino da integral de Riemann
nas carreiras de Matemática. Apresentamos a integral de Cauchy como uma
alternativa elegante à integral de Riemann. A partir da formalização da teoria
de integração das funções escada (sem dúvida intuitiva), transferimos as pro-
priedades fundamentais para a classe das funções reguladas (que só possuem
descontinuidades do primeiro tipo). Limitamos o processo de integração a uma
categoria de funções próxima o suficiente daquela das funções cont́ınuas e am-
pla o suficiente para conter os tipos de funções requeridas, do ponto de vista
pragmático. (VILORIA e CADENAS, 2003, tradução nossa)

Destacamos, por ser revelante ao propósitos deste trabalho, a indicação de que deve-se tomar

como ponto de partida a integração de funções escada.

2 Funções reguladas. Integral de Cauchy

2.1 Roteiro seguindo Diudonné

Funções reguladas

1. Definição de função escada

Seja I um intervalo de R com origem a e extremidade b (a, b ou ambos podem
ser infinitos), F um espaço de Banach. Diz-se que uma função de I em F é
uma função escalonada se existe uma sequência finita crescente (xi)0≤i≤n de
pontos de aderência de I em R tal que x0 = a, xn = b, e que f seja constante
em cada um dos intervalos ]xi, xi+1[ (0 ≤ i ≤ n − 1).. [· · · ]. (DIEUDONNÉ,
1966, p. 143, tradução nossa)

Segundo esta definição, uma função escada ϕ : [a, b] 7→ F será determinada por: uma sequência

x = (xk) estritamente crescente de n + 1 pontos de [a, b] tal que a = x1 e xn+1 = b, uma

sequência λ = (λi) ∈ Fn e uma sequência µ = (µi) ∈ Fn+1 tais que

ϕ(t)
def
=

(
λi t ∈]xi, xi+1[ (1 ⩽ i ⩽ n)

µi t = xi (1 ⩽ i ⩽ n+ 1)
(1)

2. Definição de função regulada 2

“Uma função f de I em R é uma função regulada se tem limites laterais em cada ponto de I.
É claro que qualquer função escada é regulada”. (DIEUDONNÉ, 1960, p. 139, tradução nossa)
2Na versão em espanhol diz-se Funciones débilmente regulares
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Curso de Matemática - UNIOESTE - Campus de Cascavel 62



3. Teorema de caracterização de funções reguladas por funções escada

“(7.6.1) Para que uma função f de um intervalo compacto I = [a, b] em F seja uma função fraca-
mente regular, é condição necessária e suficiente que f seja o limite de uma sequência uni-
formemente convergente de funções escalonadas”. (DIEUDONNÉ, 1966, p. 143, tradução
nossa )

É posśıvel enunciar de uma forma equivalente o teorema de caraterização anterior.

“Outra forma de formular (7.6.1) é dizendo que o conjunto de funções fracamente regulares é
fechado em BF (E) e que o conjunto de funções escalonadas é denso no conjunto de funções fraca-
mente regulares”. (DIEUDONNÉ, 1966, p. 144, tradução nossa)

4. Exemplos importantes de funções fracamente regulares

“(7.6.2) Toda aplicação cont́ınua de um intervalo I ⊂ R em um espaço de Banach é fracamente
regular; assim como toda aplicação monótona de I para R”. (DIEUDONNÉ, 1966, p. 144, tradução
nossa)

Primitivas e integrais

1. Definição de primitiva

7. Primitivas e integrais
Seja f uma aplicação de um intervalo I em um espaço de Banach F . Se diz que
uma aplicação continua g de I em F é uma primitiva de f em I quando existe
um conjunto enumerável D ⊂ I tal que, para cada ξ ∈ I −D, g é diferenciável
em ξ e g′(ξ) = f(ξ).

(8.7.1) Se g1, g2 são duas primitivas de f , então g1 − g2 é constante em
I.(DIEUDONNÉ, 1966, p. 162, tradução nossa)

2. Definição de integral

Se g é uma primitiva qualquer de uma função regulada f , a diferença g(β) −
g(α), para dois pontos quaisquer de I, é independente de qual seja a primitiva
g particular que se considere, devido a (8.7.1); tal diferença se expressa porZ β

α

f(ξ)dξ e se denomina integral de f entre α e β. (DIEUDONNÉ, 1960,

p. 161, tradução nossa, grifo nosso)

2.2 Roteiro seguindo Viloria e Cadenas

definiremos a integral de Cauchy para uma função regulada como o limite de
uma sequência, de integrais de funções escadas, que converge uniformemente
para a dita função. A partir disso, mostraremos todas as propriedades usu-
ais de uma integral, tornando a Teoria da Integração mais natural, já que se
baseia no conhecimento simples e intuitivo da integral de uma função degrau.
As propriedades da integral de Cauchy são transferidas das propriedades das
funções degrau. (VILORIA e CADENAS, 2003, tradução nossa)

Anotemos aqui a definição, simples e intuitiva, da integral de uma função escada: Seja ϕ :

[a, b] 7→ R uma função escada determinada pelas sequências x, λ e µ. Define-se a integral de ϕ
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entre a e b (ou em [a, b]) como sendo
nX

i=1

λi(xi+1 − xi). Denota-se por

Z b

a
ϕ(t)dt. Logo,

Z b

a
ϕ(t)dt

def
=

nX

i=1

λi(xi+1 − xi) (2)

Observe-se que esta integral não depende dos valores que a função ϕ toma nos pontos extremos

dos subintervalos, isto é, não depende de µ.

Funções reguladas

1. Definição de funções reguladas

2 Funções Reguladas
Definição 1. Seja I ⊂ R um intervalo. Uma função f : I 7→ R é chamada
regulada se para cada x ∈ I existe

f(x−) = lim
t→x−

f(t) y f(x+) = lim
t→x+

f(t).

(VILORIA e CADENAS, 2003, tradução nossa)

Levando em conta o fato de que a função valor absoluto define uma norma em R, junto com

sua métrica associada, e que munido desta norma é um espaço completo, temos que R é espaço

Banach. Tomando F = R na definição de função regulada dada por Dieudonné, podemos

concluir que esta definição de função f : I 7→ R regulada é um caso particular de função

f : I 7→ F , com F Banach, regulada.

2. Funções cont́ınuas são reguladas. Funções reguladas são limitadas

Da definição segue-se que toda função continua é regulada. Toda função regu-
lada é limitada e também o conjunto

G[a, b] = {f : [a, b] 7→ R, f regulada}

é um espaço de Banach. Além disso, se f é de variação limitada, então f é
regulada. (VILORIA e CADENAS, 2003, tradução nossa)

Denotando por BR([a, b]) o espaço das funções definidas em [a, b] limitadas, temos

C([a, b]) ⊂ G[a, b] ⊂ BR([a, b])

3. Caraterização das funções reguladas como limites de sequências de funções es-

cada.

Lema 1. Uma função f : [a, b] 7→ R é regulada se e somente se existe uma
sequência de funções (φn) ⊂ E[a, b] tal que

φn ⇒ f em [a, b]

(ou seja, (φn) converge uniformemente para f em [a, b]), onde

E[a, b] = {φ : [a, b] 7→ R : φ é uma função escada }.

(VILORIA e CADENAS, 2003, tradução nossa)
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O Lema anterior nos diz que o conjunto de funções escada é denso no espaço das funções

reguladas. O conjunto dos pontos de descontinuidade da função regulada é enumerável.

“Por outro lado, como consequência do resultado anterior, obtemos que se f é uma função regulada,
então o conjunto de pontos onde f é descont́ınuo é enumerável”. (VILORIA e CADENAS, 2003,
tradução nossa)

Para definir a integral de uma função regulada deve primeiro definir-se a integral de uma função

escada. Isto deve ser feita de forma óbvia. (2)

3. Integral das Funções Reguladas
Seja f : [a, b] 7→ R uma função regulada tal que ϕn ⇒ f em [a, b], onde
(ϕn) ⊂ E[a, b] . Então

(a) A sequência

 Z b

a

ϕn(t)dt

!
é de Cauchy.

(b) Suponha que (φn) ⊂ E[a, b] e que ϕn ⇒ f em [a, b]. Então, para todo ϵ > 0
existe n0 ∈ N tal que para todo n > n0 temos

|ϕn(t)− φn(t)| < ϵ ∀t ∈ [a, b].

(c) lim
n→∞

Z b

a

ϕn(t)dt = lim
n→∞

Z b

a

φn(t)dt

A partir disso podemos definir, sem ambiguidade, a integral de uma função
regulada. (VILORIA e CADENAS, 2003, tradução nossa)

Definição 2. A integral da função regulada f sobre [a, b] é definida por

lim
n→∞

Z b

a

ϕn(t)dt

onde (ϕn) ⊂ E[a, b] e satisfaz ϕn ⇒ f sobre [a, b]. Neste caso dizemos que f é

integrável e denotamos sua integral por

Z b

a

f(t)dt. (VILORIA e CADENAS,

2003, tradução nossa)

3 Função integrável no sentido de Riemann

As somas de Riemann são a base da construção da Integral de funções Riemann in-

tegráveis.

Seja [a, b] um intervalo compacto. Por partição de [a, b] entendemos uma
sequência finita P = {tj}n0 tal que a = t0 < t1 < · · · < tn = b. Seja f
uma função de valor real limitada arbitrária em [a, b]. Para cada partição P
definimos

SP f =
nX

1

Mj(tj − tj−1), sP f =
nX

1

mj(tj − tj−1)

onde Mj e mj são supremos e mı́nimos de f em [tj−1, tj ]. Então nós definimos

I
b

a(f) = inf
P

SP f, Iba(f) = sup
P

SP f

onde o ı́nfimo e o supremo são tomados sobre todas as partições P .
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Se I
b

a(f) = Iba(f), seu valor comum é a integral de Riemann

Z b

a

f(x)dx, e

f é chamada Riemann integrável. (FOLLAND, 1999, tradução nossa)

O seguinte teorema (FOLLAND, 1999) dá a relação entre a integral de Riemann e a integral

de Lebesgue e caracteriza as funções Riemann integráveis como aquelas cujos conjuntos de

descontinuidades possuem medida zero segundo Lebesgue.

2.28 Teorema. Seja f uma função limitada de valor real em [a, b].

a. Se f é integrável por Riemann, então f é Lebesgue mensurável (e portanto

integrável em [a, b] visto que é limitada) e

Z b

a

f(x)dx =

Z

[a,b]

fdm.

b. f é Riemann integrável se, e somente se {x ∈ [a, b] : f descont́ınua em x}
tem medida de Lebesgue zero.

(FOLLAND, 1999, tradução nossa)

Porém existem outras ferramentas que podeŕıamos usar. Nesta direção temos o uso de funções

escada como na abordagem anunciado por Gourion (1971, p. 181):

Na primeira seção definimos e damos propriedades de uma função integrável
no sentido de Riemann em um segmento [a, b] usando funções escada
definidas em [a, b]. (· · · ). As funções escada constituem a ferramenta simples e
precisa que usaremos ao longo do caṕıtulo, tanto para questões teóricas quanto
para aplicações práticas. (GOURIÃO, 1971, tradução nossa, grifo nosso)

De forma análoga, no livro de Cálculo de Apostol (APOSTOL, 2001), encontramos a apre-

sentação do conceito de integral de funções tomando como ponto de partida a integral de uma

função escada.

O conceito de integral será primeiro definido para funções escada, e então a
integral de funções escada será usada para formular a definição de integral para
funções mais gerais. Para realizar este programa, é necessário dar uma definição
anaĺıtica do que se entende por uma função escada, o que é facilmente alcançado
referindo-se ao conceito de partição, que é discutido abaixo. (APÓSTOL, 2001,
tradução nossa)

Esta forma de abordagem também é feita por Smith-Albretch (SMITH & ALBRETCH,1966):

“Antes de dar a definição geral de integral

Z b

a

f(x)dx, onde f : [a, b] 7→ E1, é útil discutir as

funções escada”. (SMITH & ALBRETCH, 1966, p. 123, tradução nossa)

4 Integral de Riemann ou Integral de Cauchy?

De todo o anterior podemos observar:

(a) Tanto a proposta de Dieudonné como a de Viloria-Cadenas se basam nas funções escada.

(b) Ambos usam o fato da densidade do conjunto das funções escada no espaço das funções

fracamente regulares ou reguladas.
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(i) No caso Diuedonné se define primeiro a primitiva como uma função g cont́ınua e

derivável com derivada f . Enuncia-se a propriedade de que a diferença de primitivas

é constante, donde resulta que esta diferença independe da primitiva particular que se

considere e se define como a integral.

(ii) No caso Viloria-Cadenas, definida a integral de uma função escada e, fazendo uso

da caraterização das funções reguladas pela convergência uniforme de sequências de

funções escadas, se define a integral como limite da sequência de integrais dos termos

desta sequência.

(c) No refente à integral no sentido Riemann, podemos observar duas formas de apresentação:

(i) Se define a soma de Riemann com respeito a uma descomposição do intervalo

de definição da função. Se determinam as somas superiores e as somas inferiores.

Sendo estas somas limitadas se toma o ı́nfimo das somas superiores (respectivamente,

supremo das somas inferiores) respeito as descomposições, definindo-se assim a inte-

gral superior (respectivamente, a integral inferior) da função. Se diz que a função

é Riemann integrável quado a integral superior e a integral inferior coincidem e o valor

comum é a integral no sentido Riemann da função.

(ii) Se caracterizam as funções limitadas por enquadramento mediante funções escada.

Se define a integral de uma função escada. Se determinam os conjuntos de integrais

de funções escada que enquadram superiormente e o das integrais de funções escada

que enquadram inferiormente à função. Estes conjuntos são limitados inferiormente

um deles e o outro superiormente. Se o supremo de um é igual ao ı́nfimo do outro,

a função se diz integrável no sentido Riemann e o valor comum é a integral

Rieman da função.

(d) Pode-se observar que as quatro alternativas são viáveis, pois os pré-requisitos são dados em

caṕıtulos prévios. A escolha pode depender do gosto ou das preferência do Professor. Porém,

para enquadrar-se nos programas de estudos atuais, a despeito da opinião de Deiudonné e

coincidindo em parte com Berberian, podeŕıamos optar por uma apresentação de integral

no sentido Riemann.

(e) Das duas opções de apresentação da integral Riemann, a segunda, que se vale das funções

escada pode ser a mais recomendável pois, na opinião de alguns autores, é mais simples,

rigorosa e “elegante”.

(f) Uma vez feita a escolha, nada impede abordar também as outras alternativas de forma

sucinta, seja como observações ou como exerćıcios.

5 Roteiro. Mapa conceptual

Como foi observado anteriormente e pelas rezões dadas em (d) optaremos por uma

apresentação da integral no sentido Riemann. Das duas formas de fazer isto optaremos pela

segunda, isto é, aquela que usa as funções escada ((c)-(ii)). Desenvolvemos o tema seguindo
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no fundamental os textos de Gourion (GOURION, 1971) e de Smith-Albretch (SMITH &

ALBRETCH, 1966).

Figura 1: Mapa conceitual da Integral no sentido Riemann

Com esta finalidade, trataremos o tema segundo o seguinte roteiro:

1. Definição e exemplos de funções escada.

2. Definição e exemplos de integral de funções escada.

3. Propriedades da integral das funções escada.

4. Determinação de funções limitadas por enquadramento por funções escada.

5. Definição de dois conjuntos de integrais de funções escada:

I0(φ) =

�Z b

a
φ(x)dx : φ ∈ S[a.b] e φ ⩽ f

�
e I0(ψ) =

�Z b

a
φ(x)dx : ψ ∈ S[a.b] e f ⩽ ψ

�
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6. Se definem a integral inferior de f ,

Z b

a
f(x)dx, como sendo sup I0(φ). Analogamente,

define-se a integral superior de f ,

Z b

a
f(x)dx, como sendo inf I0(ψ)

7. Se os conjuntos constituem uma dupla de partes adjacentes de R, isto é, se sup I0(φ) =

inf I0(ψ), podemos definir este valor comum como a integral Riemann de f .

Z b

a
f(x)dx =

Z b

a
f(x)dx =

Z b

a
f(x)dx

8. Se transferem as propriedades das integrais de funções escada às integrais de funções

Riemann integráveis.

9. Apresenta-se a noção de primitiva. Se desenvolvem a existência e o cálculo de primitivas.
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Resumo: O uso de jogos no ensino da matemática constitui uma tendência
de educação chamada “gameficação”, que vem ganhando muito espaço den 
tro do ensino nos últimos anos. O objetivo dessa prática é aplicar técnicas
e dinâmicas lúdicas para enriquecer o contexto do ensino aprendizagem,
normalmente com jogos completamente novos ou modificações de jogos já
conhecidos. O presente artigo tem o objetivo de estudar a psicologia do jo 
go para a perspectiva do aluno, à luz de ideias de estudiosos do meio. Ade 
mais, houve uma experiência prática durante a realização do PROMAT do
ano civil de 2023 onde foi possível relacionar o que aconteceu nessa prática
com as ideias anteriormente descritas. Apesar do jogo normalmente ser as 
sociado com crianças e a tenra idade, ele constitui um forte elemento de en 
sino alternativo onde coloca os alunos como protagonistas da aula.

Palavras chave: jogo; tendências em educação matemática; gameficação.

1 Introdução

A intersecção entre a Psicologia do Jogo e o ensino da Matemática revela se como uma
área de pesquisa fundamental diante dos desafios encontrados no processo educacional. A di 
ficuldade em despertar o interesse dos alunos por conteúdos considerados maçantes e comple 
xos, especialmente no caso da Matemática, é uma realidade amplamente reconhecida (Laca 
nallo e Mori, 2016). A naturalização da ideia de que a Matemática é uma disciplina difícil
contribui para a formação de barreiras que impedem a aprendizagem, conforme observado por
esses autores.
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Diante desse cenário, Lacanallo e Mori (2016) propõem a utilização do jogo como uma
ferramenta para reverter experiências negativas e criar novas abordagens de ensino. No entan 
to, ressaltam que o jogo, por si só, não é suficiente e defendem a necessidade de uma reestru 
turação abrangente e dialética do processo de ensino. Essa perspectiva é corroborada pela te 
oria histórico cultural, que relaciona o jogo com questões de aprendizagem e desenvolvimento.

Neste contexto, a presente pesquisa explora a natureza psicológica do jogo, destacando
a perspectiva de Jean Piaget no ensino da Matemática. Piaget, precursor da teoria constru 
tivista, enfatizou a importância dos jogos, brincadeiras e atividades lúdicas no desenvolvimen 
to e aprendizagem infantil. Sua teoria estrutura se em processos como assimilação, acomoda 
ção e equilibração, delineando um percurso de desenvolvimento cognitivo.

A fim de aplicar esses conceitos de forma prática, desenvolvemos uma experiência cen 
trada no jogo de cobras e escadas, alinhado com a proposta de explorar o potencial dos jogos
no contexto educacional. A escolha desse jogo específico foi embasada em sua capacidade de
engajar os alunos, oferecendo uma abordagem lúdica e interativa para o aprendizado mate 
mático. A adaptação do jogo incluiu questões que exigiam a modelagem de equações e a re 
solução de sistemas lineares, proporcionando uma oportunidade para o desenvolvimento de
habilidades conceituais.

2 A psicologia do jogo e seu impacto no ensino da Matemática

Percebe se que é bem difícil trazer o interesse dos alunos com conteúdo maçante e ex 
plicações longas. Segundo Lacanallo e Mori

É possível identificar nos discursos o quanto a ideia de matemática como uma
ciência difícil é naturalizada e inquestionável para muitos. Os alunos expres 
sam o grau de dificuldade diante das tarefas propostas, verbalizam experiên 
cias negativas com a disciplina, criando barreiras que as afastam da condição
e possibilidade de aprendizagem. (Lacanallo; Mori, 2016, p. 662)

De acordo com Lacanallo e Mori (2016), propor o uso do jogo como meio de reverter
essas situações de não aprendizagem é algo considerado aceitável por esses indivíduos, embora
seja inicialmente crucial para a construção de novas abordagens de ensino, isso, por si só, não
é suficiente. É imperativo buscar uma reestruturação abrangente e dialética do processo de
ensino, dessa forma, o jogo será compreendido como um recurso metodológico essencial na
organização do ensino de matemática, concebendo o não como algo isolado das demais ques 
tões relacionadas à atividade humana. Lacanallo e Mori (2016, p. 663) ainda enfatiza que
“Falar de jogo implica, na perspectiva histórico cultural, relacioná lo com questões de apren 
dizagem e desenvolvimento.”

Os pressupostos da teoria histórico cultural, a primeira constatação que se faz
é que a infância tem um caráter histórico e cada idade tem peculiaridades pró 
prias que se modificam com o decorrer da vida. (Lacanallo; Mori, 2016, p. 663)
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Elkonin (1998), que serviu como base teórica de Lacanallo e Mori, analisou a essência
que permeia a infância até a adolescência, destacando que a investigação dos aspectos evolu 
tivos do pensamento, linguagem e personalidade, juntamente com as peculiaridades dos pro 
cessos de aquisição da leitura e escrita, deve ser conectada às questões inerentes à educação e
ao ensino. Os trabalhos do autor tornaram se uma teoria sobre os jogos e Elkonin espera que:

[...] proceder a uma análise crítica e histórica das teorias fundamentais do jo 
go [...] cujo objetivo principal é revelar a inconsistência do enfoque naturalis 
ta do jogo, predominante nas principais teorias propostas em outros países,
contrapondo lhe o enfoque sócio histórico da origem e desenvolvimento do jo 
go humano, sem o qual tampouco se pode compreender a sua natureza psico 
lógica. (Elkonin, 1998, p. 9)

Para Lacanallo e Mori (2016), a compreensão das operações mentais necessárias para
a formação de conceitos. Ele destaca a autonomia do aluno na realização dessas operações,
progredindo desde a orientação inicial até a constituição definitiva da operação mental. Essa
abordagem é cuidadosamente incorporada à proposta pedagógica, que reconhece o jogo como
uma atividade que não apenas motiva, mas também possibilita a realização dessas operações
mentais, promovendo uma verdadeira imersão na formação conceitual.

3 Explorando a natureza psicológica do jogo: uma perspectiva à luz de Jean Pi 
aget para o ensino da Matemática

De acordo com Oliveira e Albrecht (2021), Jean Piaget, um dos precursores da teoria
construtivista, dedicou se a desbravar os intricados caminhos da cognição humana, focalizan 
do especialmente o desenvolvimento infantil. Desde o nascimento até a fase adulta, Piaget
delineou um percurso marcado por processos fundamentais: assimilação, acomodação e equi 
libração, que constituem a essência da construção do conhecimento. Sua observação aguçada
levou o a notar padrões comuns de erros entre crianças da mesma faixa etária, catalisando a
elaboração de uma teoria estruturada em quatro períodos cruciais. Segundo os autores:

Piaget e sua teoria do construtivismo de desenvolvimento intelectual e as fa 
ses do desenvolvimento, teve uma grande contribuição para a educação, em
especial no Brasil, a partir da década de 1980, o qual criou condições de se
pensar no processo de ensino aprendizado do aluno, o qual levou professores
a planejarem atividades adequadas para a sua faixa etária e fase do desenvol 
vimento de cada criança. (Oliveira; Albrecht, 2021, p. 5)

De acordo com Oliveira e Albrecht, Piaget conferiu uma significativa importância aos
jogos, brincadeiras e atividades lúdicas no processo de desenvolvimento e aprendizagem. Para
ele, “o conceito de jogo envolvia a ação de brincar, sendo uma atividade intrinsecamente ligada
à infância e de fundamental importância para o desenvolvimento e aprendizado da criança.
Piaget categorizou o jogo em três tipos distintos: o jogo simbólico, o de regra e o de exercício.”
(citado por Oliveira e Albrecht 2021, p. 06).
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Ainda por Oliveira e Albrecht, os jogos de exercício caracterizam se como atividades na
primeira infância, em que o bebê manipula objetos por meio de ações repetitivas, visando seu
próprio prazer. Entre os 2 e 4 anos, emergem os jogos simbólicos, marcados pelo faz de conta,
nos quais a criança utiliza a imaginação para representar situações e comportamentos. Essa
fase revela se de importância crucial, pois é nela que a criança desenvolve habilidades funda 
mentais, como a leitura e a escrita.

Segundo Piaget, conforme citado por Oliveira e Albrecht (2021, p. 06) “através dos
jogos de regras, as atividades lúdicas atingem um caráter educativos, tanto na formação psi 
comotora, como também na formação da personalidade da criança”. Para Oliveira e Albrecht,
Piaget entendia o jogo com algo do dia a dia, por conta disso a assimilação é natural.

Ao longo de sua extensa obra sobre jogos e brincadeiras, Piaget define o jogo
como algo natural, ao próprio da criança, do seu dia a dia, mas que não são
apenas um meio de diversão e entretenimento, mas sim um tempo de um
aprendizado e desenvolvimento intelectual. Quando as crianças jogam eles as 
similam e podem transformar a sua realidade. O professor quando proporcio 
na atividades lúdicas através de jogos e brincadeiras está desenvolvendo no
aluno o seu conhecimento, seu caráter e sua forma de se relacionar com outras
pessoas. (Oliiveira; Albrecht, 2021, p. 6)

4 Experiência prática

Durante o PROMAT, programa do colegiado do curso de Licenciatura em Matemática
que visa atender alunos da rede pública estadual de ensino com práticas que são direcionadas
aos estudantes que buscam acesso aos cursos superiores, tornou se claro já na primeira aula
que práticas tradicionais de ensino não bastavam. Na busca por estratégias inovadoras para o
ensino da matemática, recorremos constantemente ao uso do jogo e do lúdico como forma de
ensino. Dentre os vários jogos aplicados ao decorrer de dez sábados, destaca se um: o jogo de
cobras e escadas. Este jogo foi escolhido devido à sua capacidade de engajar os alunos, pro 
porcionando uma abordagem lúdica e interativa para o aprendizado matemático. A escolha do
jogo está alinhada com a proposta de explorar o potencial dos jogos no contexto educacional.

O objetivo principal desta experiência foi investigar como o jogo de cobras e escadas
poderia favorecer a formação do pensamento teórico dos alunos no âmbito matemático. Bus 
camos criar um ambiente dinâmico que estimulasse o desenvolvimento de habilidades concei 
tuais, especialmente na modelagem e resolução de equações, além de proporcionar uma opor 
tunidade para aprimorar a capacidade matemática dos participantes.

Segundo Grando, esse objetivo caracteriza um dos sete momentos de intervenção pe 
dagógica.

Intervenção pedagógica verbal: Depois dos três momentos anteriores, os alu 
nos passam a jogar agora contando com a intervenção propriamente dita. Tra 
ta se das intervenções que são realizadas verbalmente, pelo orientador da
ação, durante o movimento do jogo. Este momento caracteriza se pelos ques 
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tionamentos e observações realizadas pelo orientador da ação a fim de provo 
car os alunos para a realização das análises de suas jogadas (previsão de jogo,
análise de possíveis jogadas a serem realizadas, constatação de “jogadas erra 
das” realizadas anteriormente etc.). Neste momento, a atenção está voltada
para os procedimentos criados pelos sujeitos na resolução dos problemas de
jogo, buscando relacionar este processo à conceitualização matemática. (Gran 
do, 2007, p. 4)

O jogo de cobras e escadas foi escolhido por sua versatilidade e capacidade de integra 
ção com os conceitos matemáticos. Optamos por adaptar o jogo, incorporando questões que
exigiam a modelagem de equações e resolução de sistemas lineares, o conteúdo que estávamos
trabalhando com a turma no momento. Esta adaptação foi realizada com o objetivo de criar
uma experiência que atendesse aos objetivos educacionais propostos.

A experiência foi conduzida em grupos de quatro alunos, cada um recebendo um ta 
buleiro, cartões e dados. A dinâmica do jogo foi explicada, e os alunos foram encorajados a
trabalhar colaborativamente. A presença de quatro estagiários permitiu um suporte individu 
alizado, garantindo que cada grupo recebesse a atenção necessária.

Conforme Macedo e citado por Grando:

A discussão desencadeada a partir de uma situação de jogo, mediada por um
profissional, vai além da experiência e possibilita a transposição das aquisições
para outros contextos. Isto significa considerar que as atitudes adquiridas no
contexto de jogo tendem a tornar se propriedade do aluno, podendo ser gene 
ralizadas para outros âmbitos, em especial, para as situações de sala de aula.
(Macedo, 2000, p. 23)

Durante a atividade, observamos um envolvimento significativo dos alunos, evidenci 
ado pelo uso efetivo de mapas mentais e anotações do quadro para modelagem e resolução de
equações. Surgiram dúvidas, especialmente nas questões que exigiam a formulação de equações
e a resolução de sistemas lineares, indicando áreas que poderiam ser mais exploradas em fu 
turas atividades.

Figura 1: Alunos brincando com o jogo das escadas e serpentes
Fonte: acervo dos estagiários
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Ao analisar os resultados à luz das teorias de Piaget (1978) e Elkonin (1998), podemos
destacar como o jogo de cobras e escadas se tornou uma ferramenta pedagógica que promoveu
o desenvolvimento cognitivo dos alunos, proporcionando uma abordagem prática e dinâmica
para a aprendizagem matemática.

Conclusões

Em síntese, a aplicação de jogos no ensino da matemática emerge como uma estratégia
pedagógica enriquecedora e transformadora. Ao considerar as contribuições de renomados te 
óricos, como Piaget e Elkonin, percebemos que os jogos não são meramente instrumentos ma 
nipuláveis, mas sim um elemento intrínseco ao desenvolvimento cognitivo e cultural dos alu 
nos.

A compreensão do jogo como atividade lúdica transcende a mera diversão, ganhando
relevância na formação da cultura e na criação de representações mentais. O uso do jogo na
educação matemática não é apenas uma estratégia para tornar o aprendizado mais atraente,
mas também uma ferramenta que permite aos alunos assimilar, transformar e criar um conhe 
cimento sólido. A análise prática da experiência com o jogo de cobras e escadas revelou um
envolvimento significativo dos alunos, destacando a eficácia do jogo como uma abordagem
dinâmica para o ensino de conceitos matemáticos.

Diante disso, a proposta de integração dos jogos no processo de ensino mostra se pro 
missora, contribuindo não apenas para o desenvolvimento cognitivo, mas também para a for 
mação de habilidades conceituais e a superação das barreiras percebidas em relação à mate 
mática. No entanto, é crucial reconhecer que o uso eficaz dos jogos requer uma abordagem
pedagógica abrangente, considerando o contexto cultural, a diversidade de aprendizes e a in 
tegração cuidadosa com os objetivos educacionais.

Assim, ao explorar a complexidade da atividade lúdica e sua influência na formação
cultural, este estudo propõe uma reflexão mais profunda sobre o papel transformador dos jogos
no ensino da matemática, destacando sua capacidade de transcender a dicotomia entre jogo e
trabalho. Ao reconhecer o potencial dos jogos como instrumentos pedagógicos valiosos, espe 
ramos contribuir para uma abordagem mais inovadora e eficaz no ensino da matemática, pro 
movendo uma verdadeira imersão na formação conceitual dos alunos.
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Resumo: Neste trabalho abordamos os desafios que envolvem o ensino da
estatística descritiva no ambiente escolar, especialmente no Ensino Médio.
A geração atual, conhecida como geração Z, é imediatista e superficial e is 
so impacta diretamente nas relações interpessoais e na educação. Dessa for 
ma, se torna ainda mais complexo adotar tendências metodológicas como a
Investigação Matemática em sala de aula. Sob esse olhar, relatamos nossa
experiência ao abordar metodologias distintas em duas turmas do primeiro
ano do Ensino Médio.

Palavras chave: Estatística; Investigação Matemática; Geração Z.

1 Introdução

A fase escolar se configura como um período de extrema relevância na trajetória do in 
divíduo, representando uma fase crucial para a assimilação de conhecimentos significativos e
pertinentes à vida. De maneira similar, a abordagem da estatística descritiva no ensino médio
desempenha um papel fundamental na formação dos estudantes, fornecendo lhes habilidades
analíticas e críticas essenciais para enfrentar os desafios presentes na sociedade moderna.

Segundo Oliveira e Rosa (2020, p. 3), compreender que a Estatística pode ser um auxí 
lio em várias situações do dia a dia é possível, e esse fenômeno remonta à antiguidade, uma
vez que a necessidade de contar, quantificar e recensear sempre esteve presente na experiência
humana. No entanto, os educadores enfrentam desafios crescentes ao ensinar a atual geração.
Os membros da Geração Z, nascidos entre 1995 e 2010 segundo Souza (2024), cresceram imer 
sos na era digital, revelando uma familiaridade precoce e conforto com tecnologias como
smartphones, redes sociais e outras inovações digitais. Esse contexto impôs à esfera educacio 
nal a necessidade de se reinventar e manter se atualizada. Dentro desse cenário, Souza, Ro 
mão e Parteka (2023, p. 10), enfatizam que
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A geração Z é uma produtora ininterrupta de dados e convive com a superin 
formação e a desinformação simultaneamente. Isso porque, ao mesmo tempo
que tem disponível uma grande quantidade de informações, não se aprofunda
em nada. Dessa forma, acostumados com a rapidez do mundo digital, nossos
alunos são ansiosos e imediatistas e esse é mais um dos desafios contemporâ 
neos a serem superados pelos docentes da Matemática (Souza; Romão; Par 
teka, 2023, p.10).

Sob essa perspectiva, o professor em sala de aula deve constantemente buscar analisar
e aprender os meios mais eficazes para se conectar com seus alunos, identificando alguns mé 
todos para atingir os objetivos esperados em cada aula.

Certas abordagens exploradas no ensino da matemática possibilitam estimular e moti 
var os alunos a participarem ativamente do processo de construção do conhecimento, contra 
pondo a tendência de quererem, muitas vezes, alcançar resultados imediatos, negligenciando
etapas importantes. A Investigação Matemática é uma dessas estratégias, oferecendo aos edu 
cadores uma abordagem distinta e inovadora que contribui significativamente para a prática
educacional.

Os dados foram produzidos no contexto do estágio supervisionado, vinculado à discipli 
na de Metodologia e Prática de Ensino de Matemática  Estágio Supervisionado II e ao curso
de Licenciatura em Matemática da Universidade Estadual do Oeste do Paraná – Unioes 
te/campus Cascavel PR, realizamos trinta e quatro horas de atividades em uma escola técnica
da rede pública estadual do Paraná na mesma cidade.

2 Investigação Matemática

Investigar, do latim, investigare. Significa segundo o dicionário Dicio(2009), “Examinar
com cuidado, com diligência; aplicar se na avaliação de; perscrutar: investigar a causa do pro 
blema”. Em termos educacionais, o ato de investigar implica em realizar uma pesquisa deta 
lhada, promovendo assim uma aprendizagem mais efetiva e duradoura. Isso ocorre porque per 
mite que o cérebro processe de maneira clara as informações aprendidas no momento da inves 
tigação. Na matemática não é diferente. Segundo Braumann (2002, p.5)

Aprender Matemática sem forte intervenção da sua faceta investigativa é co 
mo tentar aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar e recebendo
informação sobre como o conseguem. Isso não chega. Para verdadeiramente
aprender é preciso montar a bicicleta e andar fazendo erros e aprendendo com
eles (Braumann, 2005, p.5).

Em concordância com Braumann, conseguimos observar a importância de implementar
a abordagem investigativa na sala de aula, para alcançar alguns resultados muitas vezes im 
possíveis com o método tradicional. A Investigação Matemática, coloca os alunos como prota 
gonistas no processo de aprendizagem, incentivando os a explorar,

Anais da XXXVII Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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questionar e construir ativamente o conhecimento matemático. Em contraste com a simples
transmissão de informações, o professor assume o papel de facilitador, orientando os alunos
em suas próprias descobertas e pesquisas.

Cada pessoa é um ser único, dotado de ideias e conceitos providos de sua própria cria 
ção. Na sala de aula não é diferente, cada aluno precisa de um olhar individual, que permita o
prosseguir caminhos desbravadores. Para isso, necessita se permitir lhe uma certa liberdade ao
desbravar novos caminhos dentro da matemática. Segundo matéria do site Educacional
(2022), “Na investigação, o mais importante é justamente o caminho. Esse processo de desco 
berta é muito amplo e, por mais que o professor tenha determinada intenção com àquela ativi 
dade, pode ser surpreendido com a trilha que os alunos percorrerem e com os resultados en 
contrados”.

Dessa forma, a prática da investigação matemática se configura como uma colaboração
entre alunos e professores, estabelecendo e permitindo trajetórias para uma aprendizagem sig 
nificativa.

Desde a infância as crianças têm um impulso em instigar, explorar e descobrir novas
coisas. Isso está enraizado em cada indivíduo e foi o que proporcionou, muitas vezes, que
grandes cientistas obtivessem grandes descobertas. Conforme Jucá e Pironel (2022, p. 16)
abordam em sua obra

O trabalho com investigação matemática pode contribuir fortemente para a
aprendizagem dos alunos em matemática, uma vez que os coloca como inves 
tigadores do conhecimento a ser construído, contribuindo não somente para o
aumento da autoestima do aluno, mas também para o desenvolvimento das
capacidades de se raciocinar em busca de soluções, de comunicar suas ideias e
de argumentar matematicamente (Jucá; Pironel, 2022, p. 16).

É essencial considerar os benefícios da investigação matemática no contexto da geração
Z, uma vez que oferece uma adaptação favorável ao processo de aprendizagem. Nesse sentido,
de acordo com Souza et al (2023, p. 12), o papel do professor consiste em ser um facilitador
do conhecimento, estimulando a reflexão diante dos desafios enfrentados e buscando constan 
temente aprimorar as metodologias e atividades utilizadas no ensino. Desse modo, a prática
da investigação matemática não apenas enriquece o ambiente educacional, mas também pre 
para os alunos para enfrentarem desafios matemáticos, contribuindo para uma compreensão
sólida e duradoura dos conceitos.

3 Vivência em sala de aula

Durante a regência do nosso curso de Licenciatura em Matemática, abordamos os con 
ceitos da estatística descritiva em duas turmas do primeiro ano do Ensino Médio técnico, de
cursos distintos. Apesar de se tratar do mesmo conteúdo, a metodologia e os exemplos traba 
lhados não foram os mesmos. Além disso, as turmas possuíam muitas diferenças. Entre as dis 
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crepâncias podemos destacar o espaço e a localização das salas; a quantidade de estudantes; a
predominância de sexo e o comportamento dos alunos.

A fim de preservar à identidade, nominaremos de turma A e turma B. A turma A,
predominantemente composta por um púbico feminino e a turma B, masculino. Em termos
metodológicos, trabalhamos de forma tradicional com a turma B e na turma A, mesclamos
com a investigação matemática.

Ao longo das aulas, os discentes realizaram vários exercícios. Contudo, desconsideran 
do a nota dada pela organização do caderno, apenas duas atividades contaram como avaliati 
vas. A partir delas, o desempenho das turmas começou a nos chamar atenção.

A primeira atividade avaliativa foi um trabalho coletivo que tomou como base uma
pesquisa realizada anteriormente pelos alunos com funcionários da escola. Para o seu desen 
volvimento, os alunos deveriam classificar as variáveis envolvidas na pesquisa e construir um
gráfico de setores com os dados coletados. A Figura 1 apresenta alguns dos trabalhos realiza 
dos. Note que as informações eram referentes a dados gerais, como sexo e idade, e todos de 
senvolveram gráficos de setores para representar as respostas.

Figura 1 – Gráficos elaborados pelos alunos para os dados “sexo” e “idade”

Fonte: Arquivo das autoras

Na figura 1, mais à esquerda, temos uma interpretação equivocada do gráfico, pois
para uma mesma variável, “sexo”, temos dois gráficos em que os valores correspondentes à
80% e 20%, respectivamente, divergem quanto ao espaço ocupado no gráfico. A imagem cen 
tral, se aproxima mais do que esperávamos, no entanto não há uma precisão na elaboração.
Para a variável quantitativa discreta, mais à direita da figura 1, por ter sido construído com
instrumentos manuais, consideramos que apresenta a melhor representação em comparação
com os outros gráficos.
Percebemos que, embora a classificação das variáveis estivesse correta, a interpretação dos da 
dos e a elaboração dos gráficos não expressavam a precisão esperada para gráficos de setores.
Mesmo sendo um conteúdo já trabalhado previamente (antes de estarmos na regência), os alu 
nos mostraram pouca ou nenhuma preocupação com o rigor necessário à representação gráfica.

A segunda atividade era composta por três questões sobre as medidas de dispersão am 
plitude, desvio médio, desvio padrão e variância, sendo elas apresentadas no Quadro 1.
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Quadro 1 – Atividade avaliativa

1. A respeito das medidas estatísticas denominadas amplitude e desvio médio, mar 
que V para verdadeiro e F para falso, justificando sua decisão.
a) ( ) Em estatística, não existem diferenças entre desvio e desvio padrão, exceto
pelo nome.
b) ( ) A amplitude é uma medida de tendência central usada para encontrar um
único valor que representa todos os valores de um conjunto.
c) ( ) O desvio é um número relacionado à dispersão total de um conjunto de valo 
res.
d) ( ) A amplitude é uma medida de dispersão calculada sobre cada um dos valores
de um conjunto de informações.
e) ( ) O desvio é uma medida de dispersão calculada sobre cada um dos valores de
um conjunto de informações.
2. Durante a coleta de dados de um determinado conjunto, percebeu se que todos os
elementos do conjunto possuíam o mesmo valor. Nessas condições, quanto valerá o
desvio padrão desse conjunto? Justifique sua resposta e dê um exemplo.
3. As notas obtidas em uma prova da universidade na disciplina de Cálculo foram:

Aluno Nota

Kárita 9,5

Júlia 8,9

Natália 5,5

Thiago 8,2

Marina 7,4

Mariana 10

Lara 4,3

Gabriela 4,7

Pedro 5,5

Raul 7,2

Analisando a tabela calcule quanto vale, aproximadamente, a amplitude e o des 
vio padrão dessas notas.

Fonte: Elaborado pelas autoras
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Os alunos foram instruídos a efetuar as resoluções em uma folha separada e entregar às estagiá 
rias. A seguir estão algumas das atividades realizadas.

Figura 2 – Trabalhos dos alunos

Fonte: Arquivo das autoras

Na figura 2 temos os exemplos de algumas respostas à primeira questão, aqui, indepen 
dente da metodologia utilizada, as respostas nem sempre eram condizentes com o questiona 
mento solicitado. Na primeira questão, pedia para verificar a veracidade da afirmação, e caso
considerasse falso, deveria apresentar uma justificativa. Para a alternativa
“a”, “Em estatística, não existem diferenças entre desvio e desvio padrão, exceto pelo nome”,
na imagem à direita, o estudante apenas reescreveu a afirmação, alegando apenas que são di 
ferentes. Na imagem à esquerda, apenas trouxe a definição de um dos conceitos. Ambos os ca 
sos, nos causaram estranheza pela ausência de preocupação em satisfazer às condições solicita 
das nas questões, o que se perpetuou por quase todas as questões mais teóricas.

Figura 3 –Trabalhos dos alunos

Fonte: Arquivo das autoras
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Atribuímos a pouca ou nenhuma preocupação com a completa resolução e/ou qualidade das res 
postas ao imediatismo predominante nesta geração. Veja na figura 2, a atividade propunha que
fosse calculado a amplitude e o desvio padrão, na imagem mais à esquerda, para a amplitude, o
aluno apenas “montou a continha” sem expressar a resposta.

Já havíamos constatados que as turmas funcionavam de forma diferente e isso é nor 
mal, afinal, cada aluno tem suas especificidades. No entanto, quando realizamos as correções
de ambas as atividades avaliativas ficamos surpresas. Uma das turmas se saiu muito melhor
do que a outra. Uma possível facilidade ou dificuldade mais evidente para um dos lados? Tal 
vez. Essa dúvida circulou em nossas mentes e optamos por analisar às situações mais a fundo.
Após relermos o planejamento das aulas e conversando com nossa orientadora, percebemos
que uma das razões poderia ser a metodologia utilizada.

Em uma das turmas (B), a que se saiu melhor, estávamos realizando exemplos simila 
res às atividades avaliativas antes de aplicá las. Isto é, os alunos reproduziam aquilo que já
haviam visto e registrado, um processo claramente mais fácil. Por outro lado, na outra turma
(A) procuramos construir o caminho na própria atividade, ou seja, esperávamos que os alunos
desenvolvessem suas próprias estratégias, e não apenas reproduzissem o método do professor.

Nesse caso, acreditamos que os alunos não estavam habituados em trabalhar com a In 
vestigação Matemática e apresentavam, também, dificuldades na matemática básica. Por isso
o desempenho dessa turma acabou sendo, de modo geral, baixo.

Conclusões

A experiência oportunizada pelo estágio foi mais um confirmativo de que educar na ge 
ração Z é um dos maiores desafios a serem superados pelos docentes de Matemática. Como já
sabemos, o processo de assimilação e construção do conhecimento é longo e nossos alunos são
impacientes. Além disso, estão acostumados a ter uma grande quantidade de informações
rápidas disponíveis, sem precisar de muito esforço. Portanto, quando são apresentadas propos 
tas que exigem mais dedicação, persistência e tempo recebemos como resposta desânimo e de 
sistência.

Em ambas as turmas lecionadas durante a regência, trabalhamos o mesmo conteúdo e
buscamos proporcionar um ensino dinâmico e significativo. Entretanto, ao utilizar metodologi 
as distintas constatamos que o desempenho de uma turma foi muito superior ao da outra.

Um dos motivos que contribuiu para esse resultado foi a utilização da Investigação
Matemática em algumas aulas. Os alunos não estavam acostumados em tecer estratégias e
construir um caminho de resolução por si só, mesmo com a tecnologia ao seu favor. Esse tipo
de situação confirma a dificuldade da geração atual em construir o conhecimento. Nesse senti 
do, quando paramos para pensar na outra turma, que por sua vez teve contato com uma me 
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todologia mais “tradicional’” e se saiu melhor, nos questionamos se isso também aconteceria
caso as metodologias fossem invertidas.

Temos ciência de que, atuando como estagiárias, não pudemos avaliar as respostas e a
evolução das turmas para além do estágio. Ainda assim, a experiência adquirida ao longo das
aulas nos levou a observar relevantes indicativos de uma mascarada aprendizagem significati 
va. Esse relato também sugere uma possível direção para o ensino nos próximos anos e deixa
algumas dúvidas sobre qual o papel do professor nesse cenário.
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Resumo: Este trabalho apresenta demonstrações para a área e o peŕımetro
da circunferência utilizando triângulos inscritos e circunscritos. A aborda-
gem geométrica visa proporcionar uma compreensão visual e intuitiva dos
conceitos fundamentais envolvidos, revelando a relação entre a geometria do
ćırculo e a fórmula da área e peŕımetro.

Palavras-chave: Circunferência; cálculo infinitesimal; triangulações.

1 Introdução

Desde o ińıcio da civilização, o ser humano tem interesse em calcular áreas e volumes

de superf́ıcies. Entre outros motivos, para delimitar um pedaço de terra ou dividi-lo em partes

iguais. Devido ao baixo rigor matemático, por um longo peŕıodo de tempo o cálculo de áreas

irregulares, muito pequenas ou muito grandes era dado intuitivamente.

De acordo com Boyer (1974),

Se de uma grandeza qualquer se subtrair uma parte não menor do que sua
metade, e do resto se subtrair não menos do que sua metade, e assim se prosse-
guir, restará ao final, uma grandeza menor do que qualquer grandeza da mesma
espécie (Boyer, 1974, p. 67).

A partir dessa ideia surgiu o método da exaustão, através do qual era posśıvel trabalhar

de forma finita e precisa no cálculo de comprimentos, áreas e volumes.

1
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Entretanto, é apenas por volta do século XVII que é desenvolvida uma teoria abrangendo

valores infinitos: o cálculo infinitesimal. Segundo Ramos (2016), a teoria do cálculo infinitesimal

surge com base em resultados algébricos e geométricos de vários matemáticos, entre eles: Fermat

(1601 - 1665 d.C), Barrow (1630 - 1677 d.C), Newton (1643 - 1727 d.C) e Leibniz (1646 - 1716

d.C).

Newton e Leibniz introduziram concepções distintas, mas válidas, para os infinitésimos.

Os infinitésimos de Leibniz estão fortemente associados com a lógica e a me-
taf́ısica, enquanto que os infinitésimos de Newton apresentam forte motivação
e conexão com a f́ısica e os fenômenos naturais. (Carvalho; D’ottaviano, 2006,
p. 2).

À vista disso, para Oliveira (2016, p. 10), ”A partir dessa invenção, a matemática criativa

passou a um plano superior, finalizando a história da matemática elementar.”

Na disciplina optativa Ideias Fundamentais do Cálculo, ministrada pela quinta autora,

fomos desafiados e incentivados a demonstrar as fórmulas da área e comprimento da circun-

ferência a partir da definição de integral, a qual envolve o limite de uma soma.

Sob essa perspectiva, apresentamos nesse trabalho as demonstrações da área e do

peŕımetro da circunferência como uma aplicação do cálculo infinitesimal. Descrevemos a ideia

intuitiva e realizamos os cálculos utilizando o conceito de limite.

2 Demonstrações

2.1 Área da circunferência por triângulos inscritos

A área da circunferênfia é um conceito fundamental na geometria, frequentemente repre-

sentado pela fórmula A = πr2, onde “A”é a área e “r”é o raio do ćırculo. No entanto, entender

a origem dessa fórmula pode ser intrigante. Nesta seção, exploraremos uma abordagem visual e

geométrica para determinar a fórmula da área do ćırculo utilizando triangulações inscritas. Ao

decompor o ćırculo em uma série de triângulos, podemos ilustrar de forma clara e intuitiva como

a área do ćırculo emerge dessas construções geométricas.

Para isso, consideremos uma circunferência c com centro C, como na Figura 1.

2
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Figura 1: Circunferência centrada em C.

Fonte: Criada pelos autores.

Veja que ao inscrevermos um triângulo isósceles ABC nessa circunferência, obteremos

algo do tipo:

Figura 2: Circunferência com um triângulo inscrito.

Fonte: Criada pelos autores.

Onde h é a altura do triângulo, A, B e C são os vértices e M é o ponto médio do

segmento AB.

Sabemos que a área de um triângulo qualquer de base b e altura h qualquer é dada por:

A△ =
bh

2
.

Para o triângulo ABC, das relações trigonométricas fundamentais e percebendo que os

3
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segmentos AC e BC são iguais ao raio r da circunferência, temos que:

cos(α) =
h

r
⇒ h = r cos(α).

Usando o mesmo racioćınio para a base b, chegamos que:

b = 2r sin(α).

Perceba o que acontece se inscrevermos mais triângulos na circunferência:

Figura 3: Circunferência com vários triângulos inscritos.

Fonte: Criada pelos autores.

Veja que a área da circunferência é igual a soma das áreas dos triângulos acrescida da

soma das áreas que não são cobertas pelos triângulos. Perceba ainda que, como uma circun-

ferência qualquer tem 360◦ e 360◦ = 2πrad, podemos escrever o ângulo α como:

α =
2π

2n
=

π

n

em que n é número de triângulos inscritos.

Agora, perceba que quanto mais triângulos inscrevemos na circunferência, menor é a

soma das áreas não cobertas pelos triângulos e, consequentemente, mais próxima a soma das

áreas dos triângulos fica da área da circunferência, como podemos ver na Figura 4.

4
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Figura 4: Circunferência com vários triângulos inscritos.

Fonte: Criada pelos autores.

Sendo assim, podemos afirmar que a área Ac da circunferência será dada pela soma das

áreas dos triângulos quando tivermos um número n de triângulos tendendo ao infinito. Vejamos,

Ac = lim
n→∞

n

�
bh

2

�

Ac = lim
n→∞

n

r cos


π
n

�
)(2r sin


π
n

��

2

Ac = r2 lim
n→∞

n
�
cos

�π
n

���
sin

�π
n

��

Ac = r2 lim
n→∞

cos(πn) sin(
π
n)

1
n

Aplicando L’Hôpital

Ac = r2 lim
n→∞

(− sin2( π
n2 )

−π
n )(− cos2(πn)

−π
n2 )

− 1
n2

Simplificando os termos n2, colocando π em evidência e em seguida, retirando-o do limite,

já que é constante em relação a n, ficamos com:

Ac = r2π lim
n→∞

cos2
�π
n

�
+ sin2

�π
n

�

Aplicando a relação fundamental da trigonometria: sin2(πn) + cos2(πn) = 1, temos

Ac = πr2 lim
n→∞

1
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Ac = πr2.

Conclúımos que a conhecida fórmula é de fato a área da circunferência.

2.2 Área da circunferência por triângulos circunscritos

Para a demonstração usando triângulos circunscritos, temos um caso muito parecido

com o anterior. Veja, quando circunscrevemos um triângulo isósceles ABC na circunferência c,

obtemos algo do tipo:

Figura 5: Circunferência com um triângulo isósceles circunscrito.

Fonte: Criada pelos autores.

Em que h é a altura do triângulo, A, B e C são os vértices e M é o ponto médio do

segmento AB.

Como vimos, a área de um triângulo qualquer de base b e altura h é:

A△ =
bh

2
.

Dáı,

tan
�π
n

�
=

b
2

r
⇒ b = 2r tan

�π
n

�

donde,

A△ = r2 tan
�π
n

�
.

Agora, quando circunscrevemos mais triângulos na circunferência, temos:
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Figura 6: Circunferência com vários triângulo isósceles circunscrito.

Fonte: Criada pelos autores.

Analogamente ao caso dos triângulos inscritos, temos que quanto mais triângulos cir-

cunscrevemos, mais próxima a soma das áreas dos triâgulos fica da área da circunferência.

Figura 7: Circunferência com vários triângulo isósceles circunscrito.

Fonte: Criada pelos autores.

Então se circunscrevermos um número n suficientemente grande de triângulos, intuimos

que a soma das áreas do triângulos será igual ou tão próxima quanto quisermos da área da

circunferência.

Veja,

Ac = lim
n→∞

nr2 tan
�π
n

�

Ac = r2 lim
n→∞

n tan
�π
n

�
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Ac = r2 lim
n→∞

tan

π
n

�
1
n

Sabemos que d
dx tan


π
n

�
é sec2


π
n

�
. Logo, aplicando L’ Hôpital

Ac = r2 lim
n→∞

−π
n2 sec2 π

n
−1
n2

Ac = r2π lim
n→∞

sec2
�π
n

�

Ac = πr2.

2.3 Peŕımetro da circunferência

O peŕımetro nada mais é do que a medida do contorno de figuras geométricas, obtido

por meio da soma dos lados. No caso da circunferência, seu peŕımetro é dado pela fórmula:

C = 2rπ

onde π é uma constante, r o raio da circunferência e C o comprimento do contorno da circun-

ferência.

Para demonstrar que esta fórmula é válida faremos o uso de uma abordagem geométrica,

utilizando triângulos inscritos na circunferência.

Observe na Figura 3 que a soma dos lados BA+AD +DE + EF + FG+GH +HI +

IB nos dará um valor aproximado do peŕımetro da circunferência. Com um olhar intuitivo,

podemos imaginar que teremos uma melhor aproximação somando os lados dos triângulos se

acrescentarmos mais triângulos na circunferência, como na Figura 4.

Para encontrar o valor do lado do triângulo (isósceles), tomaremos o ângulo α da Figura

3. Assim,

α =
2π

2n
=

π

n

em que n é o numero de triângulos isósceles inscritos na circunferência.

Dessa forma, temos a relação do lado com o ângulo do triângulo:

sin
�π
n

�
=

AM

AC
.

Como AC é o raio r, temos que o lado AM vale:

AM = r sin
�π
n

�
.

Usando a definição de triângulo isósceles, sabemos que a bissetriz CM divide ao meio o

lado AB, logo AB = 2AM.

Portanto AB = 2r sin(πn).
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Para determinar o peŕımetro da circunferência, basta multiplicarmos AB pelo número n

de lados dos triângulos isósceles na circunferência. De fato,

C = n2r sin
�π
n

�
.

Nesse sentido, consideramos a priori um número finito de triângulos. No entanto, utili-

zando o conceito de limite, podemos expandir a fórmula para abranger um número de triângulos

tão granade quanto se queira, de modo a se aproximar mais precisamente do valor do compri-

mento da circunferência.

De fato,

C = lim
n→∞

n2r sin
�π
n

�

C = lim
n→∞

2r sin(πn)
1
n

C = 2r lim
n→∞

sin
�π
n

� 1

n

C = 2r lim
n→∞

−π
n2 cos


π
n

�

−1
n2

C = 2r lim
n→∞

π cos
�π
n

�

C = 2πr lim
n→∞

cos
�π
n

�

C = 2πr.

Portanto, temos que o peŕımetro da circunferência é de fato, a soma dos lados de n

triângulos, quando n é suficientemente grande.

3 Considerações finais

Neste trabalho, demonstramos que a área da circunferência pode ser determinada a partir

da soma das áreas dos triângulos inscritos, quando n é suficiente grande. De forma similar,

calculamos a região utilizando triângulos circunscritos e verificamos que a fórmula coincide.

Ademais, para mostramos que o peŕımetro da circunferência é obtido pela fórmula C =

2πr, consideramos a soma dos lados de infinitos triângulos inscritos.

Percebemos assim, a importância do cálculo infinitesimal para realizar demonstrações

importantes dentro da Matemática. Além disso, podemos estabelecer comparações com outros

resultados, como o Teorema Fundamental do Cálculo. Essa ideia pode ser estendida, também,

para outras figuras geométricas, confirmando a validade da fórmula e enriquecendo nossa apren-

dizagem.
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e infinitésimos, das origens do cálculo infinitesimal aos fundamentos do cálculo diferencial
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Resumo: O problema de caminho mı́nimo visitando nós espećıficos é um
importante desafio na Otimização Combinatória. Trata-se de um problema
em que é necessário sair de um vértice inicial e chegar em um vértice final em
um grafo, sendo que entre esse dois pontos há nós que precisam ser visitados.
Alguns exemplos de aplicações práticas desse problema são loǵıstica de en-
tregas, mapeamento de redes e rotas tuŕısticas. Na literatura existem provas
de que este tipo de problema é um NP-Completo, e portanto não existem
algoritmos exatos que garantam a solução em um tempo polinomial. Neste
trabalho serão abordadas duas heuŕısticas que apresentam uma solução sa-
tisfatória para este problema.

Palavras-chave: Algoritmo de Dijkstra; Caminho mı́nimo; Rotas com nós
obrigatórios.

1 Introdução

O problema de caminho mı́nimo visitando múltiplos nós, em inglês Multi-Points Shortest

Path Problem, consiste na busca do menor caminho entre dois vértices, passando por nós es-

pećıficos. Este problema apresenta um vasto campo de aplicação, como por exemplo, na loǵıstica

de entregas, na qual o entregador deve escolher a rota mais rápida passando pelos pontos de

entrega.

Entretanto, apesar das inúmeras aplicações, Gomes et al. (2015) afirma que este pro-

blema não tem recebido muita atenção e poucos trabalhos surgiram desde a primeira publicação

desenvolvida na área.

De acordo com Vardhan et al. (2009) se o conjunto de nós obrigatórios for unitário,

então este problema pode ser resolvido usando algoritmos de fluxo máximo com limite inferior,

como por exemplo o algoritmo Edmonds e Karp que pode ser encontrado em Goldbarg (2000).

Entretanto, se o conjunto de nós obrigatórios for maior ou igual a dois tal método não se aplica

e não há um algoritmo exato que resolva este problema em tempo polinomial, sendo assim

considerado um problema NP-Completo.

Para Goldbarg (2000) problemas deste tipo requerem o uso de Heuŕısticas, termo deri-

vado do grego ”heuriskein”que significa descobrir.

1
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Uma heuŕıstica é um procedimento algoŕıtmico desenvolvido através de um
modelo cognitivo, usualmente através de regras baseadas na experiência dos
desenvolvedores. Ao contrário dos métodos exatos, que buscam encontrar uma
forma algoŕıtmica de achar uma solução ótima através da combinação ou busca
de todas as soluções posśıveis, as heuŕısticas normalmente tendem a apresentar
um certo grau de conhecimento acerca do comportamento do problema, gerando
um número muito menor de soluções. (CORDENONSI, 2008, p. 31)

Neste trabalho serão abordadas duas heuŕısticas, a primeira delas, denominada Heuŕıstica

1, é baseada no trabalho de Adnan, Abood e Abdulmuhsin (2020), que em resumo aplica o al-

goritmo Dijkstra diversas vezes até que todos os nós sejam visitados. Já a segunda heuŕıstica,

chamada de Heuŕıstica 2, é fundamentada na força bruta, em que são realizadas todas as posśıveis

combinações entre os nós obrigatórios, e paralelamente utiliza o algoritmo Dijkstra para encon-

trar o menor caminho para cada posśıvel rota entre o nó inicial e o nó final. A solução será a

rota que apresentar o menor custo e, dependendo do problema, pode haver mais de uma solução.

2 Conceitos Básicos

As definições a seguir foram retiradas dos textos de Goldbarg (2000), Rosen (2010) e

Netto (2011).

Definição 1. Um grafo é uma estrutura G = (V, E), sendo V o conjunto de vértices ou nós e

E o conjunto de arestas.

Definição 2. Um grafo é denominado orientado quando suas arestas possuem uma direção.

Quando as arestas de um grafo são associadas a um valor, este grafo recebe o nome de

grafo valorado ou ponderado. Dependendo do contexto do problema esses valores podem re-

presentar diversas informações, como distâncias, custos, tempos, entre outros. O valor associado

a cada aresta é denotado por w(e), sendo e a aresta em questão.

Definição 3. A Matriz de Custo C = [cij ]n×n do grafo G = (V,E) é definida da seguinte

maneira:

cij =




w(e) se existe uma aresta (i, j) ∈ E

0 se não existe uma aresta (i, j) ∈ E

sendo w(e) o custo da aresta e = (i, j).

Definição 4. um passeio é uma sequência de vértices, onde cada vértice é conectado, por uma

aresta, com o vértice anterior, com exceção do primeiro. Essa famı́lia de vértice representa uma

rota ou um caminho de um vértice ao outro. Existem diferentes tipos de percursos, os mais

comuns são os caminhos, ciclos e circuitos.

Definição 5. Uma Cadeia de arestas é uma sequência de arestas, onde todas elas são dis-

tintas, isto é, as arestas não se repetem.

2
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Definição 6. Um Caminho é uma sequência de arestas em que os nós não se repetem.

O Comprimento do Caminho de um grafo não valorado é o número de arestas utili-

zadas para o trajeto. Já em grafos valorados, esse comprimento é dado pela soma dos pesos ou

distância das arestas do percurso.

Definição 7. A Distância entre dois vértices i, j ∈ V de um grafo valorado e não orientado

é dada pela seguinte função:

d : P2(V ) → R

dij =





0 se i = j

minuij∈Vij V (uij) se Vij ̸= ∅

∞ se Vij = ∅

onde,

� P2(V ) é o conjunto das combinações dois a dois dos elementos de V .

� uij é o caminho do vértice i ao vértice j.

� Vij é o conjunto dos caminhos de origem em i e destino j.

� V (uij) é o comprimento do caminho de i a j.

A Matriz de distâncias D = [dij ] de um grafo, é formada pelas distâncias mı́nimas de

todos os pares de vértices. Essa matriz é comumente utilizada em algoritmos de otimização, como

por exemplo o Algoritmo Dijkstra, que busca o menor caminho entre dois vértices (GOLDBARG,

2000).

3 Aplicação Prática

Hoje em dia é comum fazer pedidos em supermercados por aplicativos de compras. Um

funcionário do estabelecimento, ao receber o pedido, precisa percorrer as seções (como frios e

latićınios, higiene e limpeza, hortifruti, padraria, entre outros) a fim de recolher os produtos

de forma eficiente para economizar tempo. Essa estratégia intuitiva pode ser comparada com o

problema de caminho mı́nimo passando por nós espećıficos.

Para simular esta situação foi constrúıdo um grafo baseado no espaço interno de um

supermercado fict́ıcio, ver Figura 1. Os nós do grafo são pontos escolhidos no corredor de forma

a facilitar o acesso aos produtos. As arestas são os corredores e os pesos das arestas são dados

pelas distâncias entre os nós.
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Figura 1: Aplicação prática

Fonte: Autores

4 Heuŕısticas

Heuŕıstica 1

A Heuŕıstica 1, baseada no trabalho de Adnan, Abood e Abdulmuhsin (2020), considera

um grafo G(V,E) e A ⊂ V um conjunto de nós obrigatórios. Nessa heuŕıstica é aplicado o

algoritmo Dijkstra saindo da origem para todos os nós de V. Entre os nós obrigatórios, seleciona-

se o nó mais próximo a1. Esse vértice é retirado do conjunto de nós obrigatórios e então traça-se

a rota da origem até ele. Posteriormente esta rota é adicionada ao caminho final. Então a1 é

considerado como nova origem e esse procedimento é repetido até que todos os nós obrigatórios

sejam adicionadas ao caminho.

Heuŕıstica 2

A Heuŕıstica 2 é conhecida na literatura como heuŕıstica de força bruta, sendo citada

por Vardhan et al. (2009).

Nessa abordagem é aplicado o algoritmo Dijkstra com origem em cada um dos vértices

do grafo, para construir a matriz com as distâncias mı́nimas entre todos os pontos. O elemento

(i, j) é dado pelo caminho de menor comprimento entre os nós i e j. O grafo do problema em

questão é não orientado e portanto essa é uma matriz simétrica.

Em paralelo são constrúıdas as posśıveis combinações entre os nós obrigatórios e nestas

combinações são adicionados o nó de origem e o nó final. Por exemplo se A = (a, b, c), i é o

vértice inicial e f o vértice final, as posśıveis combinações e as rotas com os nós inicial e final
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inclusos são:

(a, b, c) → (i, a, b, c, f)

(a, c, b) → (i, a, b, c, f)

(b, a, c) → (i, b, a, c, f)

(b, c, a) → (i, b, c, a, f)

(c, a, b) → (i, c, a, b, f)

(c, b, a) → (i, c, b, a, f)

Na sequência calcula-se a distância para cada uma das rotas destas combinações. A

solução será a rota com a menor distância.

5 Resultados e discussões

A fim de comparar as duas heuŕısticas foram realizados testes com 10 conjuntos de

diferentes nós obrigatórios, podendo variar a quantidades dos elementos desse conjunto, em

relação à Figura 1.

A Tabela 1 a seguir apresenta os dados utilizados e os resultados das interações da

Heuŕıstica 1 e 2. Na coluna 2, são apresentados os conjuntos de vértices obrigatórios empregados

e na coluna 3 e 4 as distâncias a serem percorridas, em metros, resultantes da Heuŕıstica 1 e

2, respectivamente. Como pode ser visto, em geral a Heuŕıstica 2, que faz uso de permutações,

apresenta melhores resultados do que a Heuŕıstica 1, exceto nos casos 4 e 6 onde tais resultados

foram idênticos.

Tabela 1: Testes efetuados com diferentes conjuntos de nós obrigatórios

Casos Vértices obrigatórios Heuŕıstica 1 Heuŕıstica 2 (Permut)

1 10 12 22 23 19 33 - - 48.8 43.2

2 5 7 11 18 33 29 19 - 54.8 49.2

3 2 12 14 15 21 23 - - 62.4 55.6

4 4 11 17 19 22 23 - - 54.8 54.8

5 6 7 13 20 26 29 - - 68.4 54.8

6 4 8 14 12 15 22 18 24 60.8 60.8

7 1 7 10 16 18 23 25 29 60.8 61.6

8 4 10 14 16 19 - - - 54.8 48.8

9 7 11 18 16 21 25 - - 67.6 54.8

10 2 10 14 17 23 28 29 - 79.6 60.8

As Figuras 2 e 3 representam o caminho resultante pela Heuŕıstica 1 e 2, respectivamente,

para o primeiro conjunto de vértices obrigatórios da Tabela 1. Os pontos em vermelho são os
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nós inicial e final, e o pontos em verde são os nós obrigatórios. O caminho obtido está colorido

de amarelo. Nota-se que em alguns casos a aresta se repete.

Figura 2: Heuŕıstica 1: [0, 5, 10, 11, 12, 17, 22, 23, 28, 33, 28, 23, 24, 19, 24, 29, 34]

Fonte: Autores

Figura 3: Heuŕıstica 2: [0, 5, 10, 11, 12, 17, 22, 23, 24, 19, 24, 29, 34, 33, 34]

Fonte: Autores
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Conclusões

As Heuŕısticas são ferramentas valiosas para resolver problemas NP-árduos. Neste tra-

balho foram abordadas duas heuŕısticas que resolvem de maneira satisfatória o problema de

caminho mı́nimo com nós espećıficos.

Nos dois casos é observada a repetição de vértices, fato que ocorre porque o algoritmo

Dijkstra é reiniciado diversas vezes durante o processo e as heuŕısticas não consideram quais

vértices já estão inclusos no caminho. Esta repetição não é um problema, ao contrário, ela deve

ser admitida a fim de que o problema sempre tenha solução. Entretanto, os vértices obrigatórios

não se repetem, e isso faz com que as soluções apresentadas não sejam as melhores posśıveis

(portanto ambos são heuŕısticas).
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Resumo: O presente trabalho é um estudo sobre o uso de materiais mani-
puláveis, mais especificamente o algeplan no ensino de polinômios nos anos
finais. A abstração da matemática é conhecida, então, convém ao educador
buscar maneiras alternativas para facilitar a compreensão do aluno. O uso
do algeplan no ensino de polinômios provou ser uma dessas alternativas. O
projeto foi desenvolvido e aplicado no Programa de Acesso e de Permanência
de Estudantes da Rede Pública de Ensino em Universidades Públicas (Pro-
mat) para adolescentes entre quatorze e dezesseis anos. Pode-se concluir que
os materiais manipuláveis, quando bem utilizados e com um propósito bem
definido, resultam em aulas mais interessantes e no aprendizado significativo
para os alunos.

Palavras-chave: Algeplan; Polinômios.

1 Introdução

Segundo Moro (2000), na história da matemática, os primeiros usos de polinômios sur-

giram em um contexto concreto na antiga Babilônia. Assumindo uma metodologia essencial-

mente geométrica, os matemáticos formulavam problemas que hoje seriam reconhecidos como

problemas polinomiais com métodos que hoje chamamos de ”completar o quadrado”, embora

sem recorrer à notação algébrica tradicional. O desenvolvimento subsequente do estudo dos po-

linômios se deu no século III d.C com Diofanto, matemático que introduziu uma abordagem com

formas de representação que se assemelham mais ao sistema algébrico moderno (Kurt, 2008) do

que com o sistema baseado na geometria.

1
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No entanto, é pertinente observar o crescimento na elaboração e disponibilização de

materiais manipuláveis que resgatam a abordagem geométrica dos babilônios para o estudo

dos polinômios. Nesse contexto, ressalta-se o algeplan, cuja origem é desconhecida (Almeida,

2021), mas tem demonstrado potencial no fomento de aulas de matemáticas mais dinâmicas

e reflexivas, favorecendo uma aprendizagem mais significativa nos conteúdos que abrangem a

álgebra (Santos; Santos, 2014).

O presente relato tem como objetivo observar o uso do algeplan como material mani-

pulável para o ensino de polinômios no ambiente do Promat, explorando suas possibilidades

e limitações enquanto estratégia pedagógica no ensino de soma, subtração, multiplicação e fa-

toração de polinômios, com o intuito de justificar geometricamente as operações realizadas sobre

polinômios.

2 Aprendizagem significativa e o uso de materiais manipuláveis

A aprendizagem não é uma propriedade extensiva do ensino, por mais eficaz
que seja o mesmo. O ensino é apenas uma condição que pode influenciar
na aprendizagem entre outras variáveis como a predisposição e a preparação
cognitiva (uma prontidão em propriedades fundamentais e organizacionais de
conhecimentos previamente adquiridos espećıficos relevantes na associação a
novos conhecimentos). Porém precisa ser levado em conta que à finalidade da
preparação do ensino é a facilitação da aprendizagem. (Farias, 2018)

Quando falamos sobre aprendizagem significativa de matemática, buscamos algo além

da simples memorização e cálculos rápidos. Para Ausubel (Moreira, 2008), a aprendizagem é a

associação e a fixação de um novo material na estrutura cognitiva já constrúıda. Assim, para que

haja uma aprendizagem significativa, novos conceitos e proposições se entrelaçam com conceitos

já adquiridos.

De acordo com (Silva, 2004) o uso de materiais manipuláveis visa promover o desen-

volvimento e estimular o processo de aprendizado dos alunos. Isso ocorre à medida em que o

professor transforma o ensino, onde diversão e a aprendizagem se entrelaçam, o que resulta em

uma experiência de aprendizado genúına, completa e prazerosa. No entanto requer seus cui-

dados, como ressalta Marques (2013), o uso do material manipulável pode ser um forte aliado

nas aulas de matemática, porém, de forma alguma deve substituir o papel do professor, apenas

completar a sua aula.

É claro que nem sempre o ensino resultará na aprendizagem, mesmo que exija um grande

esforço docente para incluir o material manipulável, ele não pode se frustrar pois como Farias

(2018) salienta, a finalidade de toda essa preparação que o professor desempenha é totalmente

voltada para a facilitação da aprendizagem.

O material manipulável utilizado neste trabalho chama-se algeplan, ele é constitúıdo por

40 peças coloridas das quais são divididas entre seis formas geométricas e separados entre três

quadrados e três retângulos diferentes entre si, cujas medidas dos lados representam a unidade ou

as variáveis. A ideia central do algeplan é facilitar a compreensão das operações algébricas (ex-

2
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pressões algébricas, produtos notáveis, polinômios e fatoração) cada peça do material representa

um valor algébrico considerando o valor de sua área.

3 Promat

O Promat é um curso de iniciativa promovida pela Unioeste. Este projeto é desenvolvido

sob a supervisão do colegiado do curso de licenciatura em matemática.

O Promat é destinado a estudantes do Ensino Médio que almejam futuramente parti-

cipar de vestibulares ou concursos, mas também abre suas portas para aqueles indiv́ıduos que

possuem interesse em aprofundar seus conhecimentos em Matemática. Este curso é realizado

nas instalações da própria universidade, ao total são dez encontros aos sábados pelas manhãs.

4 Uma experiência no Promat

Em sala, os alunos foram divididos em grupos de quatro e cinco pessoas. Para cada

grupo foi disponibilizado dois jogos completos do algeplan além das folhas sulfite para realizarem

anotações. Nas aulas, dispúnhamos do projetor e assim apresentamos as dimensões já definidas

(x, y e 1) como mostra a figura 1.

Figura 1: Peças algeplan

Fonte: Elaborado pelos autores

Na folha sulfite, com o aux́ılio dos quadrados de dimensões dadas, os alunos deveriam

anotar os valores das dimensões de novas peças de dimensões desconhecidas, de acordo com o

quadro 1:

3
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Quadro 1: Quadro com peças do algeplan

Figura Dimensões Peŕımetro Área

Fonte: Elaborado pelos autores

Depois disso, os alunos foram instrúıdos a representar geometricamente alguns po-

linômios. Em seguida, precisaram representar de forma algébrica alguns conjuntos de figuras

geométricas, como mostram os exemplos na quadro 2:

Quadro 2: Exemplos do uso do Algeplan

Representação dada Representação apresentada pelos alunos

2xy + x2 + 3

y2 + y + x

Fonte: Elaborado pelos autores

4

Anais da XXXVII Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Em seguida, foi feita a formalização do conteúdo de polinômios, porém de uma forma

mais intuitiva, partindo da definição de monômios. Um monômio é formado por uma parte

”algébrica”, formalmente chamada de literal, e uma ”constante, formalmente chamada de co-

eficiente; para nossos propósitos, um monômio é representado como uma única peça, ou uma

coleção de peças similares. Definimos então um polinômio como uma expressão formada por

soma ou subtração de monômios, fazendo referência ao conceito de área trabalhado no algeplan.

A partir desta definição, propomos a soma, subtração, multiplicação e fatoração de

polinômios utilizando o algeplan:

Soma e subtração: na soma ou subtração de dois polinômios, só é posśıvel operar os

monômios que os compõem de partes literais iguais (só é posśıvel somar/subtrair o número de

quadriláteros cujas áreas são iguais);

Multiplicação e Fatoração: na multiplicação de dois polinômios, é necessário utilizar a

propriedade distributiva. No algeplan é posśıvel observar o que acontece na multiplicação ou

fatoração ao formar um quadrilátero cujos lados são os polinômios que estão sendo multiplicados

e somar a área do quadrilátero formado.

Figura 2: Exemplos de fatoração

Fonte: Elaborado pelos autores

Ao iniciarmos a atividade, o primeiro conceito que precisou ser apresentado a todos foi

sobre como representar a dimensão de um retângulo. Primeiramente destacamos os lados de um

quadrado e conclúımos que todos os lados são iguais, com isso partimos para as dimensões do

retângulo. Com o quadrado e o retângulo em mãos observamos, colocando um ao lado do outro,

que um de seus lados era do mesmo tamanho do quadrado de lado um e a outra medida tinha

o mesmo valor do lado do quadrado de lado x, concluindo que as dimensões desse retângulo são

x e 1, sua área é de x · 1 = x. Solicitamos para que os alunos realizassem com as demais peças.

Além disso, alguns alunos não souberam identificar as diferenças entre peŕımetro e área, o

que precisou ser revisado nos grupos. No cálculo do peŕımetro dos quadriláteros, introduzimos o

conceito de soma de polinômios onde foi posśıvel perceber a dificuldade de identificar que a soma

deve apenas ser realizada com monômios de partes literais iguais. Nesse contexto, mesmo antes

da formalização dos conteúdos, foi posśıvel observar desafios enfrentados pelos alunos, como a

dificuldade de identificar o significado de um polinômio no mundo real, e iniciar o processo de
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tratá-los.

Foi, também, um obstáculo para os alunos compreenderem o processo de multiplicação

de polinômios. Com o algeplan, nosso objetivo foi de visualizar a multiplicação por meio do

cálculo de área de retângulos, onde cada um dos lados seria dado por um polinômio, logo, a

multiplicação resultaria na soma das áreas das peças utilizadas para representar seus lados

Durante essa atividade, os alunos não conseguiram de imediato visualizar como formar

os retângulos de lados iguais aos dos polinômios dados (x + 2) e (x + 3). Por consequência

disto, foi necessário um acompanhamento mais de perto da parte dos professores, comparando

os valores escritos com as peças, fazendo-os compreender por exemplo que, (x + 2) equivale a

uma peça que tenha lados x e mais duas peças de lado um, além disso foi instrúıdo a forma de

completar suas áreas por estarmos tratando de multiplicação.

Conclusões

Com base no que foi apresentado, conclui-se que o uso de materiais manipuláveis, como

o algeplan, promove um momento de verificação e superação de obstáculos epistemológicos

utilizando-se de recursos visuais de forma lúdica para evitar certa repulsa que alguns alunos

podem ter por uma ideia abstrata, para que assim o professor possa intervir e auxiliar o aluno

em seu processo de aprendizagem.
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Resumo: Neste trabalho são abordados alguns dos desafios que envolvem
a Educação na geração Z, mais precisamente, a Educação Matemática.
Esta geração é acelerada e ansiosa o que impacta diretamente no ensino e
nas relações interpessoais. Dessa forma, é indispensável que o ambiente
escolar se adapte às transformações de modo a estar o mais preparado
possível para lidar com os alunos. Por fim, relatamos a experiência
vivenciada no período da regência que nos motivou a refletir sobre este
cenário e escrever sobre o tema.

Palavras-chave: Educação matemática; desafios; geração Z.

1 Introdução

A Matemática é uma ciência antiga, trabalhada nas escolas, e que desempenha papel
fundamental na formação do aluno, pois desenvolve o raciocínio lógico, a criatividade e a
abstração. Além disso, está presente em várias atividades do cotidiano e em quase todas as
áreas do saber. Apesar da sua importância, não é de hoje que a matemática é por vezes
percebida como uma disciplina complicada e “para poucos”. Ensinar Matemática é uma
batalha desde os primeiros anos de ensino, colocando os alunos em uma posição desafiadora.
Isso ocorre porque, antes mesmo de tentarem resolver um problema, muitos já estão
conformados com a derrota, concebendo que a dificuldade é natural e somente quem tem
aptidão conseguirá aprender. Além disso, Ramos (2007, p. 73) afirma que

[...] a forma como os amigos, os familiares, os meios de comunicação social e a
própria escola concebem a matemática (valorizando-a mais ou menos,
considerando-a mais ou menos difícil, mais ou menos útil, mais ou menos
interessante etc.) contribui, conjuntamente com os dados da sua experiência
individual, para a forma como o indivíduo vai construindo a sua
representação da matemática (Ramos, 2007, p.73).

Desse modo, o professor de Matemática enfrenta o primeiro desafio antes mesmo de
entrar em sala de aula: as preconcepções. Ademais, outro tópico que contribui com o
desinteresse pela matéria é a utilização de metodologias tradicionais. Esse tipo de abordagem
é pautado na memorização e no paradigma do exercício, colocando o aluno como ser passivo
no processo de aprendizagem. De acordo com Oliveira (2019, p. 3)
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Curso de Matemática - UNIOESTE - Campus de Cascavel 110



O ensino tradicional não consegue dar a devida resposta em termos de
aprendizagem frente as demandas oriundas das transformações sociais
recentes, tais como a recente popularização das tecnologias de informação e
comunicação (Oliveira, 2019, p.3).

Nesse sentido, torna-se fundamental abordagens metodológicas que fazem uso de
atividade lúdicas, jogos e alternativas que melhor promovam o desenvolvimento e a
assimilação do conteúdo e coloquem o aluno como protagonista. Isso mostra a necessidade de
aperfeiçoar o ensino da Matemática no âmbito da educação.

Com o passar dos anos e a ascensão do mundo digital surgiram novos desafios, entre
eles a introdução de tecnologias e aparelho digitais em sala de aula. Os indivíduos estão
constantemente conectados e recebem um bombardeio de informações diárias. Segundo Junger
et al (2018, p. 5),

A Geração Z cresceu e, ainda, está crescendo em um mundo sempre
conectado e móvel, com aplicativos de mensagens que lhes permitem
conectar-se instantaneamente e sem esforço a qualquer pessoa em todo o
mundo e em tempo real (Junger et el, 2018, p. 5).

A geração Z é o termo utilizado para se referir ao conjunto de pessoas que nasceram
entre os anos de 1995 e 2010. Essa geração é fortemente marcada pelo advento da internet e é
conhecida por dominar as ferramentas digitais, sendo tolerante, autônoma e se afastando de
rótulos. Ela é sucessora da geração Y, também chamada de Millennials (nascidos entre 1980 e
1994), e antecessora da geração Alpha (nascidos a partir de 2010).

À vista disso, a geração Z é uma produtora ininterrupta de dados e convive com a
superinformação e a desinformação simultaneamente. Isso porque, ao mesmo tempo que tem
disponível uma grande quantidade de informações, não se aprofunda em nada.

Dessa forma, acostumados com a rapidez do mundo digital, os alunos atuais são
ansiosos e imediatistas e esse é mais um dos desafios contemporâneos a serem superados pelos
docentes da Matemática.

2 Educação Matemática e a geração Z

Segundo pesquisa do site da revista Exame (2021), 95% dos alunos saem do ensino
médio sem conhecimento adequado em matemática. Dados como este são preocupantes no que
diz respeito à formação integral do indivíduo e sua preparação para o ensino superior, bem
como para seu próprio desenvolvimento na sociedade.

A forma como o professor aborda e conduz as aulas pode impactar diretamente na
compreensão, engajamento e interesse dos alunos pela disciplina. Dessa forma, é indispensável
que o educador busque constantemente por melhorias e aperfeiçoamentos em
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sua forma de ensinar, a fim de enriquecer o processo de ensino-aprendizagem. Segundo Brandt
e Moretti (2016, p. 63):

Atualmente, são várias as teorias e os caminhos que um professor de
matemática pode utilizar em seu planejamento. Constitui-se um desafio, nos
diferentes níveis de ensino, a utilização dessas contribuições como
elementos que possam viabilizar a elaboração e o desenvolvimento de
propostas que possibilitem a aprendizagem e o desenvolvimento dos
envolvidos no processo (Brandt e Moretti, 2016, p. 63).

Sob essa perspectiva, o professor desempenha um papel importante na
contextualização dos conceitos matemáticos. Relacioná-los com situações do cotidiano e com
outras disciplinas é uma opção, pois ajuda os alunos a entenderem a relevância da Matemática
em suas vidas e a aplicá-la em diferentes contextos, tornando o aprendizado mais significativo.

Também é relevante considerar a implementação de aulas dinâmicas e interativas. De
acordo com Ribeiro (2013, p.1) é fundamental deixar claro aos alunos que esse tipo de
abordagem não se trata apenas de "diversão", mas possui uma justificativa pedagógica e visa o
aprendizado de conteúdos matemáticos específicos.

Utilizar abordagens efetivas – conjunto de estratégias, técnicas e práticas que auxiliam
o aluno a construir seu conhecimento a respeito de um determinado tema – para o ensino da
matemática têm como objetivo desenvolver as habilidades cognitivas e perceptivas dos alunos,
proporcionando uma compreensão mais profunda dos conceitos e estimulando o pensamento
criativo.

Ao envolver os alunos ativamente na construção de novos conceitos, relacionando-os
com seus conhecimentos prévios e experiências, a aprendizagem se torna mais pessoal e
motivadora. Isso estimula o pensamento crítico, o engajamento e a retenção do conhecimento,
além de promover habilidades práticas que refletirão de maneira positiva em todas as áreas da
vida do indivíduo. Ao colocar o aluno como protagonista da própria aprendizagem, o processo
de construção do conhecimento promove o desenvolvimento de competências necessárias para
enfrentar desafios e aplicar o conhecimento de forma efetiva na vida cotidiana.

Ao atingir esse objetivo, o aluno cumprirá a sexta competência específica da Base
Nacional Comum Curricular para a disciplina de Matemática no Ensino Fundamental, que
consiste em:

Enfrentar situações-problema em múltiplos contextos, incluindo-se situações
imaginadas, não diretamente relacionadas com o aspecto prático-utilitário,
expressar suas res -postas e sintetizar conclusões, utilizando diferentes
registros e linguagens: gráficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na
língua materna (BRASIL, p. 225, 2018).

Por outro lado, com o crescente avanço da tecnologia digital na vida cotidiana, surgem
novos desafios sociais e comportamentais. Nesse contexto, o acesso excessivo e
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descontrolado às tecnologias pode levar a uma dependência digital. Segundo Schwartz (2005
apud NARDON, 2006), a internet está cada vez mais presente no cotidiano das pessoas,
principalmente na vivência dos jovens. Os adolescentes, como um segmento social que é mais
susceptível às transformações das tecnologias digitais, herdam a facilidade de adquirir um
vício. Assim, a tecnologia pode contribuir para o isolamento social, afetando a habilidade dos
adolescentes em se relacionarem e dificultando a distinção entre a realidade e o mundo
virtual, o que prejudica o aprendizado em sala de aula.

Á vista disso, como o processo de construção e assimilação do conhecimento é
complexo, e para a geração Z tudo que exige esforço e tempo é desinteressante. Muitos alunos
tendem a buscar os caminhos mais fáceis para resolver problemas evitando, assim, o esforço
cognitivo necessário para um aprendizado mais profundo. Para Mattoso (2010, p. 31):

Em pleno século XXI onde a tecnologia está cada dia mais avançada, as
pessoas adquirem doenças e problemas psicológicos frequentemente. A
tecnologia com os processos de automação leva as pessoas a assumirem uma
vida sedentária, já que, a comodidade, rapidez e flexibilidade na aquisição de
informação diminuem o esforço das pessoas em buscar fontes alternativas de
lazer, trabalho e estudo (Mattoso, 2010, p. 31).

Levando em consideração os fatores que contribuem para a dificuldade de
aprendizagem, é importante reconhecer que o educador desempenha um papel crucial na
superação dessas dificuldades na geração atual. O professor deve atuar como facilitador do
conhecimento, promovendo a reflexão sobre as dificuldades encontradas e buscando aprimorar
as metodologias e atividades utilizadas ao longo do processo de ensino. Nessa direção, Reis
(2005, p. 173) estipula que “é fundamentalmente necessário refletir sobre o papel do professor
no processo de ensino-aprendizagem e a posição do professor enquanto participante numa
história de insucesso, em particular no caso da Matemática”.

Por conseguinte, o professor deve utilizar todas as ferramentas ao seu alcance para
aprimorar o ensino dentro da sala de aula, de modo a possibilitar a assimilação do
conhecimento matemático em um cenário que coloca os discentes como autores de sua própria
aprendizagem.

3 Vivência em sala de aula

Durante a regência – aulas vinculadas a um componente curricular obrigatório do
curso de Matemática: o Estágio Supervisionado – abordamos o conteúdo de equações do
segundo grau em uma turma do nono ano do Ensino Fundamental (Anos Finais). A turma
era composta por 29 alunos matriculados. Ao longo das aulas, buscamos trabalhar com
atividades que permitissem a construção do conhecimento aos poucos. Por isso, iniciamos o
estágio com
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aulas que envolviam jogos e circuitos e, à medida que as aulas foram avançando, introduzimos
conceitos e aumentamos o grau de dificuldade das atividades.

Ao longo das aulas, as escolhas e preferências dos alunos começaram a nos chamar a
atenção. Primeiro observamos que a turma não tinha o costume de realizar tarefas, mesmo
quando avisávamos com antecedência que era uma atividade importante. Dessa forma, era
perdida a oportunidade de rever o conteúdo, o que contribuiria com a assimilação. Também
percebemos que vários estudantes não tinham o costume de prestar atenção nas correções,
tampouco registrá-las. Ademais, a maioria dos cálculos eram realizados na calculadora do
celular e quando solicitávamos que não a utilizassem os alunos demonstravam um certo
desânimo e bastante dificuldade para realizar as operações.

Optamos por trabalhar a fórmula resolutiva para equações do segundo grau
(Bháskara) como a primeira técnica de resolução de equações quadráticas. Essa temática
levou cerca de duas aulas, considerando explicações e exercícios. Na sequência, abordamos o
método do completamento de quadrados durante ao menos três aulas da regência. A rejeição
foi enorme. Os alunos não gostaram do método e repetiam constantemente que preferiam
utilizar a fórmula resolutiva para equações do segundo grau. De início, pensamos que essa
situação fosse mudar ao longo das atividades, conforme trabalhássemos mais vezes o método.
Porém, a situação persistiu até a última semana.

Todavia, a maior surpresa foi quando corrigimos as atividades avaliativas. Muitos dos
alunos que repetiam não gostar do método do completamente de quadrados o utilizaram na
prova e atividades de recuperação. Após as correções e conversando com nosso orientador,
percebemos que o real motivo da rejeição nas aulas não era pela turma achar o método o mais
difícil. Pelo contrário, os discentes perceberam que o completamento de quadrados se tratava
de um método mais intuitivo, no entanto exigia maior empenho e raciocínio lógico que a
memorização e aplicação de uma fórmula. Como foram colocados em um contexto em que não
tinham acesso à fórmula ou como aplicá-la recorreram ao segundo método.

Sob essa perspectiva, percebemos ao decorrer das aulas o quão os alunos tinham pressa
em terminar os cálculos e as tarefas rapidamente, bem como tudo aquilo que exigia mais
esforço e tempo era desinteressante e até, deixado de lado. Na nossa percepção, com as
tecnologias digitais os indivíduos estão acostumados com informações rápidas e prontas. Por
estarem habituados com esse cenário, os alunos o trouxeram para a sala de aula. No entanto,
é fundamental ressaltar que o conhecimento verdadeiramente significativo e duradouro não é
adquirido de forma instantânea. A aprendizagem requer tempo, esforço e dedicação.
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Conclusões

Ao longo do trabalho, percebemos que são vários os desafios que envolvem educar
matematicamente a geração atual. Entre eles, destacamos a rejeição histórica pela disciplina,
o uso de metodologias tradicionais, as novas tecnologias e sua influência na superinformação e
desinformação.

A experiência oportunizada pelo estágio nos colocou diante desse cenário e nos fez
refletir sobre o papel do professor e do aluno em sala de aula. Entendemos que incentivar o
espírito de investigação matemática estimula os estudantes a explorar, questionar e buscar
soluções por meio da experimentação e da busca ativa de conhecimento. Essa competência
promove a curiosidade, o pensamento crítico e a autonomia intelectual dos alunos, permitindo
que eles se tornem agentes ativos no processo de ensino e aprendizagem.

Entretanto, o conhecimento matemático não envolve apenas o domínio dos conceitos,
mas também a habilidade de comunicar ideias, apresentar justificativas, propor exemplos e
contraexemplos, e analisar criticamente os argumentos apresentados por outros. Esse é um
processo complexo e demorado frente a uma geração imediatista.

Portanto, observamos a necessidade de se estabelecer um contrato didático já nos
primeiros momentos em sala de aula, para que as duas partes envolvidas (professor e aluno)
tenham a oportunidade de destacar seus interesses e necessidades. Além disso, é importante
fortalecer vínculos e conhecer mais profundamente os estudantes, identificando as estratégias
que mantem a atenção e o foco durante mais tempo. Por atuarmos como estagiárias, não
pudemos avaliar as respostas e a evolução da turma para além do estágio. Ainda assim,
buscamos proporcionar um ensino dinâmico e significativo e esperamos que a experiência
tenha sido tão positiva para os alunos quanto foi para nós.
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Resumo: O uso de jogos no ensino da matemática constitui uma tendência
de educação chamada “gameficação”, que vem ganhando muito espaço den 
tro do ensino nos últimos anos. O objetivo dessa prática é aplicar técnicas
e dinâmicas lúdicas para enriquecer o contexto do ensino aprendizagem,
normalmente com jogos completamente novos ou modificações de jogos já
conhecidos. O presente artigo tem o objetivo de estudar a psicologia do jo 
go para a perspectiva do aluno, à luz de ideias de estudiosos do meio. Ade 
mais, houve uma experiência prática durante a realização do PROMAT do
ano civil de 2023 onde foi possível relacionar o que aconteceu nessa prática
com as ideias anteriormente descritas. Apesar do jogo normalmente ser as 
sociado com crianças e a tenra idade, ele constitui um forte elemento de en 
sino alternativo onde coloca os alunos como protagonistas da aula.

Palavras chave: jogo; tendências em educação matemática; gameficação.

1 Introdução

A intersecção entre a Psicologia do Jogo e o ensino da Matemática revela se como uma
área de pesquisa fundamental diante dos desafios encontrados no processo educacional. A di 
ficuldade em despertar o interesse dos alunos por conteúdos considerados maçantes e comple 
xos, especialmente no caso da Matemática, é uma realidade amplamente reconhecida (Laca 
nallo e Mori, 2016). A naturalização da ideia de que a Matemática é uma disciplina difícil
contribui para a formação de barreiras que impedem a aprendizagem, conforme observado por
esses autores.
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Diante desse cenário, Lacanallo e Mori (2016) propõem a utilização do jogo como uma
ferramenta para reverter experiências negativas e criar novas abordagens de ensino. No entan 
to, ressaltam que o jogo, por si só, não é suficiente e defendem a necessidade de uma reestru 
turação abrangente e dialética do processo de ensino. Essa perspectiva é corroborada pela te 
oria histórico cultural, que relaciona o jogo com questões de aprendizagem e desenvolvimento.

Neste contexto, a presente pesquisa explora a natureza psicológica do jogo, destacando
a perspectiva de Jean Piaget no ensino da Matemática. Piaget, precursor da teoria constru 
tivista, enfatizou a importância dos jogos, brincadeiras e atividades lúdicas no desenvolvimen 
to e aprendizagem infantil. Sua teoria estrutura se em processos como assimilação, acomoda 
ção e equilibração, delineando um percurso de desenvolvimento cognitivo.

A fim de aplicar esses conceitos de forma prática, desenvolvemos uma experiência cen 
trada no jogo de cobras e escadas, alinhado com a proposta de explorar o potencial dos jogos
no contexto educacional. A escolha desse jogo específico foi embasada em sua capacidade de
engajar os alunos, oferecendo uma abordagem lúdica e interativa para o aprendizado mate 
mático. A adaptação do jogo incluiu questões que exigiam a modelagem de equações e a re 
solução de sistemas lineares, proporcionando uma oportunidade para o desenvolvimento de
habilidades conceituais.

2 A psicologia do jogo e seu impacto no ensino da Matemática

Percebe se que é bem difícil trazer o interesse dos alunos com conteúdo maçante e ex 
plicações longas. Segundo Lacanallo e Mori

É possível identificar nos discursos o quanto a ideia de matemática como uma
ciência difícil é naturalizada e inquestionável para muitos. Os alunos expres 
sam o grau de dificuldade diante das tarefas propostas, verbalizam experiên 
cias negativas com a disciplina, criando barreiras que as afastam da condição
e possibilidade de aprendizagem. (Lacanallo; Mori, 2016, p. 662)

De acordo com Lacanallo e Mori (2016), propor o uso do jogo como meio de reverter
essas situações de não aprendizagem é algo considerado aceitável por esses indivíduos, embora
seja inicialmente crucial para a construção de novas abordagens de ensino, isso, por si só, não
é suficiente. É imperativo buscar uma reestruturação abrangente e dialética do processo de
ensino, dessa forma, o jogo será compreendido como um recurso metodológico essencial na
organização do ensino de matemática, concebendo o não como algo isolado das demais ques 
tões relacionadas à atividade humana. Lacanallo e Mori (2016, p. 663) ainda enfatiza que
“Falar de jogo implica, na perspectiva histórico cultural, relacioná lo com questões de apren 
dizagem e desenvolvimento.”

Os pressupostos da teoria histórico cultural, a primeira constatação que se faz
é que a infância tem um caráter histórico e cada idade tem peculiaridades pró 
prias que se modificam com o decorrer da vida. (Lacanallo; Mori, 2016, p. 663)

Anais da XXXVII Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Elkonin (1998), que serviu como base teórica de Lacanallo e Mori, analisou a essência
que permeia a infância até a adolescência, destacando que a investigação dos aspectos evolu 
tivos do pensamento, linguagem e personalidade, juntamente com as peculiaridades dos pro 
cessos de aquisição da leitura e escrita, deve ser conectada às questões inerentes à educação e
ao ensino. Os trabalhos do autor tornaram se uma teoria sobre os jogos e Elkonin espera que:

[...] proceder a uma análise crítica e histórica das teorias fundamentais do jo 
go [...] cujo objetivo principal é revelar a inconsistência do enfoque naturalis 
ta do jogo, predominante nas principais teorias propostas em outros países,
contrapondo lhe o enfoque sócio histórico da origem e desenvolvimento do jo 
go humano, sem o qual tampouco se pode compreender a sua natureza psico 
lógica. (Elkonin, 1998, p. 9)

Para Lacanallo e Mori (2016), a compreensão das operações mentais necessárias para
a formação de conceitos. Ele destaca a autonomia do aluno na realização dessas operações,
progredindo desde a orientação inicial até a constituição definitiva da operação mental. Essa
abordagem é cuidadosamente incorporada à proposta pedagógica, que reconhece o jogo como
uma atividade que não apenas motiva, mas também possibilita a realização dessas operações
mentais, promovendo uma verdadeira imersão na formação conceitual.

3 Explorando a natureza psicológica do jogo: uma perspectiva à luz de Jean Pi 
aget para o ensino da Matemática

De acordo com Oliveira e Albrecht (2021), Jean Piaget, um dos precursores da teoria
construtivista, dedicou se a desbravar os intricados caminhos da cognição humana, focalizan 
do especialmente o desenvolvimento infantil. Desde o nascimento até a fase adulta, Piaget
delineou um percurso marcado por processos fundamentais: assimilação, acomodação e equi 
libração, que constituem a essência da construção do conhecimento. Sua observação aguçada
levou o a notar padrões comuns de erros entre crianças da mesma faixa etária, catalisando a
elaboração de uma teoria estruturada em quatro períodos cruciais. Segundo os autores:

Piaget e sua teoria do construtivismo de desenvolvimento intelectual e as fa 
ses do desenvolvimento, teve uma grande contribuição para a educação, em
especial no Brasil, a partir da década de 1980, o qual criou condições de se
pensar no processo de ensino aprendizado do aluno, o qual levou professores
a planejarem atividades adequadas para a sua faixa etária e fase do desenvol 
vimento de cada criança. (Oliveira; Albrecht, 2021, p. 5)

De acordo com Oliveira e Albrecht, Piaget conferiu uma significativa importância aos
jogos, brincadeiras e atividades lúdicas no processo de desenvolvimento e aprendizagem. Para
ele, “o conceito de jogo envolvia a ação de brincar, sendo uma atividade intrinsecamente ligada
à infância e de fundamental importância para o desenvolvimento e aprendizado da criança.
Piaget categorizou o jogo em três tipos distintos: o jogo simbólico, o de regra e o de exercício.”
(citado por Oliveira e Albrecht 2021, p. 06).

Ainda por Oliveira e Albrecht, os jogos de exercício caracterizam se como atividades na
primeira infância, em que o bebê manipula objetos por meio de ações repetitivas, visando seu
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próprio prazer. Entre os 2 e 4 anos, emergem os jogos simbólicos, marcados pelo faz de conta,
nos quais a criança utiliza a imaginação para representar situações e comportamentos. Essa
fase revela se de importância crucial, pois é nela que a criança desenvolve habilidades funda 
mentais, como a leitura e a escrita.

Segundo Piaget, conforme citado por Oliveira e Albrecht (2021, p. 06) “através dos
jogos de regras, as atividades lúdicas atingem um caráter educativos, tanto na formação psi 
comotora, como também na formação da personalidade da criança”. Para Oliveira e Albrecht,
Piaget entendia o jogo com algo do dia a dia, por conta disso a assimilação é natural.

Ao longo de sua extensa obra sobre jogos e brincadeiras, Piaget define o jogo
como algo natural, ao próprio da criança, do seu dia a dia, mas que não são
apenas um meio de diversão e entretenimento, mas sim um tempo de um
aprendizado e desenvolvimento intelectual. Quando as crianças jogam eles as 
similam e podem transformar a sua realidade. O professor quando proporcio 
na atividades lúdicas através de jogos e brincadeiras está desenvolvendo no
aluno o seu conhecimento, seu caráter e sua forma de se relacionar com outras
pessoas. (Oliiveira; Albrecht, 2021, p. 6)

4 Experiência prática

Durante o PROMAT, programa do colegiado do curso de Licenciatura em Matemática
que visa atender alunos da rede pública estadual de ensino com práticas que são direcionadas
aos estudantes que buscam acesso aos cursos superiores, tornou se claro já na primeira aula
que práticas tradicionais de ensino não bastavam. Na busca por estratégias inovadoras para o
ensino da matemática, recorremos constantemente ao uso do jogo e do lúdico como forma de
ensino. Dentre os vários jogos aplicados ao decorrer de dez sábados, destaca se um: o jogo de
cobras e escadas. Este jogo foi escolhido devido à sua capacidade de engajar os alunos, pro 
porcionando uma abordagem lúdica e interativa para o aprendizado matemático. A escolha do
jogo está alinhada com a proposta de explorar o potencial dos jogos no contexto educacional.

O objetivo principal desta experiência foi investigar como o jogo de cobras e escadas
poderia favorecer a formação do pensamento teórico dos alunos no âmbito matemático. Bus 
camos criar um ambiente dinâmico que estimulasse o desenvolvimento de habilidades concei 
tuais, especialmente na modelagem e resolução de equações, além de proporcionar uma opor 
tunidade para aprimorar a capacidade matemática dos participantes.

Segundo Grando, esse objetivo caracteriza um dos sete momentos de intervenção pe 
dagógica.

Intervenção pedagógica verbal: Depois dos três momentos anteriores, os alu 
nos passam a jogar agora contando com a intervenção propriamente dita. Tra 
ta se das intervenções que são realizadas verbalmente, pelo orientador da
ação, durante o movimento do jogo. Este momento caracteriza se pelos ques 
tionamentos e observações realizadas pelo orientador da ação a fim de provo 
car os alunos para a realização das análises de suas jogadas (previsão de jogo,
análise de possíveis jogadas a serem realizadas, constatação de “jogadas erra 
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das” realizadas anteriormente etc.). Neste momento, a atenção está voltada
para os procedimentos criados pelos sujeitos na resolução dos problemas de
jogo, buscando relacionar este processo à conceitualização matemática. (Gran 
do, 2007, p. 4)

O jogo de cobras e escadas foi escolhido por sua versatilidade e capacidade de integra 
ção com os conceitos matemáticos. Optamos por adaptar o jogo, incorporando questões que
exigiam a modelagem de equações e resolução de sistemas lineares, o conteúdo que estávamos
trabalhando com a turma no momento. Esta adaptação foi realizada com o objetivo de criar
uma experiência que atendesse aos objetivos educacionais propostos.

A experiência foi conduzida em grupos de quatro alunos, cada um recebendo um ta 
buleiro, cartões e dados. A dinâmica do jogo foi explicada, e os alunos foram encorajados a
trabalhar colaborativamente. A presença de quatro estagiários permitiu um suporte individu 
alizado, garantindo que cada grupo recebesse a atenção necessária.

Conforme Macedo e citado por Grando:

A discussão desencadeada a partir de uma situação de jogo, mediada por um
profissional, vai além da experiência e possibilita a transposição das aquisições
para outros contextos. Isto significa considerar que as atitudes adquiridas no
contexto de jogo tendem a tornar se propriedade do aluno, podendo ser gene 
ralizadas para outros âmbitos, em especial, para as situações de sala de aula.
(Macedo, 2000, p. 23)

Durante a atividade, observamos um envolvimento significativo dos alunos, evidenci 
ado pelo uso efetivo de mapas mentais e anotações do quadro para modelagem e resolução de
equações. Surgiram dúvidas, especialmente nas questões que exigiam a formulação de equações
e a resolução de sistemas lineares, indicando áreas que poderiam ser mais exploradas em fu 
turas atividades.

Figura 1: Alunos brincando com o jogo das escadas e serpentes
Fonte: acervo dos estagiários

Anais da XXXVII Semana Acadêmica da Matemática. ISSN 2526-0804.
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Ao analisar os resultados à luz das teorias de Piaget (1978) e Elkonin (1998), podemos
destacar como o jogo de cobras e escadas se tornou uma ferramenta pedagógica que promoveu
o desenvolvimento cognitivo dos alunos, proporcionando uma abordagem prática e dinâmica
para a aprendizagem matemática.

Conclusões

Em síntese, a aplicação de jogos no ensino da matemática emerge como uma estratégia
pedagógica enriquecedora e transformadora. Ao considerar as contribuições de renomados te 
óricos, como Piaget e Elkonin, percebemos que os jogos não são meramente instrumentos ma 
nipuláveis, mas sim um elemento intrínseco ao desenvolvimento cognitivo e cultural dos alu 
nos.

A compreensão do jogo como atividade lúdica transcende a mera diversão, ganhando
relevância na formação da cultura e na criação de representações mentais. O uso do jogo na
educação matemática não é apenas uma estratégia para tornar o aprendizado mais atraente,
mas também uma ferramenta que permite aos alunos assimilar, transformar e criar um conhe 
cimento sólido. A análise prática da experiência com o jogo de cobras e escadas revelou um
envolvimento significativo dos alunos, destacando a eficácia do jogo como uma abordagem
dinâmica para o ensino de conceitos matemáticos.

Diante disso, a proposta de integração dos jogos no processo de ensino mostra se pro 
missora, contribuindo não apenas para o desenvolvimento cognitivo, mas também para a for 
mação de habilidades conceituais e a superação das barreiras percebidas em relação à mate 
mática. No entanto, é crucial reconhecer que o uso eficaz dos jogos requer uma abordagem
pedagógica abrangente, considerando o contexto cultural, a diversidade de aprendizes e a in 
tegração cuidadosa com os objetivos educacionais.

Assim, ao explorar a complexidade da atividade lúdica e sua influência na formação
cultural, este estudo propõe uma reflexão mais profunda sobre o papel transformador dos jogos
no ensino da matemática, destacando sua capacidade de transcender a dicotomia entre jogo e
trabalho. Ao reconhecer o potencial dos jogos como instrumentos pedagógicos valiosos, espe 
ramos contribuir para uma abordagem mais inovadora e eficaz no ensino da matemática, pro 
movendo uma verdadeira imersão na formação conceitual dos alunos.
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