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Apresentacao

A Semana Académica da Matematica estd na sua XXXVI edicao. Este é o evento de
extensao mais tradicional promovido pelo Curso de Matematica, da UNIOESTE campus de

Cascavel. E um evento com periodicidade anual.

Na programacao da XXXVI Semana Académica de Matematica figuram palestras, mini-
cursos e comunicacoes orais. As comunicagoes orais resultam da inscricdo dos participantes na

modalidade de apresentadores de trabalhos.

Nesta edicao da Semana Académica de Matematica, 11 trabalhos foram inscritos e aceitos
para apresentacao oral e publicagdo nos anais do evento. Sao em geral trabalhos resultados
das pesquisas de Iniciagao Cientifica e de Monografia desenvolvidos por alunos do curso de
Matematica. Registramos também trabalhos realizados por professores do Curso de Matematica
da UNIOESTE - Cascavel, e de alunos de outros cursos que desenvolveram suas pesquisas com
teor matematico. A apresentacao destes trabalhos no evento tem o objetivo de compartilhar os
conhecimentos adquiridos pelos alunos e professores nos seus respectivos projetos. O registro
destes trabalhos servira para que os futuros alunos possam também fazer uso deste conhecimento.

A comissdo organizadora agradece aos autores pelo envio dos trabalhos e também &
comissao cientifica pelas contribuicoes dadas durante o processo de avaliagdo e correcao dos
trabalhos.

A comissao organizadora.

Cascavel, Novembro de 2022.

ii



Anais da XXXVI Semana Académica da Matemadtica. ISSN 2526-0804. .
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 111

Indice de Trabalhos

O uso da estatistica como base norteadora na avaliagao da aprendizagem .. 4
Condicoes de otimalidade para problemas de otimizagao.................... 16
Convergéncia do método de regiao de confianga para otimizagao irrestrita 28

Tépicos de Algebra Linear e o Teorema de Convergéncia da Rede Neural
Perceptrom ... ..o 40

O uso da Unity para criacao de jogos didaticos........................ ... ... 51
O uso da metodologia Resolugao de problemas no estagio supervisionado . 60
Aspectos de um curso de formacgao continuada para professores da rede muni-
cipal de ensino no municipio de Cafelandia: um enfoque na resolugao de problemas
como Metodologia . ... ... 69
Implementacao do algoritmo de Dijkstra com apoio do software GGeogebra76
Aproximacoes de irracionais por meio de racionais ................... ... ..., 84
Um estudo sobre os fatores que promovem a evasao e a permanéncia dos
discentes no curso de licenciatura em matematica da Unioeste — campus Cascavel

no periodo de 2016 - 2022 ... ... ... 90

PNLD: Dados histéricos, seu funcionamento e algumas consideragoes rele-
vantes acerca da aquisSiGAO . ... 97



Anais da XXXVI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 4

O uso da estatistica como base norteadora na avaliacdo da

aprendizagem.

Thays Perin?!
Universidade Estadual do Oeste do Parana - UNIOESTE
thaaysperin@gmail.com

Dr. Alessandra dos Santos?
Universidade Estadual do Oeste do Parana - UNIOESTE
Alessandra.santos23@unioeste.br

Resumo: Atualmente, uma das politicas mais comentadas no pais refere-
se a correcdo do fluxo escolar, ou seja, da diminuicdo das evasoes,
desisténcias e repeténcias. Assim, esse artigo analisa os dados escolares com
uso de ferramentas estatisticas a fim de fornecer conhecimentos de tais
técnicas para que os profissionais da area possam melhor inferir e detectar
problemas e solucbes no desenvolvimento do seu trabalho. Essas avaliagoes
podem ter diversas finalidades, mas, nesse trabalho, nos limitamos a
exemplificar duas situacgoes. A primeira refere-se a avaliar se os alunos
absorveram um conteudo especifico. Para tal, comparou-se suas notas em
dois periodos, sendo antes e apds a aplicagdo do conteddo. Neste caso é
como se o professor aplicasse a avaliagio diagnodstica e apos, tentasse sanar
certas dificuldades apresentadas na primeira avaliagdo. O segundo exemplo
compara duas turmas com igual desenvolvimento de conhecimento e sob
condi¢Ges parecidas entre os alunos, porém assume-se duas diferentes
metodologias de ensino empregadas pelo mesmo professor. Assim,
comparou-se as notas médias das turmas para avaliar se tais procedimentos
realmente se diferiam. Ambas as situacdes apresentaram dados ficticios,
sendo esses simulados e criados para servir como base de exemplo. Para
realizar as anélises, utilizou-se medidas de estatistica descritiva e teste T de
Student.

Palavras-chave: Estatistica basica; Avaliacio da aprendizagem; Teste T
de Student; Software R.

1 Introducao

O presente artigo procura utilizar de estudos estatisticos como artefato de auxilio aos
professores na autoavaliacio dos modelos de ensino aplicados em sala, e com isso, pode-se
identificar possiveis desniveis e impasses quanto a aprendizagem. De acordo com Luckesi

(1996, p.165), o processo avaliativo deve ir além de impor notas, esse significa “identificar
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impasses e buscar solugdes”. Com o intuito de demonstrar e exemplificar o uso da estatistica
como base norteadora na avaliacio do ensino/aprendizagem, foi realizado um estudo que
avalia amostras de notas escolares de duas turmas ficticias (A e B). Para que este estudo seja
possivel, torna-se necesséario identificar e trabalhar os conceitos e caracteristicas relacionadas

a aprendizagem.

Para tal, o presente artigo foi organizado em cinco partes. Na primeira foi apresentado
o embasamento tedrico, no qual fez-se uma abordagem sobre a aprendizagem, procurando
evidenciar a necessidade de utilizar das tecnologias como aliadas na avaliagdo do ensino. O
cenario analisado, os dados e anéalises estatisticas sdo apresentados na metodologia. A terceira
parte foi dedicada para a apresentacdo dos resultados obtidos, no qual se pretende responder
aos objetivos deste artigo. A quarta parte destina-se & conclusdo e a ultima apresenta a

programagao utilizada para a anélise dos dados por meio do software R.

2 Fundamentagao Teoérica

2.1 Aprendizagem

A aprendizagem é construida através de mudangas comportamentais que decorrem de
experiéncias vividas. Ela ocorre desde o nascimento até o final da vida. A teoria de Piaget
(1990) defende essa ideia, afirmando que, ao ser inserido no meio (que ocorre ao nascer), a
crianga é exposta a novas ideologias e costumes, que contribuem e influenciam na sua
mudanga comportamental, ou seja, a aprendizagem ocorre da interagdo do sujeito com o meio
no qual foi inserido. Um exemplo é a linguagem verbal, visto que a crianca tende a
compreender e a reproduzir o idioma do meio que esta inserido, ou seja, os pais e familiares

atuam como mediadores.

Na escola, os professores sdo os mediadores do conhecimento, sendo a ligagdo entre o
estudante e o conhecimento, de modo que o faga pensar de forma critica, ndo apenas

recebendo as informagdes e aceitando-as sem questiona-las.
De acordo com Bulgraen (2010), o docente possui

(...) a responsabilidade de agir como sujeito em meio ao mundo e de ensinar
para seus educandos o conhecimento acumulado historicamente, dando-lhes a
oportunidade de também atuarem como protagonistas na sociedade. (B
ULGRAEN, 2010, pg. 31)
Seguindo o raciocinio de Bulgraren (2010), é indubitavel que os educadores possuem a
capacidade de transformar uma sociedade alienada em uma sociedade critica e pensante.

Sendo assim, acredita-se que um dos papeis do educador é adequar a sua pratica pedagogica e
avaliativa ao contexto atual da sociedade (BULGRAEN, 2010).

O conhecimento, principalmente o matemético, ndo deve estar vinculado somente a

2

verdades absolutas e imutaveis, na qual o professor é o centro que impoe o conteudo; e sim
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da interacdo em sala voltada para o objetivo de ensinar o aluno e compreender as melhores
formas de ensinar o conteudo a ser trabalhado (BARALDI, 1999). Por este motivo ¢é
necessario mediar o conteudo visando diversos aspectos, particularidades e culturas

individuais dos alunos.

E de suma importancia que o conhecimento que o aluno traz consigo seja levado em
consideragdo no processo ensino-aprendizagem. Para Lorenzato (2010, p.24), “deve-se apoiar
no saber vivenciado, pois é adaptando os novos conhecimentos aos ja adquiridos que o aluno
aprende”. Desta forma, torna-se necessario que o professor conheca estratégias para explorar

os conhecimentos prévios adquiridos pelo aluno ao longo do tempo.

A interacdo aluno-professor também ¢é de extrema importancia para que ocorra a
aprendizagem. Segundo Berbel (2011, p. 29), a empatia do aluno com o professor “[...] facilita
a identificacio pessoal com aquilo que ele apresenta em sala de aula, possibilitando a
valorizacdo das atividades e contetidos propostos e a internalizacdo das exigéncias ou
demandas externas”. Para Freire (1986), é o didlogo entre professor e aluno que torna possivel

construir o saber cientifico, e assim, oportuniza o aluno a construir o seu préprio saber.

E necessério destacar necessidade de dispor ao educando um ambiente aconchegante e
acolhedor, tornando este, um lugar propicio para que ele possa desenvolver o melhor de si.
Quando a avaliacdo dos conhecimentos adquiridos pelo aluno, deve-se procurar diversificar os
métodos avaliativos e buscando identificar o desenvolvimento das habilidades e competéncias

apresentadas.

2.2 Avaliacao da aprendizagem

2

Avaliagdo da aprendizagem é o instrumento que avalia a evolugdo dos alunos no
decorrer do processo ensino-aprendizagem. Quando se refere a esse assunto, evidencia-se que
o processo nio se refere apenas a aplicacio de testes avaliativos, mas sim ao

acompanhamento do aluno nas diferentes fases da aprendizagem.

De acordo com o dicionario Michaelis (2021), a avaliagio ¢é definida como “a
apreciacdo, computo ou estimacao da qualidade de algo ou da competéncia de alguém”, ou

seja, é 0 ato de avaliar se algo ou alguém é capaz de exercer o que lhe foi deferido.

Quando vista de forma correta, a avaliagio pode impactar positivamente no trabalho
do professor, sendo utilizada como diagnoéstico ao docente sobre o desenvolvimento da
aprendizagem. O que corrobora com Luckesi (1996, p. 43) ao dizer: “para néo ser autoritaria
e conservadora, a avaliacdo terd de ser diagnostica, ou seja, deverd ser o instrumento
dialético do avanco, terd de ser o instrumento da identificacio de novos rumos”’. Logo, é
através da avaliagdo que se pode evidenciar possiveis problemas na aprendizagem, e assim,

sendo deferido ao professor, o papel de buscar alternativas para sana-los.
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2.3 A utilizacdo da estatistica na avaliagdo da aprendizagem

E inevitavel avaliar o desenvolvimento de uma turma com relacio ao método de
ensino e o processo ensino aprendizado em si, ndo é uma tarefa facil. Em alguns momentos,
as reflexdes sobre os resultados sdo filosoficas e norteiam resultados empiricos na comparagao
de turmas e alunos. Nesta perspectiva, acredita-se que a utilizagio de técnicas estatisticas
inferenciais, como base norteadora, pode ser uma alternativa que contribui positivamente na

avaliacio sobre o desenvolvimento dos estudantes.

Técnicas de estatistica descritiva e inferencial podem auxiliar o professor na avaliacao
do seu trabalho em uma ou mais turmas. O grafico boxplot, por exemplo, é uma ferramenta
grafica utilizada para sintetizar e analisar dados quantitativos. O principal objetivo ao se
trabalhar com este recurso é a possibilidade de “descrever didaticamente a estrutura,
interpretagao, construgao, modificagdes e aplicacoes deste recurso visual” (VALLADARES et
al. 2017, p. 1). O grafico boxplot “¢ capaz de fornecer diversas medidas estatisticas como
minimo, primeiro quartil, segundo quartil (mediana), terceiro quartil, o méximo e os possiveis
outliers (valores discrepantes)” (VIZONA; MIGUEL, 2021, s/p). Ja o histograma é uma
espécie de grafico de barras que mostra a distribuicdo de uma amostra ou populagio, os quais
sdo organizados e agrupados em intervalos ou em valores absolutos. Com o histograma é
possivel resumir grandes bases de dados de forma simplificada e de facil visualizagdo e ainda,
comparar resultados (SIQUEIRA, 2021). No histograma é possivel obter os dados de

centralidade, amplitude e simetria.

Como técnicas inferenciais, o teste T de Student é um teste de hipotese. Atualmente
muito utilizado na estatistica, pois sua funcédo é comparar médias. E possivel comparar uma
média amostral com valor hipotético ou ainda duas médias, sendo entre dois grupos distintos

ou um mesmo grupo em dois momentos (esse caso é chamado dado pareado).

3 Metodologia

Para o desenvolvimento desse trabalho criamos dois cenarios com objetivos diferentes,
descritos nas subsecgoes 3.1 e 3.2. Para cada situacéo, os dados foram simulados e analisados
estatisticamente. Inicialmente, utilizou-se técnicas de anédlises descritivas tais como graficos
(boxplot e histograma), média aritmética, nota maxima e minima, medidas separatrizes e
desvio padrdo a fim de avaliar quantitativamente os resultados. Depois, utilizou-se anéalises
inferenciais de comparagio de médias tais como: testes T-Student para amostras pareadas e
independentes, suposto que os dados seguem distribuicdo normal. Essa condigio serd avaliada
por meio do teste de Shapiro-Wilk com hipoétese de nulidade de que os dados seguem
distribuicdo normal. Para o estudo apresentado em 3.2, a situacdo de homogeneidade de
varidncias serad avaliada por meio do teste F, com hipotese de nulidade que as varidncias sao

homogéneas (iguais).
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Para as inferéncias (testes de hipotese) sera assumido o nivel de significancia de 5%;
assim, se o nivel descritivo (p-valor) do teste aplicado for menor que 0,05, entdo ha

evidéncias estatisticas para se rejeitar a hipétese de nulidade do mesmo.

Todas as estatisticas desenvolvidas nesse material foram realizadas no software
estatistico R (R CORE TEAM, 2021) por meio da interface grafica do software RStudio. A

programacao encontra-se em anexo.

3.1 Primeiro estudo

Inicialmente foi simulado a situagio de que o professor deseja analisar se sua
metodologia de ensino esta surtindo efeito significativo nos alunos. Para isso, é como se duas
“avaliacOes iguais” fossem desenvolvidas em momentos diferentes com alunos de uma turma
ficticia denominada “A”. No primeiro momento (fy), ¢ como se o professor estivesse aplicando
uma prova diagnostica antes de iniciar qualquer aula sobre o contetdo e, no segundo (), a
avaliacdo fosse reaplicada ap6s o conteddo ser explorado em aula. Na estatistica, chama-se
pareada as informacgoes coletadas, visto que o mesmo individuo participa da coleta nos

momentos {y e,

Na simulacgdo assumimos hipoteticamente uma turma com 35 alunos, sendo que as
notas de cada aluno provinham de uma distribuicdo Normal Multivariada com médias para
os instantes ty e [, iguais a 50 e 80, respectivamente. J4 as variancias, {y e t,, foram 30 e 25,
respectivamente, com correlagdo de 0,5 entre os momentos; caso alguma nota fosse simulada
com resultado menor que zero ou maior que 100, o resultado era truncado no valor minimo

ou maximo do intervalo, respectivamente 0 ou 100.

Para considerar que o método de ensino usado esta sendo eficiente, é necessario que a
nova média da turma seja estatisticamente superior a anterior. Assim, caso a condi¢do de
normalidade (Teste Shapiro-Wilk) seja satisfeita, o teste T de Student pareado é
empregado. Nessa situacdo, a hipotese de nulidade é a de que as médias nos momentos {y e t,
sao iguais, assumindo como hipotese alternativa que, apds o processo de ensino do contetido,
a turma apresente uma média superior a encontrada anteriormente (Tabela 1). Caso a
hipotese de nulidade seja rejeitada, isso indicard que a professora conseguiu influenciar
positivamente no aprendizado dos alunos; caso contrario, a diferenca n#o é significativa o que

indica que o desempenho nido foi satisfatério. Este é, portanto, um teste denominado

unilateral.
Tabela 1: Hipotese da primeira analise
Hipotese Descricao da hipotese
Nulidade Hy:po=p, = po= 4, =0

Alternati- H, :p,<p,=p,—1,>0
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Fonte: acervo da autora.

3.2 Segundo Estudo

No segundo exemplo, seré analisado se duas turmas ficticias, A e B, absorveram com
a mesma intensidade o contetido, ou seja, seré analisado se, em média, as notas das turmas A
e B séo semelhantes apos a aplicagdo do conteido (assumindo que as avaliagdes aplicadas
fossem idénticas). Para tal, simulamos as notas das duas turmas de modo independente,
supondo que ambas continham valor de notas seguindo a distribuigdo Normal e restrigdo de
valores entre 0 a 100. Para a turma A, assumiu-se 35 alunos, com nota média igual a 60 e o
desvio padrao de 25. J& a turma B continha 37 alunos, média igual a 70 e desvio padréo igual
a 10.

Neste caso, as hipOteses a serem avaliadas é se ha ou n&o diferenca entre as médias
dos valores observados na turma A (Hze B (Hp, assumindo como hipotese de nulidade a
situagdo de que néo hé diferenga entre as médias das turmas versus a hip6tese alternativa de
que as médias sdo diferentes (Tabela 2). Assim, para tal comparagdo, foi utilizado o teste
bilateral T de Student para amostras independentes (dado a condi¢do de normalidade dos
dados e homogeneidade de variancias). Se a hipotese de nulidade for rejeitada, tem-se que as
notas médias das turmas diferem; caso contrario a diferenca nao é significativa o que indica
que o desempenho dos alunos foi semelhante. Vale salientar que para essa andlise estamos

supondo que a professora é a mesma e sua metodologia e avaliacdo também sfo iguais em

ambas as turmas.

Tabela 2: Hipotese da segunda anéalise

Hipotese Descricao da hipotese

Nulidade Hy:p,=py =p,~pp=0

Alternativa H, p,#Zpg=p,~pg#0

Fonte: acervo da autora.

4 Resultados obtidos

Inicialmente foram analisados os resultados obtidos ao realizar os estudos estatisticos

na turma A antes e depois da aplica¢do do contetudo (primeiro estudo).

Com o estudo descritivo, observou-se que a turma A, antes da aplicagio do contetdo
possufa 38,9 e 61,6 como menores e maiores notas respectivamente, sua nota mediana era
49,4, sua média era 49,99, com desvio padrdo de 5,10. Apos a aplicagdo do contetdo, a turma
obteve 72,4 e 86,9 como menores e maiores notas respectivamente, a nota mediana foi 80,7,
sua média passou a ser 80,68, com desvio padrdo de 3,34. Como podemos corroborar na

Figura 1, os resultados da avaliagio apds a apresentagdo do contetido (momento ) foram
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notas superiores e com menor variabilidade do que no primeiro momento (f;). Além disso,
pode-se observar que no primeiro momento, alguns alunos da turma apresentaram notas
discrepantes quando comparado com as notas centrais. Esses resultados, também

denominados de outlier, sao apresentados na Figura 1 como bolinhas.
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Figura 1: Grafico boxplot com dados da turma A no instante {y e t, respectivamente

Fonte: Acervo dos autores.

Apos a andlise descritiva foram realizadas as anélises de normalidade. Os dados

apresentaram distribui¢do normal (p>0,05) Na Figura 2 observa-se o histograma dos dados.
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Figura 2: Histograma das notas da turma A no instante {, (a direita) e I, (& esquerda).

Fonte: Acervo dos autores.
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Ao realizar o teste T-Student pareado encontrou-se que o valor P(Tcalc < -32,97) <
0,001. Com isso, baseado nessa amostra e ao nivel de significancia de 5%, o professor pode
assumir que ha evidéncias estatisticas para rejeitar Hy. Portanto, é possivel concluir que a
média das notas da turma A apoés a aplicagio do contetido é estatisticamente superior a
média da inicial. Entdo, o professor pode avaliar que seu trabalho foi significativo, pois ele

conseguiu influenciar positivamente no aprendizado dos alunos.

Com o segundo estudo de simulagéo, observou-se que a turma A, obteve 10,8 e 100,0
como menores e maiores notas, respectivamente; sua nota mediana foi 63,5, sua média 59,77 e
o desvio padrdo 21,75. A turma B obteve 54,1 e 87,5 como menores e maiores notas,
respectivamente; a nota mediana foi 69,2, a média 69,45 e o seu desvio padrio foi 8,40. Estes
dados podem ser facilmente observados no grafico boxplot (Figura 3). Observe que existem
notas discrepantes (muito baixas quando comparadas com os valores centrais) e a
variabilidade da turma A é superior a turma B sendo que ambas apresentam uma leve

assimetria com relagdo ao valor da mediana.
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Figura 3: Gréfico boxplot com dados das turmas A e B respectivamente.

Fonte: Acervo dos autores.

Com o teste de normalidade e homogeneidade verificamos que os dados seguem uma
distribuigdo Normal (pa=0,38 e ps=0,62) e as varidncias sdo heterogéneas (p<0,01). Na

Figura 4, observa-se a distribui¢do dos dados de acordo com a turma.
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Figura 4: Histograma das notas da turma A e B respectivamente.

Fonte: Acervo dos autores.

Comparando a média das turmas, pelo teste T-Student com varidncias desiguais,
encontrou-se que o valor P(Tcalc > 2,46 ou Tcalc < -2,46 ) = 0,02. Com isso, dada essa
amostra e o nivel de significancia de 5%, ha evidéncias para se rejeitar Hy. Portanto, é
possivel concluir que a média das notas das turmas A e B sio estatisticamente diferentes.
Pelo boxplot pode entender que alguns alunos da turma A precisam de um refor¢o maior no

contetido do que a turma B.

Conclusoes

As analises feitas servem para evidenciar possiveis dificuldades e evolugdo na
aprendizagem dos estudantes. De modo geral, pelo grafico boxplot, os professores podem
identificar se alguns resultados s&o especificos de alguns alunos ou se o comportamento
central é semelhante, detectando resultados considerados discrepantes ou nao. Além disso, o
comportamento geral pode ser observado juntamente com as medidas descritivas e o grafico
do histograma. Assim, é possivel verificar a necessidade de um trabalho planejado de
acompanhamento e de atividades especificas para os alunos e turmas, com o objetivo de

fortalecer os conhecimentos basicos.

No primeiro estudo, apresentado nesse trabalho, concluiu-se que na turma ficticia A os
resultados foram positivos com a aplicacio do conteudo, pois a evolugdo dos alunos ficou
estatisticamente significativa, ou seja, a metodologia aplicada foi satisfatoria.

No segundo estudo, ao comparar as notas de duas turmas ficticias A e B, foi possivel

concluir que ambas as turmas nfdo absorveram, em média, a mesma quantidade do contetido

aplicado. Assim, o professor deve continuar avaliando essas metodologias e entender melhor
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porque a turma B apresentou a média com aproximadamente 10 pontos acima do resultado

da turma A.

De acordo com o supracitado, conclui-se que atrelar a estatistica bésica e inferencial a
avaliacio da aprendizagem é um artefato que pode auxiliar os professores. Assim, todo o
corpo docente, pode deixar de fazer afirmacGes empiricas e apresentar afirmacées cientificas.
Portanto, realizar andlises peridédicas pautadas em métricas estatisticas podem contribuir
para um melhor desenvolvimento do trabalho do professor e consequentemente uma

aprendizagem significativa; sanando possiveis dificuldades com precedéncia.
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Apéndice: Programacao utilizada no Software R (Script)

## Situacdo 1 --- Teste Antes e Depois

summary(notas_antes) #medidas resumo: minimo, quartis, mediana,
média, maximo

summary(notas_depois)

sd(notas_antes) ## desvio padrédo de A

sd(notas_depois) ## desvio padrédo de D

boxplot(cbind(notas_antes, notas_depois),ylab="Notas obtidas pelos

alunos", names=c(expression("t"[0]), expression("t"[n])),
col=" light pink") # grafico

par(mfrow=c(1,2))
hist(notas_antes, x1lim = c(0,100), breaks = seq(0,100,5), main="",

ylim = c(0,20), freq = T, ylab = "N° de alunos", xlab= "Notas",
col = "light pink")

hist(notas_depois, xlim = c(0,100), breaks = seq(0,100,5), main="",

ylim = c(0,20), freq = T, ylab = "N° de alunos", xlab= "Notas",
col = "light pink")

diferenca <- notas_antes - notas_depois

shapiro.test(diferenca) # teste de normalidade

t.test(notas_antes, notas_depois, var.equal = T,paired=T,
alternative = "less",conf.level=0.95) # teste T

## Situacdo 2 - Teste comparando turma A e B

summary (A)

summary (B)

sd(A)

sd(B)

boxplot(cbind(A,B),ylab="Notas obtidas pelos alunos",
names=c(expression("A"),expression("B")), col="1light pink")

hist(A, x1lim = c(0,100), breaks = seq(0,100,10), main="", ylim =
c(0,20),freq = T, ylab = "N° de alunos", xlab= "Notas", col =
"light pink")

hist(B, xlim = c(0,100), breaks = seq(0,100,10), main="", ylim =
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c(0,20),freq = T, ylab ="N° de alunos", xlab= "Notas", col =
"light pink")
var.test(A,B) # teste de homogeneidade de variancias
shapiro.test(A) # teste de normalidade
shapiro.test(B) # teste de normalidade

t.test(A,B, var.equal = F,paired=F, conf.level=0.95) # teste T
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Resumo: Na maioria dos problemas de otimizagao é muito dificil encontrar
pontos minimizadores (maximizadores) globais. Para contornar essa dificul-
dade, sao buscados pontos que satisfazem determinadas propriedades que
também seriam verificadas pelos extremos globais, essas propriedades sao
chamadas de condicoes de otimalidade. Este trabalho é dedicado ao estudo
das condicoes de otimalidade na otimizacao irrestrita e com restricao de igual-
dade pelo método dos multiplicadores de Lagrange com uma restrigao. Além
disso, aproveitaremos para apresentar as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker a
luz da Condigao de Qualificagdo de Independéncia Linear da otimizagao res-
trita com restricao de desigualdade que muito se relaciona com as condicoes
de Lagrange, e revisaremos alguns conceitos e resultados basicos da Algebra
Linear e da otimizagcao.

Palavras-chave: Otimizag¢ao; Condicoes de otimalidade; Multipli-
cadores de Lagrange.

1 Introducao

Em um problema de otimizagao, buscamos a principio encontrar um ponto que minimize
ou maximize globalmente a funcao objetivo f. O conjunto €2 formado pelos pontos a serem apli-
cados na fungao é chamado de conjunto vidvel, podendo este estar sobre determinadas restrigoes
em seu interior. Usualmente, um problema de otimizacao é escrito na forma

minimizar  f(x)

. (1)
sujeito a  x € €,

sendo o conjunto vidvel definido neste caso por = {x € R" | h(z) = 0 e g(z) < 0}, com

h:R*” - R™ ¢g:R" > RPe f:R" — R sendo fungoes diferenciaveis.

Se o conjunto 2 = R", dizemos que estamos trabalhando com a otimizacao irrestrita, isto
é, se trata de um problema irrestrito. Quando 2 é formado por pontos que satisfazem apenas
igualdades, por exemplo, 2 = {z € R" |h(z) = 0 e g(z) = 0} significa que estamos trabalhando
com a otimizacao restrita com restrigoes de igualdades. No problema 1, estamos definindo um
problema da otimizacao restrita com restricao de desigualdade.

Quando minimizamos uma funcao, nem sempre é uma tarefa ficil encontrar minimi-
zadores, visto que por conta da profundidade do conjunto vidvel, podem existir pontos que
apresentam valores ainda menores. Segundo Haeser (2009), para contornar essa dificuldade,
buscamos por pontos que satisfacam determinadas propriedades que também seriam satisfeitas
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pelo minimizador global. Essas propriedades sao chamadas de condigoes de otimalidade e esses

pontos de pontos estacionarios.

Na otimizacao irrestrita as condigoes de otimalidade necessarias e suficientes caracterizam
o minimizador local como solugao para este tipo de problema, e elas podem ser verificadas apenas
utilizando as derivadas da funcao objetivo (RIBEIRO & KARAS, 2013). J4 na otimizagao
restrita, Joseph-Louis Lagrange (1736 —1813) apresenta uma condigao de otimalidade nescessaria
para determinar pontos estacionérios de f restrita aos pontos de h(z) = 0, denominada condigao
de Lagrange ou também de Teorema dos multiplicadores de Lagrange (MARCHAND, 2016;
LUENBERGER, 2008).

0 ¢ minimizador do problema de otimizacdo restrita com

Esse método mostra que se =
restrigoes de igualdades, sobre algumas hipdteses, vai existir vetores A € R™ e p € RP tais que
podemos escrever o vetor V f(z) como uma combinacdo linear dos vetores gradientes dessas

restrigoes, Vh(z") e Vg(a), isto 6,

m p
Vi) + Z A Vhi(zY) + Z 1;Vg;i(z°) = 0.
i=1

J=1

Neste trabalho, estamos interessados em desenvolver um estudo sobre as condigoes de
otimalidade da otimizagao irrestrita e da otimizagao restrita com restricao de igualdade pelo
método dos multiplicadores de Lagrange que é o mais difundido na literatura.

Aproveitaremos para também apresentar a condigdo de otimalidade de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT) sobre a Condigao de Qualificagdo de Independéncia Linear, considerado por
muitos o teorema central da otimizacao e que muito se assemelha a condi¢ao de Lagrange. Além
disso, vamos discutir alguns resultados e conceitos necessarios da Algebra Linear e da Otimizagao

para todo esse estudo.

Por questao notacional, durante o texto vamos nos referir aos pontos do R” com o indice

acima, por exemplo, z°, 23, 2%, entre outros. E para as n coordenadas desses pontos vamos usar
o indice abaixo, por exemplo, 2° = (29, 29,--- ,29).

2 Conceitos iniciais

2.1 Resultados da Algebra Linear

Nesta secao nosso objetivo é apresentar alguns resultados da Algebra Linear que serao
utilizados nas secoes futuras. Ao estudarmos as condigbes de otimalidade da otimizagao ir-
restrita, é importante sabermos sobre as matrizes simétricas, autovetores e matrizes positivas
definidas, ja para a condicao de Lagrange é fundamental conhecer o conceito de combinagao
linear e vetores linearmente independentes. Todos esses resultados estao presentes na Algebra
Linear e podem ser encontrados em Anton & Rorres (2012), Ribeiro & Karas (2013) e Steinbruch
(1987).

Inicialmente, vamos aceitar que ja conhecemos o que é um espaco e subespaco vetorial

no R™, mais os conceitos de subconjuntos fechados e limitados.

Definigao 1 (Combinacao linear). Dizemos que um vetor u € R™ é uma combinagao linear dos
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vetores v!, v2, -, v* em R” se u puder ser expresso na forma

u:alvl+a202+~-+akvk

em que al, a?, - -, a¥ sdo escalares. Esses escalares sdo denominados coeficientes da combinacio

linear. No caso em que k = 1, a equacdo anterior se torna v = a'v!, de que combinacio linear

de um vetor é simplesmente um multiplo escalar desse vetor.

Definigdao 2. Seja V C R™ um espaco vetorial e B = {v!, v?, ... v} C V. Dizemos que
B é Linearmente Independente (LI) se, e somente se, nenhum vetor de B é combinagao linear
dos demais. Caso um vetor de B seja combinacao linear dos demais, B é dito ser Linearmente
Dependente (LD).

Teorema 3. Seja V um espago vetorial e B = {vt, v? ... Uk} Cc V. Entao B € LI se,
e somente se, alv! + a?v? + .- + oFvF = 0 tem apenas a solucio trivial o' = 0 para todo
ie{l, 2, -, k}.

Prova. Em (STEINBRUCH, 1987). O

Definigcao 4 (Autovalor e Autovetor). Seja A uma matriz real quadrada de ordem n x n, entao
um vetor ndo nulo x € R é denominado autovetor de A, se Az for multiplo escalar de z, isto
é, existe p tal que Ax = px. O escalar p é chamado de autovalor de A e dizemos que x é um
autovetor associado a p.

Da equacao Ax = px, conseguimos reescrevé-la como Ax — plx = 0 ou (pI — A)x = 0,
sendo I a matriz identidade de ordem n, e assim obtemos o seguinte teorema.

Teorema 5. Se A € R™*" entdo p é um autovalor de A se, e somente se, p satisfaz a equagao

det (pI — A) = 0.
Prova. Em (ANTON & RORRES, 2012). O

A ltima equacao é denominada equacdo caracteristica de A. Se o determinante
det(pI — A) é expandido, resulta no polinémio P(p) de grau n que denominamos de polinémio

caracteristico.

Definigao 6 (Matriz positiva definida). Seja A uma matriz simétrica e Q(x) = x7 Az sua forma
quadratica associada. Dizemos que a matriz A é

I) Positiva definida se Q(x) = 27 Az > 0, para todo z € R” — {0}.

IT) Semidefinida positiva se Q(z) = 7 Az > 0, para todo = € R™ — {0}.
I11) Negativa definida se Q(r) = 27 Az < 0 para todo = € R® — {0}.

IV) Semidefinida negativa se Q(x) = ¥ Az < 0, para todo z € R” — {0}.

V) A é indefinida se existem vetores ndo nulos x, z € R" tal que Q(z) = z7Az > 0 e
Q(z) =2TAz <.
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O teorema logo abaixo é utilizado para indicar quando uma matriz é positiva definida,
negativa definida ou indefinida. Caso algum dos autovalores seja igual a zero, teremos o caso de
semidefinida positiva ou negativa.

Teorema 7. Seja A uma matriz simétrica. Valem as afirmacdes:
I) T Az € positiva definida se, e somente se, todos os autovalores de A sdo positivos.
II) 2T Az € negativa definida se, e somente se, todos os autovalores de A sio negativos.

IIT) 27 Ax € indefinida se, e somente se, A tem autovetores positivos e negativos.
Prova. Em (ANTON & RORRES, 2012). O

Quando A é simétrica, podemos provar que seus autovalores sdo reais. Como con-
sequéncia podemos demonstrar o teorema dos extremos condicionados. Esse teorema é utilizado

no estudo da otimizagao usando as formas quadraticas e na demonstracao do Teorema 19.

Teorema 8 (Extremos condicionados). Seja A uma matriz simétrica n X n cujos autovalores

em ordem crescente de tamanho sdo p1 < pg < --- < pn. Entdo

1) A forma quadrdtica 7 Ax atinge um valor mdrimo e um valor minimo no conjunto

de vetores tais que ||z|| = 1.

II) O walor mdzimo atingido na parte I ocorre em um autovetor unitdrio associado ao

autovalor py.

III) O wvalor minimo atingido na parte I ocorre em um autovetor unitdrio associado ao

autovalor py.

Prova. Em (ANTON & RORRES, 2012). O

2.2 Resultados da Otimizagao

Nesta secao nosso objetivo é introduzir alguns dos principais resultados da otimizagao,
que serao necessarios para os estudos das condicoes de otimalidade. Essas informagoes podem ser
encontradas mais detalhadamente em Friedlander (1994), Haeser (2009), Lima (2004), Ribeiro
& Karas (2013) e William (2013).

Como ja comentado na introducao, as condigoes de otimalidade sao propriedades satisfei-
tas pelos minimizadores globais do problema. Como na maioria dos problemas, encontrar esses
pontos é usualmente dificil, procuramos por pontos que nao sao esses minimizadores globais,
mas que satisfazem também essas propriedades. Os pontos que satisfazem essas propriedades
sao denominados de pontos estacionarios (ou pontos criticos).

Definicao 9 (Condigao de Otimalidade). Uma propriedade P sobre os pontos de R™ é dita uma
condicao de otimalidade se

x minimizador global = x satisfaz P.

Uma forma de classificar as condicoes de otimalidade é pela sua forca. De acordo com
Haeser (2009), as condigdes de otimalidade fortes sdo aquelas que sao satisfeitas por uma pequena



Anais da XXXVI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 20

quantidade de pontos, mas que nao sao minimizadores globais. Ja as condicoes fracas possuem
uma grande quantidade de pontos que as satisfazem e que nao sdo minimizadores globais. As

0

condicoes de otimalidade mais fortes sao aquelas que caracterizam z° como minimizador global.

Mas como j& comentado, encontrar ou verificar que z°

¢ esse extremo global é dificil, por
isso estamos interessados em propriedades mais fracas. Um exemplo de condigao mais fraca que

essa anterior é a de ser minimizador local.

Definicao 10. Considere uma funcio f : 2 € R® — R e 2 € Q. Dizemos que z° é um
minimizador local de f em 2 quando existe § > 0, tal que f(z) < f(z), para todo x €

B(2°,6) N Q. Caso f(2°) < f(x), para todo x € 2, 2¥ é dito minimizador global de f em Q.

Por mais que encontrar minimizadores locais seja mais facil, sua verificacdo na maioria
das vezes é também complicada. Na otimizacao restrita, a verificacdo acaba sendo mais simples
por dispormos de conceitos e resultados que garantem a existéncia destes pontos, como é o caso
da compactidade do conjunto com o teorema de Weierstrass.

7

Definigao 11. Um conjunto 2 C R™ é compacto quando €2 é fechado e limitado.

O teorema de Weierstrass pode garantir a existéncia de extremos globais de f caso essa
seja continua e ) compacto. De maneira analoga, o teorema a seguir pode ser demonstrado para

o caso de maximizador global, mas aqui focaremos apenas para o valor de minimo global.

Teorema 12 (Teorema de Weierstrass). Sejam f : R™ — R continua e Q C R™ compacto e nao
vazio. Entdo existe minimizador global de f em €.

Prova. Em (RIBEIRO & KARAS, 2013). O

Com o resultado seguinte podemos compreender a funcionalidade do teorema dos mul-
tiplicadores de Lagrange quando €2 é uma curva ou superficie, isso se deve ao fato do vetor
gradiente da equagdo que forma a curva ou a superficie ser um vetor normal em qualquer um

de seus pontos.

Definicao 13. Um vetor que é ortogonal a todo vetor que seja tangente a alguma curva C da

superficie .S no ponto p é chamado de vetor normal a .S no ponto p.

Teorema 14. Se a equacdo de uma superficie S for dada por q(z) =0, com todas as derivadas
parciais continuas e nem todas nulas no ponto p € S C R™, entdo o vetor normal a S no ponto
p serd Vq(p).

A seguir apresentamos um dos resultados mais necessarios para a demonstracao do te-
orema dos multiplicadores de Lagrange. Esse teorema apresenta as condigoes locais para que
de uma relagao do tipo H(x,y) = 0 consigamos definir z = (y). Em outras palavras, conside-
rando uma curva ou superficie, caso um ponto da mesma satisfaca a hipotese, serd garantida na
vizinhanca daquele ponto uma funcio v(y) de classe C'!. Mais detalhes em (LIMA, 2004).

Teorema 15 (Teorema da Funcdo Implicita). Seja H : RF x R™ — R™ uma funcdio de classe
Ct. Suponha que H(z%,y°) =0 e

0,0

‘(%I(x,y) £0.

dy
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Entdo, existe um aberto W C RF e v : W — R™ funcdo de classe C' tais que
D eW en(z0) =9°

II) H(z,v(x)) =0,Vz € W.

Prova. Em (ELON, 2004). O

3 Otimizacao Irrestrita e suas Condicoes de Otimalidade

Vamos agora estudar as condigoes necessarias de primeira e segunda ordem da otimizacao

irrestrita. Essas condicdes apresentam o que é necessario para que um ponto z

seja um mi-
nimizador local de f. Informagdes mais detalhadas podem ser encontradas em Flor (2016),

Friedlander (1994) e Ribeiro & Karas (2013).

Teorema 16 (Condigao necesséria de primeira ordem). Seja f : R™ — R diferencidvel no ponto

o 0
2?0 € R". Se 20 ¢ um minimizador local de f, entio V f(2°) =0, ou seja, J(;(; ) = 0 para todo
ie{l,2 -, n). '
Prova. Em (RIBEIRO & KARAS, 2013). O

Definig¢ao 17 (Ponto estaciondrio). Seja f : R™ — R uma fung¢ao continuamente diferencidvel,
em 20 € R a condicdo de Vf(2°) = 0, entdo 2° é dito ser um ponto critico (ou estacionario)
de f.

De acordo com Flor (2016), uma condi¢ao de otimalidade nao é utilizada apenas para
encontrar os pontos candidatos a minimizadores locais, mas sim para verificar um algoritmo

numérico iterativo, estabelecendo seu critério de parada, o tipo de convergéncia e a sua robustez.

Importante comentar que a reciproca desse teorema nao é valida, ou seja, nem todo
ponto estacionario é um minimizador local. Considere o exemplo abaixo verificando a reciproca

falsa.

Exemplo 1. Considere a funcio f(z) = 2°. Fazendo f'(x) = 52 e igualando a zero vamos ter
f'(z) =0 = 52 =0 = 2" = 0, no entanto esta funcio nio possui minimo e nem maximo local

em z = 0.

A préxima condicao de otimalidade é um pouco mais forte que a anterior, trazendo agora
uma nova caracterfstica para o minimizador local 2° que é ter a matriz Hessiana aplicada nesse
ponto V2 f(z") sendo semidefinida positiva, isto é, todos os autovalores dessa matriz devem ser

maiores ou iguais a zero.

Teorema 18 (Condicao necessaria de segunda ordem). Seja f : R™ — R wuma fun¢do duas
vezes diferencidvel no ponto z° € R". Se 2° é um minimizador local de f, entdo Vf(xz°) =0 e

a matriz Hessiana de f no ponto z° é semidefinida positiva, isto €,
dTV? f(2%)d > 0,

para todo vetor direcional d € R™ — {0}.
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Prova. Em (RIBEIRO & KARAS, 2013). O

Assim como a condig@o necessaria de primeira ordem, sua reciproca também nao é ver-
dadeira, ou seja, mesmo um ponto z° satisfazendo essas condicdes, nio garante que ele serd um

minimizador local. Tome novamente como exemplo a funcio f(x) = z°.

Exemplo 2. De f(x) = 2%, sabemos que o ponto estacionario é 2% = 0 por f/(z) = 0. A matriz
Hessiana neste caso serd uma matriz unitéria, formada apenas por V2f(z) = f”(x) = 20z3.
Quando aplicada em 2° temos f”(0) = 0. O tnico autovalor possivel seria o zero, satisfazendo

o Teorema 18, mas esta fungdo nao possui maximo/minimo local.

Com as condigbes necessarias de primeira e segunda ordem podemos obter pontos que
sao candidatos a minimizadores e maximizadores locais, porém nem todos eles serdao esses ex-
tremos locais. Agora veremos a condigao suficiente de segunda ordem que garante que o ponto
encontrado é um extremo local. No entanto, nem todos os pontos de extremos locais da funcao
objetivo serao identificados por esse teorema.

Teorema 19 (Condigao suficiente de segunda ordem). Seja f : R™ — R uma funcao duas vezes

diferencidvel no ponto 2 € R™. Se 2 satisfaz a condicio de ser wm ponto critico e de ter a
matriz Hessiana positiva definida, ou seja, Vf(z°) = 0 e dTV2f(2%)d > 0 com d € R™ — {0},

0

entao x° € um minimizador local estrito da funcao.

Prova. Em (RIBEIRO & KARAS, 2013). O

Exemplo 3. Considere f(x) = 2°, temos que 2° = 0, a matriz Hessiana aplicada nesse ponto
é V2£(0) = 0 e o tinico autovalor possivel é p = 0, entdo o Teorema 19 nio ¢ satisfeito, mas
2% = 0 é ponto de minimo local.

3.1 Otimizacgao restrita e o método dos multiplicadores de Lagrange

As principais referéncias neste tépico foram Evandro (2014), Friedlander (1994), Mar-
chand (2016), Oliveira (2012), Santos (2015) e William (2013).

O teorema dos multiplicadores de Lagrange é o método mais difundido na otimizacao
restrita com restrigao de igualdade, sendo desenvolvido por Joseph-Louis Lagrange (1736 —1813)
um importante matematico e fisico francés de origem italiana do século XVIII. Em sua principal
obra Méchanique Analytique desenvolveu os estudos sobre a mecanica, também contribuiu com
solugoes numéricas e algébricas de equagoes na teoria dos nimeros, dentre outras realizagoes nas
areas da matemaética, fisica e astronomia (SANTOS, 2015).

Com o método dos multiplicadores de Lagrange podemos modificar um problema de
otimizagao restrita de n varidveis e m restrigoes de igualdade, em um problema da otimizagao
irrestrita com n + m variaveis. Essa transformacao de problema restrito para irrestrito ¢é feita
com a adigao dos multiplicadores de Lagrange (MARCHAND, 2016). Importante comentar que
nao existe um método geral para resolver todo os tipos de problemas da otimizacgao restrita com
restricao de igualdade. Podemos por exemplo também resolver a equacgao de restricao para uma
das variaveis em termo das outras, mas esse caminho é muito complicado, por isso a preferéncia

pelo método.



Anais da XXXVI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 23

Durante a demonstragao abaixo, por questao de organizacao textual, foram usadas trés
of (x
representacgoes distintas para derivadas parciais, sendo elas D, f, f. e ](;()
i
Teorema 20 (Multiplicadores de Lagrange - Uma restri¢ao). Sejam f,g: D C R™ — R fungoes
de classe Ct. Suponha n > 1. Se 2 é um ponto de extremo local de f sujeita a restri¢do
g(z) =0 e vale a condicdo de regularidade g, (z°) # 0 para algum r € {1,2,3,--- ,n}, entdo hd
uma constante X de tal forma que

fo.(2°) = Age, (2%) =0, com 1<i<n. (2)
Assim, 20 € um ponto critico de f — \g.
Prova. Por conveniéncia notacional, tomemos r = 1 a derivada parcial diferente de zero no
ponto z°, e vamos denotar u = (z2,23, -+ ,z,) e v’ = (29,29,--- ,20). Como g, (2°) # 0,

o Teorema da Funcao Implicita afirma que existe uma tunica funcao com derivada continua
v = v(u) definida numa vizinhanga W C R"~! de u?, de tal forma que (y(u),u) € D para todo
u € W, com y(u’) = 29, e

9(y(u),u) = 0, we W.

Agora, vamos definir

. J, (x())
A e @)

isso é permitido porque g, (z%) # 0. Isso implica em (2) ser vélida para i = 1.

3)

Agora se 2 < i < n, derivando a equagao g(v(u),u) = 0 pela regra da cadeia vamos obter

9g(~(u), u) n 9g(v(u), u) 0y(u)
8901- 8%‘1 8901

= 0. (4)

E também,

Of(y(u),u) | Of(v(u),u) Oy(u)
8$i + 8x1 8952 ' (5)

Do f(y(u),u) =

Tomando (y(u®),u’) = 20, em (4) vamos ter

09(a") | Dg(a*) 01/(u)

=0. 6
Se 2¥ for um ponto de extremo local de f sujeito a restricio g(x) = 0, entdo u’ é um
ponto de extremo local irrestrito de f(y(u),u). Portanto, de (5) temos que
of (z° af(z%) 0y (u®
£ |, 9FE) v _ -

6951- 8%1 &Ti

Das equagoes (6) e (7), vamos ter a seguinte matriz com seu determinante igual a zero

0f(2%) 9f(a?)
6$i 81‘1

dg(«”)  9g(z°)
awi 8331
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Como o determinante de uma matriz A é igual ao determinante de sua transposta A7,

temos o sistema

df(x°)  Bg(«°)

al‘i 6.%'1 v — 0
0f(1%)  09(a") (w) <0>

8:1:1 6951

Como por hipétese g, (2°) # 0, u deve ser diferente de zero em uma solugio nao trivial.

Assim, assumindo v = 1, obtemos

0f(2°%)  09g(2°)
al‘i 6%’1 1 _ 0
o1(x%) 0g(s") <w><0> ®

8:1:1 6951
0 0 0
Em particular,af(x ) + w@g(w ) = 0, entdo —w = fo (@ ), que de (3) implica em
0y 0y 9xy (:UO)

—w = A
0/(=")  9g(a")
. . 1
Assim, O Oz; ( ) = (8) . Calculando a multiplicacao entre as duas

df(x%) 9g(=®) | \-a
8951 81‘1
matrizes, chegamos em f,, (%) — Ag,, (z%) =0, com 1 <i < n. O

Suponhamos que n = 2, podemos definir a funcio lagrangeana como [ : R2 x R — R
dada por I(z1,22,\) = f(x1,22) — A-g(x1,22). Essa é a funcio irrestrita f — \g, com 2° sendo o
ponto estacionario candidato a extremo local de f sujeita aos pontos de C = {x € R" | g(x) = 0},
satisfazendo as condigoes V f(z) = A - Vg(z) e g(z) = 0. Com o Teorema 12, se C' for compacto
entao sera verificada a existéncia de extremos globais para f.

Na figura abaixo a curva g(x1,x2) = 0 é a nossa restrigao de igualdade e em algum
momento ocorre o primeiro contato com as curvas de nivel da funcdo f. Esse ponto 20 é o
minimo local da f restrita aos pontos de g(z1,2z2) = 0. Por valer a condi¢do de regularidade,
podemos utilizar o Teorema 15 que garante a existéncia de uma funcao de derivada continua

v(u) sobre g = 0. Como Vg(z9,29) é ortogonal ao vetor tangente de g = 0 no ponto z°, vamos

ter que Vg(29,29) L +/(u"). Como u® é um extremo local irrestrito de f(vy(u),u), isso implica
em Vf(x0) -+ (u®) = 0, ou seja, Vf(x°) L v/(u’). Portanto, os vetores Vf(z°) e Vg(z") sdo

paralelos.
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N

v f (@}, f=k

Figura 1: Visualizacao do Teorema 20 no R?
Fonte: Autor (2022)

4 Otimizacao restrita e as condigoes de KKT

Nesta se¢ao, vamos apresentar brevemente as condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT) na otimizagdo com restrigdo de desigualdade. Os resultados e conceitos dessa
segao foram retirados de Luenberger (2008), Silva (2020) e Silva (2022).

O Teorema de KKT é uma modificacdo do Teorema 20 para a resolucao de problemas
da otimizagao com restrigoes de desigualdade. Foi desenvolvido primeiro por William Karush
em 1939, na sua dissertacdao de mestrado. No entanto, seu reconhecimento pelo teorema sé veio
na década de 70, depois que o mesmo teorema foi apresentado por Harold W. Kuhn e Albert
W. Tucker (HAESER, 2015).

Esse teorema mistura condicoes de otimalidade da otimizacao irrestrita, quando o ponto
de minimo local z° estd no interior do conjunto  onde a restricdo é dita inativa, e a condicdo
de Lagrange quando o ponto estd na restricao ativa. No entanto, as condigoes de KKT sozinhas
nao sao consideradas condigoes de otimalidade, é preciso de um hipdtese em seu enunciado que

permita sua demonstracao, chamamos essa hipotese de condicao de qualificacgao.

Existem diversas condigoes de qualificacao, mas a mais famosa é a Condicao de Quali-
ficacao de Independéncia Linear. Um ponto satisfaz essa condicao de qualificagdo se os vetores
gradientes das restricoes de igualdade sao linearmente independentes nesse ponto. E essa é
também a condicao de regularidade do Teorema 20.

Definicao 21. Uma restricao de desigualdade g(x) < 0 com g : R — RP é dita ativa se
gi(x) = 0 e inativa se g;(z) < 0, para todo i € {1, 2, --- | p}.

Defini¢ao 22. (Condigao de qualificagdo de Independéncia Linear) Dizemos que a condigao
de qualificacio de independéncia linear (LICQ) é satisfeita em 2° quando o conjunto formado
pelos vetores gradientes das restrigoes de igualdade e das restrigoes de desigualdade ativas é
linearmente independente, isto é, {Vh;(2°), i = 1,2,--- ,m}U{Vgr(x®),k € J(2°)} é LI, sendo
J(2%) = {j | g;(z°) = 0} o conjunto das restri¢des ativas de g em x°.

Teorema 23 (Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker via LICQ). Sejam f: Q CR* - R, g : R" —
RP e h: R" — R™ funcgées de classe C, com Q = {x € R"|h(z) =0 e g(x) < 0}. Tomando z°



Anais da XXXVI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 26

como ponto de minimo local para o problema

minimizar f(zx)
sujeito a  h(z) =0
g(x) <0

0

e supondo que x° € um ponto reqular para as restri¢oes. Entdo, existem os vetores A € R™ e

w € RP com pu >0 tais que
V() + N V(%) + ptVg(a®) = 0 9)

pg(a®) = 0. (10)

Conclusoes

As condigoes de otimalidade sao fundamentais no estudo de algoritmos numéricos iterati-
vos, contribuindo com a verificagdo aproximada de pontos para os critérios de parada, no estudo
da convergéncia e da robustez. Na otimizagao irrestrita, as condicoes necessarias da otimizacao
irrestrita podem ser usadas para encontrar e verificar pontos candidatos a minimizadores locais,
no entanto, nem todos eles serao extremos locais. Ja a condicao suficiente de segunda ordem
caso satisfeita, garante que o ponto é um minimizador local, porém nem todo os extremos locais

da funcao satisfazem esse teorema.

O teorema dos multiplicadores de Lagrange permite determinar pontos candidatos a mi-
nimizadores locais da funcao f restrita aos pontos de g = 0 através da funcao lagrangeana.
Com a adigdo dos multiplicadores de Lagrange, podemos modificar o problema com restrigao
de igualdade para um problema da otimizacao irrestrita com essa nova funcao. E semelhante
as condicoes de Lagrange, temos as condicoes de KKT que busca unir as condicées de otimali-
dade da otimizacao irrestrita com as da otimizagao com restricao de igualdade pelo método dos
multiplicadores. Porém, KKT necessita de condi¢oes de qualificacao para ser uma condicao de
otimalidade, mas assim como as condigoes de lagrange, podemos usar como hipdtese a regulari-
dade do ponto.

Essas condigoes sao importantes no estudo da otimizacao, principalmente KKT que é
considerado o teorema central dessa drea cientifica. Portanto, é fundamental estudar e compre-
ender suas caracteristicas para a aplicagao em algoritmos numeéricos.
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Resumo: Neste trabalho apresentamos a demonstragao da convergéncia de
um algoritmo simplificado da classe regiao de confianca irrestrito.

Palavras-chave: Otimizagao; regiao de confianga.

1 Introducao

A Otimizacao ¢é a drea da Matematica que trata de problemas cujo interesse consiste em
encontrar pontos de maximo ou de minimo de funcées. Um problema de otimizacao consiste
em minimizar ou maximizar uma determinada funcao, f, denominada funcao objetivo, sujeita a
determinadas condigoes, €2, denominadas restrigdes como em RIBEIRO e KARAS (2013). Um

problema de otimizacao,
minimizar  f(x)

(1)

sujeito a  x € ),

em que o denominado conjunto viavel Q = {z € R" | h(z) =0,¢(z) <0}, com h: R" - RP, g:
R® - R%e f: R"” — R fungoes diferenciaveis. Quando conjunto €2 é o espago n—dimensional,
o problema de otimizagao é dito irrestrito.

Existe uma classe de algoritmos denominados regiao de confianga e que resolvem (1).
Neste trabalho, apresentamos a convergéncia de um algoritmo simplificado de regiao de confianca

para problemas de otimizacao irrestrita.

2 Conceitos Preliminares

Nesta secao inicial definimos alguns elementos indispensaveis para o estudo da con-
vergéncia do algoritmo de regiao de confianca a ser apresentado neste texto. Consideramos
alguns conceitos relacionados a Algebra Linear e Topologia como conhecidos pelo leitor. Ao
longo do texto, os vetores tomados em R™ foram sempre considerados vetores colunas. Mais
detalhes sobre tais conceitos podem ser encontrados em RIBEIRO e KARAS (2013).
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Definicao 1. Minimizador Global

Considere uma fungao f : @ C R” — R e z* € . Dizemos que z* é um minimizador
local de f em Q quando existe § > 0, tal que f(z*) < f(z), para todo = € B(z*;§) N Q. Caso
f(z*) < f(x), para todo z € Q, * é dito minimizador global de f em €.

Uma sequéncia de vetores em R” é uma funcdo f : N — R™. Usaremos a notacio (f¥)
para sequéncia. Um ponto do z* € R"™ é dito estacionério para o problema (1) quando V f(z*) =
0. B possivel provar que um ponto de minimo global é estacionario, logo, quando falamos em
convergéncia de um algoritmo, estamos nos referindo a convergéncia de uma sequéncia formada

pelos gradientes da fungao objetivo do problema (1).

Quando restringimos o dominio de uma sequéncia a um subconjunto infinito dos na-
turais, temos o que denominamos subsequéncia. Os pontos limites de uma subsequéncia sao
denominados pontos de acumulacao da sequéncia. O maior deles é denominado limite supe-
rior da sequéncia e denotado por limsup, e o menor, denominado limite inferior e denotado
por liminf. Estudamos resultados de convergéncia que envolvem subsequéncias, e neste caso,

dizemos que a convergeéncia ¢é fraca.

Uma sequéncia (a*) em R é dita decrescente quando a* > a**! para todo k € N. Andlogo
para crescente. Nestes dois casos, dizemos simplesmente que (a*) é monétona. Uma sequéncia
é limitada quando todos seus termos sao limitados. Por Weiertrass (HANDLER, p. 4, 2018),

sabemos que toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Definicao 2. Fungao continua e continuidade uniforme

Dizemos que uma funcao f : X C R” — R é continua num ponto a de seu dominio se, e
somente se, para qualquer € > 0 escolhido, existir um § > 0, tal que Va € X tal que ||z —al| < 0,
implicar em | f(x) — f(a)| < e. E notavel que para f ser continua em um ponto, este ponto deve
pertecer ao dominio da f.

Enquanto isso, uma funcao f : X C R — R é uniformemente continua se, e somente se,
Ve >0, 36 > 0 tal que, Vz,y € X tal que ||z — y|| <, implique em |f(z) — f(y)| <e.

Veja que a diferenca entre continuidade e continuidade uniforme é sutil. Na continuidade,
6 depende de € e do ponto escolhido, ou seja, a continuidade é garantida localmente. Ja na
continuidade uniforme § depende apenas de €, o que estabelece uma continuidade global.

Definicao 3. Funcao Lipschitz

Uma funcao f: X C R™ — R é dita Lipschitz continua se existir uma constante ¢ > 0
tal que

|f(z) = fW)| < cllz -y, Yo,y € X.

Se f: X CR" - R é uma funcao Lipschitz continua entao f é continua.
¢

Além disso, uma funcao f é dita localmente Lipschitz continua se para cada ponto x do
dominio existe uma vizinhanca V' (z) tal que a restrigao de f a V(z) é Lipschitz continua.
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Taylor de primeira e segunda ordem

Considere f : R” — R uma fungao com derivadas parciais de primeira ordem continuas
e b € R". Entao podemos escrever

fla) = f(0) + V) (x —b) +r(z), (2)
com @)
zob ||z — bl
Aqui o operador V indica gradiente de uma funcao e T indica a transposta de uma
matriz.

O polinémio py(z) = f(b) + Vf(b)"(z — b) é chamado polinémio de Taylor de ordem 1
da funcao f. Dentre os polinémios de grau menor ou igual a 1, ele é o que melhor aproxima f.
E também o tnico que satisfaz p(b) = f(b) e p/(b) = f'(b).

O limite nulo em (2) significa que para z préximo de b, o resto r(x) é muito pequeno e
val para zero mais rdpido que |z —b||.

Considere f : R™ — R uma fungao com derivadas parciais de primeira e segunda ordens
continuas e b € R". Entao

f(z) = f(0) + V)" (x —b) + %(l‘ — 0TV f(b)(z —b) +r(x), 3)

. r(x)
1 N7
b [z — b2

=0.
Aqui V2£(b) é a matriz Hessiana da f em b.
Teorema 4. Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Sejam u, v em R™, entdo
o] < [full o]

e a igualdade € vdlida se, e somente se, os elementos u e v sao Linearmente Dependentes (LD).

Demonstragao da igualdade e desigualdade. Em (BONELLI, 2017, p. 50).
Teorema 5. Teorema do valor médio

Considere f : R™ — R uma funcdo de classe C' e b € R™. Entdo existe t € (0,1) tal que

fo+d) = f(b) +Vf(b+td)Td.

Demonstragao. Em (BIANCHINI & SANTOS, 2018, p. 231).

3 Meétodo de Regiao de Confianca

O método de regido de confianca gera uma sequéncia (z*) que, sob certas hipéteses,
converge para a solu¢do do problema irrestrito (1). O método utiliza um modelo quadrético que
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aproxima a funcao objetivo, e entao define uma regiao em torno do ponto na qual é possivel

confiar no modelo.

Vamos considerar uma funcio f : R* — R de classe C2. Dado um ponto zF € R™, o
modelo quadrético de f em torno de z* ¢é definido por

qr (x) = f (xk) +Vf (a:k)T (x—xk> + % (x —:ck)TBk (x —azk> , (4)

onde Bj, € R™" pode ser a hessiana V?2f (a:k) (3) ou qualquer outra matriz simétrica que
satisfaca || B|| < 8, para alguma constante § > 0, independente de k € N.

Este modelo aproxima suficientemente bem a funcdo f numa vizinhanca de z¥, que
esCrevemos como
k
{x e R"|||z — 2F|| < Ax},

em que confiamos o modelo.

Simplificando a notagao, consideramos

d=xz—zF e my(d) = qp(z* + d).

Iniciamos a aplicagdo do método resolvendo (possivelmente de maneira aproximada) o
problema
minimizar my (d) = f (2%) + Vf (CL‘k)Td + 3(d)" Byd
sujeito a  ||d|| < Ag.

()

Assim obtemos um passo d¥. Em seguida, analisamos este passo. Esperamos que o ponto
zF + d* provoque uma reducio na funcio objetivo que seja no minimo, uma fracio da reducio
do modelo. Para formalizar, podemos definir a reducao real na funcao objetivo e a reducao

predita pelo modelo como
ared = f (azk> —f (xk + d) e pred = my (0) — my (d) .

A razao entre a redugao na funcao objetivo e a reducao do modelo é dada por

ared

(6)

Pk = pred’

Ao resolver o problema (5), o passo d* obtido é aceito, ou seja, é bom quando a razio py,
for maior que uma constante > 0 dada. Neste caso, aceitamos o passo, definimos z**1 = 2% 4d*
e repetimos o processo, mantendo o raio da regiao de confianca. Caso isto nao ocorra, ou seja, o
passo dF nio é aceito, reduzimos o raio Ay, pela metade e resolvemos o subproblema novamente,

agora com O Novo raio.

Apresentamos agora o algoritmo de regiao de confianga, com simplificagoes em como sao
aceitos os passos, e atualizados os raios Ay das regioes.

Algoritmo - Regiao de Confianga
Dados: 2% € R®, A >0, Ay € (O,Z), e>0ek=0
REPITA enquanto HVf (xk) H > €

Obtenha d*, solucdo do subproblema (5)
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Calcule py, usando (6)
SE pr > §

ak+l = gk 4 gk

A1 = Ay
SENAO
Ak+1 - %

Vejamos como funciona o método de regiao de confianca geometricamente:

Figura 2: Quando o passo de regiao de confianca é aceito

Note que na imagem da esquerda na Figura 1, apenas definimos o raio Ay e temos o
ponto z¥. Na imagem do centro, encontramos o ponto z* 4+ d* ao darmos o primeiro passo,
veja que este ponto atinge a fronteira da regido de confianca e provoca decréscimo na fungao

k+1

objetivo, como previsto no algoritmo, chamamos este ponto de """, como exposto na imagem

da direita da Figura 1.

Figura 3: Quando o passo de regiao de confianca falha

Veja que na imagem da esquerda da Figura 2, o raio escolhido a priori foi grande demais
(raio tracejado) e ndao houve sucesso no passo, logo, o raio foi diminuido pela metade para nova

tentativa de passo.

Ja na imagem da direita da Figura 2, com o novo raio, que tem metade do tamanho
do anterior, o passo teve sucesso e encontramos 22, Para prosseguir com os préximos passos,

bastaria que repetissemos esse processo.
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4 O passo de Cauchy

O passo de Cauchy é capaz de provocar decréscimo suficiente na funcao objetivo para
termos convergéncia do algoritmo apresentado. Note que precisamos fazer isso pois nem sempre
conseguimos resolver o problema (5) de forma exata, entdo obtemos uma solugao aproximada

que seja suficiente para garantir a convergéncia global do algoritmo.

Denotaremos g = V f(2*). Definimos o passo de Cauchy como o minimizador de my, ao

longo da direcao oposta ao gradiente, sujeito a regiao de confianca, ou seja,

¥ = —ty.gr, (7)

onde t; > 0 é solugao do problema

minimizar  my (~tge) = f (%) = tl|gkl1* + 5t°9% Brgr
sujeito a  ||tgr|] < Ag.

(8)
Iremos supor que a solugao aproximada do problema (5) seja ao menos tao boa quanto
a solugao de Cauchy.
No préximo lema estimamos a reducao do modelo no passo de Cauchy.

Lema 6. Temos que o passo de Cauchy que definimos em (5) satisfaz

1 .
me(0) = () = lllmin{ 4, )

Demonstragao. Inicialmente, obteremos tj, que é solugao de (8), ou seja, o minimizador
da funcao quadratica

1
£(t) = f(a™) — tllgrl* + §t291{Bkgk

AL Para isto consideremos dois casos: g;;,FBkgk >0e ggBkgk <0.

lgxl

no intervalo 0 < ¢t < I

(i) Se ggBkgk > 0, entao é possivel provar que a funcao £ é convexa e tem minimizador

irrestrito

2
t = ng’j I~ (9)
9i PkJk

Ay
lgrll

Podem ocorrer dois subcasos. O primeiro deles é quando t* < Toal” Neste caso temos t;, = t*,

logo

mi(0) — mad) = F@) = (1) + gl P2 L gy o L gy gy 2 el
g;, Brgk 2" g;, Brgk 2 g, Brgr
Utilizando o Teorema 4, obtemos

1 {|gkl?
mg(0) — mk(dlg) > 5 HB;<|;| .

(10)
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Ja no segundo subcaso temos t* > ‘@—:H, o que implica que o minimizador de £ esta na fronteira.

Sendo assim, de (9), obtemos

_ Ak llgx|I?
gkl g Brgr’

tx
que implica em

t291 Brar < tillgkll”> = [lgul| Ak

Portanto,

1 1
mi(df) < f(a*) = |lgull Ak + S lgrllAr = fa*) - 5 gkl A
Disto, segue que

mi(0) — mi(df) > 2 lgx]| A ()

(ii) Agora temos o caso em que gi Bygr < 0, que fornece

1
m(dg) = f(a*) — tillgull* + §t29kTB + kg < f@®) = tillgn]*. (12)

Aqui, a funcao £ é decrescente para t > 0 e assim o ponto de Cauchy também estd na fronteira
da regiao de confianca, ou seja, tp = @—:H. Assim, por (12),

1
mye(0) — my(dg) > llgel| Ay > 3 gl A (13)

De (10), (11) e (13) temos que

1 i
i (0) = mi(d) > S gi] min {Ay, 1Ly (14)
2 1Bel

que demonstra o lema.

5 Convergéncia

Agora, vamos estabelecer a convergéncia do método de regiao de confianca, as demons-
tragoes dos Lemas e Teoremas apresentados nesta se¢ao foram retiradas de (RIBEIRO e KARAS,
2010) e (CORRADI, 1997), mas com as devidas simplificagdes que sugerimos no algoritmo, em
relacao a um algoritmo usual de Regiao de Confianga. Iniciamos supondo que o algoritmo regiao
de confianca gera uma sequéncia infinita (mk) em R" e que sao satisfeitas as hipdéteses listadas
abaixo.

H1. A funcdo objetivo f é de classe C', com V f Lipschitz.

H2. A solugdo aproximada d* de (5) satisfaz

IV.f (")l

pred = my(0) — mk(dk) > clHVf(mk)Hmin{Ak, 1Bl

|2
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onde ¢; > 0 é uma constante.

H3. A fungéo f é limitada inferiormente no conjunto

N = {z e R"|f(z) < f(«")}.
H4. As matrizes sao uniformemente limitadas, ou seja, existe uma constante g8 > 0 tal

que || Bg|| < B para todo k € N.

Dentre estas, as hipéteses H1, H3 e H4 sao comuns em analise de convergéncia. Perante
o Lema 6, a hipdtese H2 significa obter um passo cuja redug¢ao no modelo seja proporcional a
reducao obtida pelo passo de Cauchy.

Assim, o primeiro resultado nos dard uma estimativa da razao pg, que definimos em (6).

Lema 7. Se satisfeitas as hipoteses H1-H5, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que

< CA%
= . ,Z’k; .
"Vf(xk)llmzn{Ak,W}

ok — 1]
Demonstragao. Pelo Teorema 5, temos

f@® +d¥) = f(a¥) + Vf(F + 0,d")TdF,

com 0, € (0, 1). Logo,

ared — pred = é(dk)TBkdk — (Vf(a" + 0pd™) — V f ()T dF.

Sabendo que V f é Lipschitz e utilizando o Teorema 4, concluimos que existe ¢y > 0 tal que

lared — pred| < cgAZ.
Assim,

ared — pred

< coAz

lpr — 1| = < I
CIHVf(xk)H min {Ak, W}

pred
_
que prova o lema para ¢ = o.

A seguir, apresentamos um Teorema que nos permite concluir que se uma sequéncia (xk )

for limitada, segue que ela possui um ponto de acumulacao estacionario.

Teorema 8. Novamente supomos que as hipoteses H1-Hj sao satisfeitas, entdo

lim inf ||V f(z*)|| = 0.
k—ro0
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Demonstracao. Supondo por absurdo que isto seja falso, temos que existe € > 0 tal que

|V f(z*)|| > ¢, para todo k € N. Considere A* = min{§,5:}, onde § e ¢ sdo as constantes de
(12). Logo, se A < A*, entao
k
A< S <Y o a £
p p c
Portanto, pelo Lema 7, temos que
CAk 1
1< 2k <2

~X 2 .
Assim, pp > % > % e pelo algoritmo apresentado temos A1 > Ag. Logo, sabemos que o raio
é reduzido somente se Ag > A*, caso em que Agy; = % > %. Assim, podemos concluir que

Ak = min{Ao, %}, (15)

para todo k € N. Agora, considere o conjunto

1
A={beNp >

Dado k € A, pelo mecanismo do algoritmo e pela hipétese H2 temos

1 1
Fat) = FM) = fat) = S +d) > J0ne(0) —ma(d) > pere min{Ay 5
Em vista de (15), temos que existe uma constante §* > 0 tal que
Fa®) = f(@**) = 6, (16)

para todo & € X. Por outro lado, a sequéncia (f(z*)) é ndo crescente e, por H3, limitada
inferiormente, de onde segue que f(z*) — f(z*¥*1) — 0. Portanto, de (16), concluimos que o
conjunto A é finito. Logo, pr < %, para todo k£ € N suficientemente grande e entao Ay sera
reduzido & metade em cada iteragao. Isto implica em Ap — 0, o que contradiz (15). Sendo

assim, a afirmacao do Teorema ¢é verdadeira.
Agora, podemos provar a convergéncia global do método de regiao de confianca.

Teorema 9. De novo supondo que sao satisfeitas as hipoteses H1-H4. Entao

Vf(zk) = 0.

Demonstragao. Supondo por absurdo que para algum € > 0 o conjunto
A= {keN||Vf(")] =}

seja infinito. Dado k € A, considere o primeiro indice ¢, > k tal que ||V f(z**)|| < 5. A existéncia

€
5.
de 1 é assegurada pelo Teorema 8. Como V f é Lipschitz, temos

<IVf(*) = Vfa™)|| < Lfj2" -2, (17)

N
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para alguma constante L > 0. Portanto,

€ . .
=<t e < Y e -2 < Y A (18)

JESk JESk

onde Sy = {j € N[k < j < 1 e 27127}, Pelo algoritmo, pela hipétese H2 e pela definicio de v,
temos

Fa®) = fa®) =Y (f@?) = f@) = Y nlmy(a?) —mi(@h)) = Y nere min (A, *}-

JESk JESk JESk

c1 €2

5 "Cle } e usando (18), teremos que

Agora, definindo §* = min {7}~

fla®) = flat) = 6%, (19)

para todo k € A. Em contrapartida, a sequéncia (f(z*)) é nao crescente e, por H4, limitada
inferiormente, de onde temos que f(z*) — f(z*T!) — 0, o que contradiz (19). Sendo assim, o
Teorema estd provado.

Uma consequéncia imediata do Teorema 9 é que todo ponto de acumulagao de uma

k

sequéncia gerada pelo algoritmo é estacionario. Veja que, se " — T, entao a continuidade de

V f garante que Vf(2¥) — Vf(Z) no universo dos naturais. Por outro lado, pelo 9, temos que
Vf(x*) — 0. Logo, Vf(z) =

Podemos reapresentar o Lema 7 e o Teorema 8, agora com uma hipotese mais fraca que
H1. Faremos isso, no Teorema 11, substituindo a condicao de Lipschitz de V f pela continuidade

uniforme.
Lema 10. Supondo que f € de classe C' e que sdo satisfeitas as hipdteses H2-HJ. Entdo

AR(§ A, + limsupyeo 1 {[|V f(* + td*) — V(@ >u}>
e |V £ (k)| min {Ay, [ELEY

lpe — 1] <
onde c¢1 e B sdo as constantes das hipdteses H2 e H4, respectivamente.

Demonstracao. Pelo Teorema do valor médio, temos que
Fa* +db) = f(@") + V(2" + 0pd")
com 6 € (0, 1). Logo,
ared — pred = %(dk)TBkdk — (Vf(z® 4 0rd") — Vf(zF)Td".
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela hipotese H4, temos que

jared — pred| < A <5Ak+hmsup{uw<x + td*) — V £(zF)][}).
te(0,1]

ared—pred

Note que |pp — 1| = |25

| e usando H2, provamos o Lema.

Teorema 11. Supondo f de classe C', com Vf uniformemente continua e satisfeitas as
hipoteses H2-H/. Entao

lim inf ||V f(z*)[| = 0.
k—o0
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Demonstracao. Suponha por absurdo que isto seja falso. Entao existe ¢ > 0 tal que
IV f(2*)|| > e, para todo k € N. Pela continuidade uniforme de V£, existe § > 0 tal que se
|d¥|| < 8, entdo
cle

limsup{ ||V f(z" 4 td*) — Vf(z")|} <

. 20
tel0,1] 4 ( )

Considere A* = min{%,é ,%}, onde ¢ e B sdo as constantes das hipéteses H2 e H4, respectiva-

mente. Se Ap < A*, entdo segue que

e _ Vfk) BAR 1
A< S < CAL<SS <= 21
k I5] I5} k 2cie 4 (21)
Portanto, pelo Lema 10, por (20) e (21),
1 p c1€ BA, 1 1
—1 < —(EA+ 2 = <o
Z | 616(2 L 4 ) 2cie€ + 4 "2

Assim, temos que p > % > % e pelo algoritmo Ay > Ag. Isto quer dizer que o raio é reduzido
somente se A > A* caso onde Apy1 = % > %. Disso, concluimos que

A*
Az min {Ag, S}, (22)
para todo k € N. Consideremos agora o conjunto
1
A={keNpy >}

Dado k € A, pelo algoritmo e pela hipétese H2 temos

F@h) = f@*) = fa* +d*) > §<mk<0> = my(d")) > icle min {A, 5}

Por (22), temos que existe uma constante §* > 0 tal que
Fa®) = f(@H) = 6, (23)

para todo k € A. Por outro lado, a sequéncia (f(z*)) é ndo crescente e, por H3, limitada
inferiormente, de onde temos que f(z*) — f(x¥*1) — 0. Portanto, concluimos de (23) que o
conjunto A é finito. Assim, p; < %, para todo k& € N suficientemente grande e entao Ay serd
reduzido & metade em cada iteragao. Isto implica em Ay — 0, o que contradiz (22), provando
a afirmacao do Teorema.

6 Conclusao

Neste trabalho, estudamos a convergéncia de um algoritmo simplificado de regiao de con-
fianca que converge fraca e fortemente (Teoremas 8 e 9) para um ponto estacionario do problema
de otimizacao irrestrita. Ainda, como apresentado no Teorema 11, quando enfraquecemos as
hipéteses considerando apenas continuidade uniforme na funcao objetivo, podemos estabelecer

uma convergéncia fraca a pontos estacionarios.
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Resumo: A Algebra Linear tem uma aplicabilidade em um vasto campo
das ciéncias puras e aplicadas, como matematica, fisica, computacao e as
engenharias. Este trabalho tem o intuito de mostrar resultados algébricos
utilizados na demonstragao do teorema de convergéncia da primeira grande
Rede Neural Artificial (RNA), o Perceptron. Mostraremos que o Perceptron
sempre ird encontrar um hiperplano separador para a classificacao binaria de
dados.

Palavras-chave: Algebra Linear; Perceptron; Redes Neurais Artificiais
(RNAs).

1 Introducao

As Redes Neurais Artificiais (RNAs) fazem parte do campo de estudo da Inteligéncia
Artificial (IA), porém, também estdo presentes em outras dreas do conhecimento tais como
computagao evoluciondaria, metaheuristica e machine learning, sendo capazes de resolver os mais
diversos problemas, como classificagao, regressao e clusterizacao. Possuem inspiragao nas Redes
Neurais Bioldgicas (RNBs) e seus principais filamentos, como o dendrito, o corpo celular e o
axonio. A Figura 4 exemplifica um modelo biolégico e um artificial com neuronios e conexoes
direcionadas entre eles. Devido esta motivacao biolégica, os elementos de processamento de
uma rede neural sdo denominados neuronios ou nés, sendo uma unidade de processamento de
informacoes fundamental para o funcionamento da rede. A partir disso, pode-se definir trés

conceitos basicos que caracterizam uma rede neural artificial:

e Um padrao da rede chamado de pesos sinapticos, também conhecidos por conexoes
sindpticas que, unidos com uma operagao binaria, combinam os dados de entrada per-
tencentes a um vetor x com um vetor dos pesos sindpticos w montando um hiperplano

separador das classes dos dados na forma de w’x = 0;

e Uma regra de agregacao de dados que correlaciona as entradas dadas aos neur6nios, pon-

derados com suas respectivas conexoes sindpticas;

e Uma funcao chamada de ativagao com o intuito de modelar o cdlculo dos dados podendo

gerar funcoes nao lineares ou condicionar a saida do neurénio em um intervalo determinado.

! Agradecemos a Fundacio Araucéria pela bolsa no projeto PIBIC.
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Figura 4: Modelo biolégico e modelo artificial de uma rede neural.
Fonte: Extraido de Ertel (2017).

A Figura 5 exemplifica o0 modelo de um neurénio. Tem-se X1, Xo, ..., X,, sinais de en-
trada conectados ao neuronio k£ que sao multiplicados pelos pesos sinapticos, Wi1, Wia, ..., Wi,
incluindo uma variavel polarizacao (bias) by que é adicionada ao somatério da funcao de ativagao
©, com o intuito de aumentar o grau de liberdade desta funcao e, consequentemente, a capacidade
de aproximagao da rede.

x1
Funcao de
X, ativagao
Sinais de ¢(.) |—» Saida
entrada Vi

Pesos
sinapticos

Figura 5: Modelo de um Neurdnio Artificial.
Fonte: Extraido de Haykin (2001).

Matematicamente, um neurénio k é escrito como

e = () Wi; X; + b)
j=1

onde, ¢(.) é a funcdo de ativacdo e yi sdo os sinais de saida do neuronio.

Segundo Haykin (2001), o Perceptron é a rede neural mais simples. Foi construido com o
foco de solucionar classificagoes bindrias e é uma rede considerada linear, de uma camada apenas,
ou seja, supondo que se tenha um conjunto de entradas e se conheca suas respectivas saidas, o
Perceptron deve aprender os padroes e classificar corretamente novas entradas. Este trabalho
tem por objetivo apresentar o teorema de convergéncia do Perceptron com a adaptacao baseada
em Haykin (2001), escrevendo sobre os principais conceitos de Algebra Linear necessarios para
a prova do teorema.
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2 Tépicos de Algebra Linear

Esta secao tem por objetivo escrever conceitos e resultados de Algebra Linear utilizados
na parte que envolve o Teorema de Convergéncia do Perceptron.

O texto que segue refere-se a espagos vetoriais reais. Temos interesse particular no espaco
vetorial euclidiano, que é um espaco vetorial real, de dimensao finita, em que estd definido um
produto interno. As principais referéncias foram Poole (2003) e Steinbruch e Winterle (1995).

2.1 Dependéncia Linear em Espacos Vetoriais

Defini¢ao 1. Sejam {vj,vy,v3,...,v,} um conjunto de vetores de um espaco vetorial V' e os

escalares a1, as, as, ..., a,, temos que:
V= q1U1 + QoUy + agvg + -+ apUy
¢ dito uma combinacao linear dos vetores vy, v, v3, ..., Un-

Exemplo 1. Sejam v; = (1,5) e vo = (4,—1). Entao v = (14,7) é uma combinagao linear de
vi e vy pois v = (14,7) = 2vy + 3ve = 2(1,5) + 3(4, —1).

A definicdo a seguir apresenta o conceito de dependéncia e independéncia linear entre

vetores.

Definicao 2. Seja V um espago vetorial e S = {v1,v9,...,v,} C V. S é dito linearmente
dependente (LD) se existirem escalares aq, as, ..., a,, com pelo menos um «; # 0 tais que

a1vy + -+ apv, = 0.

S é dito linearmente independente (LI) se nao for linearmente dependente.

2.2 Produto Interno e Norma

Definigao 3. Seja V um espago vetorial real. Um produto interno é uma funcao

(,): VxV — R
(u,v) +— (u,v)

que satisfaz as propriedades, para todos u, v, wem V e @ € R
i) (u,u) >0, e (u,u)=0<u=0

ii) (au,v) = a(u,v)

iii) (u+v,w) = (u,w) + (v,w)

iv) (u,v) = (v,u)

O Exemplo 2 é um produto interno, também chamado de produto escalar usual de vetores
em R"™.
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Exemplo 2. Sejam u = (z1,z2,...,2,) € v=(y1,Y2,...,Yn). Tem-se

<uaV> = (371y1 +xoy2 + -+ Tpyp) = uv?l.

Em um espaco vetorial V' com produto interno, podemos definir norma de um vetor
v € V que provém deste produto interno como

[o]] = v/ (v, v). (1)

Exemplo 3. Em R?, seja v = (21, 22). A norma é dada por,

VIl = V{v,v) = /ot + 23,

Assim, temos que dado um vetor v = (x1, 2,3, ...,z,) em R", a norma euclidiana é

IVl = Vv, v) = \fa? + 2] + a3 + .. +a2.

definida por

2.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Teorema 4. Seja V um espago vetorial com produto interno, entdo:

[ (w, o) [ < |lull [Jol], ¥ u,v e V.

Prova. Os vetores u e v serao LD ou LI. Faremos a prova considerando cada uma destas situacoes.
Caso 1. Sejam u e v linearmente dependentes, logo temos o € R tal que u = av. Entao,

| (u,0) | = [{aw,0) | = |o] (v, 0) = |al(V(v,v))* = |a]y/ (v, 0)V/(v,0)

usando a propriedade (ii) descrita na Defini¢ao 3 e a igualdade (1), temos,

[/ (v, )/ v, 0) = Va2 (v,0)V/(v,0) = V{av, av)y/{v,0) = V/{u, 0}/ (v, 0) = |[ul] |Jv]l.

Segue que vale a igualdade,

| (s v) | = [Jul] [[ol]-

Caso 2. Sejam u e v linearmente independentes, logo, existe a € R em que u + av # 0, entéo

(u+ av,u+ av) > 0, com isso,
(u~+ av,u + av) = (u,u) + (u, av) + (au,v) + (av, av) > 0.
Pela Definicao 3 teremos
(u, u) + alu, v) + alu,v) + (v, v) = (u,u) + 2a(u,v) + o?{v,v) > 0.

A inequacao de grau 2 estd em funcao de a e nao apresenta raizes reais, apenas complexas, o
seu discriminante A deve ser menor que 0, ou seja,

A< 0= (2u,0)? — 4((u, w) ((v,0)) <0 = 4u,v)? < 4((u, u)((v,v)) = (u,v)* < (u,u)(v,v)
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podemos extrair a raiz quadrada da inequacao,

\/ ((u,v)2) < VA, u) v/ (v, v) = (u,v) </ {u,u)\/{v,v).

Por (1) temos,
| (s, v) | < ful] []v]].
Pelo Caso 1 e Caso 2 temos a validade da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

| (s v) | < [ul] [[ol]-

2.4 Hiperplanos

Definicao 5. Um hiperplano H do R" é o conjunto

H = {(z1,22,...,7,) € R"a121 + agwa + -+ aprn =b; ay,...,a, € R}.

As Figuras 6 e 7 exemplificam hiperplanos em R? (retas).
Um hiperplano divide R™ em dois semiespagos H; e Ho.
Hy = {(z1,z2,...,25) € R"a121 + agz2 + -+ -+ anxy, > b; ay,...,ay, € R}

Hy = {(x1, 22, ....,x,) € R"|a121 + agxe + -+ + anxy, < b; ay,...,a, € R}.

3
20
15 2
10 . .
05
0.0 0
-05
-10 r:.::i ;’" N 2 —.1 0 : 2
-2 D 2 4
Figura 7: Hiperplano para a funcao AND
Figura 6: Exemplo de Hiperplano. booleana.
Fonte: Produzido pelo autor. Fonte: Produzido pelo autor.

Um hiperplano pode ser escrito na notagao de produto escalar, como
alx=0
onde a = (b,ai,...,am)" e x = (1,21,....,2m)".
A préxima definicao traz o conceito de conjuntos linearmente separaveis.
Definicao 6. Dois conjuntos C; C R™t! e Cy € R™F! sdo linearmente separdveis se existir

a=(b,ay,..,an)", onde b,ai, ..., ay, sdo nimeros reais, tais que

alx >0, Vx = 1,21, ...,xm]T e Cy

alx <0, Vx = [1,21, ...,z € Co

em que b é o coeficiente linear do hiperplano, que tem o nome de bias quando se trata de
hiperplanos de RNAs.
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3 Rede Neural Perceptron

Formalmente descrito por Fausett (1994), Haykin (2001) e Kovacs (2006), o Perceptron,
criado e idealizado por Frank Rosenblatt, segue os parametros da algebra booleana, ou seja,
AND e OR, logo um senso bindrio {0,41} ou bipolar {-1,+1}. No caso do Perceptron, seu
algoritmo iterativo de ajuste de pesos é calculado como mostra o Algoritmo 1. A ideia principal
do Perceptron ¢ classificar duas classes linearmente separaveis, C1 e Cy. Consequentemente, tal

classificacao s6 é possivel pois a rede gera um hiperplano separador em m-dimensoes descrito
como > 1% w;(n)x;(n) + b(n) = 0 ou na forma de produto interno w’ (n)x(n) = 0, em que n é

o numero de iteragoes feitas. O funcionamento se da da seguinte forma:

[1 ] Caso o n-ésimo termo de x seja classificado corretamente na n-ésima iteragao, entao o vetor

w nao ¢é corrigido.
w(n + 1) = w(n), se wl x > 0. Logo x(n) € C} (2)
w(n+ 1) = w(n), se wlx < 0. Logo x(n) € Cs. (3)
[2 ] Se o passo 1 for falso, faz-se as seguintes atualizagoes.
w(n +1) = w(n) — n(n)x(n), se wlx > 0. Logo x(n) € Cy (4)

w(n + 1) = w(n) + n(n)x(n), se wl x < 0. Logo x(n) € C; (5)

onde 7 é um parametro denominado taxa de aprendizado e geralmente é um valor entre

Zero e um.

3.1 Exemplo de Funcionamento do Perceptron

Exemplo 4. Utilize a rede neural Perceptron para classificar a funcao logica TAND?, cujas
entradas e saidas sao mostradas na Tabela 1. Considere a taxa de aprendizado 7 como sendo
fixo e igual a 1, o valor de entrada para o bias também 1, com peso b(n) = 0.

Primeira Iteracao

1. Primeiro padrao E1 é apresentado a rede.
y(1) = b+ 37 wi(1)z(1) =0+0x 0+ 0 x 0 =0, assim, d(1) = y(1) = 0.
Como d(1) = y(1), os pesos nao se atualizam, logo,

wi(2) = wi (1) = 0, wa(2) = wa(1) = 0, b(2) = b(1) = 0.

2. Segundo padrao E2 é apresentado a rede.
y(2) = b(2) + 32 wi(2)zi(2) =0+ 0 x 0+ 0 x 1 = 0. Assim, d(2) = y(2) = 0.

Como d(2) = y(2), os pesos nao se atualizam, assim,

wi(3) = wi(2) = 0, wa(3) = wa(2) = 0, b(3) = b(2) = 0.
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Entrada: Inicializar o vetor de pesos w e o bias b;
Inicie a taxa de aprendizado n (0 <n < 1);

while Critério de Parada nao satisfeito do

for Para cada par de dados de treinamento (x;,d;) do
Execute ;

n
?J:b+zwz’$i ;
=1

if y=d then

ocorre [1] ;

w;(novo) = w;(atual) ;

b(novo) = b(atual) ;

else

ocorre [2] ;

Atualizar os pesos e a tendéncia ;
w;(novo) = w;(atual) + nx; ;
b(novo) = b(atual) + 1 ;

end

end

Teste a condicao de parada.
end
Algoritmo 1: Algoritmo Perceptron

Tabela 1: Tabela para a fungao AND
Entrada Saida

z1(n) x2(n) d;
El 0 0 0
E2 0 1 0
E3 1 0 0
E4 1 1 1

Fonte: Produzido pelo autor.

3. Terceiro padrao E3 é apresentado a rede.

y(3) = b(3) + X2, wi(3)2(3) =0+ 0 x 140 x 0 = 0, assim, d(3) = y(3) = 0.

Como d(3) = y(3), os pesos nao se atualizam, logo,

wi(4) = wi(3) = 0, wa(4) = wa(3) = 0, b(4) = b(3) = 0.

4. Quarto padrao E4 é apresentado a rede.

y(4) = b(4) + 2 wi(4)zi(4) =04+ 0 x 1+0 x 1 =0, logo, d(4) # y(4).

Como d(4) # y(4), os pesos sao atualizados, logo temos,

w1(5) =wi1(4) +n(4)z1(4) =0+1x1=1
wa(5) = wa(4) + n(4)z2(4) =0+1x1=1
b(5) =b(4)+n(4) x1=0+1x1=1.

A Figura 8 mostra os resultados da primeira iteracdo. Apds 10 épocas (iteracoes) tem-se o

hiperplano separador que é mostrado na Figura 9, cuja equacao final fica 2x1 + 22 — 2 = 0.
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Figura 9: Hiperplano Perceptron - funcao
Figura 8: 1% Iteragao do Perceptron. AND.

Fonte: Produzido pelo autor. Fonte: Produzido pelo autor.
4 Teorema de Convergéncia do Perceptron

Teorema 7. Sejam x um vetor de entrada, w o vetor peso, 1 o valor de entrada para o bias
e n o passo por iteracdo. Tome as classes C1 e Cy linearmente separdveis por um hiperplano
wlx = 0. Entdo o algoritmo Perceptron converge para um Numqe, de iteracées para qualquer
nicializacao do vetor de pesos w, sem qualquer critério de parada preestabelecido, com isso
gerando um hiperplano separador através de um Mgy :

_ Bllwgll

maxr — .
a2

Nossa notagao considera
x(n) = [1,z1(n), z2(n), 23(n), .., ()T e  w(n) = [b(n), wi(n), ws(n), ws(n), ..., wn(n)]"

onde n é a n-ésima iteracao e a saida da combinacao linear é dada por

m

y(n) =Y win) zi(n) = w (n)x(n).

=0

Definimos wq(n) = b(n). Para n fixo, wl

x = 0 descreve um hiperplano separador de
duas classes C7 e Cy. Como os dados de entrada das duas classes C7 e Cy sdo linearmente
separdveis, entao existe um subconjunto de vetores de treinamento x;(n) = X; € C; e outro
subconjunto x2(n) = X9 € Cy sendo X; U X9 = X, o conjunto X de treinamento completo.
Dados tais vetores de entrada, os pesos serao ajustados de modo que as classes sejam linearmente
separaveis,

wix>0,VeeC e wix<0, Voe Co.

Prova. Seja n(n) = n > 0, em que 1 é uma constante independente do nimero de iteragoes.
Tomemos 1 = 1, para termos a regra de adaptacdo com incremento fixo para o Perceptron.
Considere a condicio inicial w(0) = 0 e suponha que w! (n)x(n) < 0 e x(n) € X;. Ou seja,
considere por hipétese que o Perceptron classifica incorretamente os vetores de entrada x. Como
a parte 1 do algoritmo de aprendizado é falsa, vamos para a segunda parte do Algoritmo de
aprendizado, que é a a atualizacdo dos pesos,

w(n+1) =w(n)+x(n),vx(n) € Ci.
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Dado a condicao de inicio w(0) = 0, temos que

+
w(3) = w(2)+x(2)=w(1)+x(1)+x(2) =0+x(1) +x(2)
assim, iterativamente temos,
wln+1) = x(1) +x(2) + x(3) + - +x(n) = 3_ x(i). (6)
i=1

Como assumimos que C7 e Cy sao linearmente separdveis, entao existe uma solucao wq de
wlx > 0 para x(n) € X;. Assim, podemos definir um niimero positivo a, tal que

- 7
o (n%lé}(l wo x(n). (7)

Multiplicando ambos os lados da equacao 6 por wg, temos,

wiw(n+1) = Z (8)

Pela equacao 7 e a equacao 8, tem-se a desigualdade
wiw(n +1) > na. 9)

Agora, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 4), para os vetores wg e w(n+1),
teremos a desigualdade,
[Iwoll llw(n +1)[| > wiw(n +1)

e elevando ao quadrado ambos os lados, encontramos,

[[wol[* [lw(n + 1)[[* > [wg w(n +1)]. (10)

Como vale a desigualdade 9, notando que ambos os membros sao nao negativos, teremos,
llwol[* [[w(n +1)||* > [wg w(n + 1) > na®.

Assim encontramos
[[wol[*|w(n + 1)[|* > na”

n?a?

ol 1D

A inequacado 11 nos diz que toda parte acima da curva da funcao quadratica é uma possivel

[[w(n+1)|[* >

solu¢do minima, como exemplifica a parte (a) da Figura 10.

Por outro lado, a partir da equagao 4 temos que,
w(k+1) =w(k)+x(k), parak=1,...,n, x(k) € X;. (12)
Calculando a norma euclidiana temos

[Iw(k + )| = [Iw(k) +x(F)]]. (13)
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Elevando ao quadrado ambos os lados da equacao 13 temos que,
Iw(k+D|? = [[w(k) +x(k)[|* = [[w(k)[]* + 2w (k)x(k) + [|x(k)[*

Da suposigdo que o Perceptron classifica erroneamente o vetor de entrada x(k) € X, temos
wl (k)x(k) < 0, logo, o fator 2w (k)x(k) é negativo, assim obtemos,

lw(k+ DI < |lwk)[[?+ [Ix(F)|, k=1,2,3,....,n
ou de forma equivalente,
[w(k + D2 = [[w(k)][? < lIx(k)|, k =1,2,3,...n.

Como k é definido a partir de n e da hipétese w(0) = 0, temos que existe 5 > 0 tal que
n
lw(n+DI]> <Y [Ix(R)|* < np
k=1

logo,
lw(n +1)|* < np. (14)

A equagao 14 nos mostra que a solugao da curva linear é delimitada pela parte inferior da funcao,
como é possivel ver na parte (b) da Figura 10. Assim, define-se que 5 é um valor positivo dado
pela equacao 15

= k)2 15
B x(rlgg(l\!X( | (15)

Contudo, a inequagao 14 é contraria a 11 para valores suficientemente grandes de n, como
exemplifica a Figura 10. A inequagdo 14 diz que os pesos tendem a crescer infinitamente, o
que de fato é impossivel. A partir disso, inferimos que n nao pode ser maior que um ntmero
maximo. Assim, ambas as inequagOes sao satisfeitas com o sinal de igualdade, como ilustrado
12

na parte (c) da Figura 10, em que o eixo das ordenadas é definido por ||[w(n)||* e o eixo das

abscissas é definido pelo nimero de iteracoes n da rede. Portanto,

2 2 2
o 3liwl
wrgl?. ~ "maef & Mmas = = 23 (16)

A prova foi feita para para n(n) = 1 pois facilita os cdlculos, ji que seu valor nao é
importante desde que seja positivo, e, caso 7 # 1, apenas escala os vetores padrdes sem afetar
seu hiperplano separador. Existindo um vetor solucao wy, a atualizacao dos pesos deve chegar a
um valor maximo de iteragoes n,q, para gerar um hiperplano para as classes C; e Cy. Provamos
para 7 = 1. Como a inequacao 11 cresce quadraticamente em funcao de n e a inequagao 14
cresce linearmente em fungao de n, sempre existird um n para qualquer o ou § pertencente aos
reais, em que a sua interseccao satisfaca o critério de parada. ]
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[Tw(n)1? [ [w{n)|]* [ w(n)|]?
15 ‘ 15 25

y 4! |
5 0 5 10 15 0 5 10 = ° E °

a) b) c)

Figura 10: a solucao da equagao 11; b solucao da equagao 14; ¢ solugao da equagao 16.
Fonte: Produzido pelo autor.

Conclusao

Neste trabalho mostramos o teorema de convergéncia para o Perceptron. Percebemos a
utilizag@o de tépicos estudados na Algebra Linear como a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que
ao ser definida e usada na prova, limita o nimero de iteragoes a um valor minimo « e a norma

euclidiana que limita a um valor maximo (.
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Resumo: Este trabalho tem como objetivo fazer uma breve reflexdo
sobre o uso e criagdo de jogos como ferramenta didatica, assim realizando
uma breve introdugdo ao motor de criagdo de jogos Unity, introduzindo
sua historia e apresentando alguma de suas funcionalidades e como esse
programa pode ser usado para criagdo de jogos com fim educativo.

Palavras-chave: matematica, Unity, didatica, jogos didaticos, atividades

praticas, motores de jogos.

1 Introdugao

A tecnologia vem ganhando mais espaco a cada dia na vida das pessoas, muitas vezes
nos apresentando ferramentas de pesquisa, redes sociais e programas com propodsitos de
facilitar a vida dos usuarios, porém, além de programas tteis, também sdo apresentados
diariamente programas com intuito de entretenimento, como aplicativos de video e jogos de

diversos temas e contetudo.

Como expresso por Camila de Oliveira Amélio (2018) no artigo “A Industria e o
Mercado de Jogos Digitais” o mercado de jogos é um dos que mais cresce no mundo, milhares
de jovens estdo envolvidos nesse meio, jogando diariamente jogos como Minecraft, Fortnite e
League of Legends. O interesse por esse tipo de lazer chega a ser tamanho ao ponto de muitos
terem vontade de criar seus préprios jogos, seja apenas por uma brincadeira pessoal e entre
amigos, ou até mesmo por incentivo das escolas, onde os alunos sao introduzidos ao bésico de

programagcao.

Muitas vezes para o desenvolvimento légico dos alunos quanto para um primeiro

contato com esse “mundo” da programagio, além do uso de jogos como atividades didaticas

1 N . . . YO s .
" Académica do curso de licenciatura em matemaética; voluntaria no PIC.

Professor do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste, campus de Cascavel.
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que sio usadas como refor¢co ou introducdo de algum para ensinar algum determinado

conteiido. Mas por que usar programagido e jogos nas escolas? Como observado por Ilka

Erondina de Moura:
Na escola os alunos podem ter a oportunidade de utilizar os recursos
tecnolégicos que auxiliam na sua aprendizagem, interagindo e utilizando
diferentes formas de aprender e brincar, de acordo com Silva (2007) as
criangas gostam de brincar e nada melhor do que aprender brincando.
Quando os alunos brincam jogando é possivel que o professor acompanhe a
sua evolugdo e verifique se os mesmos estdo aprendendo, de acordo com as
propostas curriculares, planejar quais atividades podem desenvolver e
propiciar para que o educando avance e aprenda mais (MOURA, ILKA
ERONDINA DE,2018).

Com esses fatores que tornam os jogos e sua criagdo atrativos e que podemos utilizé-
los em sala de aula como ferramenta didatica, por que néo criar nossos proprios jogos? Ou
por que ndo utilizarmos programas de criagio de jogos como ferramenta investigativa? A
criacdo de jogos outra hora ja foi complexa e bem demorada, porém, hoje ha programas que

facilitam no desenvolvimento, esses sdo chamados de Motores de Jogos.

2 A game engine Unity

Motores de Jogos, do inglés Game Engines, sdo programas de computador e/ou o
conjunto de bibliotecas, criados para simplificar esse processo de desenvolvimento de jogos.
Existem diversos motores de jogos, desde mais conhecidos e habitualmente usados, tanto
quanto programas menos conhecidos. Dos mais conhecidos podemos citar: Game Maker,
Unity, RPG Maker, Unreal etc. Sendo destes a Unity um dos motores de jogos mais
conhecidos no mercado de, sendo utilizada na criagdo de jogos de sucesso, e sendo uma das
mais poderosas, dando liberdade quase ilimitada para que o desenvolvedor que fizer

preferéncia de uso.

A Unity é um motor de jogos americano criado no ano de 2005 que a principio tinha
como foco principal a criagdo de jogos em 3D para computadores. Com o passar dos anos o
programa recebeu atualizacoes para possibilitar a criacgdo de jogos em 2D e compatibilidade

para aparelhos celulares.

Alguns programas criados para o aprendizado de programacio, e motores de jogos
mais simples possuem ferramentas de programagdo em blocos. Esse tipo de programa abre
porta para o aprendizado légico de programacao, introduz alguma linguagem mesmo que
simples. Como estamos apresentando uma ferramenta mais avangada de criagdo, também
estamos nos referindo ao uso de Ambientes de Desenvolvimento Integrado (IDE do inglés

Integrad Development Envrionment), uma ferramenta para editar codigos e executar scripts.

Na maioria dos motores de jogos necessita-se o uso de alguma IDE e na Unity néo é

diferente. Podemos utilizar a que ja acompanha o programa, ou vincular alguma outra de
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nossa preferéncia. Como IDE utilizam de linguagem de programagio, temos que saber qual é
a mais compativel com o sistema que estamos utilizando, para o programa que estamos
apresentando, a linguagem mais comumente usada é C# (Csharp) que é orientada uma
linguagem a objetos. Sabendo como utilizar a IDE dentro do programa, podemos realizar a
introducao da interface do programa, essa que é bem ampla e possui varias ferramentas.
Faremos apenas uma breve introdugéo aos itens e conceitos mais utilizados para a base de

criagéo de jogos analisando a documentagéo disponivel o site do proprio programa.

Um dos itens basicos para o inicio do uso do programa é a criagdo de objetos em 3D.
Podemos facilmente adicionar esferas, cubos, cilindros etc. Todos esses elementos podem ser
customizados, mudando seu tamanho, cor, material e funcionalidade (Figura 1). Como sao
objetos em trés dimensdes podendo realizar um estudo analitico sobre eles. Claro, que se for
utilizado uma ferramenta de modelagem, podemos também criar diferentes tipos e formatos
de objetos para adicionar ao programa.
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Figura 1: Criagéo de objetos 3D

Fonte: Acervo da autora

Com a criagdo de objetos, somos apresentados a outra ferramenta bem interessante
presente no programa, a fisica. A fisica dos objetos ja é pré-programada, para que possa
facilitar o desenvolvimento do jogo. Com ela conseguimos colocar solos que possuem
gravidade, adicionar rigidez aos objetos no cenério para que assim interajam facilmente com a
fisica presente no programa, sem precisar de muita programagio por parte do desenvolvedor.
Essa ferramenta é muito utilizada na parte da programagio de movimentacdo de objetos.
Apesar de sua utilizagdo ser simples ainda precisamos usar conceitos da fisica para que ela
funcione corretamente, calculando a forga que seréd exercida no objeto, a quantidade de
quadros que ele vai se mover por segundos e a sua velocidade por segundo. Além da

gravidade, temos propriedades que validam quando um objeto estd encostando em outro,



Anais da XXXVI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matemaética - UNIOESTE - Campus de Cascavel 54

usando conceitos bésicos de programacio de verdadeiro ou falso, caso verdadeiro uma agéo
acontece, caso falso, outra agio acontece. Um exemplo de ferramenta que possui essa
propriedade sao os Raycast, que basicamente, sao raios ou linhas invisiveis que indicam uma
direcdo e distancia determinada, dizendo se o objeto estd ou nfo, interagindo com outro

objeto (Figura 2).

Figura 2: Raycast em uso

Fonte: Desenvolvimento de Jogos Eletronicos com Unity 3DComo mencionado anteriormente,
podemos utilizar essa ferramenta para interagir com outros objetos, podendo destrui-los,
movimenté-los ou realizar qualquer outra acdo que seja do interesse a ser apresentado no
jogo. Por mais que muitas dessas funcionalidades estejam pré-programadas. Essas
ferramentas precisam que suas fungdes e realizacdo de interacio sejam programadas
utilizando a IDE escolhida, podendo-se fazer de uma maneira mais simples, ou mais
profissional. O Raycast, a fisica e a inclusdo de objetos sdo as ferramentas mais importantes

quando estamos falando de criagdo em 3D.

A interface também nos possibilita a utilizagho de ferramentas estéticas, como
podemos observar nas Figura 1 e 2, temos um sistema pré-programado de luzes e sombra,
com funcao de dia e noite, que dao profundidade ao ambiente, podemos criar efeitos de tiro,
brilho, corrida, salto, adicionar sons e criar cendarios utilizando a parte de modelagem
presente dentro do programa, além de muitas outras ferramentas pertinentes ao
desenvolvimento de jogos. Todas essas fungdes que aqui estdo sendo comentadas para o uso

do programa na versao 3D, possuem func¢oes andlogas para o 2D.

A Unity a principio era uma ferramenta de criagdo de jogos exclusivamente em 3D,
porém, no ano de 2017 ela recebeu sua primeira atualizagio para criagio de jogos 2D. Com

ela pode-se utilizar grades para criar cenarios com uso de imagens, inserir personagens e
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objetos em 2D analogo ao que ja acontecia em suas versdes anteriores. Porém, como estamos
falando de objetos em duas dimensdes, algumas funcionalidades tiveram que ser
implementadas para que fosse possivel a sua realizagio. Foram entfo adicionadas ferramentas

de grade, edigao e corte de imagem e ferramentas de animagao em quadros (Figura 3).
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Figura 3: Animacao na Unity

Fonte: Acervo da autora

Algumas das ferramentas presentes no 3D precisam ser adaptadas para o uso no 2D,
como ferramentas de sombras ou de efeitos, mas, todas podem ser facilmente substituidas ou

programadas para o uso.

O programa contém também, formas para que o desenvolver possa organizar seu
projeto. A Unity possibilita a criagio de arquivos e pastas dentro do programa que serdo
vinculados com a maquina em que o programa estd sendo utilizado. Com elas, podemos
salvar o cendrio que estd sendo criado, objetos juntamente com todas as suas especificacbes
como: cor, tamanho e codigo. Com esses arquivos salvos é possivel criar pastas com os itens
pré-programados para que ndo seja necessario programar um novo. Esse tipo de pasta é
chamado de prefab. Essa ferramenta é utilizada em jogos que possuem o mesmo inimigo
multiplas vezes por cenario, em jogos de quebra cabeca em que h&a itens com as mesmas
funcionalidades ou em elementos estéticos, que podem manter o cédigo, porém, com parte

visual modificada.

H4 muitas outras funcdes e especificagdes do programa que nao serdo citadas aqui. A
partir dessa pequena a analise do programa podemos fazer sua aplicagio como ferramenta

didéatica.



Anais da XXXVI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 56

3 Uso da Unity como ferramenta didatica

Ao utilizar a Unity podemos realizar investigagdes sobre as formas geométricas e uso
da fisica, porém, sua funcionalidade principal é para criacdo de jogos, desde os mais basicos
aos mais avancados. Na iniciagdo cientifica desenvolvida durante graduagio, foi dado o
problema de fazer estudos sobre o programa Unity, além de fazer o desenvolvimento de algum
jogo com ambito matematico. Com ajuda do professor orientador desenvolvemos a ideia de
criar um jogo baseado no classico de computador e celular Boxxle, um jogo de 1990, onde o
objetivo principal é arrastar todas as caixas para cima de todos os botdes presentes no mapa
para que se possa avancar para a proxima fase do jogo (Figura 4). Cada fase possui uma
quantidade minima de movimentos que pode ser realizada, assim o jogador deve observar
cada mapa, observando qual caminho fard com que realize a menor quantidade de
movimentos. Para saber a quantidade de movimentos realizados, h4 um contador no canto
superior direito da tela. Se, a0 mover uma caixa para um local em qual ndo é possivel realizar
mais nenhum movimento, travando-a, o nivel precisa ser reiniciado. Esse jogo precisa de
muita observagdo; em cada fase podemos estimar a quantidade méaxima e minima de

movimentos realizados, ou utilizar a légica para realizar os movimentos necessérios.
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Figura 4: Fase do jogo Boxxle

Fonte: https://www.retrogames.cc/gameboy-games/boxxle-usa-europe-rev-a.html

E possivel realizar uma anéalise de quantos movimentos minimos sdo necessarios para
passar de fase, porém, mesmo néo realizando a quantidade minima de movimentos, ainda é

possivel terminar o nivel sem muitos problemas.

No texto “Desenvolvimento de Softwares Educacionais Mateméticos para o Publico
Infantil”, da autora Ilka Erondina de Moura, sio apresentados alguns jogos com &ambito
didatico, na area da matematica desenvolvidos na Unity, esses jogos sao: Medieval Game e

Corrida matemaéatica.
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O Medieval Game se trata de um jogo de adigdo matemaética destinado ao piblico
infantil. Esse jogo tem o intuito de estimular aos alunos aprender as adicbes de forma
divertida e estimular o calculo mental. Durante o jogo sao realizadas dez jogadas, ou seja, dez
operagdes serdo geradas. Os alunos tém um tempo determinado para respondé-las; caso nédo a
respondam a tempo, o Barbaro chega no bau do tesouro, o jogador perde uma vida e, ndo
marca ponto (Figura 5). O jogador possui trés vidas, quando a partida inicia; o Barbaro sai
da torre e anda em diregdo ao bai, uma operacgéo é gerada. Se o jogador responder a tempo
e, corretamente, ele marca ponto e nao perde vida, caso erre a resposta, ele perde uma vida e,

nao marca ponto.

Figura 5: Tela principal do jogo Medieval Game
Fonte: MOURA, Ilka Erondina de. (2018, p.35)

As operagdes sdo geradas de forma randdmica, assim o aluno vai ter uma adicao
distinta a cada rodada. A fim de felicitar e, agilizar a resposta, os alunos podem clicar nos

botdes que estdo em ordem crescente, no centro inferior da tela.

O Jogo Corrida Matematica utiliza as duas formas mais comuns de operacdes adicao e
subtracdo que sdo geradas randomicamente. Nesse jogo serd apresentada uma resposta para a
operacdo e, o jogador deveré classifica-la em verdadeira ou falsa. O jogador devera realizar a
operagao de adigdo ou subtragdo e verificar se a resposta exibida esta correta (Figura 6).
Caso esteja correta devera pressionar o botdo verdadeiro, se estiver errada, o botdo que que
deve ser clicado é o falso; tudo isso deve ser feito em um limite de tempo. Se o jogador
pressionar a resposta errada ele pode perder uma das trés vidas que possui e, ndo marcara

pontos. Esse processo se segue até o final da pista de corrida
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Figura 6: Painel exibido com a operacao no jogo Corrida Matematica
Fonte: MOURA, Tlka Erondina de. (2018, p.38)

Os jogos acima citados, sdo todos criados no motor de jogos Unity, além destes h& muitos
outros jogos criados com intuito educativo e de desenvolvimento logico, sendo de diversas

areas de ensino.

Conclusoes

Em sala de aula sempre utilizamos jogos de maneira fisica para o desenvolvimento
cognitivo, loégico ou como maneira de aplicacdo de algum contetido. Com o passar dos anos a
atencao dos jovens para a tecnologia vem tomando forga, podemos utilizar essa atengio para
a aplicagdo de jogos digitais. Utilizar jogos ja conhecidos como referéncia para estudo, ou
ainda, para maneira mais efetiva, criar e incentivar a criagdo de jogos por parte dos alunos,
tendo em vista que esse tipo de atividade envolve ativamente o uso da matematica, seja para
calcular a area de alguma figura, o volume de algum solido, a utilizacdo de matematica
bésica, geometria analitica, e o uso de conceitos basicos de fisica, como velocidade, forca e

atrito.
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Resumo: A Resolucio de Problemas é uma das metodologias usadas no
processo de ensino e de aprendizagem de matemética, pois proporciona a
participacio do aluno na construcdo do conhecimento matemaético,
possibilita o desenvolvimento do raciocinio légico, permite o estudante
usar sua criatividade, elaborar estratégias, e, ao encontrar a solugdo do
problema, desfrutar a satisfagio da descoberta. Com isso, escolhemos esta
metodologia para nossas aulas de regéncia, parte pratica da disciplina de
Metodologia e Pratica de Ensino de Matemética: Estigio Supervisionado 11
do curso de Licenciatura em Mateméatica da Universidade Estadual do
Oeste do Parana (Unioeste), campus de Cascavel. Realizamos a regéncia
em duas turmas de 1° anos do Ensino Médio em uma escola piblica
estadual do municipio de Cascavel. Utilizamos os problemas como ponto
de partida para introduzir o produto de matrizes. Nosso objetivo era que
os alunos chegassem intuitivamente no processo de multiplicacdo de
matrizes. Ao fim da atividade concluimos que o objetivo foi alcancado, os
discentes acabaram por aplicar a ideia de multiplicagio de matrizes sem
antes estudar a teoria matematica.

Palavras-chave: Resolucido de Problemas; Multiplicacdo de Matrizes;

Estagio Supervisionado.

1 Introducao

E comum em nosso cotidiano nos depararmos com problemas de diferentes tipos a

serem resolvidos.

Com a matematica ndo é diferente, segundo Onuchic (1999), problemas
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matemaéticos tém ocupado lugar central no curriculo escolar desde a antiguidade. Ainda de
acordo com a autora, sdo encontrados registros de problemas matemaéticos na histéria egipcia,
chinesa e grega, e ainda, sdo encontrados em livros-texto de matematica dos séculos XIX e
XX.

A importancia dos problemas matematicos no ensino pode ser observada nos
documentos educacionais brasileiros que, dentre suas orientagdes, sugerem trabalhar com
problemas matematicos em sala de aula. Neste contexto, a Base Nacional Comum Curricular
(BRASIL, 2018), destaca que no Ensino Médio os alunos devem desenvolver habilidades que
servirdo para resolverem problemas ao longo de suas vidas. Podemos pensar nisso na
formacao do aluno como cidaddo, que no futuro, ao sair da escola, vai se deparar com
situacgodes que precisardo encontrar uma solugdo por conta propria.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio - PCNEM (2000), consideram
necesséria a compreensdo de conceitos e procedimentos matematicos tanto para o cidadao ter
suas conclusdes e fazer argumentagdes, quanto para agir como consumidor prudente ou tomar
decisGes em suas atividades em sociedade. Para isso, neste mesmo documento encontramos
alguns objetivos que o ensino da matematica possui no Ensino Médio. Dentre eles, dois
objetivos envolvem resolver problemas, estes s@o: “|...] desenvolver as capacidades de
raciocinio e resolugéo de problemas, de comunicacdo, bem como o espirito critico e criativo;
utilizar com confianca os procedimentos de resolugdo de problemas para desenvolver a
compreensdo dos conceitos mateméaticos” (BRASIL, 2000, p. 42).

Diante disto, escolhemos a Resolugdo de Problemas como metodologia de ensino em
nossas aulas de regéncia pois compreendemos que esta metodologia proporciona a
participagéo do aluno na construcdo do conhecimento, desenvolve o raciocinio logico, permite
o aluno usar sua criatividade, elaborar estratégias, e, ao encontrar a solugdo do problema,

desfrutar a satisfagdo da descoberta (POLYA, 1997).

2 Resolucao de Problemas

Trabalhar com a Resolugdo de Problemas ndo pode ser confundido com aplicacao e
resolucdo de listas de exercicios. Além do mais, devemos observar que exercicio e problema
sao coisas diferentes, “um problema se diferencia de um exercicio na medida em que, neste
altimo caso, dispomos e utilizamos mecanismos que nos levam, de forma imediata, & solugdo”
(ECHEVERRIA; POZO, 1998, p.16). O que podemos entender é que em um exercicio o
procedimento a ser adotado é percebido de imediato, j4 em um problema isso ndo ocorre
dessa forma. As Orientagoes Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais PCN-
(2002), também diferencia a metodologia da simples aplicagao de exercicios. Este documento

diz que,

A resolugao de problemas é pega central para o ensino de matemética, pois o
pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo esta
engajado ativamente no enfrentamento de desafios. Esta competéncia nio se
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desenvolve quando propomos apenas exercicios de aplicagdo de conceitos e
técnicas matemaéaticas, pois, neste caso, o que estd em acdo é uma simples
transposigdo analégica: o aluno busca na memoria um exercicio semelhante e
desenvolve passos anédlogos aos daquela situacido, o que ndo garante que seja
capaz de usar seus conhecimentos em situagoes diferentes ou mais complexas
(BRASIL, 2002, p.112).

Ainda neste sentido, “resolver um problema é encontrar um caminho onde nenhum
outro é conhecido de antem#o, encontrar um caminho a partir de uma dificuldade, encontrar
um caminho que contorne um obstaculo, para alcangar um fim desejado” (POLYA, 1997, p.1-
2). Polya (1997) também se preocupa com a forma que um professor trabalha com a
Resolugdo de Problemas. Além dos quatro passos que descreve para resolver um problema,

Polya faz algumas sugestoes

[...] primeiro, ele deveria estabelecer a classe certa de problemas para os
alunos: ndo muito dificeis, nem muito faceis demais, naturais e interessantes,
que desafiem sua curiosidade, adequados a seu conhecimento. Ele deveria
também se permitir algum tempo para apresentar os problemas
apropriadamente, de modo que apareca sob &ngulo correto. Depois, o
professor deveria ajudar seus alunos convenientemente. Ndo muito pouco,
senfo ndo ha progresso. Nao demais, sendo o aluno néo tera o que fazer. Nao
ostensivamente, senfo os alunos adquirem aversio ao problema, em cuja
solugdo o professor ficou com maior parte. Entretanto, se o professor auxilia
seus alunos apenas o suficiente e discretamente, deixando-lhes alguma
independéncia ou pelo menos alguma ilusdo de independéncia, eles podem se
inflamar e desfrutar a satisfacdo da descoberta (POLYA, 1997, p.3).

Além de trabalharmos com a Resolucdo de Problemas, utilizamos os problemas como
meio para introduzir o conhecimento matematico. De acordo com Schroeder e Lester (1989),
hé trés maneiras diferentes de abordar a Resolugdo de Problemas: ensinar sobre a Resolucao
de Problemas, ensinar para a Resolucdo de Problemas e ensinar através da Resolugdo de
Problemas.

Segundo Schroeder e Lester (1989), ao ensinar sobre a Resolu¢io de Problemas, os
alunos sdo ensinados sobre as fases de resolver um problema, isto é, o professor que tem essa
abordagem se baseia no modelo de resolver problemas de Polya (1995), o qual descreve
quatro passos para resolver um problema. O primeiro é fazer a compreensio do problema, ou
seja, interpreta-lo, entender claramente o que se deseja solucionar. O segundo passo é o
estabelecimento de um plano, isto é, elaborar uma estratégia, encontrar alguma relacdo entre
os dados dos problemas e a incégnita, pensar em esquemas e célculos. O terceiro passo é
executar o plano estabelecido, por ele em prética, realizar os calculos ou desenhos que
cheguem em uma conclusdo para o problema. Por fim, o quarto passo é fazer o retrospecto da
solucdo, isto é, retomar o problema e analisar o processo de resolucédo, neste momento podem
ser encontrados equivocos na execucdo do plano, ou até mesmo perceber que o plano

estabelecido nao faz sentido para aquela situacio.
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Ainda de acordo com Schroeder e Lester (1989), ao ensinar para a Resolugao de
Problemas o foco do ensino estd na aplicacio do conhecimento matemético, ou seja, o
professor se concentra em como a mateméAtica ensinada pode ser utilizada para resolver
problemas. Nessa abordagem, o propésito principal de aprender matematica é ser capaz de
uséa-la.

Ao se ensinar através da Resolu¢do de Problemas, para Schroeder e Lester (1989), o
problema nao é considerado apenas como um proposito para se aprender matemética, é
valorizado como um meio de se fazer isso. O ensino do contetiido matematico comega com um
problema e as técnicas matematicas sdo desenvolvidas como resposta para ele. Acreditamos
que estd seja a melhor maneira de abordar a metodologia, pois dessa forma o aluno participa

da construcgéo do conhecimento.

3 A utilizacdo da Resolucdo de Problemas em nossas aulas de

regéncia

Um exemplo da utilizacdo da metodologia em nossas aulas foi para introduzir o
produto de matrizes. Para cada turma selecionamos um problema referente ao contetido e
deixamos que resolvessem individualmente sem antes terem sido apresentados & multiplicacao
de matrizes.

O problema “Bombons a granel” escolhido para a turma do 1° A, foi adaptado de um
video elaborado por Barichello, Camarneiro e Alves (2012) disponivel em:

https://m3.ime.unicamp.br /recursos/1055.

Problema “Bombons a granel”> Dona Iond wvende cairas de bombons. Os tipos de
bombons sdo: ao leite, meio amargo e diet. Com esses trés tipos ela monta quatro caizas
diferentes. A matriz A abairo possui para cada tipo de bombom wma coluna e para cada

caiza uma linha.

Anleite Meio amargoe  Dist

Caixa l 20 15 5
Coixa 2 15 20 5 _
Caixa 3 5 5 30 -4
Caixa 4 24 24 4

Figura 1: Caixas e tipos de bombons.

Fonte: Proprios autores.

Cada tipo de bombom tem um preco e quantidade de calorias diferentes. A matriz B a
sequir possui uma coluna para o preco de cada bombom e uma coluna para a quantidade de

calorias e uma linha para cada tipo de bombom.
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Preca Keal
Aa leite 1,00 85
Meio amargo| 1,50 g0|=8
Diet 2,00 70

Figura 2: Preco e calorias de cada bombom

Fonte: Proprios autores.

Qual o preco e quantidade de calorias em cada caira?

Para o 1°B, o problema escolhido foi retirado de um material tedérico escrito por
Benevides ([2017]) intitulado “Operagdes com matrizes” publicado no Portal da OBMEP. O
material com 0 problema esta disponivel em:
https://cdnportaldaobmep.impa.br/portaldaobmep /uploads/material _teorico/
dixrghlgkbcOs.pdf

Problema “Confeitaria de bolos”: Uma confeitaria produz trés tipos de bolos vendidos
em duas lojas. A matriz A abaizo possui uma linha para cada loja, uma coluna para cada
tipo de bolo e indica quantos bolos de cada tipo foram vendidos por cada loja em uma dada

semana.

Bolo 1 Bolo 2 Bolo =
Loje A[ &5 4 3

=4
Loja B 3 2 4

Figura 3: Lojas e tipos de bolos.

Fonte: Proprios autores.

Temos também uma matriz B, onde cada linha corresponde a um dos bolos, cada
coluna corresponde a um ingrediente do bolo e as entradas indicam as quantidades de cada

ingrediente necessdrio para fabricar cada bolo.

Farinha Acuwcar Leite Manteiga Owves

(g) (g  (md) (g

Balo 1| 500 200 500 150 4
Bolo 2| 400 100 300 250 S|=F
Balo 3] 300 150 00 0 &

Figura 4: Quantidade de ingrediente para cada bolo.
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Fonte: Proprios autores.

Qual a quantidade de ingredientes que cada loja precisou para produzir os bolos desta
semana?

Aplicamos os problemas no dia 12 de maio, com duragao de 2 horas/aula em cada
turma. Inicialmente fizemos a leitura do enunciado para auxiliar os alunos na interpretacao
da situacfo, para identificarem os dados e a pergunta do problema. Apos isso, deixamos que
os alunos resolvessem sozinhos para que elaborassem suas préprias estratégias de resolugédo e
auxiliAvamos quando necesséario.

Durante nossos auxilios e analise da resolucdo dos problemas, percebemos que os
alunos tinham diferentes modos de pensar. No 1°A, a maioria dos alunos multiplicou as
quantidades de cada tipo de bombom (ao leite, meio amargo e diet) em cada caixa (caixa 1,
caixa 2, caixa 3 e caixa 4) pelo prego e pela quantidade de calorias, o que podemos ver na

figura a seguir (Figura 5), que mostra a resolugdo de um dos alunos da turma do 1° A.

- ¥ 15
o o M

Figura 5: Resolugdo do problema "Bombons a granel” pelo aluno 1do 1°A.

Fonte: Proprios autores.

Na turma do 1°B, a maioria dos alunos resolveu o problema multiplicando as
quantidades de cada ingrediente (farinha, agucar, leite, manteiga e ovos) necessario para a
produgao de cada tipo de bolo (Bolo 1, Bolo 2 e Bolo 3) pela quantidade de cada tipo de bolo

vendido em cada loja (Loja A e Loja B). O que pode ser visto na seguinte figura (Figura 6).
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- e R .
Figura 6: Resolugdo do problema "Confeitaria de bolo" pelo aluno 2 do 1°B.

Fonte: Préoprios autores.

As formas de registros das respostas também ocorreram de formas distintas em ambas
as turmas. Alguns alunos apenas deixaram as contas com os valores encontrados, o que
vemos na resolugdo do aluno 1 (Figura 5), outros construiram tabelas (Figura 7) e até mesmo

matrizes (Figura 8) e (Figura 9), outros representaram seus resultados em esquemas (Figura
10).

Figura 7: Registro dos resultados encontrados pelo aluno 3 do 1°A em forma de tabela.

Fonte: Préprios autores.

'Fli;o KeaL
52.%0 gsasp

l'lﬁ‘luﬁ 4125
#2.50 hras
.90 Yoo

Figura 8: Registro dos resultados encontrados pelo aluno 4 do 1°A em forma de matriz.

Fonte: Proprios autores.
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'
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Figura 9: Registro dos resultados encontrados pelo aluno 5 do 1°B em forma de matriz.

Fonte: Proprios autores.

Figura 10: Registro dos resultados encontrados pelo aluno 6 do 1°B em um esquema.

Fonte: Proprios autores.

Notamos que nem todos os resultados encontrados pelos alunos estao corretos, porém,
consideramos que, ao trabalharmos com a metodologia, o mais importante é que os alunos
participem da construgéo do conhecimento matematico, e, observamos isso com as resolucoes
dos alunos. Mesmo com alguns equivocos em seus célculos, intuitivamente utilizaram o

produto de matrizes para resolver os problemas.

Conclusoes

E importante destacar que os alunos estavam acostumados com a metodologia
tradicional de ensino, isto é, primeiro a exposi¢do do conceito, depois exemplos resolvidos pelo
professor e entdo listas de exercicios nos quais precisavam apenas seguir os procedimentos ja
conhecidos.

Com a Resolucao de Problemas, os alunos se depararam com algo diferente do que
estavam acostumados em sala de aula. Ndo sabiam de imediato qual conceito aplicar para
resolver o problema e tiveram que usar seus conhecimentos para elaborar uma estratégia e
encontrar uma solugdo. Com isso, buscavam constantemente a confirmagdo dos professores
para cada passo da resolucdo que faziam. Foi necessario tomar cuidado para que nossos

auxilios nos momentos de duvidas dos alunos nao interferissem seus raciocinios.
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Outro fato a ser destacado é a dificuldade com operagdes mateméticas. Os alunos
tinham uma certa dependéncia da calculadora para qualquer conta que realizavam, até
mesmos calculos que poderiam resolver mentalmente. Devido a isso, ao fazer as contas sem o
uso da calculadora, percebemos diversos erros nos registros das respostas dos problemas.

Com a analise dos problemas propostos, mesmo com alguns obstaculos, podemos
considerar que, de acordo com nosso objetivo os alunos utilizaram intuitivamente o processo
de multiplicacdo de matrizes. A metodologia exigiu dos alunos além de somente a aplicagio
de conceitos, proporcionou autonomia e possibilitou a participagdo destes alunos na

construcao do conhecimento matematico.
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Resumo: O presente texto trata de um projeto de pesquisa e com
o intuito de apresentar discussoes que serdo desenvolvidas acerca da
problemética: como a resolucao de problemas ¢ entendida e utilizada
a partir de um curso de formacado continuada para os professores
alfabetizadores da rede municipal de ensino de Cafelandia — PR.
Com o objetivo de estudar as potencialidades da formacao
continuada ministrada aos professores da rede municipal de ensino,
desenvolveremos uma pesquisa de abordagem qualitativa,
identificada como uma pesquisa  experimental, utilizando
questionarios como ferramenta para a obtencdo de dados. Como
base tedrica apresentaremos assuntos pertinentes ao ensino de
matematica nos anos iniciais, bem como a resolugdo de problemas
como metodologia de ensino e aprendizagem. Ainda buscaremos
apresentar uma breve abordagem no que diz respeito a formagéo
continuada de professores.

Palavras-chave: Ensino fundamental I. Formacdo de professores.

Resolucéo de problemas.

1 Introducao

O presente texto aborda um projeto de pesquisa, desenvolvido na disciplina de Mo-
nografia, do curso de Licenciatura em Matemaética, da Universidade Estadual do Oeste do
Parana (Unioeste), campus Cascavel, sob orientacdo do professor Jean Sebastian Toillier. As-
sim, irei apresentar os elementos que me motivam para a realizacdo do projeto, meu proble-
ma de pesquisa e os objetivos, uma breve fundamentacéo tedrica e os aspectos metodologicos
que cercam o projeto em execugao.

O interesse para a realizacao deste trabalho surgiu a partir de um curso de formacgao

continuada ofertado pela Secretaria Municipal de Educagdo (SEMED) do municipio de Cafe-
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landia - Parana (PR), em que atuo ha dois anos como professora dos anos iniciais na etapa
de alfabetizacdo. A teméatica do curso centrava-se na apresentagio do Material Complementar
de Apoio Didatico Educa Juntos', de Matematica, elaborado por Ana Ruth Starepravo. Ele
contém quatro cadernos de atividades elaborados para aulas de matemaética na etapa da alfa-
betizacao, que abrange os trés primeiros anos do ensino fundamental I. A proposta do materi-
al consiste em aulas voltadas para a Resolugdo de Problemas e na utilizagdo de jogos durante
aulas de matematica.

Como académica do curso de Licenciatura em Matematica, tinha um conhecimento
prévio referente & metodologia de ensino Resolugéo de Problemas. Entéao, durante a leitura do
material disponibilizado para a formacao continuada que seria realizada no més de agosto,
foi-me possivel encontrar pontos mencionados pela autora Ana Ruth Starepravo semelhantes
a metodologia antes estudada. Desse modo, havia uma expectativa em relagio & formacao,
pois, mesmo com o conhecimento tedrico sobre Resolugdo de Problemas, a pratica em sala de
aula na etapa de alfabetizacdo, ainda era uma grande barreira.

A formagao de professores foi realizada em Cascavel (PR) no dia 24 de agosto de
2022 e, tinha como objetivo apresentar o material acima citado a dois professores de cada
municipio pertencente ao Nucleo Regional de Educacdo (NRE) de Cascavel. Posteriormente,
os participantes deveriam repassar aos demais professores de seus respectivos municipios. Fui
escolhida juntamente com outra professora da rede como representante do municipio de Cafe-
landia (PR). Durante as oito horas de realizagdo do curso, notava-se que para a maioria ali
presente a metodologia de ensino abordada em todo material era desconhecida.

A novidade para muitos despertava curiosidade e duvidas em relacdo a essa nova
maneira de ensinar e aprender matematica. Comentarios como: “dou aula ha mais de 25 anos,
e nunca tinha visto uma crianca de 1° ano resolver problemas desta maneira”; “nunca pensei
em ensinar matematica assim” surgiram no decorrer da formagdo. O novo encantou a todos os
presentes e despertou um grande entusiasmo para repensar e mudar algumas praticas no ensi-
no de matemética desde a alfabetizacao.

Partindo desse cenério, constrbi-se a problematica de pesquisa: como a resolucao de
problemas é entendida e utilizada a partir de um curso de formagéo continuada para os pro-
fessores alfabetizadores da rede municipal de ensino de Cafelandia (PR)? Com o objetivo de
estudar as potencialidades dessa formagdo continuada para os professores que devera ser rea-
lizada em fevereiro de 2023, seré desenvolvida uma pesquisa de abordagem qualitativa, utili-
zando questionarios para a obtencdo de dados que, posteriormente, serdo analisados com o in-

tuito de nos ajudar a refletir sobre nosso problema de pesquisa.

! Trata-se de um material complementar disponibilizado pela Secretaria da Educacio e do Esporte
do Parand (SEED/PR) para os trés primeiros anos do ensino fundamental. Sua organizagéo foi
estruturada para servir como apoio no trabalho com as defasagens de aprendizagem, sobretudo
daquelas oriundas do periodo em que as criancas caram fora do ambiente fisico escolar, em
decorréncia da Pandemia.
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2 Objetivo de pesquisa

o Estudar as potencialidades de um curso de formagao continuada para professo-
res do ensino fundamental I em que a resolucéo de problemas serda a metodologia de ensino e

aprendizagem adotada em aulas de matemaética.
2.1 Objetivos especificos

o Identificar a partir de questionarios como professores do ensino fundamental I
utilizam a resolucéio de problemas nas aulas de matematica;

o Investigar conhecimentos adquiridos durante a formagéo continuada, por meio
de um questionério;

o Compreender modos de abordar a resolugdo de problemas como metodologia

de ensino de matematica no ensino fundamental I.

3 Referencial teodrico

No decorrer da pesquisa, abordaremos assuntos relacionados ao ensino de matemaéti-
ca nos anos iniciais, com enfoque na etapa de alfabetizacio, compreendida nos trés primeiros
anos do ensino fundamental I. Estudaremos a resolucio de problemas como uma metodologia
de ensino e aprendizagem para aulas de matemaéticas, bem como assuntos pertinentes a for-

magao continuada de professores.

3.1 Matematica nos anos iniciais.

Estudar sobre o ensino e aprendizagem de matemaética nos anos iniciais do ensino
fundamental I ndo é uma tarefa simples, pois envolve discussdes que se iniciam com a forma-
¢ao dos professores polivalentes, que para Nacarato, Mengali e Passos (2021) sdo os profissio-
nais que atuam na educacio infantil e anos iniciais do ensino fundamental, sendo os mesmos
responsaveis por lecionar todas as disciplinas que compdem o curriculo. No entanto, para tal,
esses professores recebem uma formagéo inicial generalizada, podendo ser ela de nivel superior
— como em cursos de Pedagogia — ou em nivel médio — como nos cursos de Formacao de Do-

centes, o antigo Magistério.
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Com o objetivo de entender o processo de formagao inicial, Nacarato, Mengali e Pas-
sos (2021) desenvolvem um estudo abrangendo a trajetoria escolar dessas professoras no que
diz respeito as reformas curriculares. Podemos observar com esse estudo seessas professoras,
enquanto alunas, receberam aulas de matematicas centradas no detalhamento de contetidos e
uso de algoritmos desprovidos de qualquer significado. E que, posteriormente, sua formacgao
como docente deixou lacunas sobre o ato de ensinar matemética diferente da maneira com
que aprendeu, ou seja, surge uma barreira para romper com metodologias de ensino que se
mostram ineficazes na aprendizagem dos alunos.

E importante ressaltar que é justamente nas séries de atuacio das professoras poliva-
lentes que corre a alfabetizacdo matematica, termo este compreendido “como uma habilidade
que transcende a leitura e escrita, carregando um valor critico” (SKOVSMOSE 2001, p. 66
apud NACARATO; MENGALI; PASSOS, 2021, p. 30). Alfabetizar matematicamente é “reco-
nhecer a natureza critica” (NACARATO; MENGALI; PASSOS 2021, p. 30) da matemaética e
promover um ensino repleto de possibilidades e significados.

No entanto, para que uma alfabetizacio matemaética critica realmente seja alcancada
é preciso que mudangas ocorram, que velhos costumes sejam superados, que aulas de mate-
matica possam ir além de repeticdes de exercicios carentes de significados reais para os alu-
nos. E entender que a “aprendizagem matematica nao ocorre por repeticdes e mecanizagoes,
mas que se trata de uma pratica social que requer envolvimento do aluno em atividades signi-
ficativas” (NACARATO; MENGALI; PASSOS, 2021, p. 31).

3.2 Resolucao de problemas

Em busca de uma metodologia que promova um ensino com producéo de significa-
dos, Nacarato, Mengali e Passos (2021) alegam que a resolugdo de problemas aparece como
uma metodologia que potencializa o ensino e aprendizagem de matematica. Em vista disso,
podemos destacar trés diferentes maneiras de utilizar a resolucio de problemas em sala de
aula, sendo elas “(1) o ensino sobre Resolu¢do de Problemas, (2) o ensino para resolucao de
problemas e (3) o ensino através da resolugdo de problemas” (SCHROEDER; LESTER,1989
apud ONUCHIC; ALLEVATO, 2014, p. 37). A seguir abordaremos caracteristicas de cada
uma dessas trés concepgoes segundo as autoras Onuchic e Allevato (2014).

O ensino sobre a resolugdo de problemas pode ser entendido como uma maneira de
orientar os alunos no que se refere a resolver problemas, mostrando regras e procedimentos
independentes dos contetdos abordados. Na segunda concepgio, o ensino para a resolugdo de
problemas configura uma atividade na qual os alunos s6 podem resolver problemas apds uma
habilidade treinada ou de algum algoritmo previamente estudado, ou seja, “a matematica é
ensinada separada de suas aplica¢oes” (ONUCHIC; ALLEVATO, 2014, p.38). Por fim, a ter-

ceira concepcdo que se refere ao ensino através da resolucdo de problemas, na qual “a Mate-
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matica e a resolucdo de problemas séo consideradas simultaneamente e sdo construidas mi-
tua e continuamente” (p.38).

Pensando em um ensino de matematica que parte do principio de que “a aprendiza-
gem se realiza pela construgdo dos conceitos pelo proprio aluno” (ONUCHIC; ALLEVATO,
2014, p.40), a resolugao de problemas como ponto de partida no ensino, colocaria o aluno a
confrontar suas concepcbes e construir novos conceitos. Desta forma, a tultima concepgéo
abordada, o ensino através da resolucéo de problemas, é a que sera considerada ao pensarmos

no ensino de matematica.

3.3 Formacgao continuada

Processos de formacgdes continuadas caracterizam a carreira docente, pois fazem par-

te do desenvolvimento profissional dos professores. Dessa maneira Imbernon (2010) diz que:

A formagio continuada dos professores, mais do que atualiza-los, deve ser ca-
paz de criar espagos de formacgio, de pesquisa, de inovacio, de imaginagao,
etc.., e os formadores de professores devem saber criar tais espagos para pas-
sarem do ensinar ao aprender (IMBERNON, 2010, p.11).

Entendemos que formagoes continuadas devem atuar como potencializadoras, pro-
movendo espagos nos quais os professores tenham a oportunidade de refletir suas praticas
com a finalidade de questioné-las e, por fim, reinventa-las. Para tal, se faz necessario que os
docentes participem ativamente dos estudos, da elaboragdo de planejamentos, das acdes a se-
rem desenvolvidas, garantindo assim que sua realidade escolar esteja presente, o que possibili-
ta uma representatividade capaz de edificar os conhecimentos abordados nos cursos de forma-

¢Oes continuadas.

4 Metodologia

Durante o desenvolvimento desta pesquisa planejamos realizar um curso de formacao
continuada com professores alfabetizadores que atuam nas séries iniciais do ensino fundamen-
tal I no municipio de Cafelandia — PR. Desse modo optamos pela realizagdo de uma pesquisa
de abordagem qualitativa, identificada como pesquisa exploratéria, de acordo com Selltiz
(1967). Também, Gil (2002, p. 41) explica que “essas pesquisas envolvem: (a) levantamento
bibliografico; (b) entrevistas com pessoas que tiveram experiéncias préaticas com o problema
pesquisado; e (c) analise de exemplos que estimulem a compreensio".

No decorrer do més de novembro de 2022, os materiais para o desenvolvimento do
curso de formagao continuada deverdo ser elaborados em parceria com duas coordenadoras da

SEMED de Cafelandia — PR. Estimamos que 45 professores da rede participem da formacao.



Anais da XXXVI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel

4

Abaixo uma representacio do cronograma para realizacio do curso com carga horaria de oito

horas, que esta sujeito a mudangas em alguns pontos:

Quadro 1 Cronograma da formagdo continuada.

Municipio

Data e horario
agendados para

a formacao

Local onde sera rea-

lizada a formacao

Previsao do
numero de

participantes

Cafelandia - PR

15/02/2023 —
07:30 as 17:30

Escola Municipal An-
dré Luiz da Silva Pres-
tes - EF

Prof.2 1 ° ano.

15 participantes.

Cafelandia — PR

Prof.2 2 ° ano.

16/02/2023 —
07:30 as 17:30

Escola Municipal An-
dré Luiz da Silva Pres-

tes — EF

15 participantes.

Prof.2 3 ° ano.

15 participantes.

Cafelandia - PR 17/02/2023 —

07:30 as 17:30

Escola Municipal An-
dré Luiz da Silva Pres-
tes - EF

Fonte: elaborado pela autora.

Planejamos subdividir a carga horaria de oito horas de modo que as quatro horas
iniciais atuem como uma troca de experiéncias, na qual, os participantes serdo convidados a
partilhar suas praticas em sala no que se refere a resolucio de problemas em aulas de mate-
mética. Assim, pretendemos realizar a coleta de dados através de um questionério entregue
aos professores, com o objetivo de identificar como é entendida e utilizada a resolugéo de pro-
blemas em aulas de matematica. A elaboracio do questionario para obtencao de dados busca-
ra abordar questdes mais abertas, que segundo Gil (2008, p. 122) caracterizam um questioné-
rio, no qual os respondentes tenham a liberdade de oferecer suas proprias respostas.

As demais quatro horas serdo organizadas em formato de oficina assim como é pro-
posto no Material Complementar de Apoio Didatico Educa Juntos, de Matemética elaborado
por Ana Ruth Starepravo. Buscaremos trazer elementos e praticas que podem ser utilizadas
em aulas de matematica dentro da proposta de ensino através da resolucdo de problemas.
Nesse momento, é importante que as praticas antes compartilhadas pelos professores sejam
retomadas, pois para Nacarato, Mengali e Passos (2021, p.34) “As praticas que forem questio-
nadas, refletidas e investigadas poderdo contribuir para as mudangas de crengas e saberes”.
Ao final pretendemos realizar uma nova coleta de dados, desta vez com o objetivo de identifi-

car os resultados alcancados com a formagao.
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A pesquisa se desenvolvera durante o ano letivo de 2022, com inicio no ano civil de
2022 e finalizagdo no civil de 2023. Levantamentos tedricos buscardo aprofundar as ideias
apresentadas nesse projeto, com o objetivo de adquirir base tedrica para a analise dos dados
coletados. Os resultados serdo apresentados na monografia que devera ser defendida até o fi-
nal do més de junho de 2023.
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Implementacao do algoritmo de Dijkstra com apoio do software
Geogebra.

Amarildo de Vicente
Unioeste - Cascavel
amarildo.vicente@gmail.com

Resumo: Em teoria dos grafos um dos recursos de grande importancia é
determinagdo do menor caminho entre dois pontos distintos. A fim de obter
tal caminho h& varios algoritmos e entre estes se encontra o algoritmo de
Disjktra. O propésito deste trabalho é apresentar a implementacao deste
algoritmo com apoios do software Geogebra, a fim de possibilitar que, além
do custo do percurso, se tenha também uma visao geométrica do caminho a
ser percorrido.

Palavras-chave: Grafos; Caminho minimo; Roteamento.

1 Introducao

A Teoria dos grafos tem uma variedade muito grande de aplicagoes em diversas areas,
como quimica, fisica, matematica, engenharia, computagao, etc. Um exemplo bastante comum
para ilustrar seu uso é o de rotas feitas por veiculos de sistemas de coleta de residuos, em que estes
devem passar por todos os locais evitando, se possivel, passar duas vezes no mesmo endereco,
a fim reduzir o tempo de trabalho e custos de manutencao. Essa ferramenta também se faz
presente na industria, onde a fabricagdo de um dado produto deve passar por varios processos
uma Unica vez seguindo uma rota determinada. Outra situacdo onde se emprega essa teoria é
na localizagao de centros de atendimento destinados a sociedade, como a de um hospital, que
em cidades projetadas possuem a menor distancia entre pontos especificos, de escolas, asilos e
fabricas, etc. O uso de grafos se faz presente também na educagao bésica. Céceres (2021) faz

uma abordagem sobre o uso de grafos como recurso para o ensino de matrizes no ensino médio.

A determinacao da menor rota entre dois pontos distintos de um grafo é um dos recursos
de grande utilidade e um dois principais algoritmos para este fim é o algoritmo de Dijkstra.
Neste trabalho sera apresentada uma forma de implementar tal algoritmo como o uso do software
Geogebra. Na sequéncia serao apresentados alguns dos conceitos sobre grafos, necessdrios para
o desenvolvimento do trabalho.

2 Matriz de custos

Sob um aspecto computacional a representacdo de um grafo pode ser feita por meio de
matrizes. Uma das representacoes matriciais muito 1til é a matriz de custos. Primeiramente ¢é
necessario compreender o significado de custo neste contexto. Se o propdsito é avaliar a distancia
de um vértice v; a um vértice v; entao o custo ¢ a distancia entre eles. Por vezes o interesse
nao é a distancia, mas o tempo de viagem. Neste caso o custo é o tempo gasto no percurso.
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H& ainda outros fatores que podem representar custos, ou pesos, como limite de capacidade de

escoamento de uma via, riscos de acidentes, etc.

Definicao 1. Considere-se um grafo G = (V, A), em que V representa um conjunto de vértices
e A representa um conjunto de arestas. Seja w;; o custo da aresta (vi, vj), caso tal aresta exista.

Define-se a matriz de custos C por

Wij Se (vi,vj) cA
Cij = .
o0 caso contrario

Nesta defini¢ao pressupoe-se que o grafo nao possui lagos, de forma que sendo ¢ = j entao
w;; = 0. Pode parecer estranho o simbolo oo na definicao anterior, mas ele representa apenas
um numero positivo grande, que serve como estratégia para o funcionamento do algoritmo de

Dijkstra, como serd visto posteriormente.

Exemplo 1
Na Figura 11 estd a representacao de um grafo contendo cinco vértices.

VU

Figura 11: Grafo valorado

De acordo com a Definicao 1 sua matriz de custos é

Conforme pode ser observado, o simbolo co representa o custo de arestas nao existentes,

como (v1,v4).
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Em muitas situagoes ha a necessidade de orientar uma ou mais arestas de um grafo.
Havendo tal orientagao o grafo é chamado de grafo orientado, ou digrafo. Geometricamente esta
orientacao pode ser representada por uma seta. Na Figura 12 tem-se um grafo orientado. Neste
caso o custo para ir de um vértice v; a um vértice v; pode ser diferente do custo par ir de v; a
v;. Desta forma a matriz de custos de um digrafo em geral nao é simétrica, diferentemente do
que ocorre no Exemplo 1 em que o grafo nao é orientado.

V6

U1

Figura 12: Grafo Direcionado

No grafo da Figura 1 nao é dificil perceber que, sendo escolhido o vértice v; como origem
e v4 como destino, entdo o caminho de menor custo consiste na rota vy, vs,v4, com custo 4.4.
Mas em geral o processo nao é tao simples. O algoritmo de Dijkstra é um dos procedimentos
que podem ser empregados a fim de obter o caminho de menor custo de um vértice inicial vg

escolhido a qualquer outro vértice v; do grafo.

3 Algoritmo de Dijkstra

A versao do algoritmo a seguir é devida a Rabuske(1992).
1) Seja G(V, A) um grafo direcionado e vy um vértice inicial escolhido como ponto de partida.
Seja L uma fungao que associe cada aresta (v;,v;) de G a um numero real nao negativo c;;
dada por

00 se nao existir a aresta (v;, v;)
L(vi,v5) = € 0 se v; = v,
cij se v; # vj e existe a aresta (vs, vj)

2) Constréi-se um conjunto S que contém os vértices v; cuja distancia de vy a cada v; seja
minima, desde que esses valores sejam conhecidos.
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3) A cada passo deve-se adicionar ao conjunto S um vértice pertencente a V' — S tal que o
comprimento do caminho vg a v; seja menor que o correspondente de qualquer outro vértice
V — S. Desta forma, pode-se garantir que o caminho minimo de vy a qualquer vértice v em S

contém somente vértices pertencentes a S.

Forma resumida do algoritmo de Dijkstra conforme Rabuske(1992).

Inicio
S ={w};
DJvg] = 0;

Para cada vértice v € V — {vg} faca D[v] = L(vp,v);
Enquanto S # {};
Escolha o vértice w € V' — S tal que D]w] seja minima,;
Coloque w em S, isto é, faga S = S U {w};
Para cada v € V — S faca
D[v] = min(D[v], D[w] + L(w,v));

Fim

4 Implementacao do algoritmo de Dijkstra no Geogebra

O software Geogebra dispoe de comandos que podem ser executados por meio da barra
de entrada. Por exemplo, para criar um ponto A = (a,b) pode-se usar a ferramenta “Ponto”
disponivel no menu ou pode-se digitar A = (a,b) diretamente na barra de entrada. Mas ha fer-
ramentas bem mais sofisticadas para criar pequenos programas, como Se, Elemento, Sequéncia,

entre outros.

Exemplo 1
a) Seja a matriz

M =

N =~ O
o O O
S =N

O comando a = Elemento(M,2,1) indica que a ird receber o valor M(2,1), isto é, a = 4;

b) A instrucao S = Sequéncia(0,12,2) atribui a S a lista de ntimeros inteiros pares de 0 a 12;
c¢) Sejam os pontos A = (1,1) e B = (4,2). A expressao Se(M(1,1) > 0,Vetor(A, B)) ordena
ao Geogebra que crie o vetor AB, se M(2,1) > 0.

O primeiro passo para obter o menor caminho de um vértice origem de um grafo a todos
os outros vértices é criar o grafo. Para isso é necessario produzir pontos que irao representar os
vértices. Depois disso é necessario produzir a matriz de custos, que além de permitir o calculo
do custo total de uma trajetoria escolhida também permite visualizar em que vértice uma aresta
tem origem e em qual vértice ela incide. O grafo da Figura 12 serd usado como forma de validar
o procedimento apresentado.

A fim de produzir tal grafo é necessario em primeiro lugar criar os vértices que vao de
v1 a vg e uma lista Lv contendo tais vértices. Para isto basta digitar Lv = {vy, ve, v3, v4, V5, V6 }.
Também é necessdrio uma varidavel Nv para guardar o nimero de vértices. Isso pode ser feito
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digitando-se Nv = 6 na barra de comandos ou usando a instrugao Nv = Comprimento(Lv).

Em seguida é preciso criar a matriz de custos M C', que no caso é dada por

MC =

DO
©
8

e
>
o
\]
o

[0 o0
o0 o0
oo oo 0 3 0 o
00 2
o0
0_

oo 2 00 00

g

Para efeito de programacao o simbolo co deve ser trocado por um ntmero positivo P
“grande”. No presente caso sera utilizado P = 50, inserido via barra de comandos.

Para possibilitar a visualizacdo do grafo usa-se a instrucao a seguir, inserida via barra
de comandos.
Arcos = Sequéncia(Sequéncia(Se(Elemento(M(i,j) < M,
Vetor(Elemento(Lv, i), Elemento(Lv, j)), (0, 0)), j, 1, n), i, 1, n)

Nao havendo aresta de um vértice v; para v; este comando produzird um vetor nulo
(0,0), o qual nao tera utilidade para efeitos de célculos. Deixando-se o comando sem este vetor
o Geogebra colocard no seu lugar um ponto de interrogagdo, mas isso nao acarreta erro no
processamento. Ao final desta etapa ter-se-a a lista de vetores e o grafo desenhado.

Na hora de executar o programa ¢ preciso especificar os vértices de origem e de destino.
Para tornar o processo dinamico faz-se necessdrio criar duas varidveis, que serdao chamadas de
Origem e Destino. No exemplo em questao sera estabelecido
Origem =1 e Destino = 6,
correspondendo aos vértices v e vg, respectivamente. Estas atribuicoes devem ser inseridas na

barra de comandos.

Neste ponto é o momento de produzir a matriz de distancias minimas prevista no algo-
ritmo de Dijkstra. Os scripts a seguir foram baseados no trabalho de Falcén, Moreno e Rios
(2015). Eles devem ser inseridos em “Propriedades” de qualquer um dos objetos ja produzidos,
na aba “JavaScript Global”.

function distancia(){
var i,j, d, m, v, a, a0;
var s=0; n = ggbApplet.getValue(”n”); var D = new Array();
var NM = new Array(); var P = new Array();
for(i =0; i < n*n; i++){
D[i] = 100;}
for(a0 =1; a0 < n+1; a0++){
for(i =0;i<n;i++){
NM][i]=0;
P[i]=-1;
D[n*n+(a0-1)*n+i]=-1;}
a=al;
DJ(a0-1)*n+a-1]=0;
NMJa-1]=1;
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while(al=0){
for(i =0;ijn;i++){
for(j =0:jinsj++){
m=ggbApplet.getList Value("MC” ,i,j);
if (NM[i]J==0 & m!=0 & D[(a0-1)*n+i]>D][(a0-1)*n+a-1]4+m){
DJ(a0-1)*n+i]=D[(a0-1)*n+a-1]+m;
Pli]=a;
Din*n+(a0-1)*n+i]=a;} } }
d=100;
for(i=0;ijn;i4++){
if (NM[i]==0){
if (s==0){s=i; d=D[(a0-1)*n+i;}
else{
if (D[(a0-1)*n+i]jd){d=D[(a0-1)*n+i];s=i;}} } }
if (d==100){v=0;}
else{v=s;}
if (v==0){a=0;}
else{NM[v]=1;a=v+1;}}}
return(D);}

A execugao deste cédigo produz uma matriz linha D que néo ficard visivel na tela. A
fim de visualizar seus elementos pode-se criar uma lista d nas propriedades dos objetos Origem
e Destino. Na aba “Ao Atualizar” de ambos os objetos é preciso digitar

ggbApplet.evalCommand(”d = {” + distancia() +7}7);.
Além disso, na parte inferior da janela deve-se selecionar a opgao JavaScript.

A matriz de distancias minimas produzidas pelo programa anterior pode ser visualizada
inserindo-se a instrucao que segue na barra de entradas.
MD=Sequéncia[Sequéncia[Se[Elemento[d,(i-1) n+j]==100, oo,
Elementold, (i — 1)n + j]],4,1,n],i,1,n]

Neste ponto é necessério criar uma lista auxiliar L com n vértices, inicialmente formada
por zeros. Esta lista é atualizada de modo que, ao final do processo, ela contenha os vértices que
determinam o menor caminho do vértice Origem a qualquer outro vértice. Este procedimento
é feito com a instrugdo que segue.

L =Sequéncia[Se[Elemento[d,n?® + (Origem — 1)n +i] =* —1,0,
Elemento[d,n? + (Origem — 1)n + i]],4, 1, n].

O préoximo programa, que também deve ser inserido em “Propriedades” na aba “JavaS-
cript Global”, tem por finalidade obter o menor caminho entre os vértices informados.

function caminho(){
var i,j,m;
var ip = ggbApplet.getValue(” Origem” );
var fp = ggbApplet.getValue(” Destino”);
var n = ggbApplet.getValue("n”);
var A = new Array();
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var C = new Array();
for(i =0;ijn;i++){
m=ggbApplet.getList Value(”L” i+1);A[i]=m;}
Cl0]=A[fp-1]; j=0;
for(i =0;ijn-1;i++)
if (Cli]==0){C[i+1]=0;}
else{
if (Cl!=ip){
Cli+1]=A[C[i]-1];}
else{
C[i4+1]=0;}}} return(C);}

O caminho gerado por esta funcao também deve ser informado nas propriedades dos
objetos Origem e Destino, na aba “Ao Atualizar”, como segue.
ggbApplet.evalCommand(” caminho = {7 + caminho() +7}");

A visualizagao grafica do menor caminho é produzida com a instrucao que segue, inserida
na barra de entradas.
CamMin = Uniao(Sequéncia(Se(Elemento(caminho, i)*Elemento(caminho, i + 1) > 0,
Vetor(Elemento(V, Elemento(caminho, i + 1)), Elemento(V, Elemento(caminho, i)))), i, 1, n),
Se(Elemento(caminho, 1)> 0, Vetor(Elemento(V, Elemento(caminho, 1)), Elemento(V, Des-

tino)))).

A Figura 13 mostra o menor caminho quando o vértice origem é v1 e o destino é vg, em
relacao ao grafo da Figura 12.

V6

U1

Us

Figura 13: Menor caminho entre os vértices vy a vg

A lista CamMin de caminhos obtida foi CamMin = {0,1,2,2,2,4}. Os ndmeros que
aparecem nesta lista indicam que, partir do vértice que ele representa deve-se ir ao vértice
representado pela sua posigao na lista. Neste exemplo o vértice 6 (sexto elemento na lista) veio
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do vértice 4 (nimero da posigao 6). O vértice 4 por sua vez (quarta posigao na lista) veio do
vértice 2 (nimero da quarta posigao). Por sua vez o vértice 2 (segundo elemento da lista) veio
o vértice 1 (nimero da segunda posi¢ao). O caminho é, portanto, vy, va, v4,vs. A mesma ideia
pode ser usada para qualquer outro vértice, desde que o vértice seja considerado como origem.

Consideracoes finais

Embora a o trabalho desenvolvido tenha apenas um carater ilustrativo, ele d4 uma boa
ideia da versatilidade do software Geogebra para tarefas mais complexas. Na ilustracao foi
apresentado apenas um pequeno problema, mas o processo pode ser facilmente adaptado para
um problema de porte maior. A dificuldade em relagao ao algoritmo é a producdo da matriz
de custos, que é um trabalho desgastante, j4 que a matriz tem que ser produzida por meio de

digitacao.
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Resumo: Os numeros irracionais chamam atencao de estudantes e pesqui-
sadores em Matematica ha mais de dois mil anos, uma vez que os mesmos se
apresentam através de tdo somente a negacao do que é ser um nimero raci-
onal. Os nimeros irracionais nao apresentam padrao na parte decimal e nao
possuem uma forma simples de representacao. Nesse sentido, este trabalho
apresenta alguns resultados que fornecem aproximacoes boas de um nimero
irracional por meio de nimeros racionais, podendo ser tao preciso quanto se
desejar.

Palavras-chave: Numeros Irracionais; Aproximacao; Niumeros Racionais.

1 Introducao

Os numeros irracionais sao objetos de estudo para muitos mateméaticos justamente por
apresentarem caracteristicas diferenciadas em relacao ao conjunto dos racionais, comegando pela
defini¢ao que reside numa negagao, provar que algo nao se encaixa em determinado formato pode
ser trabalhoso e pouco intuitivo. Dentre os muitos nimeros irracionais temos o m e o nimero

de Euler e, cujas provas da irracionalidade requerem conceitos além da matematica basica.

Os ntimeros irracionais possuem a caracteristica de nao terem uma representagao racional
7 com a e b inteiros e b # 0. Por exemplo, a demonstracao de que V2 é irracional é um dos
primeiros desafios que encontramos num curso de Matematica, e tal prova nao costuma ser

assimilada com rapidez pelos discentes.

J4 que um irracional nao pode ser escrito na forma ¢ com a e b inteiros e b # 0, cabe o
questionamento se podemos, ao menos, obter uma aproximacao racional de forma que o erro pode
ser controlado de maneira satisfatéria. A resposta a essa pergunta é sim, podemos encontrar
delimitacoes para a diferenca de um irracional e um racional de maneira que o erro fique limitado

por um racional.

Tal trabalho complementa o estudo apresentado em disciplinas como Analise Real, onde
se discute a densidade dos irracionais em R, porém sem discutir caminhos especificos de como
fixar um irracional entre dois racionais, e mais além, escolhendo um erro conveniente.

2 Desenvolvimento

Uma primeira forma de se compreender a aproximacao de irracionais por racionais ¢é

realizar essa aproximacao por numeros inteiros, como apresentado a seguir. Se for arredondado
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um numero real, substituindo-o pelo inteiro mais préximo, o erro cometido serd, no maximo,

igual a % Por exemplo, 5,5 por 5, ou 17,8 por 18, o erro serd, em cada caso, menor ou igual a %

Teorema 1. Para qualquer nimero irracional o, existe um unico inteiro m tal que

—5 <a—m< 5
Prova. Considere o um numero irracional. No intervalo (o — %, o+ %) deve existir um inteiro
m, uma vez que o comprimento do intervalo é 1 e tanto o — % quanto o + % nao sao inteiros, ou
seja,
1 1
o — B <m< o+ >

Subtraindo « de ambos os lados da desigualdade, tem-se:

1< <1
——<m-a< .
2 2

Multiplicando por (—1) segue que:

1< <1
—<a-m< =.
2 2

Que em valor absoluto fica

o — | < &
a—m —.
2

Por exemplo, consideremos o = v/2. Veja que
8 9 3
1<2=-<- =1 2< =
<2=5<7 <\f<2
3 1
= 0=1-1<V2-1<=-1==
2 2
1

1
= —-<V2-1<z
2 vz 2

1
= !\/5—1\<§.

O proximo teorema fornece uma aproximagao com erro controlavel:

Teorema 2. Sejam o um niumero irracional qualquer e n um nidmero inteiro positivo qualquer.

Entao existe um mimero racional 7, tal que

1 < m < 1
——<a—-— < —.
2n n 2n
Prova. Seja n um nimero natural. Como na que é um numero irracional, pelo Teorema 1,

existe um inteiro m tal que

——<na—m< -.
5 no m B

Dividindo a desigualdade por n, temos que

2n n  2n
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O que fornece um erro controlavel por € = ﬁ dependendo apenas do n escolhido:

m 1
)\——‘<—.
‘ n 2n

Um exemplo usando o Teorema 2 é apresentado a seguir:
Determinar uma aproximacao racional de a = v/3 tomando n = 28.
Veja que

na = 28v/3 = /2352.

Temos,

2304 < 2352 < 2401
= /2304 < V2352 < /2401
= 48 < 28V/3 < 49.

Suponha que 28v/3 — 48 > %, dai

53v/3 — 96 > 1
= 56V3>97
= 9408 > 94009.

O que é um absurdo. Dessa forma, segue que:

1 1
- < 928V3 48 < -
5 < V3 <3

1 48 1
12 1
‘\f—7 <5

Para obter melhores aproximagoes basta tomar um valor de n maior, obtendo assim um

€Iro menor.



Anais da XXXVI Semana Académica da Matematica. ISSN 2526-0804.
Curso de Matematica - UNIOESTE - Campus de Cascavel 87

O proximo teorema estabelece uma aproximacao um pouco melhor:

Teorema 3. Seja A um ndmero irracional e k um inteiro positivo, existe um numero racional

o, comn <k, tal que

1 < m < 1
kn n  kn’
Prova. Vamos considerar os nimeros irracionais A, 2, 3\, ..., kA, onde ay = [tA] (parte inteira)

e By = tA — oy (parte decimal):

A=a1+ 3
2A=as + Ps
kA = o + Bi.

Vamos subdividir o intervalo [0,1] em k partes iguais: Iy,[2,13,...,], cada uma com

comprimento % Com isso, o intervalo I; conterd os nimeros entre 0 e %, I5, os niimeros entre
1

2
T €1, ete
Vamos analisar dois casos:

Caso 1: O intervalo I contém um ou mais 3's. Dessa forma, existe 3, no intervalo I.

O ndmero f, é igual a nA — ay, e, com isso, temos

O<nA—a, <

%7
porque I; é o intervalo de 0 a % Dai, segue que
< nA <1
"k
e, dividindo por n, tem-se
1 ay, 1
—— < A= — ,
kn n k
que em valor absoluto fica
‘ N
n nk’

onde m = ay,.

Caso 2: O intervalo I; nao contém nenhum dos 3's. Nesse caso, os 3's estao nos demais

intervalos Io, ..., I;,. Portanto, terd que existir, pelo menos, um intervalo contendo dois ou mais
B's.
Suponha que 3; > 3; estejam no mesmo intervalo. Como o comprimento desse intervalo

é %, devemos ter

1 1
—%<0<m—&<?

Mas, B = jA — o e 3; = i\ — «;, de forma que

9

| =

1
_E < (j)\—Oéj) — (i)\—ai) <
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ou ainda,
1 1
7 < (J— A= (aj —ay) < %

Fazendo j —i =n e a; — a; = m, escrevemos

1
—% < n)\ —_m < %,
que dividido por n fica
nk n  nk

Por fim, temos um erro controlavel por € = ﬁ:

m 1
)\——’ -
’ n <nk:

Um exemplo da aplicagao desse teorema é apresentado a seguir.

Determinar uma aproximacao racional para v/3 considerando k = 8.

Para aplicar o teorema acima, é necessario trabalhar com todos os 8 multiplos de v/3.

Para uma primeira verificacdo, foi trabalhado com 3v/3 = v/27. Veja que az = 5, pois

25 < 27 < 36 = 5 < 3v/3 < 6.

Supondo

3V3-5< é
243 — 40 < 1
24V/3 < 41
1728 < (41)?

1728 < 1681,

Gl

chegamos em um absurdo, o que implica que 3 = 3v/3 — 5 ndo estd em I; = [0, 1

Considerando n = 7, temos que 7v/3 = /147 satisfaz

144 < 147 < 169 = 12 < 73 < 13.

Suponha, por absurdo, que
V3 —12 >

|

Dali,

56V/3 > 97
= (56)?3 > 97°
= 9408 = 3136.3 > 9409.
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Com isso, verifica-se que

ﬂ7:7\/§—12<é (Br e I)

1 1
= —§<0<7\/§—12<§

1 12 1
= g <V3-7 <73
1 12 1
= _56<\[_ 7 56
121 1
N 'f— 1

Observe que chegamos na mesma aproximacao do exemplo do Teorema 2.

Conclusoes

Os Teoremas 2 e 3 forneceram aproximacgoOes racionais interessantes para um dado ir-
racional. De maneira comparativa, podemos pontuar que o segundo teorema requer o uso de
um 7 suficientemente grande para gerar o resultado. Ja o terceiro teorema 3, apesar de possuir
passos e andlise mais elaborada, chega no mesmo erro do Teorema 2 com uma parti¢ao (k)
menor. Sendo assim, ambos os resultados tem suas vantagens e desvantagens. Do teorema 3

ainda podemos encontrar uma aproximacao com erro delimitado por n—lgz

m 1 1
‘ n nk ~ n?’
uma vez que n < k. Essa aproximagao parece ser mais simples de se obter, porém tem um erro
maior e ainda assim é necessario encontrar o n correto que faz com que 3, esteja no intervalo
I;. Por fim, pontuamos que o Caso 2 do Teorema 3 demanda uma andlise maior ao se obter a
aproximacao, sendo necessario trabalhar com dois miltiplos do irracional o (um para cada [3).
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Resumo: Esse trabalho tem o objetivo de analisar os fatores de evasdo e
permanéncia dos alunos no curso de Licenciatura em Matematica da
Unioeste — Campus Cascavel no periodo de 2016 — 20222. Seré
inicialmente apresentado o histérico da instituicio e do curso, as
legislagoes vigentes, pesquisas relacionadas com a evasdo e a permanéncia
de alunos. O objetivo é estudar os fatores da evasdo e permanéncia dos
alunos, com o propoésito de tentar perceber padrées na tomada de decisoes
dos alunos em relagdo ao curso. A metodologia serd baseada na pesquisa
qualitativa com abordagem descritiva. Para a obtencio de dados, serao
aplicados dois questionarios, um para os alunos que evadiram e outro para
os alunos que permaneceram no curso, com o objetivo de identificar as

causas da evasio e permanéncia.

Palavras-chave: Ensino Superior; Evasao; Permanéncia; Unioeste.

1 Introducao

Ingressar no ensino superior é uma oportunidade que para muitos se julga necessaria
para ter uma boa qualificacdo profissional e trabalhar com o que gosta. Com o constate
crescimento dos cursos de graduagéo e areas de atuacido o ensino superior se torna cada vez
mais atrativo e gerando bastante concorréncia. No Brasil, as formas de ingresso mais
conhecidas para as institui¢des de graduagéo é pelos vestibulares ou pelo Exame nacional do
Ensino médio — Enem, aonde a nota obtida pode ser usada em programas como Programa
Universidade para todos — PROUNI que oferta bolsas de estudos de 50% e 100% nos cursos
de graduacdo em instituigdes privadas, Sistema de sele¢do unificado — SISU que disponibiliza

vagas dos cursos de ensino superior nas instituicdes publicas e o Fundo do financiamento
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estudantil — FIES que possibilita o financiamento de cursos de graduagdo das instituigdes

privadas.

Segundo o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira -
(INEP) no ano de 2017 e 2020 os nimeros de institui¢des e cursos de graduagdo apresentaram

os seguintes resultados:

Tabela 1: Dados do Ensino Superior Inep - 2017 e 2020.

2017
e . Total de instituigdes Total de cursos de
Instituigdes privadas
2.152 24.955
o PR Total de instituigoes Total de cursos de
Instituicoes publicas
296 10.425
Total 2.448 35.380
2020
e . Total de instituigoes Total de cursos de
Instituigdes privadas
2.143 31.147
o PR Total de instituigoes Total de cursos de
Instituicoes publicas
304 10.806
Total 2.457 41.953

Fonte: Inep 2017 e 2020

Como demonstra a tabela, de 2017 a 2020 houve um aumento de aproximadamente
0,36% no total de institui¢oes e 18,57% em no total de cursos de graduacoes. Ja em relagao as
matriculas no ensino superior, no ano de 2020 o Brasil possuia um total de 8.680.354 alunos
matriculados e em 2017, 8.286.663, também apresentando aumento. Analisando o nimero
total de matriculas por modalidade académica, no ano de 2017 segundo o INEP, os cursos de
bacharelado, licenciatura e tecnolégico obtiveram respectivamente 5.662.351 matriculas,
1.589.449 matriculas e 999.289 matriculas. Foi observado que (INEP 2017.p. 29):

Ha uma certa estabilidade na distribuicao da matricula entre os graus acadé-
micos, nos ultimos trés anos: 69% bacharelado, 19% licenciatura e 12% em
cursos tecnologicos. Nos ultimos 10 anos, entretanto, o ntmero de alunos em
cursos de licenciatura cresceu apenas 49,7%, enquanto o niimero de alunos de
cursos tecnologicos cresceu 141%. No mesmo periodo, os cursos de bacharela-
do cresceram 65,6%.

Em um vasto campo de opgdes, os alunos com o ensino médio completo que tem o
intuito de fazer uma graduagdo dispdoem de uma grande decisdo, que faz surgir alguns

questionamentos: Qual area escolher? Em que &area irei me adaptar melhor? Qual a melhor
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escolha para meu futuro? Segundo Montmarquette, Cannings E Mahseredjian, (2002 apud.
MARTINS E MACHADO, 2018), o processo de tomada de decisdo do individuo ocorre
considerando dois fatores: a existéncia de sucesso no curso escolhido e o rendimento esperado
pela formacéo recebida. Tendo em vista a ansiedade do ingresso no ensino superior, os alunos
com frequéncia, acabam escolhendo o curso desejado sem pesquisar referente a area, muitas
vezes por vontade de familiares ou até mesmo pelo simples fato de ter conseguido uma vaga,

0 que podera ser uma possivel causa para uma futura evasao.

A adaptac@o no Ensino Superior - (ES) ¢ dificil para muito dos ingressantes, uma vez
que exige mais tempo, determinacao e comprometimento aos estudos e atividades académicas
do que estdo acostumados. Analisar os motivos de evasdo se tornam um campo de estudo
muito amplo, visto que existem muitos fatores que podem influenciar o discente a evadir do
curso. Segundo Silva Filho et al. (2007, p.642):

a evasdo estudantil no ensino superior é um problema internacional que afeta
o resultado dos sistemas educacionais. As perdas de estudantes que iniciam,
mas nédo terminam seus cursos sdo desperdicios sociais, académicos e econo-
micos. No setor ptiblico, sdo recursos publicos investidos sem o devido retor-
no. No setor privado, é uma importante perda de receitas. Em ambos os ca-
sos, a evasdo ¢ uma fonte de ociosidade de professores, funcionarios, equipa-
mentos e espago fisico).

Por outro lado, podemos refletir sobre a permanéncia, pois para muitos alunos a
conclusdo do ES se torna um sonho em construgdo. Fatores como qualidade de ensino,
oportunidades académicas e planos de carreira, sao cruciais para a permanéncia do aluno nos
cursos de graduagdo. Segundo Cislaghi (2010, p.20) “a aquisicdo de conhecimentos assim
como a percepcao dos progressos e da qualidade na sua formacao séo fortes motivadores para
que os estudantes permanecam frequentando os cursos e concluam com sucesso a sua
passagem pela IES”. H4 muitas pesquisas sobre a evasio, cuja preocupac¢do é imensa, porém
h& de se pensar nas causas da permanéncia, gerando alguns questionamentos: O que faz o
aluno evadir ou permanecer no curso? Quais as expectativas do aluno em relacio a sua

formagao? Quais fatores ajudam ou influenciam na decisio de permanéncia no curso?

Portanto, esse trabalho tem como objetivo estudar os fatores da evasao e permanéncia
dos alunos no curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste — Campus Cascavel nos anos
de 2016 a 2022 com o propoésito de analisar padroes na tomada de decisdes dos alunos em
relagio ao curso. O recorte, se concentrard no curso de licenciatura em matematica
(Unioeste/Campus Cascavel), uma vez que faz parte da formagdo da pesquisadora, e o

periodo escolhido é relacionado com o tempo de imersao da autora no curso.

2 Objetivo de pesquisa
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Este trabalho tem como objetivo identificar os fatores de evasdo e permanéncia no
curso de Licenciatura em Matematica na Unioeste — campus Cascavel no periodo de 2016 a
2022, possibilitando mapear os motivos da escolha de concluir e desistir do curso. Durante a
pesquisa queremos possibilitar que os alunos pontuem sua(as) justificativas em relagdo ao
curso e que as informagdes obtidas ajudem novos alunos que estdo passando pela tomada a

deciséo.
3 Desenvolvimento da pesquisa

A Unioeste é uma universidade publica e gratuita, tendo seu reconhecimento como
universidade em 23 de dezembro de 1994, é uma instituigdo de ensino multicampi, formado
por cinco campus distribuido em cinco municipios, Cascavel, Francisco Beltrao, Toledo, Foz

do Iguagu e Marechal Candido do Rondon.

A Unioeste foi criada a partir da juncdo de cinco faculdades municipais isoladas, em
Cascavel (FECIVEL criada em 1972), em Foz do Iguagu (FACISA criada em 1979), em
Marechal Candido Rondon (FACIMAR criada em 1980) em Toledo (FACITOL criada em
1980) e em Francisco Beltrao (FACIBEL criada em 1974). A Unioeste campus — Cascavel,
possui 19 cursos de graduagdo presencial, onde vamos abordar durante a pesquisa

especialmente o curso de Licenciatura em Matematica Unioeste - campus Cascavel.

O curso de Licenciatura em Matematica na Unioeste — Campus Cascavel, foi
implantado em 1987, estd vinculado com o Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologicas
(CCET), tendo como duracio minima quatro anos e maxima de sete anos no periodo
noturno. O ingresso no curso pode ser através do processo seletivo do vestibular que oferta 20
vagas ou pelo Sistema de Selecdo Unificada - SISU ofertando também 20 vagas. O curso
possui nota cinco no Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes — ENADE, sendo
aplicado a ultima vez em 2017. O Projeto Politico Pedagogico —(PPP) vigente no curso é a
Resolugao 256/2016 — CEPE aprovado no dia 8 de dezembro de 2016. O curso prevé formar

profissionais para atuar no campo da docéncia em matemaética e visa:

Desenvolver em seus alunos a capacidade social de comunicar-se
matematicamente, favorecendo a utilizagdo dos conhecimentos matemaéticos
para a compreensdo consciente do mundo circundante, para que eles
percebam que esta é uma ciéncia resultante de uma agdo social, que é
dinamica e criativa (MATEMATICA — Unioeste, 2022.)"

A alta evasdo no curso de matematica e a pouca formacao de discentes é um assunto
muito discutido, possuindo também como fator preocupante a permanéncia prolongada dos
alunos. Segundo Appio (2013) o maior namero de abandonos no curso de matemética da
Unioeste estd no concentrado no primeiro ano e através da sua pesquisa aponta as

reprovagoes constantes em algumas matérias contribuem para a evasao do curso.

! Disponivel em: https://dmat-unioeste.mat.br/. Acesso em 10 de novembro 2022.
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No curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste/Campus Cascavel, existe uma
grande problematica em relacdo a desisténcia no curso relacionada com o nidmero de
reprovagoes em determinadas disciplinas como mostra a pesquisa de Appio (2013), resultados
apontaram que o maior nimero de reprovagoes estd concentrado no primeiro ano do curso.
Além disso, segundo Moraes, (2019, p. 13).

O estudante que coleciona aprovagdes nas disciplinas do seu curso e enseja a
construgdo de uma base pertinente de conhecimentos dispde de maior chance
em persistir no seu objetivo de completar a graduacido. Em contraste, o estu-
dante que acumula insucessos nas disciplinas, como tradicionalmente ocorre
no principio dos cursos de exatas, acaba se desmotivando em dar continuida-
de aos seus estudos.

Analisar os fatores de permanéncia dos alunos néo s6 tem grande importancia para os
discentes, mas também para a instituicao, ter uma visdo do que gera continuagéo do discente
no curso. Segundo Cislaghi (2008) o que faz um estudante ficar na davida e reconsiderar o
objetivo de obter uma formacao, ou o que pode aumentar sua motivacdo para concluir o
curso que frequenta, demanda de conhecimentos e o uso de técnicas especificas. Como aponta
Maciel, Lima e Gimenez (2016. apud. SALAS et al., 2020):

permanecer na educagdo superior e conclui-la sdo agdes determinadas por va-
rios elementos e envolvem recursos humanos e econémicos, conjunto que re-
presenta, cada vez mais, esforcos institucionais e o desenvolvimento de politi-
cas especificas para favorecer o sucesso dos estudantes da Educagdo Superior
publica (p. 761).

Transparecer os fatores de permanéncia dos alunos no curso de licenciatura em
matematica pode ser um grande aliado na tomada de decisdes dos discentes, ressaltar as

muitas oportunidades que o curso oferece e reacender os motivos de escolha do curso.

4 Metodologia

O trabalho apresentado tera como fundamentagéo a pesquisa qualitativa, que segundo
Vieira (1996 apud Zanella 2011 p. 35) é caracterizada por ndo usar instrumentos estatisticos
para a obtencdo e analise de dados. Ja para Richardson (1999) podemos afirmar que as
investigacbes que se voltam para uma analise qualitativa tém como objeto de estudo

situagdes complexas ou bastante particulares.

Sera abordado também a metodologia de pesquisa descritiva que Gil (2007 apud.
Zanella, 2011 p. 34) descreve como, “conhecer a realidade estudada, suas caracteristicas e seus
problemas”. Apos a submissdo ao processo de analise do comité de ética’, a pesquisa sera feita
através de aplicacdo de dois questionérios: um para alunos que evadiram de curso e outro

para os que permaneceram, ambos no periodo de 2016 a 2022.

2 https://www.unioeste.br/portal/comites/cep/inicial . Acesso em nov, 2022.
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Em relacio a coleta de dados dos alunos que evadiram, sera feito um levantamento
junto a secretaria académica do campus e no colegiado do curso de licenciatura em
matemaética. Serd realizada também uma pesquisa nos sites disponiveis da instituicio com

dados dos alunos disponibilizados durante os anos de 2016-2022.

5 Consideragoes finais

A realidade do curso de licenciatura em matemaética da Unioeste é um alto indice de
alunos que evadiram e poucos formados, como relatam as pesquisas de Appio (2013), Silva
(2020) e Andreta (2013) que serdio utilizadas como base e motiva¢io para a conclusdo desse
trabalho. Explorar e transparecer os motivos dos alunos para sua tomada de decisdo é de
extrema importancia, para que fique claro as realidades enfrentadas pelos discentes durante a
conclusdo do curso. Por fim, espera-se que esse trabalho seja relevante e motivador para
pesquisas futuras, visto que o campo da evasdo e permanéncia de alunos no ensino superior é

ainda um campo de pesquisa pouco explorado.
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Resumo: Este trabalho tem como objetivo fazer uma anélise acerca do
Plano Nacional do Livro Didético, com énfase nas mudangas ocorridas em
sua linha do tempo, seu funcionamento e levantamento de alguns pontos
como: quem sdo as editoras que sdo escolhidas? Os professores sio
contemplados com as colegdes escolhidas? E ao final, nossas conclusdes,
embasadas em textos cientificos.

Palavras-chave: PNLD; Educagdo Matematica; FNDE.

1 Introducao

Este texto é formulado a partir de dois projetos de iniciagio cientifica voluntéaria, que
tinham como objetivo inicial o estudo dos paradidaticos, principalmente aqueles que fazem
parte do acervo de livros didaticos antigos do Laboratorio de Ensino de Matemaética (LEM),
da Universidade Estadual do Oeste do Parana (Unioeste), campus de Cascavel. Assim, foi
feita a catalogagdo desses livros, uma breve anélise de seus contetudos, além do estudo do
Plano Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD). Ainda durante a catalogagao,
percebemos que os paradidéaticos tinham ligacdo direta com os livros didaticos, pois faziam
um complemento do contetdo, utilizando de histérias que auxiliam no entendimento do

aluno.

Desse modo, para o presente texto, abordaremos de modo exclusivo a histéria do

PNLD, pois é um projeto que estd em vigor desde 1929, que sofreu mudangas ao longo dos

1 A . . . L. L.
Académico do curso de licenciatura em matemética; voluntéario no PIC.

2 A . . . sy .
Académica do curso de licenciatura em matematica; voluntaria no PIC.

®  Professor do curso de Licenciatura em Matematica da Unioeste, campus de Cascavel.
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anos, além de ter nomes diferentes e diversas formas de execucgdes. Falaremos sobre o longo
histérico, seu modo de funcionamento e faremos algumas criticas a escolha da editora

contemplada.

2 Historico do Plano Nacional do Livro Didatico - PNLD

O atual PNLD teve inicio em 1929, com a criagdo do Instituto Nacional do Livro
(INL), um o6rgéo para legislar sobre as politicas do livro didatico, auxiliando na legitimidade
do livro didatico e que, consequentemente, contribuiu no aumento da sua producdo. Na
sequéncia, em 1938, é instituida a Comissdo Nacional do Livro Didatico (CNLD), que foi
consolidada pelo Decreto de Lei n® 1.006, de 30/12/1938, que estabelecia sua primeira
politica de legislagio e controle de produgéo e circulagdo do livro didatico no pais. Apos sete
anos, por meio do Decreto-Lei n® 8.460, de 26/12/1945, se torna mais solida a legislacdo
sobre as condigbes de producdo, importacdo e utilizagdo do livro didético, limitando ao
professor a escolha do livro a ser utilizado pelos alunos, conforme definido no art. 5°
(BRASIL,2022).

Um acordo em 1966 entre o ministério da educagao (MEC) e a Agéncia Norte-
Americana para o Desenvolvimento Internacional (Usaid) libera a cria¢io da Comissdo do
Livro Técnico e Livro Didatico (Colted), tendo em vista coordenar as agdes referentes a
producédo, edicdo e distribuicio do livro didéatico. Segundo o Fundo Nacional de
Desenvolvimento da Educagao (FNDE), foi assegurado ao MEC recursos suficientes para a
distribui¢ao gratuita do 51 milhdes de exemplares no periodo de trés anos, nos préoximos anos
garantiu financiamento do governo a partir de verbas publicas, dando continuidade ao

programa.

Em 1968 é criado o FNDE que é uma autarquia federal vinculada ao Ministério da
Educagdo (MEC). Isso quer dizer que ele é uma entidade publica, fiscalizada pelo Estado,
mas que possui autonomia para sua gestdo. Sendo responsavel também pelo PNLD. Assim,
em 1970, implementou-se o sistema de coedigdo de livros com as editoras nacionais, com
recursos do INL e, no ano seguinte, o INL passou a desenvolver o Programa do Livro
Didatico para o Ensino fundamental (Plidef), quando assumiu as atribui¢oes administrativas
e de gerenciamento dos recursos financeiros que estavam até entdo sob responsabilidade da
Colted. Nesse periodo foi necesséaria a contrapartida das unidades federativas apds o término
do convénio MEC/Usaid, o que se efetivou com a implantacio do sistema de contribuigéo
financeira das unidades federadas para o fundo do livro didatico (BRASIL, 2022).

Apos o decreto n® 77.107 de 4 de fevereiro del976, o governo federal assumiu a
compra de boa parcela dos livros para distribuir para parte das escolas e unidades federadas.

Com isso, foi extinto o INL, e foi criada a Fundagdo do Material Escolar (Fename), que
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passou a ser responsavel pela execucdo do programa do livro didéatico tendo auxilio das
unidades federativas as quais eram responsaveis por promover os recursos, porém a falta de

recursos acabava excluindo maioria das escolas municipais do programa.

Segundo o portal do FNDE (BRASIL 2022), sete anos apoés a Fename assumir a
execugdo do programa do livro didético, é criada a Fundagdo de Assisténcia ao Estudante
(FAE) que incorpora o Plidef que a substitui. Nesse mesmo periodo, o grupo de trabalho
encarregado do exame dos problemas relativos aos livros didaticos propde a participagdo dos
professores na escolha dos livros e ampliagio do programa incluindo as demais séries do
ensino fundamental. Finalmente, em 1985, com a edi¢do do decreto n® 91.542, de 19/08/1985,
o Plidef da lugar ao Programa Nacional do Livro Didatico, implantando diversas mudancas,

CcOomo:

e Indicacéo do livro didatico pelos professores;

* Reutilizagdo do livro;

e Extensdio da oferta aos alunos de 12 e 22 série das escolas piblicas e comunitarias;
¢ Controle do processo decisério pela FAE;

e (Garantia do critério de escolha do livro pelos professores.

No ano de 1992 devido as limitagoes orcamentarias, a distribuicdo do livro didatico é
comprometida, tendo um recuo na abrangéncia da distribuicéo, restringindo-se o atendimento
até a 42 série do ensino fundamental. J4 em 1993, a resolugio do FNDE vincula recursos para
a aquisicio dos livros didaticos destinados aos alunos das redes publicas de ensino,
estabelecendo-se, assim, um fluxo regular de verbas para a aquisi¢do e distribuicdo do livro
didatico (BRASIL, 2022).

Com participagdao do MEC/FAE/UNESCO entre os anos de 1993 e 1994 sdo definidos
critérios para a avaliagdo dos livros didaticos, sendo feita uma publicagdo de um guia. De
forma progressiva, se tem a volta da universalizacdo da distribuicio do livro didético no

ensino fundamental e uma expansdo das disciplinas envolvidas na producdo dos livros
didaticos (BRASIL, 2022).

Em 1996 é iniciado o processo de avaliagdo pedagodgica dos livros inscritos no PNLD,
tendo neste mesmo ano o primeiro “Guia do livro Didatico” de 1? a 42 série. A avaliacio foi
feita pelo MEC conforme critérios previamente discutidos. Esse procedimento foi aperfeicoado
e é aplicado até os dias atuais. Assim, livros que apresentem erros conceituais, inducio a
erros, desatualizagio, preconceito ou discriminacio de qualquer natureza sdo excluidos do

Guia do Livro Didatico®.

* O Guia de livros didaticos é uma peca fundamental do PNLD e tem, a principio, trés funcdes. A
primeira delas é de orientacdo aos docentes da Educacdo Basica para que possam melhor realizar o
processo de escolha das obras que serdo utilizadas nas escolas do Brasil. O Guia enuncia, também, os
pressupostos da avaliagdo pedagogica, efetivados em observancia ao Edital do Programa e em
conformidade com afirmacoes académicas atualizadas. Apresenta reflexdes fundamentais & formacéo
docente no tocante aos processos de mediagio pedagogica. (BRASIL,2022).
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Em 1997, a FAE é extinta e passa a responsabilidade pela politica de execugdo do
PNLD para o Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educacio (FNDE). Neste mesmo ano,
o programa é ampliado e o Ministério da Educacio passa a adquirir, de forma continua livros
didaticos para de alfabetizacdo, lingua portuguesa, matemaética, ciéncias, histéria e geografia

para todos os alunos de 12 a 82 série do ensino Fundamental das escolas piblicas.

No inicio dos anos 2000, é inserida no PNLD a distribui¢do de dicionarios da lingua
portuguesa para uso dos alunos de 12 a 42 série, e pela primeira vez na historia do programa,
a entrega dos livros didaticos é feita no ano anterior do seu uso. Além disso, a partir de 2001,
de forma gradativa, foi ampliado o atendimento aos alunos com deficiéncia visual que
frequentam as salas de aula do ensino regular das escolas publicas, utilizando de livros
didaticos em braile. Atualmente, esses alunos sio atendidos também com livros em libras,

caractere ampliado e na versio MecDaisy (versdo digital de livros com suporte de leitura de
texto e descri¢ao de graficos) (BRASIL,2022).

Em 2002, os anos finais tiveram distribui¢ao integral do livro didatico. Ja em 2004, foi
estipulada a meta de que os alunos matriculados no ensino fundamentam tivessem dicionérios

de lingua portuguesa para utilizarem durante sua vida escolar (BRASIL, 2022).

Segundo o FNDE em 2003 é publicada a Resolugdo do FNDE n° 38, de 15/10/2003,
que institui o Programa Nacional do Livro Didético para o Ensino Médio (PNLEM). No ano
de 2004 os anos iniciais recebem distribui¢do integral. O atendimento ao Ensino médio foi
instituido progressivamente e no ano de 2004 é criada uma ferramenta importante para a
execucao do programa, o Siscort, sistema direcionado a registrar e controlar o remanejamento

de livros e distribuicdo da Reserva Técnica referente ao ensino fundamental, o sistema foi
implantado em todos os estados (BRASIL, 2022).

No ano de 2005 ¢ feita a distribuicdo do PNLD e do PNLEM com distribuigdo parcial
ao ensino médio, ainda foram distribuidos trés tipos de dicionarios para serem adaptados ao
nivel de ensino do aluno. Para os alunos que tém surdez e utilizam a Lingua Brasileira de
Sinais (Libras), houve distribuigdo do dicionario enciclopédico ilustrado trilingue - Lingua
Brasileira de Sinais/Lingua Portuguesa/Lingua Inglesa (BRASIL,2022).

O FNDE em 2007 adquiriu 110,2 milhdes de livros para reposi¢do e complementacao
dos livros. Nesse mesmo ano, para o ensino médio houve distribuicdo parcial, seguindo a meta

progressiva de universaliza¢do do material para esse segmento (BRASIL, 2022).

Com a publicagio da resolucdo do FNDE 18, de 24/04/2007, é regulamentado o
Programa Nacional do Livro Didatico para a Alfabetizagdo de Jovens e Adultos (PNLA) para
distribuigdo, a titulo de doagéo, de obras didaticas as entidades parceiras do Programa Brasil
Alfabetizado (PBA), com vistas a alfabetizac¢io e a escolarizagio de pessoas com idade de 15
anos ou mais (BRASIL, 2022).
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Para utilizagio em 2009, houve distribuicdo integral nos anos finais e distribuigdo
parcial no ensino médio. Houve aquisi¢io de 114,8 milhdes de livros didaticos para 36,6
milhGes de alunos da educacio publica, para utilizagdo a partir de 2010. Ainda em 2009,

foram investidos R$18,8 milhoes na compra de 2,8 milhdes de obras do PNLA.

Além disso, sdo publicadas duas importantes resolugdes. A primeira, a resolucado
FNDE n°. 51, de 16/09/2009, regulamentando o Programa Nacional do Livro Didéatico para a
Educagéo de Jovens e Adultos (PNLD EJA). O programa abrange o PNLA, visto que atende
estudantes jovens e adultos também em sua fase de alfabetizacio. A segunda, resolucdo do
FNDE n°. 60, de 20/11/2009, estabelece novas regras para participagio no PNLD: a partir de
2010, as redes publicas de ensino e as escolas federais devem aderir ao programa para receber

os livros didaticos.

Em 2010, os anos iniciais tém distribui¢io integral e o atendimento ao EJA &
ampliado. Foram adquiridas, pela primeira vez, obras complementares para os alunos de 12 e
29 anos do ensino fundamental, além disso é publicado o Decreto n°. 7.084, de 27/01/2010,
que dispde sobre os procedimentos para execugio dos programas de material didatico: o
Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) e o Programa Nacional Biblioteca da Escola
(PNBE) (BRASIL, 2022).

Segundo o FNDE (BRASIL, 2022), em 2011, foi distribuido integralmente livros para
o ensino médio, inclusive na modalidade Educacio de Jovens e Adultos. Foram distribuidos
ainda livros para os alunos do ensino fundamental da Educagio de Jovens e Adultos,
conforme previa a Resolu¢do do FNDE n°. 51 de 2009. Com o investimento de R$ 140,6 mil

reais, foram distribuidos 14,1 milhoes de livros, atendendo 5 milhoes de alunos.

Importantes e significativos avanco nos programas do livro ocorreram na &area de
tecnologia. Em 2012, foi publicado edital para formagio de parcerias para estruturacdo e
operacgdo de servigo publico e gratuito de disponibilizacdo de materiais digitais a usuérios da
educagéo nacional. O edital tinha por objetivo a constitui¢gdo de acordos de cooperacdo entre
o FNDE e instituicdes interessadas para a estruturacéo e a operacdo de servico virtual para
disponibilizagdo de obras digitais e outros conteidos educacionais digitais para professores,
estudantes e outros usuérios da rede publica de ensino brasileira, com énfase nos titulos do
PNLD, do PNBE e de outras aces governamentais na area de material escolar, por meio de
tecnologia que assegure o atendimento em escala nacional e proteja os direitos autorais

digitais e a propriedade intelectual dos acervos (BRASIL, 2022).

Além disso, também em 2012, pela primeira vez, os editores puderam inscrever no
ambito do PNLD 2014, objetos educacionais digitais complementares aos livros impressos.
Esse novo material multimidia, que inclui jogos educativos, simuladores e infograficos
animados, foi enviado para as escolas em DVD para utilizagdo pelos alunos dos anos finais do
ensino fundamental no ano letivo de 2014. O DVD é um recurso adicional para as escolas que

ainda ndo tinham internet. Os novos livros didéticos trouxeram também enderecos on-line
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para que os estudantes tivessem acesso ao material multimidia, complementando o assunto

estudado, com o intuito de tornar as aulas mais modernas e interessantes (BRASIL, 2022).

Além disso, também em 2012, pela primeira vez, os editores puderam inscrever no
ambito do PNLD 2014, objetos educacionais digitais complementares aos livros impressos.
Esse novo material multimidia, que inclui jogos educativos, simuladores e infograficos
animados, foi enviado para as escolas em DVD para utilizagdo pelos alunos dos anos finais do
ensino fundamental no ano letivo de 2014. O DVD é um recurso adicional para as escolas que
ainda nao tinham internet. Os novos livros didaticos trouxeram também enderecos on-line
para que os estudantes tivessem acesso ao material multimidia, complementando o assunto
estudado (BRASIL, 2022).

Ja para o ano letivo de 2015, foi langado em 2012 o edital que prevé que as editoras
podem apresentar obras multimidias, reunindo livro impresso e livro digital (BRASIL, 2022).
A versdo digital deve trazer o mesmo conteido do material impresso mais os objetos
educacionais digitais, como videos, animacgdes, simuladores, imagens, jogos, textos, entre
outros itens para auxiliar na aprendizagem. O edital também permite a apresentagio de
obras somente na versao impressa, para viabilizar a participacao das editoras que ainda nao
dominam as novas tecnologias. Esse material foi destinado aos alunos e professores do ensino

médio da rede piblica.

O Decreto n® 9.099, de 18 de julho de 2017, unificou as agdes de aquisi¢io e
distribuicdo de livros didéticos e literarios, anteriormente contempladas pelo Programa
Nacional do Livro Didatico (PNLD) e pelo Programa Nacional Biblioteca da Escola (PNBE).
Com nova nomenclatura, o Programa Nacional do Livro e do Material Didatico — PNLD
também teve seu alvo ampliado com a possibilidade de inclusdo de outros materiais de apoio
& pratica educativa para além das obras didaticas e literarias: obras pedagobgicas, softwares e
jogos educacionais, materiais de reforco e correcao de fluxo, materiais de formacio e materiais

destinados a gestao escolar, entre outros (BRASIL,2022).

3 Funcionamento

A adesdo das escolas e os sistemas de ensino estaduais, municipais e federais segundo
o FNDE (BRASIL, 2022) deve ser feita formalmente, seguindo editais publicados no site do
programa observando as normas, prazos e procedimento estabelecidos pelo Ministério da
Educagdo. Os beneficiarios que ndo desejarem mais fazer parte do projeto devem fazer a
solicitagdo de suspensdo das remessas ou realizar a exclusdo do programa. Aos que fazem
parte do programa a adesdo deve estar sempre atualizada, sendo feita até o final do més de

maio do ano anterior aquele em que a entidade deseja ser atendida.

O mesmo ocorre para as editoras que desejam enviar colegdes, estas também devem

atender aos editais presentes no site. As colegdes que sao inscritas passam por um processo de
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triagem realizado pelo Instituto de Pesquisas Tecnologicas do Estado de Sdo Paulo (IPT). Os
livros que forem selecionados sdo encaminhados ao MEC, 6rgao responséavel pela avaliagio
pedagogica. Os avaliadores dos livros sdo escolhidos pela SEB conforme os critérios
divulgados no edital, alguns desses critérios incluem se as obras seguem a ABNT e se
possuem resisténcia para que durem por pelo menos 3 anos. Assim sio elaboradas resenhas

dos livros aprovados que passam a compor o guia e livros didaticos.

A e corpo docente analisam as obras e escolhem os livros que serfdo utilizados em sua
escola. A escolha é realizada via internet. Segundo o FNDE (BRASIL, 2022), apos a
compilagdo dos dados referentes aos pedidos realizados pela internet inicia o processo de
negociacdo com as editoras. A aquisicdo € realizada por ilegibilidade de licitagdo tendo em
vista que as escolhas dos livros séo efetivadas pelas escolas e que séo editoras especificas que
detém o direito de produgdo de cada livro. Concluida a negociagio é firmado contrato e
informa-se as quantidades de livros a serem produzidos e as localidades de entrega para as

editoras. Esses processos podem ser organizados conforme a Figura 1.

Adesao

v

Editais

v

Inscricdo das
editoras

v

Avaliacao

Figura 1: Primeira fase FNDE

Fonte: Acervo dos autores

A distribuic¢io dos livros é realizada pela Empresa Brasileira de Correios e Telégrafos,
que leva os livros diretamente das editoras para as escolas. Os livros chegam as escolas entre
outubro do ano anterior ao atendimento e o inicio do ano letivo, vale ressaltar que nas zonas
rurais, as obras sdo entregues nas sedes das prefeituras ou nas secretarias municipais de

educacao, estas devem efetivar a entrega dos livros.

Segundo FNDE os livros possuem a seguinte distribui¢do: Para o fundamental cada
aluno tem o direito a um exemplar dos livros de lingua portuguesa, matemética, ciéncias,

histéria, geografia e lingua estrangeira. Esses livros seguem o ciclo de trés anos, ou seja, ao
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final do ano letivo os alunos devem realizar a devolugio dos livros para a escola para que
possam ser usados por outros alunos. Os tinicos livros que nfdo seguem esse critério sdo os de
lingua estrangeira que podem ser de inglés ou espanhol sdo os tnicos consumiveis. O critério
de reutilizacdo é mantido para o ensino médio, este que sio entregues os livros de lingua
portuguesa, matematica, geografia, historia, biologia, fisica e quimica, mantém-se também o
critério de utilizagdo dos livros de lingua estrangeira. No caso da sociologia e da filosofia, os
alunos receberdo um livro em volume tunico, ou seja, este serd utilizado durante os trés anos

do ensino meédio.

O ciclo de uso dos livros é de trés anos, ocorrendo de forma alternada, sao
contemplados alunos do 12 ao 5° ano do ensino fundamental, 6° ano ao 9° ano do ensino
fundamental e 1° ao 32 ano do ensino médio. Em cada ano um dos trés anos do ensino basico
é contemplado com a entrega de livros até se fechar o ciclo de trés anos assim se repetindo.
Entre os ciclos sao realizadas reposi¢des caso ocorram extravios ou perdas e acréscimos por
matricula. Segundo o FNDE a distribui¢do é realizada de acordo projecdes do censo escolar
referente a dois anos anteriores ao ano do programa, que é o censo disponivel no momento do
processamento da escolha feita pelas escolas. Dessa maneira, poderd haver pequenas
oscilagdes entre o ntimero de livros e o de alunos. Para realizar o ajuste, garantindo o acesso
de todos os alunos aos materiais, é necessario fazer o seu remanejamento, daquelas escolas
onde estejam excedendo para aquelas onde ocorra falta de livros. As escolas podem recorrer
ainda a reserva técnica, percentual de livros disponibilizado &s Secretarias Estaduais de

Educagéo para atender a novas turmas e matriculas.

4 Criticas ao Programa

Apesar dos pontos positivos presente no projeto, vale ressaltar algumas criticas quem
vem historicamente ligadas a publicacdo de livros didaticos no Brasil, que com o tempo se
estenderam apenas no mercado de publicagdes e chegaram até o PNLD.

A partir do desenvolvimento do mercado financeiro, grandes corporagdes se tornam
protagonistas em algumas areas, o que nao é diferente quando pensamos na producio de
livros didaticos no territorio nacional. Segundo Célia Cristina de Figueiredo (2007), no Brasil
hé grandes editoras desde os anos de 1970 até os dias de hoje, dentre elas destacamos o
Grupo Saraiva, Abril, Moderna, FTD, IBEP e Scipione, as quais tém monopolizado o
mercado de publicagdo dos livros didaticos, tendo apenas poucos titulos sendo publicados por
outros grupos, esses nao tao populares. Mas qual é o critério para essa escolha continua de
grandes corporagoes?

Em uma critica publicada no site do Senado sdo levantadas por Tatiana Feitosa
Britto as mesmas criticas expressas por Cecilia.

Na préatica, a avaliagio vem causando bastante desconforto junto ao
mercado editorial. Nas primeiras experiéncias, grandes editoras
tiveram livros consagrados pelo uso reprovados pelos avaliadores. Para
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se ter uma ideia, na avaliacio de 1996, de um total de 466 livros
inscritos, 281 (60%) foram classificados como néo recomendados. Mais
recentemente, colecbes que haviam sido aprovadas com louvor em
avaliagoes anteriores foram excluidas do Guia do Livro Didatico
(BRITTO,2011, p. 10).

Segundo Célia Cristina de Figueiredo Cassiano (2007) na década de 1980 essas
editoras se caracterizavam por sua grande maioria terem gestdo familiar e serem brasileiras.
A presenga no mercado até hoje deve-se ao fato que com o passar dos anos as editoras
aprenderam como realizar o marketing para seus livros o que os tornou mais atrativos para
serem adquiridos pelas escolas. Porém, segundo Tatiane Feitosa de Britto (2011) como nao
hé alternéncia das obras aprovadas, com os mesmos autores constando nas publicagoes de
livro, a variedade fica escassa, principalmente para os anos finais da educagio basica e isso
torna mais complexa a escolha dos livros a serem utilizados pelos docentes em sala de aula.

Com as colegoes publicadas pelas editoras, é de carater dos docentes fazer a escolha
das colegoes que sera utilizado para auxilio. Em cada regido hé critérios para as escolhas dos
livros, seja para cada escola, grupo de escola ou tinico para toda rede de ensino. Em casos de
escolha por rede de ensino, sdo contados os votos para cada colecdo e a que tiver mais votos
serd entao escolhido para o ciclo do préximo ano, em alguns casos mais de uma colecdo é
escolhida para o uso, porém, normalmente, apenas uma colecao é escolhida de toda rede de
escolas. Segundo Tatiane Feitosa de Britto (2011) esse tipo de escolha é mais barato, facilita
para a impressao dos livros, o que é vidvel para o programa e para as editoras, porém, essa
escolha pode néo ter sido a mais proveitosa em relagdo ao contetido.

O também segundo Tatiane Feitosa de Britto (2011) problema referente a escolha de
livros por rede de escolhas se torna um dos problemas que deixam o programa menos
atrativo. Tendo em vista o tempo que leva para a anéalise de cada livro, que é feita a partir
da observacao dos contetdos presentes em cada colecéo, atividades, pesquisar, textos e até
mesmo o uso de imagens, isso pode ser visto como uma falta de consideracao pelo trabalho de
analise realizado pelos professores das escolas publicas de ensino, isso acaba gerando uma

frustracéo.

Conclusoes

Com base no que foi apresentado concluimos que o PNLD teve e tem um longo
trajeto, com intimeras mudancas, sendo consolidado, expandido e aprimorado. Em analise ao
histérico concluimos que na maioria das vezes as grandes editoras foram as contempladas,
levantamos algumas criticas, mas, por mais que essas criticas existam o programa é essencial
para o ensino publico no Brasil. Entretanto, sabemos que a utilizacdo de livros de forma
gratuita pelos alunos nas escolas brasileiras é um processo importante para uma

democratizagdo de acesso aos estudos.
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